THEORIE D’ INTEGRATION Université de Bordeaux Feuille 3

Exercice 1  Soit f: (X, <) — (R, Borel) une fonction mesurable et

A s ) £0
g(a:)—{(!;() si f(x)=0

Montrer que g est mesurable. Indication: étudier d’abord le cas f(z) = x sur R.

Exercice 2 Soit f: (9, 4) — (R, Borel) une application mesurable. Pour n € N,
on pose

Ep =1 ([£,5) k=0...n2" et F,:=f""([n,+0o0)),

puis
R § k
fn.——nlph'+ EglEg.

0<k<n2m

a) Pour f(z) = |z|, expliciter fi, f2 et fs.

b) Montrer dans le cas général que 0 < f; < fo < f3 < ... < f.

c) Montrer que lim, f,(z) = f(z) pour tout z € Q. Indication: comparer f(z) et
fn(x) sur | E}.

d) Montrer que la convergence est méme uniforme si f est supposée bornée.

Exercice 3 Pour chaque n € N on définit la fonction:
fal) =) 2™ (1 —2).
k=0

a) Déterminer 'ensemble D des z € R pour lesquels (f,)72; est une suite croissante
de fonctions mesurables sur R. Trouver un équivalent (presque partout) de la
limite.

b) Démontrer que:

> (1 —x)d :/ :
/ox (1= o)da o 1+

k=0

¢) En déduire que

> (_1; C_ In(2).

k

o

d) De la méme facon, considérer fi,(z) = (—1)*2?*(1 — ) pour déterminer la valeur

de la somme:

- (=1)*
g (2k +1)(2k +2)°

k=0



Exercice 4  Soit f,, : (X, 7) — ([0, +o0], Borel) mesurable (n € N). On pose:
=> fulx) (e X).
n=1

Montrer que [, fdu = S « fndp. En déduire que, si a;; > 0 pour tout (i,j) € N*

alors o = o =
DD w=) D ai

i=1 j=1 =1 i=1

Exercice 5 Soit f(t) = ) Montrer que la série -, n~ 2 converge, déduire que
f(t) =372, —t" In(t) pour t 6 [0 1]. Déduire que f est intégrable sur (0,1) et

[es)

=2

= ol
n=1

(0,1)

Il n’est pas demandé d’évaluer cette série!

Exercice 6 Soit f : Ry — R, décroissante et intégrable avec fo t)ydt > 0.
Montrer que pour A > 0,

[ soa<ny g < [

Exercice 7 Soit f une fonction positive intégrable sur R. Pour A € Borel(R), on

pose
/ e

Montrer que p est une mesure sur Borel(R)



