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Veuillez bien justifier vos réponses.

La correction tiendra compte du soin apporté à la rédaction.

Exercice 1 Soit X = N muni de la topologie induite de R. Décrire les parties compactes de X .

Exercice 2 Soit X un espace topologique. Montrer que X est séparé (Hausdorff) si et seulement si la diagonale
∆ = {(x, x) : x ∈ X} est un fermé de X ×X .

Exercice 3 (lemme préparatif) Soit X un espace topologique compact et Y un espace topologique séparé (ou
Hausdorff). Soit f : X → Y une bijection continue. Montrer que f−1 est continue.

Exercice 4 (application) Soit X = ]0, 1[ et Y = X ∪ {∞} sa compactification Alexandroff.
Soit S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}muni de la topologie induite de R2 et

f :

 Y → S1

t 7→ (cos(2πt), sin(2πt)) si t ∈ X
∞ 7→ (1, 0)

a) Montrer que f est bijectif.
b) Montrer que f est continue en tout point t ∈ X .
c) Pour montrer la continuité en∞, soit V un voisinage de (1, 0) ∈ S1.

i) Montrer qu’il existe ε > 0 tel que V contient l’arc{
(cos(2πt), sin(2πt)),−ε < t < ε

}
.

ii) Montrer que f−1(V ) contient O := Y \[ε, 1− ε].
iii) Déduire que f−1(V ) est un voisinage de∞ dans Y .

d) Montrer que f est continue.
Par l’exercice précédent, f−1 est continue, c’est à dire Y et S1 sont homéomorphes. On identifie Y avec S1 grâce à f .

FIN


