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SUR I’ANALOGIE ENTRE LE SYSTEME DYNAMIQUE
DE DENINGER ET LE TOPOS WEIL-ETALE
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Abstract. We express some basic properties of Deninger’s conjectural dynamical sys-
tem in terms of morphisms of topoi. Then we show that the current definition of the Weil-étale
topos satisfies these properties. In particular, the flow, the closed orbits, the fixed points of the
flow and the foliation in characteristic p are well defined on the Weil-étale topos. This anal-
ogy extends to arithmetic schemes. Over a prime number p and over the archimedean place
of @, we define a morphism from a topos associated to Deninger’s dynamical system to the
Weil-étale topos. This morphism is compatible with the structure mentioned above.

Introduction. Deninger a développé un formalisme cohomologique conjectural per-
mettant une interprétation cohomologique des fonctions L motiviques et des fonctions zéta
de schémas arithmétiques. L’existence d’une telle cohomologie permettrait de prouver les
grandes conjectures relatives a ces fonctions L. Deninger a ensuite montré que certains sys-
temes dynamiques munis de feuilletages posseédent une cohomologie analogue. Il a finale-
ment suggéré 1’existence d’un certain systeme dynamique feuilleté fonctoriellement attaché
a un schéma arithmétique, donnant lieu a la cohomologie de type géométrique attendue. Les
propriétés de ce systeme dynamique ont été étudiées dans une série d’articles (cf. [2], [3], [4],
[5], [6]). La construction de tels systemes dynamiques fonctoriellement attachés aux anneaux
d’entiers de corps de nombres par exemple, fait toujours défaut.

D’autre part, Lichtenbaum a conjecturé dans [12] I’existence d’une cohomologie, issue
d’un certain topos Weil-étale, permettant d’exprimer les valeurs spéciales des fonctions L
motiviques et des fonctions zéta de schémas arithmétiques. Une telle cohomologie sera dite
de type arithmétique. Nous disposons actuellement d’une définition provisoire du topos Weil-
étale d’un schéma arithmétique (cf. [12] et [9]). En suivant le point de vue de [10], un topos
doit étre pensé comme un espace topologique généralisé. Le but de cet article est de montrer
que certaines propriétés de base du systeme dynamique de Deninger (flot, orbites fermées,
points fixes et feuilletage en caractéristique p) sont satisfaites par le topos Weil-étale tel qu’il
est défini dans [9].

Dans la deuxieéme et la troisiéme section de cet article, nous étudions le lien existant entre
le gros topos Weil-étale Yy et le systtme dynamique conjecturalement associé a une variété
Y sur un corps fini k = F. Il est pour cela nécessaire de traduire les propriétés de ce systeéme
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dynamique en termes de topos. On montre que le topos Weil-étale est muni d’une projection
Yw — Bw, =~ S(R, R/log(q)Z)

sur le topos associé a I’espace homogene R/log(q)Z. Cette projection est R-équivariante, en
ce sens qu’elle est définie au-dessus de Bg. Une feuille, définie comme la fibre du morphisme
p au-dessus d’un point du cercle u € R/log(q)Z, est équivalente au topos étale (Iégerement
modifi€) associ€ au schéma Y ;=Y x¢k. Un point fermé v de Y fournit une inclusion fermée,
a nouveau au-dessus de Bg, du topos associ€ a R/log(N (v))Z dans le topos Weil-étale. En
supposant que ce systeme dynamique puisse étre fonctoriellement attaché a Y, nous montrons
que I’on peut lui associer un topos muni d’un morphisme canonique dans le topos Weil-étale.
Ce morphisme est alors compatible a ’action de R, aux orbites fermées ainsi qu’au feuilletage
(cf. Théoréeme 3.11).

Dans la quatrieme et la cinquieme section, nous considérons I’anneau d’entiers Ok d’un
corps de nombres, le topos Weil-étale Xy (défini dans [12] et [9]) et le systéme dynamique
conjecturalement associé & X = Spec(Ok). Ce dernier devrait étre un espace laminé de
dimension trois, muni d’un feuilletage, lui-m&me compatible a 1’action du groupe R. Une
place finie du corps de nombres K de norme N (v) devrait correspondre a une orbite fermée
du flot de longueur log(N (v)), alors qu’une place archimédienne correspondrait a un point
fixe. On exprime le flot, les orbites fermées et points fixes de ce systeme dynamique en termes
de morphismes de topos (cf. Théoreme 4.2), que 1’on observe ensuite sur le topos Weil-étale
Xyw. Cette étude permet d’interpréter le morphisme canonique

f . )_( w —> BR
comme un flot (cf. Section 7). Si v est une place finie de K de norme N (v) (resp. une
place archimédienne), alors le topos Weil-étale Xy possede une orbite fermée de longueur
log(N (v)) (resp. un point fixe).

Dans la sixieme section, nous étendons cette analogie aux schémas arithmétiques de
dimension supérieure. Soit X un schéma connexe, régulier, plat et propre sur Spec(Z). On
définit un morphisme de la fibre du syst¢eme dynamique conjecturalement associé€ a X dans
la fibre du topos Weil-étale Xy défini dans [9], au dessus d’un point fermé p € Spec(Z) et
au-dessus de la place archimédienne oo de Q.

Le topos que I’on associe dans ce travail au systeme dynamique de Deninger est partic-
ulierement simple et maniable. En contrepartie, il réduit ce systéme dynamique feuilleté & un
espace topologique muni d’une action continue de R, et il n’est pas nécessairement connexe
sur 7. Malgré ses défauts, cette définition retient suffisamment d’information pour observer
le flot, les orbites fermées, les points fixes et le feuilletage en caractéristique p.

REMERCIEMENTS. Je tiens a remercier Christopher Deninger, Matthias Flach, Luc
Illusie, Masanori Morishita et Frédéric Paugam pour leurs commentaires. Je suis aussi tres
reconnaissant envers Masanori Morishita pour son hospitalité.
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1. Préliminaires.

1.1. Topos. Nous rappelons dans cette section quelques notions simples issues de
[10, IV] concernant les topos et leurs morphismes, que nous utiliserons tout au long de ce
travail.

Soit C une catégorie munie d’une topologie de Grothendieck J. On note (C, J) la caté-
gorie des faisceaux d’ensembles sur le site (C, J) (nous passons les questions d’univers sous

silence). Un topos est une catégorie S équivalente a une catégorie de la forme (C, J). Les
axiomes de Giraud donnent une caractérisation des topos [10, IV.1]. Un morphisme de topos
f 8 — Sestladonnée d’un couple de foncteurs adjoints f* : S — S'et f, : & > S,
de sorte que ’adjoint a gauche f* de f, soit exact a gauche. Rappelons qu’un foncteur est
exact a gauche s’il commute aux limites projectives finies (i.e. s’il préserve I’objet final et s’il
commute aux produits fibrés).

Unsite (C, J) est dit exact a gauche si les produits fibrés et un objet final existent dans C,
et si J est moins fine que la topologie canonique. Cette derniere condition signifie simplement
que les préfaisceaux représentables y(X) := Homc (—, X) sont des faisceaux. Si (C, J) est
un site exact & gauche alors le foncteur

—~—

y:C— (C,J),

envoyant X sur y(X), est pleinement fidele. C’est le plongement de Yoneda. Ce foncteur
commute par définition aux limites projectives quelconques. En particulier, 1’objet final de

(C, J) est le faisceau représenté par 1’objet final de C.

Soient (C, J) et (C’, J') deux sites exacts 2 gauche. Un morphisme de sites exacts
gauche f* : (C,J) — (C’, J') est un foncteur f* exact a gauche qui est de plus continu (une
famille couvrante dans C est envoyée sur une famille couvrante dans C”). Un tel morphisme
de sites exacts a gauche induit un morphisme de topos [10, IV.4.9.2]

fo=(f* £ (€ T) — (C, ).

Soient S et &’ deux topos et soit f* : S — S’ un foncteur commutant aux limites projectives
finies et aux limites inductives quelconques. Alors il existe (essentiellement) un unique mor-
phisme de topos f : &’ — S dont I’image inverse est f*. Par exemple, soit S un topos et X
un objetde S. Alors S/ X est un topos, que I’on appelle topos induit. Le foncteur changement
de base

S — §/X

F — FxX
commute aux limites projectives et inductives quelconques (car ces limites sont universelles
dans §). On obtient un morphisme

S/X—>S

que I’on appelle morphisme de localisation.

Un morphisme de topos i : S’ — S est un plongement si 1’'image directe i est pleine-
ment fidele. Une sous-catégorie £ de S est un sous-topos lorsqu’il existe un plongement
i : 8 — S tel que € soit I'image essentielle de i,. En d’autre termes, un sous-topos £ de S



332 B. MORIN

est une sous-catégorie strictement pleine telle que le foncteur d’inclusion £ — S est I’image
directe d’un morphisme de topos, i.e. telle que le foncteur d’inclusion admette un adjoint a
gauche qui est exact a gauche. Soit f : £ — S un morphisme. Alors il existe un unique
sous-topos Im(f) de S tel qu’il y ait une factorisation £ — Im(f) — Soi f : £ — Im(f)
est surjectif, i.e. f* est fidele. Le sous-topos Im(f) de S est I’image du morphisme f.

Soit S un topos et U un sous-objet de 1’objet final de S. Alors on dit que le morphisme
Jj : §/U — S est un plongement ouvert. Le sous-topos fermé complémentaire est la sous-
catégorie strictement pleine F de S constituée des objets X de S tels que j*X est ’objet
final de S/U. Un plongement fermé est un morphisme i : £ — S tel que i, induise une
équivalence de £ sur un sous-topos fermé de S.

Nous dirons qu’un diagramme de topos

& —=¢

1]

S/‘_>S

est un pull-back lorsqu’il est commutatif et 2-cartésien (cf. [10, IV, Prop. 5.11]). Un tel
diagramme commutatif est 2-cartésien précisément lorsque le morphisme & — S’ x g € est
une équivalence, o &’ x s & est un 2-produit fibré (les 2-produits fibrés existent dans la 2-
catégorie des topos). Considérons un pull-back comme ci-dessus tel que i : £ — S soit un
plongement fermé (resp. ouvert). Alors i’ : £ — S’ est un plongement fermé (resp. ouvert).
En particulier, I’image inverse d’un sous-topos fermé (resp. ouvert) est un sous-topos fermé
(resp. ouvert). Le sous-topos Im(i’) est I’image inverse du sous-topos Im(i) par le morphisme
f:8—-S8.

Le lecteur peu familier avec la théorie des topos pourra voir un topos simplement comme
un espace topologique généralisé, un morphisme de topos comme une application continue,
un morphisme de localisation comme un homéomorphisme local, un plongement comme
I’immersion d’un sous-espace topologique, un plongement ouvert (resp. fermé) de topos
comme un plongement plongement ouvert (resp. fermé) d’espaces et un 2-produit fibré de
topos comme un produit fibré d’espaces topologiques.

1.2. Le gros topos d’un espace topologique. Soit (Top, Jouv) le site constitué de la
catégorie des espaces topologiques, munie de la topologie engendrée par la prétopologie des
recouvrements ouverts : {X; — X,i € I} € Cov(X) si X = (J;; X; est un recouvrement
ouvert. On note Jjs la topologie sur Top engendrée par la prétopologie des recouvrements
admettant des sections locales : {X; — X,i € I} € Cov(X) si pour tout x € X, il existe
i € I, un voisinage ouvert x € U C X et une section continue U — X; de la fleche
X; — X au-dessus de U. Ces deux topologies sont en fait les mémes (i.e. Jis = Jouv)
et nous désignons par 7 le topos des faisceaux sur le site (Top, Jouy). Soit X un espace
topologique. Il représente un faisceau y(X) = Homyop(—, X) sur le site (Top, Jouv). On
considere alors la catégorie 7/ (x) des objets de 7 au-dessus de y(X). On définit la topologie
Jouv des recouvrements ouverts sur la catégorie Top/x des espaces topologiques au-dessus
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de X. Alors on a une équivalence
T/y(X) >~ (Top/x, Jouv)

ol (Topmouv) désigne la catégorie des faisceaux d’ensembles sur le site (Top/x, Jouv)-

Le topos TOP(X) := (Top/x, Jouv) €st le gros topos de I’espace X (cf. [10, IV.2.5]). En
particulier, 7/, (x) est un topos, équivalent au gros topos de 1’espace X.

DEFINITION 1.1. On note
S(X) =T /yx) = TOP(X)
le gros topos de I’espace X.
On note Sh(X) la catégorie des espaces €talés sur X. On a alors un morphisme
S(X) — Sh(X),

qui posseéde une section, et ces deux topos sont cohomologiquement équivalents [10, IV.2.5].

1.3. Le gros topos d’un espace muni de ’action d’un groupe topologique. Soit G
un groupe topologique. Le plongement de Yoneda étant exact a gauche, le groupe topologique
G représente un groupe y(G) de 7, i.e. un faisceau de groupes sur (Top, Jouv)-

DEFINITION 1.2. Le topos classifiant Bg du groupe topologique G est défini comme
la catégorie des objets de 7 munis d’une action a gauche de y(G).

Un objet de Bg est donc un faisceau d’ensembles F sur (Top, Jouv), tel que pour tout
espace T de Top, on ait une action

Homtop(T, G) x F(T) — F(T)

fonctorielle en 7. Soit Top® la catégorie des espaces topologiques sur lesquels G opére con-
tinGlment. La topologie (encore notée Jjs) des recouvrements admettant des sections locales
est définie comme la topologie induite sur Top® par le foncteur d’oubli Top® — Top. Le
plongement de Yoneda définit un foncteur pleinement fidele

TopG — B¢ .

Via ce foncteur, Jis est la topologie induite par la topologie canonique de Bg et Top® est une
sous-catégorie génératrice de Bg. On en déduit une équivalence de topos

Bg —> (TopY; Jis) .

Soit maintenant (G, Z) une action continue du groupe topologique G sur un espace Z. L’objet
y(G, Z), défini par le plongement de Yoneda, est un objet de Bg. On peut donc définir le topos
induit S(G, Z) := Bg/y(G,z)- D’aprés [10, 111, Prop. 5.4], on a une équivalence

8(G.2) = Bc/yc.2) = (Top° /(6,21 T)
ol J est la topologie induite par Jis sur Top® via le foncteur

Top®/G.z) — Top®,
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qui consiste a oublier la fleche sur (G, Z). Cette topologie [J est donc induite par la topologie
des sections locales sur Top. On la note a nouveau Js.

PROPOSITION 1.3. Le site (TopG/(G,Z), Jis) est un site pour le topos S(G, Z) :=
B: /y6,2)-

Dans la suite, on appelle S(G; Z) := Bg/y(G.z) le topos des gros G-faisceaux sur Z.

Cette terminologie se justifie par le fait qu’un objet de S(G; Z) est donné par un objet F de
T /y(z) muni d’une action de y(G) telle que le diagramme

y(G) x F F

L

y(G) x y(Z) —= y(Z)

soit commutatif. L.’équivalence

T/y(Z) := (Top, cjls)/y(Z) >~ (Top/z, Jis) = TOP(Z2) ,

ou TOP(Z) désigne le gros topos de I’espace topologique Z [10, IV.2.5], montre alors que F
est un gros faisceau sur Z muni d’une action de G compatible a celle définie sur Z.

DEFINITION 1.4. Le topos des gros G-faisceaux sur Z est le topos induit

S(G; Z) = BG/y(G:2) ~ (Top® /G, 2), Tis)

Cette définition sera utilisée en particulier dans la situation suivante. Lorsqu’un espace
Z est muni d’une action continue de du groupe R, on note

S(R: Z) := Br/yw:z) = (Top*/k.2), Tis) -
On utilisera aussi le topos suivant.

DEFINITION 1.5. Soit G un groupe discret ou profini. Le petit topos classifiant Bj"
est la catégorie des ensembles sur lesquels le groupe G opere continiment.

2. Le systeme dynamique en caractéristique positive. Soit ¥ un schéma lisse, sé-
paré€ et de type fini sur un corps fini k = F4. On note d = dim(Y). La donnée de Y est
équivalente a celle du couple (Y = ¥ ® k; @), ot ¢! = F® Id; avec F le Frobenius ab-
solu de Y. Alors I’ensemble des points fermés Y° de ¥ est en bijection avec celui des orbites
finies o de I’ensemble Y (k), des k-points de ¥ sous I’action de . Si le point fermé y € Y°
correspond a I’orbite o, alors

log(N(y)) = |o|log(q) .

Le couple (Y; @) peut étre vu comme I’analogue d’un couple (N, ¢), ot N est un espace de
dimension 2d, dont ¢ est un automorphisme. Plus précisément, N est un espace laminé com-
pact de la forme décrite dans [13, Definition 2]. En particulier, il existe un espace totalement
discontinu £2 tel que N soit localement homéomorphe & un produit U x T, ot D C C? est un
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ouvert non-vide et 7 C §2 est ouvert. N est donc de dimension topologique 2d. On note W
le groupe {¢%} et

Wy —> Rj_

¢ = 9
le morphisme canonique. En suivant Deninger [7] et Leichtnam [13, Hyp. 1], I’action de Wj

sur N permet de définir une action de R sur un espace M de dimension 2d + 1. En effet, W
opere sur le produit Ri x N par la formule (cf. [10, IV.4.5.1])

@" . (usn)=(u.q""; 9" (n))

pourveZ, u € Ri et n € N. Autrement dit, I’action de Wy se fait a droite sur N et a gauche
sur R. On définit alors le quotient

M := (R} x N)/Wj.

Le groupe R opére sur M par la formule ¢! [u; n] = [e'u; n]. Dans cette situation, les orbites
fermées y de I’action de R sur M correspondent bijectivement aux orbites finies o de N sous
I’action de Wy = {¢?}. La longueur d’une telle orbite est donnée par I/(y) = |o|log(q).
D’autre part, la projection canonique

p:M= R xN)/W, — R* /W,

est R-équivariante, lorsque R >~ R} opére naturellement sur I’espace homogene R, / Wy. Les
fibres Fir := p~'({u}) de p définissent un feuilletage F de codimension 1 sur M compatible
a I’action de R. Explicitement, les feuilles de F sont les images des immersions fermées

N — M
n +—— |u;n]

pour u € R’.. Les trajectoires du flot sont partout perpendiculaires aux feuilles. Dans cette
section, nous traduisons la situation décrite ci-dessus en termes de topos. Nous adoptons une
notation additive (via le logarithme R¥ =~ R).

2.1. Le systtme dynamique associé a un corps fini. Soient F, un corps fini et
Fq /F4 une cloture algébrique. En suivant Deninger, on associe a Spec(F,) le systeme dy-
namique R/log(g)R ou R opére par translations a gauche (cf. [3, 2.7]).

THEOREME 2.1. Le foncteur o™ qui associe le systéme dynamique R/log(q)Z au
corps fini F induit le morphisme de topos

sm

o BWFq — BGFq

donné par la fleche canonique Wg, — GF,.
DEMONSTRATION.  On note

M, = (R, R/10g(q)Z)
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le systtme dynamique associ€ a F,. La cloture algébrique F, q/F4 correspond a un point
marqué sur M. Une extension finie Fyn /F, de degré n induit un morphisme R-équivariant

R/log(¢™Z — R/log(q)Z .

Cette fleche est d’ailleurs un revétement étale de degré n. On note Wr, I'image dans R du
groupe de Weil de F;. Alors M, est I’espace homogene (R, R/ WF, ), avec Wr, = log(¢q)Z C
R. On considere le foncteur suivant :

(1) Etspec(r,) =~ qu-Setf —> WF,-Set — BWFq >~ Br/y(M,)

Ci-dessus, I’équivalence entre la catégorie Etspec(r, ) des Spec(F;)-schémas €tales et la caté-
gorie des G, -ensembles finis GF, -Set/ est donnée par la cloture algébrique Fq /Fy. La
catégorie W, -Set est celle des ensembles munis d’une action du groupe de Weil W, . Le
foncteur qu -&f s qu -Set est induit par le morphisme canonique qu — G F, Le fonc-
teur qu -Set — Bqu envoie un qu-ensemble E sur le faisceau de BWFq représenté par le
qu -espace discret E. Enfin, I’équivalence Bqu >~ Br/y(M,) est donnée dans [10, IV.5.8]
(voir aussi la section 2.2 ci-dessous). L’image essentielle du foncteur (1) est contenue dans la
sous-catégorie pleine

Top®/m, = Br/y(My).

Le foncteur défini ci-dessus est de la forme suivante :

*

o EtSpec(Fq) - TOPR/ M,
Spec(Fym X --+ X Fgns) > Myni [[--- ][ Mns .

Ce foncteur est exact a gauche, puisqu’il préserve I’objet final et les produits fibrés. Un re-
couvrement étale de Etgpec(r,) est envoyé sur un recouvrement de Top®/ M, pour la topologie
des sections locales, puisqu’un étalement (i.e. un homéomorphisme local) admet des sections
locales au-dessus de son image. Ainsi, le foncteur

o : (Btspec(r,): Jet) —> (Top® /a1, s Tis)

est un morphisme de sites exacts a gauche, puisqu’il est continu et exact a gauche. On en
déduit I’existence d’un morphisme de topos

o 1 (TopR /m,; Tis) —> Bspec(r,); Tet) -

A nouveau d’apres [10, II1, Prop. 5.4] et [10, IV.5.8], on a les équivalences

(Top®/m,: Tis) =~ Br/y®RR/Wr,) = Bwg, -

De plus, le topos étale de Spec(F,) s’identifie a la catégorie des ensembles sur lesquels le
groupe de Galois G, opere continiment, une cloture séparable F, /F, ayant été choisie. En
d’autres termes, on a une équivalence

(Etspecr, ) Je) = By,
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ol Bg;n;q est le petit topos classifiant du groupe profini Gr,. On obtient le morphisme

By, ~ (Top [y, Jis) — (Btspectr,)i Jer) = By, - -

Le résultat précédent établit un lien entre I’idée de Deninger, consistant a voir un corps
fini comme le systeme dynamique M, et celle de Lichtenbaum qui consiste a remplacer
le groupe de Galois d’un corps fini par son groupe de Weil. Le topos Weil-étale BWFq de
Spec(F,) est précisément le gros topos associ€ a I’espace homogene M, = R/log(q)Z.

2.2. D’équivalence S(Wi;N) =~ S(R;M). Nous reprenons les notations de
I’introduction de cette section 2.

PROPOSITION 2.2. Les topos S(Wi; N) et S(R; M) sont canoniquement équivalents
en tant que topos sur BR.

DEMONSTRATION.  Le morphisme/ : Wy = Wg, — R définit un morphisme de topos
classifiants B; : By, — Bg. Le pull-back B;* est défini par restriction du groupe d’opérateurs,
il commute aux limites inductives et projectives quelconques. Ce foncteur possede donc un
adjoint a droite et un adjoint a gauche. On obtient une suite de trois foncteurs adjoints

By ; B, B

Le foncteur
By: Bwy, —> Br
Z +— yR) x*W z

envoie un objet Z de By, sur le quotient y(R) xYWo) 7 .= (Y(R) x Z)/y(Wy), ot y(Wy)
opere a gauche sur Z et a droite sur y(R) via le morphisme /. Alors Bj se factorise a travers
le foncteur

fit Br/ywmr/wy) —> Br

Z—>yR/Wy) +— Z°

Le foncteur f est adjoint a gauche de I’image inverse du morphisme de localisation f :
Br/y®/w,) — Br. Ce qui précede induit I’équivalence i : Bw, >~ BRr/y®Rr/w, dont
I’image directe est donnée par le foncteur

hy: Bw, —> BRr/y®.R/Wi)
Z — YR XMWY Z) > yR/ W)’

Les morphismes B; et f o h sont canoniquement isomorphes dans la catégorie Homtop (Bw, ;
Bgr). Ainsi, le morphisme B; s’interpréte comme le morphisme de localisation

Bw, ~ Br/y®.R/W,) — Br.

On conserve les notations de I’introduction de cette section 2. Le topos des gros Wy -faisceaux
sur N est défini comme le topos induit S(Wi; N) := Bw, /yw,:N), ou I’objet y (Wi; N) de By,
est donné par I’action de Wy sur N. On a donc un morphisme de localisation

S(Wi; N) — By,
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qui traduit I’action de Wy sur N. L’équivalence 4 induit une équivalence de topos induits

Bw, /ywi,Ny —> (BR/y@®/Wi))/ huy (Wi, N) = BR/ oy (Wi N) -
L’objet h.y(Wi, N) est représenté par ’action de R sur M := (R x N)/W;. On obtient un

diagramme commutatif de topos

S(Wi; N) ——— S(R; M)

l |

h
Bw, —— BR/y(R.R/ W)

R lf

Br

ol les fleches horizontales sont des équivalences. 0

2.3. Le morphisme structural et les orbites fermées. D’aprés ce qui précede, on a
un morphisme p : S(R; M) — Br/y®.R/Wy)-

DEFINITION 2.3. Le morphisme flot f est le morphisme de localisation

f: SRy M) = Br/y@®:Mm) — Br.

On voit d’ailleurs que le morphisme | se factorise a travers p. Soit y une orbite fermée
de I’action de R sur M correspondant a une orbite finie o de N sous I’action de Wj. En posant
lo| =n,onal(y) = |o|log(g) = nlog(g). On pose k(y) = Fyn.

PROPOSITION 2.4. Une orbite fermée y induit un plongement fermé
iy : By, — S(R; M)

tel que la composition foiy : B, — Bg est induite par le morphisme canonique Wi,y —
R.

DEMONSTRATION. L’immersion fermée y : My := R/nlog(q)Z — M est R-
équivariante. Elle induit un plongement fermé de topos

Iy : BR/ym,) —> S(R; M)
tel que la composition p o i, : Br/ yM) — Br /ym,) soit donnée par le revétement R-
équivariant
My = R/(jo|log(¢)Z) —> R/log(q)Z = M, .

On note k(y) = Fyn. Le morphisme i, est un plongement fermé€ par le lemme 4.4. On

obtient le résultat en utilisant les équivalences Bg/ M) = By, ) et Br/ ym,) = Bw; (voir
la sous-section 4.1 pour plus de détails sur ce qui précede). 0
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2.4. Le topos des faisceaux sur M est un produit fibré. On note Eg ’objet de Bg
représenté par I’espace topologique R sur lequel R opere par translations a gauche. Alors on
a un isomorphisme 7" >~ Bg/ g, de sorte que la composition 7 >~ Br/g, — Bg soit induite
par le morphisme de groupes {1} — R (cf. [10, IV.5.8.2]). On note aussi

S := T /yw = (Top/at, Jow) := TOP(M)
le gros topos de I’espace topologique M [10, IV.2.5].
LEMME 2.5. On a une équivalence
SM) SR, M) xp, T,

et un morphisme canonique S(M) — SR/ Wy), ot S(R/ Wy) est le gros topos de I’espace
topologique R/ Wy.

DEMONSTRATION. L’objet {*(Eg) est donné par la seconde projection Eg x y(R; M)
— y(R; M). On obtient un isomorphisme [10, IV.5.8.3]

S(R; M) /x(Eg) = (BR/y®:M)/ (Egxy®:M) = T [yom) =: S(M) .
Les deux carrés commutatifs

SM) = S(R; M) /s+(Eg) ————— S(R; M)

| |

T/yw/wo = (BR/y®:R/ W)/ f*(Eg) —= BR/y®:R/Wy)

| |

T~ BR/ER Br

sont des pull-backs, ou les fleches horizontales sont les morphismes de localisation. Le résul-
tat suit car S(R/ Wy) =~ T/y(R/Wk)- O

2.5. Le feuilletage. Chaque pointu € R/ Wj est une application continue u : {x} —
R/ Wj qui induit un morphisme de topos induits & : 7 /sy = T — T /y®;w,)- Cette fleche
est d’ailleurs une section du morphisme de localisation 7/ g/w,) — 7. On définit la feuille
de S(M) au-dessus de u en posant

SEp) = SM) X7/ 0y T -

Ainsi S(F7) est I'image inverse par le morphisme S(M) — 7 /g;w, du sous-topos de
T /y@®/w,) donné par I'image du morphisme # : 7 — 7 /y®/w,). Le lemme 4.3, ce mor-
phisme % est un plongement fermé. Donc le morphisme

S(Fi) = SM) X7/, g, T —> SM)

est lui aussi un plongement fermé. Plus directement, ce morphisme est induit par 1’inclusion
fermée de la feuille F;; — M. C’est donc un plongement fermé d’apres le lemme 4.3.
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3. Propriétés analogues du topos Weil-étale. Soit Y un schéma régulier, séparé et
de type fini sur un corps fini k = F;. On note Y le topos €étale du schéma Y. Le (petit) topos
Weil-étale Yy est défini comme la catégorie des faisceaux étales sur Y munis d’une action
de W compatible a celle définie sur Y [11]. D’apres [16, Thm. 8.5] (voir aussi [9]), on a une
équivalence

sm _ psm
Yy = Yy XBsGrZ BWk

ou Gy et Wi désignent le groupe de Galois et le groupe de Weil de k respectivement. Rap-
pelons que Gy =~ Z est topologiquement engendré par le Frobenius i et que Wy =~ Z est
le groupe des puissances entieres de . De plus, le petit topos classifiant B“sz (resp. Baf,‘kl
désigne la catégorie des ensembles sur lesquels le groupe G (resp. W) opere continfiment.
On définit le gros topos classifiant By, du groupe discret Wy comme dans 1.2.

DEFINITION 3.1. Le gros topos Weil-étale de Y est défini par le produit fibré
Yw = Yet XBErZ By, >~ Y;Vm X&T.

3.1. Le morphisme flot et les orbites fermées. La seconde projection définit un mor-
phisme
p:Yw =Ye X gy Bw, — By, .
On a aussi un morphisme B; : By, — Bg induit par la fleche [ : Wy — R.

DEFINITION 3.2. Le morphisme flot est défini par composition

f = B[ op: YW — BWk ~ BR/y(R,R/Wk) — BR .

Le morphisme f se factorise a travers le morphisme de localisation f : Br/y®,R/ W) —
Bpr et p devient

p:Yw — Bw, = BR/y®R/W,) -

Un point fermé v de Y induit un plongement fermé i, : Bw,.,, = Yw [16, Cor. 8.20]. Onala
proposition suivante.

PROPOSITION 3.3. Un point fermé v de Y induit un plongement fermé
iU . BWk(v) —> YW

tel que la composition f o iy : Bw,, — Br est induite par le morphisme canonique Wy —>
R.

3.2. Letopos ). Onreprend les notations de la section 2.1.2. D’apres ce qui précede
f : Yw — Bg peut étre vu intuitivement comme le topos S(R; M) — Bg des gros R-
faisceaux sur M. Pour obtenir 1’analogue du topos S(M), il suffit de considérer le pull-back
du morphisme f le long du 7 -point canonique de Bg

T ~ Br/Ex — Br.

DEFINITION 3.4. On définit le topos ) par le produit fibré J := Yw x g, 7.
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La proposition suivante montre que ) peut étre vu comme un espace au-dessus du cercle
R/ W;.
PROPOSITION 3.5. On a un morphisme canonique Y — SR/ Wy).

DEMONSTRATION. Le diagramme suivant, dans lequel les fleches horizontales sont
les morphismes de localisation, est composé de deux pull-backs.

Y = Yw/Eg) Yw

| |

T/y@w/wi) = (BR/yR:R/ W)/ f*(Er) —> BR/y®:R/ W)

| d

T >~ Br/Eg Br

La projection Y — 7 se factorise donc a travers le morphisme de localisation 7/ &/ w;,) —
T, pour induire la fleche Y — 7T/, w,) = SR/ Wy). ]

3.3. Le feuilletage. A nouveau grace au lemme 4.3, chaque point # € R/ W définit
un plongement fermé de topos

u:7T — T/y(R/Wk) ~ SR/ W) .
DEFINITION 3.6. La feuille 75 de ) au-dessus de u est définie par le produit fibré
]‘-ﬁ = y XS(R/Wk) 7.
La seconde projection définit donc un morphisme canonique
Fa=YxswywpyT — V.
PROPOSITION 3.7. Le morphisme précédent Fiy — ) est un plongement fermé.
DEMONSTRATION. Par définition, F5; est I'image inverse par le morphisme )V —
S(R/Wg) du sous-topos fermé u : 7 — S(R/ Wy). 1l suit que
Fe=Yxs@ywp T — Y
est un plongement fermé. 0

PROPOSITION 3.8. Soitu un point de R/ Wy. On a une équivalence canonique

Fir=YexT,
o Yo est le topos étale du schéma Y=Y xik.

DEMONSTRATION. La preuve sera donnée dans la démonstration du théoreme 3.11
(iii). O

Les topos Ye¢ X 7 et Y ¢ sont cohomologiquement équivalents (cf. [9]). Il est par ailleurs
bien connu que Y est de dimension cohomologique 2 - dim(Y).
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REMARQUE 3.9. Soit Y un schéma régulier de dimension d sur un corps fini k. Alors
le gros topos Weil-étale Yw peut étre vu comme 1’analogue du topos S(R; M), ou M est un
espace de dimension 2d + 1. Les feuilles

Fi~YuxT —Y
de Y sont analogues a des sous-espaces fermés de codimension 1 dans M.

3.4. Le morphisme du topos dynamique dans le topos Weil-étale. Soit ¥ un
schéma lisse et propre sur un corps fini k = F,. Supposons que I’on puisse associer foncto-
riellement a Y un systeéme dynamique feuilleté

My.F, ¢)

de la forme décrite dans I’introduction de la section 2 (cf. [6], [4], [3], [13, 4.2] et [14, Open
Question 2]). On note ®(Y) = (R, My) I’action continue de R sur I’espace topologique My.
On note y, : My@) — My I'orbite fermée dans My de longueur log(N (v)) correspondant,
via le foncteur ®, a I’inclusion d’un point fermé Spec(k(v)) — Y. Il existe alors un foncteur

9D :Ety — TOpR/(R,My) s
ou Ety désigne la catégorie des schémas étales au-dessus de Y.

HYPOTHESE 3.10. Nous supposons que les propriétés suivantes sont satisfaites.
e Le foncteur ® est exact a gauche (i.e. il commute aux produits fibrés).
o Un morphisme étale U — V au-dessus de Y est envoyé sur (une application con-
tinue R-équivariante qui est) un étalement.
o Une famille surjective de morphismes étales de schémas est envoyée sur une famille
surjective d’applications continues.

THEOREME 3.11. Si le foncteur © existe et satisfait I’hypothése 3.10, alors on a les
résultats suivants.
(i) 1l existe un morphisme canonique

d:SR;My) — Yy
défini au-dessus de By,. Ce morphisme induit une fleche
SMy) — Yy xp T =Y
définie au-dessus de S(R/ Wy).

(ii) Soit v un point fermé de Y. Le diagramme suivant est un pull-back.

1d
BWk(v) —_— BWk(v)

Ji |s

S(R: My) ~L—> vy
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(iii) Soient u un point du cercle R/ WF,,. On note SFz) > SMy) et Ff — Y les
fibres des topos S(My) et Y au-dessus de u € R/ WF,. Alors les feuilles S(Fy) et Fi des
topos SMy) et Y sont des sous-topos fermés, et S(Fy) est I'image inverse de Fi; a travers le
morphisme S(My) — Y. Enfin, on a une équivalence

Fa~YeaxT.

DEMONSTRATION. (i) Puisqu’un étalement admet des sections locales au-dessus de
son image, on a un morphisme de sites exacts a gauche

D : (Bty; Je) —> (Top®/®my)» Jis) »

et donc un morphisme de topos S(R; My) — Y. On consideére maintenant le diagramme de
sites exacts a gauche suivant.

(Ety; Jet) (Top® /R My ); Tis)
(EtSpec(Fq); Tet) —— (TOPR/Mq; Jis)

Ci-dessus, les fleches verticales sont données par changements de bases. Ce diagramme est
(pseudo)-commutatif, car le foncteur ® a été supposé exact a gauche. On en déduit un dia-
gramme commutatif de topos

S(R; My) ——— Yo
Bw, >~ Br/ym,) — BZ;T .
Par la propriété universelle du produit fibré, on obtient un morphisme
(2) d: S(R, My) — Yw := Yo XBgr; BWk

tel que le diagramme suivant soit commutatif.

S@R: My) L vy
Br/ym,) — Bw,

Le morphisme d ci-dessus est donc défini au-dessus de Bg. Soit 7 — Bpg le 7 -point canon-
ique de Bg. D’apres le lemme 2.5, on obtient un morphisme

(d,1d7) : SMy) ~ S(R; My) XBRT—> Yw XBRTZI V.

défini au-dessus de Bw, xp, 7 =~ S(R/Wy).



344 B. MORIN

(i1) Soit v un point fermé de Y. Il lui correspond une orbite fermée y, dans My de
longueur log(N (v)), ou N (v) est le cardinal du corps résiduel k(v). Le morphisme de topos

iy, : BWk(v) —> S(R; My)
défini dans la proposition 2.4 est induit par le morphisme de sites exacts & gauche

ix o (Top®/mmy): i) —>  (TopR /agy s Jis)
Z — Z XMy My

ol R opere diagonalement sur Z Xm, My (y). Le diagramme suivant de sites exacts a gauche
est commutatif car ©® commute aux produits fibrés.

oy
Top® /., <—— Etspectk())

% «
Tl}/v T“U

)
Top®/® Mmy) <— Ety

Ce diagramme de sites induit donc un diagramme commutatif de topos. De plus, I'image de
B‘(“;T(v) dans Y est le sous-topos fermé complémentaire de I’ouvert défini par I’objet y(U) =
y(Y — {v}) de Ye, qui est un sous-objet de I’objet final. De la méme maniere, le lemme
4.4 montre que I'image de Bw,,, dans S(R; My) est le sous-topos fermé complémentaire de
I’ouvert défini par I’objet y*(y(U)) = y(My) de S(R; My). 1l suit que le diagramme suivant
est un pull-back.

B ay sm
Wiw) > PG

S(R; My) ——— Yo

Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant.

1d oy sm
Bwy,, Bw,, Grw)
liyv Liv l "
. d
S(R; My) Yw Ye

Ici, y,, désigne I’ orbite fermée de My correspondant au point fermé v € Y. Le carré de droite
est un pull-back et nous venons de montrer que le carré total est un pull-back. Il suit que le
carré de gauche est lui aussi un pull-back.

(ii1) Le morphisme (d, Id7) est défini au-dessus de Br/ym,) X Bg T ~ SR/ WF,).
Soient & un point du cercle R/ Wr,, u : T — SR/ qu) le 7 -point de S(R/qu) corre-
spondant et Fy la feuille de My au-dessus de u. Alors on a

S(Fﬁ) = S(MY) XS(R/WFq) 7T = S(MY) ny XS(R/WFq) T = S(MY) Xy fﬂ,
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ol Fi; est la feuille de ) au-dessus de u. En d’autres termes, le diagramme suivant est com-
posé de pull-backs :
S(Fy) Fi T

|l

SMy) — Y —— S(R/WF,)
D’apres le lemme 4.3, le morphisme u : 7 — S(R/Wr ,) est un plongement fermé. II suit
que les morphismes S(Fi) — S(My) et F;; — ) sont des plongements fermés.
Il reste a définir I’équivalence F7; =~ Yot x T. Les deux carrés commutatifs suivants sont
des pull-backs.

Fo————>V = Yw/pEp) Yw
| |
T —— SR/ Wi) = (Br/y®:R/ W)/ f*(Eg) — BR/y®:R/Wy)
Le carré total est aussi un pull-back. Il s’identifie a
Fu — Ye X Bw,
L pl
T — BWk
ou la flecche T — By, est le T-point canonique de By, . On a donc
(3) Fu =Yoo xggm Bw, Xpy, T =Yoo xpon T
Mais le morphisme 7" — Bg! se factorise a travers Set — Bg, le point canonique de Bg;)'.
On en déduit I’identification
4) Yet XB&"‘T:YetXB&m&X&T-
k k
Montrons I’équivalence suivante :
(5) ?et >~ Yt X pgm Set.
k
On a les équivalences
Set = Spec(k)er = lim Spec(k")er = lim B},

ou k" /k est 'unique extension de degré n (dans une cloture algébrique fixée). Par ailleurs,
le morphisme Bg:n — Bz;nz induit par I'inclusion Gg» — Gy, s’identifie au morphisme de
localisation

BG,/(G1/Gu) — Bg,-
Le pull-back de I’objet G/ G» de BZ;“;l par le morphisme Y — BZ;“;l est précis€ément 1’objet
de Y représenté par Y := Y xj k". On en déduit

Yoo g Bg, = Yoo X B/ (G1/Gun) = Yeu/ yarm = Vet
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On obtient (5) grace aux identifications
: sm : n vV
Yer XBSG“,: Set = lim Y XBSG“,: BGkn =1limYj =Ye.

Ci-dessus, on utilise le fait que la limite projective des topos étales d’une famille filtrante
de schémas Y" (resp. Spec(k")) quasi-séparés, quasi-compacts et dont les morphismes de
transition sont affines, s’identifie au topos étale du schéma limite projective Y (resp. Spec(k)).
Les équivalences (3), (4) et (5) donnent

Fi~YuaxT. O

L’existence de My est suggérée dans [13, 4.2] pour toute variété Y lisse et projective.
Cependant, on s’attend a ce que la fleche Y — My ne soit fonctorielle qu’en se restreignant
aux variétés ordinaires (cf. [3, 4.7] et [13, 4.2, Remark 1]) (voir aussi [15, Thm. 2.49]). Le
lecteur soucieux de ce probléme pourra donc supposer que Y est ordinaire, restreindre Ety
a ces variétés et munir la sous-catégorie pleine de Ety obtenue de la topologie induite. Le
résultat précédent est alors valable a cette modification du topos étale Y pres.

Nous ignorons ce probleme dans cette section car les résultats présentés dans cet article
suggerent que le systétme dynamique de Deninger n’existe pas sous la forme d’un espace au
sens classique (par exemple a cause de I’argument de [3, 4.7], ou encore comme le suggere
la structure topologique du groupe fondamental [18]) mais sous la forme plus générale d’un
topos. Ce topos étant par définition la structure topologique sous-jacente a la cohomologie de
[8, Conjecture 2], il doit exister (fonctoriellement) pour tout schéma séparé de type fini au-
dessus de Spec(Z). Le théoreme précédent établit le lien existant entre ce topos conjectural et
le topos Weil-étale.

4. Le systeme dynamique conjecturalement associé a 1’anneau d’entiers d’un
corps de nombres. Deninger suggere 1’existence d’un foncteur de la catégorie des schémas
plats séparés de type fini sur Spec(Z) dans celle des systemes dynamiques munis d’un feuil-
letage (cf. [2], [3], [4], [5], [6]). Précisons que Deninger considere cette conjecture comme
optimiste, et qu’il envisage que ce systtme dynamique puisse prendre la forme d’un site
(i.e. d’un topos). La forme conjecturale précise du systeme dynamique associé a Spec(Z)
est donnée dans [13, Conjecture 1].

Un tel morphisme X — Spec(Z) induirait donc un morphisme de systemes dynamiques.
On se restreint dans cette partie aux anneaux d’entiers de corps de nombres. Soit K un corps
de nombres, X := Spec(Ok) le spectre de I’anneau d’entiers de K, X o, I’ensemble des places
archimédiennes de K et X := (X; Xoo) la compactification d’ Arakelov de X. Le systeme
dynamique (My, ¢) conjecturalement associ€ a X est muni d’un feuilletage F de codimension
1 dont les feuilles sont partout perpendiculaires aux trajectoires du flot. Alors M3 est une
compactification de My, de dimension topologique 3. L’espace My a une structure d’espace
laminé [4, 5.1]. En particulier, My est localement homéomorphe a un produit U x T, ou U
est un ouvert non-vide de R? et 7' un espace totalement discontinu. Le feuilletage F est une
partition de My par des espaces laminés de dimension 2, qui est localement triviale [4, 5.2].
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Le flot est donné par un morphisme

¢: RxMyz — My
t;m) > ¢'(m)

respectant les conditions d’une action. Ce flot est compatible au feuilletage F. Plus précisé-
ment, ¢’ induit un isomorphisme F,, — Fg: ) quel que soit le couple (; m), ou F,,, désigne
la feuille contenant m € M. Un point fermé v — X correspond a une orbite fermée

vo : R/log(N(v))Z — Mg,

ol N(v) := |k(v)| estlanorme de v. Le groupe R opére naturellement sur I’espace homogene
R/log(N(v))Z et I'immersion y, est R-équivariante. On note /(y,) = log(N (v)) la longueur
de I’orbite y,. En oubliant le flow et le feuilletage, M 3 devient un espace de dimension trois
dans lequel une place finie de K correspond a un noeud (cf. [17] et [19]).

Une place archimédienne p € X, C X correspond a un point fixe du flot my € My. La
feuille F,,, passant par un tel point fixe est globalement stabilisée par le flot. A nouveau, le
topos que nous associons a My ne retient que la structure d’espace topologique muni d’une
action continue de R.

4.1. Le flot, les orbites fermées et les points fixes. Le topos S(R; M3) est défini
comme le topos induit

SR, My) := Br/y® My) -
DEFINITION 4.1. Le morphisme flot est le morphisme de localisation

f: S(R;Mg) —> Bg.

Ce morphisme est d’ailleurs induit par I’application continue R-équivariante My — {x},
ou {x} est ’espace ponctuel sur lequel R opere trivialement. Le morphisme flot § détermine
I’action de R sur My (cf. Section 7), d’oli la terminologie. On consideére un point fermé v de
X C X. 1l lui correspond une orbite fermée y, : R/log(N(v))Z — Mjy. On considere de
plus une place archimédienne p € X, du corps de nombres K. On note m, € My le point
fixe du flot correspondant.

THEOREME 4.2. Il existe un morphisme canonique f : S(R; M) — Bg.
(i) L’orbite fermée yy induit un plongement fermé iy : Bw,, — S(R; My) tel que
la composition f o iy : Bw,,, — Br est induite par le morphisme canonique Wi, — R.
(ii) Le point fixe my induit un plongement fermé i, : Bg — S(R; Mgy) tel que la
composition f o ip : BR — Bpg est 'identité de Bg.

DEMONSTRATION. Le morphisme f est donné par la définition 4.1. La fleche y, induit
un morphisme y, : My ) — (R; My) dans la catégorie TopR. En appliquant le foncteur de
Yoneda, on obtient un morphisme

YMnw) = YR, R/log N(v)) — y(R; My)
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e~

dans la catégorie Bg ~ (Top®; Jis) qui induit a son tour un morphisme de topos induits

Iy, * Bwyy = BR/yMyw) — BR/y®:My) -

La composition f o iy, est donc donnée par le morphisme de localisation Br/ymy,,) — Br.
qui s’identifie a la fleche By, — Bg induite par le morphisme de groupes topologiques
ly : Wiy — R envoyant le générateur canonique de Wy () sur log(N (v)). Le point fixe mp
induit une fleche my : {x} — (R, My) dans la catégorie TopR . On obtient un morphisme de
topos
ip : BR =SR; ) — S(R; My).

Le morphisme composé€ f o iy, est induit par la composition {*} — (R, M) — {*}, qui est
I’identité du point dans la catégorie Top®. Ainsi, on a un isomorphisme canonique

foip :IdBR.

Il reste a2 montrer que les morphismes iy, et i, sont des plongements fermés. Les morphismes
iy, et ip sont des morphismes de localisation associ€s a des sous-espaces fermés stables sous
I’action de R. Les deux lemmes suivants montrent qu’un tel morphisme est un plongement
fermé.

LEMME 4.3. Soiti : Z — M un sous-espace espace fermé d’un espace topologique
M. Alors le morphisme de topos S(Z) — S(M) est le plongement fermé complémentaire du
sous-topos ouvert S(U) — S(M).

On considere la catégorie TOP,, des systemes

(Fm’» 9 ) M’'eOb(Top/ M), f<Fi(Top/M)

définis comme suit. Pour tout espace M’ au-dessus de M, Fj; est un petit faisceau (i.e. un
espace étalé) sur M’. Pour une fonction continue f : M” — M’ au-dessus de M, ¢y :
f*Fyr — Fyr est un morphisme de faisceaux sur M”. Les morphismes ¢ satisfont la
condition de transitivité ¢r.q = @4 0 g*@y, et @y est un isomorphisme lorsque f est un
étalement. D’apres [10, IV.4.10.3], la catégorie TOPy, est naturellement équivalente au gros
topos S(M) >~ TOP(M).

Les inclusions du sous-espace fermé Z < M et de son complémentaire ouvert U — M
induisent des morphismes de topos

i : TOPz — TOPy «<— TOPy : j.

Le morphisme j est le plongement ouvert donné par le sous-objet (M, ¢ r) de I’objet final,
ol le faisceau J\Z{] sur M’ est défini par I’espace étalé M’ xyy U — M’ et oy = Idyry,,u. Le
foncteur j* peut étre décrit comme suit: j*(Fy, ¢ ) = (Fyr, ¢4), ol U’ — U est vucomme
un espacgau-dessus deMetg:U" — U’ comme une fléche au-dessus de M. Le foncteur i
peut étre décrit de maniére analogue, i.e. en écrivant i*(Fyy, ¢ r) = (Fz/, ¢g4). Il est clair que
les foncteurs j* et i* commutent aux limites projectives et inductives quelquonques, car ces
limites se calculent argument par argument. On a donc bien deux morphismes (essentiels) de
topos i et j (en fait i et j sont des plongements ouverts).
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Le foncteur i, est défini de la manicre suivante. Soit (Lz/, ¢4) un objet de TOPz. Pour
M — M,onnotei’ : Z' =M xy Z — M etondéfinit Fpy :=i,Ly.Sif: M — M
est une fonction continue au-dessus de M, alors g : Z”" — Z’ est définie par changement de
base. On a donc un morphisme ¢4 : g*Lz — Lz». En appliquant le foncteur i, on obtient
un morphisme i/ (¢g) : i} g* Lz — i}/Lz». Considérons le carré cartésien :

-1/
l
Z// > M//

),
7w

Comme i’ est une immersion fermée, on a f*i;, > i/ g*, et on obtient le morphisme

Qf - f*i;Lz/ ~ l':k/g*Lz/ — l':k/Lzl/

qui est d’ailleurs un isomorphisme lorsque f est un étalement. On définit ainsi i, (Lz/, ¢¢) =
(Fyr, @f) avec Fyp = i, Lz et ¢y défini ci-dessus. On montre facilement la formule
d’adjonction

HomTOPZ (L*(]:M’v (/)f)s (LZ’s ¢g)) = HomTOPM ((]:M’s (pf)v Lk(LZ’v ¢g))

de sorte que le foncteur 7, défini ci-dessus est bien ’image directe du morphisme i. Le fonc-
teur i, est pleinement fidele, car tous les i/, le sont. En d’autres termes, i : TOPz — TOPy
est un plongement.

Montrons que I’image du plongement i est le sous-topos fermé complémentaire du sous-
topos ouvert donné par j : TOPy — TOPy.. Il faut montrer que 1’image essentielle de
i, est précisément la sou_s-catégorie strictement pleine de TOP,; formée des objets dont la
restriction a TOPy est I’objet final. Soit (Lz/, ¢4) un objet de TOPz. Alors j*i, (Lz/, ¢g) =
(Fyr, ¢g), avec Fyr = i Lgoui’ : ¢ — U'. Donc Fy est I’objet final de Sh(U’) quel
que soit ’espace U’ au-dessus de U, et j*i,(Lz, ¢4) est I’objet final de TOPy. Montrons
maintenant que tout objet de TOPj, dont la restriction 2 TOPy est I’objet final est dans I’image
essentielle de i,. Soit (Fyy, ¢r) un objet de TOPy, tel que j*(Fyyr, @) est I’objet final de
TOPy,. Pour tout M’ — M, onnote U = M’ xyy U — U. La fleche U — M’ est
une immersion ouverte, donc Fyy | U’ =~ Fy est I'objet final de Sh(U’). 1l existe donc
(essentiellement) un unique faisceau Lz sur Z’ tel que i, Lz = Fyy, car I'image essentielle
de i} : Sh(Z) — Sh(M’) estla sous-catégorie strictement pleine de Sh(M") formée des objets
de Sh(M’) dont la restriction a U’ est I’objet final. Pour une fonction continue f : M"” — M’
au-dessus de M, le morphisme ¢ : f*Fyy — Fy induit un morphisme f*i, Lz — i]/Ly».
A nouveau par changement de base, on obtient

l';/g*sz ~ f*i:kLZ’ — l';/sz/
car i’ est une immersion fermée. Comme le foncteur i est pleinement fidele, ce morphisme
est induit par un unique morphisme

d)g N g*Lz/ — LZ”
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qui est un isomorphisme lorsque g est un €talement. On obtient un objet (Lz/, ¢4) de TOPz
tel que i, (Lz/, ¢g) = (Fyr, @y). Plus précisément, on a (Fyy, @) =~ i i*(Fyr, ). Ona
montré que i est un plongement fermé.

L’équivalence S(M) >~ TOP(M) est donnée par

S(M) =T /yM = (Top, Jow)/yM = (Top/M, Jow) = TOP(M) .

L’équivalence TOP(M) =~ TOPy est définie comme suit. Si F est un faisceau sur
(Top/M., Jop) alors pour tout espace M’ au-dessus de M, F définit, par restriction au site
Ouv(M’) des ouverts de M’, un petit faisceau Fy; sur M’. Pour une fleche f : M" — M/,
on a un morphisme Fyy — fiFpr. Ce dernier est donné par

FOVY =Fu (V) — [ Fur (V) =Fyur(M" xp V') = F(M" xp V')

pour tout ouvert V' de M’. On obtient alors ¢ par adjonction. Le résultat est maintenant
donné par la commutativité du diagramme suivant :

SU) ——SM)<——8(2)

TOP(U) — TOP(M) <= TOP(Z)

l: aMl: azl:
TOPy; — > TOP); <~ TOP;.

On vérifie la commutativité du carré en bas a droite. Le reste sera laissé€ au lecteur. Soit £ un
objet de TOP(Z). On pose

ams 0 TOP()L = (Fy, ¢r) -
Fyy est la restriction de TOP(i)4 £ au site Ouv(M’). Pour un ouvert V' de M’, on a
Far (V) = TOP()L(V') = L(Z xpy V') .
Pour une fleche f : M” — M’, le morphisme ¢ ¢ est donné par la fleche
6) L(V' Xy Z) = TOPG)F (V') = TOPG)wL(M" X300 V') = LIM” X3y V' X3t Z)

définie pour tout ouvert V' de M’.
On considere maintenant i, o az4£L. On pose

i oaz L= (Fy, (p}-).

Onaaz«L = (Lyz,¢g), ot Ly estlarestriction de £ au site Ouv(Z’). Alors i, (L7, ¢pg) =
(Fypr go/f) avec Fy,, =i, Lz pour Z' := M’ xy Z. Pour un ouvert V' de M’, on a

Fl, (V) =ilLy(V') =Ly (Z sxpr V') = LEZ a0 V') = LEZ xu V) .
Pour une fleche f : M” — M’, le morphisme (p} : f*Fy; — F},, correspond a

Fyy =i Ly —> fiFy = fuil Lz
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qui est donné par la fleche
(N Lz (V)= LV xpy Z') —> fui/ Lz (V') = LV xp Z")

définie pour tout ouvert V' de M’. Les fleches (6) et (7) sont les mémes, car elles sont données
par les morphismes de restriction du faisceau £. On en déduit un isomorphisme de foncteurs
ayx o TOP(i)y =~ i, o azs. Donc le carré en bas a droite dans le diagramme précédent est
bien commutatif. La commutativité de ce diagramme, le fait que i soit le plongement fermé
complémentaire de j et le fait que les morphismes verticaux soient des équivalences montrent
que I’on a une décoﬁlposition ouverte-fermée :

SU) — SM) < S(2).

LEMME 4.4. Soient G un groupe topologique opérant continiiment sur un espace M,
i 1 Z — M un sous-espace fermé stable sous ’action de G et U I’ouvert complémentaire .
Alors le morphisme de topos S(G, Z) — S(G, M) est le plongement fermé complémentaire
du sous-topos ouvert S(G,U) — S(G, M).

L’idée de la preuve est la suivante. On considere les pull-backs suivants, obtenus par
localisation :

S(Z) S(M) T

b

S(G, Z) —= S(G, M) — Bg .

Le résultat est connu en haut par le lemme précédent. On va donc se ramener a cette situation

non équivariante par descente. On a un morphisme du topos simplicial
(8) S(GxGxZ)=— S(G x Z) =<« 82)
dans le topos simplicial

) S(GxGxM) = S(GxM) =<« SM).

D’apres le lemme précédent, ce morphisme de topos simpliciaux est composé de trois plonge-
ments fermés, qui sont les plongements fermés complémentaires des sous-topos ouverts don-
nés par le morphisme du topos simplicial

(10) S(GxGxU)=—> S(GxU) =<« S8SU)

dans le topos simplicial (9). On note Desc(G, Z), Desc(G, M) et Desc(G, U) les topos de
descente des topos simpliciaux (8), (9) et (10) respectivement. On note djs o les morphismes
de structure du topos simplicial (9). Rappelons que Desc(G, M) est la catégorie des objets
de F de S(M) munis d’une donnée de descente, i.e. d’un isomorphisme d;{,,’OF — d,’(,“ F
satisfaisant les conditions habituelles. On note enfin iy : S(Z) — S(M) eti; : S(G x
Z) — S(G x M). Les topos de descente Desc(G, Z), Desc(G, M) et Desc(G, U) sont
canoniquement équivalents a S(G, Z), S(G, M) et S(G, U) respectivement.

L’image directe du morphisme I : Desc(G, Z) — Desc(G, M) peut se définir comme
suit. Soit (£, b : d}’oﬁ — d;’lﬁ) un objet de Desc(G, Z). On considére ip L. On a un
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isomorphisme il,*dﬁ oL — il,*d; L. Mais les morphismes de topos dp,0 et dy,1 sont

des morphismes de localisation. On en déduit des isomorphismes d;,,’oio,* ~ i L*d;,o et
. % . .

dM’ll(),* ~ 11,*dz’1. On a donc un isomorphisme

a: dX/[,()iO,*AC ~ il,*d;OE — il,*d;lﬁ ~ d;lk,l’lio,*ﬁ .

On obtient un objet (ip « £, a) de Desc(G, M) qui est I'image directe de (£, b). Il est clair que
I est un plongement (i.e. I, est pleinement fidele), et que I’image du morphisme 7 est contenu
dans le fermé complémentaire du plongement ouvert Desc(G, U) — Desc(G, M). 1l reste a
montrer que I’'image de I est précisément ce sous-topos fermé.

Soit (F,a : d,’(,l’o]: — d;(/l,l]:) un objet de Desc(G, M) dont I’image inverse dans
Desc(G, U) estI’objet final. En particulier F | U est I’objet final de S(U). D’apres le lemme
précédent, F = ig +L pour un objet £ de S(Z). On a donc une fleche d,’f,,’oio,*ﬁ — d;‘k,,’ 110,4L.
A nouveau, les morphismes dys o et djs,1 sont des morphismes de localisation. On en déduit
d;lk,,’oio,>|< ~ il,*d;o, d,’[,lﬁlio,* ~ il,*d;l et un isomorphisme

ily*d;()ﬁ ~ d;lk/I,OiO,*‘C — d;’(l’lio’*ﬁ ~ il’*d;lﬁ .

Comme i , est pleinement fidele, on obtient un objet (L, b : d; ol — d; 1£) de Desc(G, Z)
dont I’image directe dans Desc(G, M) est (F, a : dy; o F — dy; | F).
On considere maintenant le diagrame commutatif suivant.

Desc(G, U) — Desc(G, M) <—— Desc(G, Z)

S(G,U) ——= S(G, M) ~——— S(G, U)

On vient de montrer que la ligne du haut est une décomposition ouverte-fermée. Le lemme
4.4 suit car les fleches verticales sont des équivalences. Ceci acheve la preuve du théoreme
4.2. 0

4.2. Le morphisme S(R,My3) — Xe.  Le site étale d’ Artin-Verdier Etg est défini
dans [1]. Le topos étale d’ Artin-Verdier X, est la catégorie des faisceaux d’ensembles sur le
site Ety. Supposons que le foncteur conjecturé par Deninger existe. Par restriction, on obtient
un foncteur

y* Etg — TopR/MX
U—-X +— My— My
HYPOTHESE 4.5. Nous supposons que les conditions suivantes sont satisfaites.
e Le foncteur y* existe et commute aux produits fibrés.
e Un morphisme étale V.— U est envoyé sur un homémorphisme local.
o Une famille surjective de morphismes étales de schémas est envoyée sur une famille
surjective d’applications continues.

Une famille surjective de morphismes étales de schémas {U; — U; i € I} induit une
famille surjective d’étalements R-équivariants {M; — My; i € I}. Puisqu’un ¢talement
admet des sections locales au-dessus de son image, le foncteur * envoie un recouvrement
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pour la prétopologie étale sur un recouvrement pour la prétopologie des sections locales.
Ainsi, on a un morphisme de sites exacts a gauche

y* : (Btyg: Je) — (Top®/@mmg): Jis) -
La proposition suivante en découle immédiatement.
PROPOSITION 4.6. Sil’hypothese 4.5 est satisfaite, alors on a un morphisme de topos
Y :SR;Mgz) — Xet .

Soit v un point fermé de X (v est une place ultramétrique ou archimédienne du corps
de nombres K). Lorsque v est ultramétrique, on note Wy (y) le sous-groupe de R engendré
par log(N (v)). Lorsque v est archimédienne, on note Wy) = R et G¢n) = 1. On a un
morphisme canonique Wiy — Gy(y) induisant un morphisme o, : Bw,, — Bg' . On

X Gk(u) :
note aussi

v BZ??}) ~ Spec(k(v))et —> Xet
le plongement fermé induit par ’inclusion fermée de schémas Spec(k(v)) — X, pour tout

point fermé v de X.

PROPOSITION 4.7. Soit v une place ultramétrique ou archimédienne du corps de nom-
bres K. Si I’hypothese 4.5 est satisfaite, alors on a un diagramme commutatif de topos

oy sm
BWk(v) > BGk(v)

iUL uvl

y -
SR Myz) — X
et le morphisme i, est un plongement fermé.

DEMONSTRATION. On traite d’abord le cas d’une place ultramétrique v. Le mor-
phisme de topos &y : Bw, — Bz;“kl(v), défini dans la proposition 2.1, est induit par le
morphisme de sites exacts a gauche

oy © (Btspecky)s Jet) —> (TOPR/MMU); Tis)

Fq/k(v) > Mq/MN(U).
Le plongement fermé u,, : B;r&l}) — X, induit par I'inclusion fermée de schémas Spec(k(v))
— X, est défini par le morphisme de sites exacts 4 gauche

uy o (Btg; o) —> (Btspecky): Jer)
U > U x 3 Spec(k(v)) .

D’autre part, le morphisme de topos iy : Bw,, — S(R; M) est induit par le morphisme de
sites exacts a gauche

iv: (TopR/vg: Jis) —  (Top®/ays Tis)
VA —> VA XMy My )
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ou R opere diagonalement sur Z xm, My (y). Alors, le diagramme suivant de sites est com-
mutatif (car le foncteur ® est supposé commuter aux produits fibrés).

oy
Top® /my,, <—— Elspeckv))

% *
T!U Tuv

*

v
TOpR/(RﬁMX) -~ Et)’(

Le diagramme de topos correspondant est donc lui aussi commutatif.

Soit maintenant v = p € Xoo C X une place archimédienne de K, et m € My le point
fixe correspondant. Le morphisme de topos

. . — sm _
ap : S(R; {myp}) = BR —> BGk(p) = Set

est induit par le morphisme de sites exacts a gauche oy : (Set; Jean) — (TopR; Jis) qui
envoie un ensemble E sur I’espace topologique discret E sur lequel R opere trivialement. Le
morphisme uy, : Set — Xe, induit par I'inclusion fermée p — X, est donné par le morphisme
de sites exacts a gauche

u; : (Et)’(;_ Tet) —> (&v Jean)
U >  Ux3zbp.

Le morphisme de topos i, : Bg — S(R; My) est induit par le morphisme de sites exacts a
gauche

iy (Top®/mg: Jis) —  (Top®s Jio)
z > Z XMy Mp.

On obtient a nouveau un diagramme commutatif de sites et le résultat suit. Le fait que i, est
un plongement fermé est donné par le théoreme 4.2 g

5. Propriétés analogues du topos Weil-étale. Soit K un corps de nombres, X =
Spec(Ok), X I’ensemble des places archimédiennes de K, et X = (X, X). Le topos
Weil-étale X est défini dans [18]. On montre dans [9] que le topos defini dans la section
suivante comme le produit fibré (11) généralise la définition du topos Weil-étale Xy donnée
dans [18]. Les résultats suivants sont démontrés dans [18] et [9].

THEOREME 5.1. On a les résultats suivants.

(1) On a un morphisme canonique § : Xw — Bg.

(2) Sivestun point fermé de X (i.e. une place ultramétrique ou archimédienne de K),
alors on a un plongement fermé iy : By, ., — Xw. De plus, la composition § o iy, : Bw,,, =
Bg est induite par le morphisme canonique l, : Wiy — R.

(3)  On a un morphisme canonique y : Xw — Xey.
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(4)  Si v est un point fermé de X, le diagramme suivant est commutatif et 2-cartésien.

y sm
Bw; > BGk(v)

iv L " l
- y -
Xw > Xet
REMARQUE 5.2. En supposant que le systeme dynamique My existe, les propriétés
précédentes satisfaites par le topos Weil-étale sont aussi satisfaites par le topos S(R, My).
En effet, (1) est donnée par la définition 4.1, (2) est donnée par le théoreme 4.2, (3) est
donnée par la propriété 4.6 et la commutativité du diagramme (4) est donnée par la propriété
4.7. On interprete donc le morphisme §f : Xy — Bg comme un flot. Lorsque v est une
place archimédienne de K, la fleche i, : Bw,,, — Xw est vue comme une orbite fermée de

longueurlog(N (v)). Lorsque v est une place archimédienne de K, la fleche iy, : Bw,,, — Xw
est vue comme un point fixe du flot.

6. Schémas arithmétiques de dimension supérieure. Soit X — Spec(Z) un
schéma arithmétique régulier, connexe, plat et propre sur Spec(Z). On définit X, := X (C)/
Gpg,ou X(C) est muni de la topologie complexe et X, de la topologie quotient. On considere
X := (X, Xx). Dans cette section, on met en évidence certaines propriétés partagées par le
topos Weil-étale Xy défini dans [9] et le systeme dynamique conjecturalement associé a X.

6.1. Le topos Weil-étale )EW. Le site €tale d’ Artin-Verdier Et  est défini dans [1].
Le topos étale d’ Artin-Verdier Xy est la catégorie des faisceaux d’ensembles sur le site Et T
Ce topos est étudié dans [9]. On a un morphisme X — Spec(Z),,. On définit alors le topos
Weil-étale de X comme le produit fibré

(11) Xw = X X Spec), Spec(Z)
dans la 2-catégorie des topos, oﬁ@w est le topos Weil-étale de W (cf.[18] et [9)).
La deuxieme projection X — Spec(Z)y, induit un morphisme
fo: Xw — Spec(Z)y — Bg.
Un point fermé x € X fournit & nouveau un plongement fermé
ix : Bw,, = S(R,R/log(N(x))Z) — Xy

de sorte que la composition {5 o ix : Bw,,, — Bg soit induite par le morphisme canonique
Wix) — R.

6.2. Le topos S(R,My). Supposons que I’on puisse associer au schéma arithmé-
tique X un systtme dynamique M 4, de la forme décrite dans [7, Dictionary 4, part 2].
Le morphisme X — Spec(Z) induit en particulier une application continue R-équivariante
My — Mm. On en déduit un morphisme

fM)E :S(R,My3) — S(R, MSpec(Z)) — Br.
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Une orbite fermée y, correspondant a un point fermé x € X fournit un plongement fermé
x  Bw,, = S(R,R/log(N (x))Z) — S(R,M 3)
de sorte que la composition fm , © iy : Bw,, — B soit induite par le morphisme canonique
Wk(x) — R. ~
6.3. Structure du topos Xy au-dessus des points fermés de Spec(Z). Soit p un
point fermé de Spec(Z). 11 lui correspond un plongement fermé

iy : BWF,, = SR, R/log(p)Z) — Spec(Z)yy, .

La fibre de Xy au-dessus du point fermé p € Spec(Z) est définie comme 1’image inverse du
sous-topos fermé Im(i, ). Elle s’ identifie au produit fibré

Aw X SpecZ)yy BWF,, .

Alors on a des équivalences canoniques [9]

(12) Xw XSpecy,, BWr, = (X ® Fpa <5, Bw,, = (X @ Fp)w.

Ainsi la fibre du topos Xy au-dessus du point fermé p est équivalente au topos Weil-étale du
schéma X' ® F .

6.4. Structure du topos S(R, X) au-dessus des points fermés de Spec(Z). Soit p
un point fermé de Spec(Z). 11 lui correspond une orbite fermée y, : R/log(p)Z — MW
qui induit un plongement fermé de topos

iv : Bwy, = SR, R/log(p)Z) —> SR, Mgyeez) -

La fibre de I’espace M 3 au-dessus du point fermé p € Spec(Z) (i.e. de I’orbite fermée y )
est naturellement définie comme le produit fibré (d’espaces topologiques)

Mg XM (R/102(p)Z) = M XMeor M, .

Spec(Z)
D’apres ([10, IV Proposition 5.11]) on a une équivalence de topos

SR.Myp Xy (R/10g(p)Z)) ~ SR, Mg) X5R Mgy

On suppose a nouveau que le foncteur envisagé par Deninger existe, disons sur la catégorie
des schémas de type fini séparés sur Spec(Z) (voir Section 3.4), et qu’il commute aux produits
fibrés. Alors on a

Spe(.(Z)) BWFP '

MX@FP MX Mgoeey MFP :
On obtient donc une équivalence de topos

13) SR, Mxgr,) = SR, Mz) XS®R Mg7) BWr, -

REMARQUE 6.1. D’apres le théoreme 3.11, on a de plus un morphisme du topos (13),
qui est la fibre de S(R, M ) au-dessus de p € Spec(Z), dans le topos (12), qui est la fibre de
Xy au-dessus de p € Spec(Z). Ce morphisme

d:S(R;Mxgr,) — (X QF,)w

est compatible au flot, aux orbites fermées et au feuilletage (voir la section 3.4).
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6.5. Structure du topos Xy au-dessus de la place archimédienne. Soit co €
Spec(Z) la place archimédienne de Q. 11 lui correspond un plongement fermé

ico : Bwyooy = BR —> Spec(Z)y .

La fibre de Xy au-dessus de oo est définie comme I'image inverse du sous-topos fermé
Im(i~). Elle s’identifie au produit fibré

W Xspecyy, Br-
Alors on a une équivalence
(14) Xoo,w 1= Xw Xspe0z7, BR = Sh(Xo0) X BR,

ou Sh(X) est la catégorie des (petits) faisceaux (i.e. des espaces étalés) sur 1’espace
topologique X»o. Ainsi la fibre du topos X au-dessus de la place archimédienne oo est
équivalente au topos Weil-étale Sh(X) x Bg.

6.6. Structure du topos S(R, X') au-dessus de la place archimédienne. Supposons
que I’on puisse associer un systtme dynamique M 4 au schéma arithmétique X de la forme
décrite dans [7]. Le morphisme X — Spec(Z) induit une application continue R-équivariante
My — MW' On considére le point fixe ms, € MW correspondant a la place
archimédienne oo. Il induit un plongement fermé de topos

Br — SR, Mgyerzz) -

La fibre de I’espace M 3 au-dessus de co € Spec(Z) (i.e. du point fixe mqo) est le produit
fibré M 5 x Moz MMoo- On a une équivalence de topos

S(R, M XM Moo) = S(R, M3) XS®Me—7

D’apreés [7, Dictionary 4, part 2], on indentifie les espaces M p XMc—-
I’action triviale de R. Alors on a

S(R, M.f XM_SpeC(Z) m

Spec@) Spec@))

Speazy Moo = Xso avec

0o) = SR, Xoo) := BR/y(R Xo) -
On obtient une équivalence
SR, M%) XS®Mgz) BR = SR, X0) .

On a de plus un morphisme

SR, X)) & S(Xx) =~ TOP(X5) — Sh(Xx)
et un morphisme de localisation

SR, Xo) := Br/y®.x) — Br-
Par définition du produit, on obtient un morphisme
SR, Xoo) —> Sh(Xx) X Br .

Ces deux topos sont naturellement associés a I’action triviale de R sur I’espace X». Ils ont la
méme cohomologie a valeurs dans un faisceau constant discret, mais ne sont pas équivalents.
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Une meilleure définition du topos associ€ a M  (on pourrait par exemple considérer la caté-
gorie des faisceaux sur M 4 a valeurs dans T') devrait faire du morphisme (15) ci-dessous une
équivalence.

REMARQUE 6.2. On a un morphisme canonique de topos
(15) SR, Xso) — Sh(Xo) X Br = Xoo,w
de la fibre de S(R, M ;) au-dessus de oo dans la fibre de Xw au-dessus de co.

7. Appendice. Nous montrons dans cette section comment le morphisme f : Xy —
Bg, donné par le théoréme 5.1, permet de définir une action de R sur le topos Xy x Br 1.

7.1. La donnée d’un espace topologique sobre Z équivaut a celle du topos Sh(Z)
[10, IV.4.2]. Nous donnons une version équivariante de ce résultat. Considérons un espace
topologique sobre Z sur lequel un groupe discret G opere par automorphismes a gauche. On
note

r:Gx7Z—>127Z

cette action, 7 : Zx G — Z I’action a droite déduite de r. Soient Sh(G; Z) et B3" := G —Set
les topos des petits G-faisceaux sur Z et sur le point {x} respectivement. Le topos Sh(G; Z)
est équivalent a la catégorie des espaces étalés Z sur Z munis d’une action de G tel que la
projection Z — Zest G-équivariante. Une application continue G-équivariante u : Z — Z’
induit un morphisme de topos

Sh(u) : Sh(G; Z) — Sh(G; Z').
Par exemple, I’unique application continue Z — {x} induit un morphisme de topos
f :Sh(G; Z) — Bg".

THEOREME 7.1. Soit Z un espace sobre sur lequel un groupe discret G opére. Le
topos Sh(G; Z) muni du morphisme f : Sh(G; Z) — Bf;m détermine l’action de G sur Z a
homéomorphisme G-équivariant prés. Plus précisément, soient Z et Z' deux espaces sobres
munis d’une action de G et soit a : Sh(G; Z) — Sh(G; Z') un morphisme de topos au-dessus
B3, Alors il existe une unique application continue G-équivariante a : Z — Z' induisant
«. De plus, a est une équivalence si et seulement si a est un homéomorphisme.

DEMONSTRATION. Si E est un G-ensemble, alors f*FE est la projection £ X Z — Z,
ot G opere diagonalement sur E x Z. Soit EG I’objet de Bj" donné par G sur lequel G
opere par multiplication a gauche. Alors on a une équivalence canonique

Sh(G: Z)/ f+G ~ Sh(Z) .

Ce topos détermine 1’espace Z a homéomorphisme pres. On peut aussi retrouver 1’action de
G sur Z. Le groupe G opére (par multiplication a droite) sur EG dans Bg". Comme f* com-
mute aux limites projectives finies, le groupe G opére a droite sur f*EG dans Sh(G; Z)/ r+EG
=~ Sh(Z). En particulier, un élément ¢ € G définit un isomorphisme f*EG — f*EG qui,
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par transitivité des topos induits [10, IV.5.5], induit a son tour une équivalence
g :Sh(G; Z)/ +ec — Sh(G; Z)/ f+EG -

On obtient une action a droite de G sur le topos Sh(Z) =~ Sh(G; Z)/ r«gc, donnée par le
morphisme

(16) p:Sh(Z) x G := ]_[Sh(Z) —> Sh(Z).
G
Cette action a droite de G sur le topos Sh(Z) est I’action induite par 7 : on a
0 = Sh(7).

En effet, quel que soit g € G, on vérifie facilement que le diagramme de topos
Sh(G; Z)/ f*e6 —— Sh(Z)
lﬁ lSMgl)
Sh(G; Z2)/ f*£6 —— Sh(Z)

est commutatif.
Soit Z et Z' deux espaces sobres munis d’une G-action (2 gauche). Soita : Sh(G; Z) —
Sh(G; Z’) un morphisme au-dessus de B3, i.e. tel que le diagramme

Sh(G; Z) — Sh(G; Z')

N

B"
commute. On obtient un morphisme
a7 Sh(Z) ~ Sh(G; Z)/ s —> Sh(G; Z')/ p#eG ~ Sh(Z'),

qui est G-équivariant au sens de (16). D apres [10, IV.4.2.3], il existe une unique application
continuea : Z — Z’ tel que Sh(a) = «. De plus, a est un homéomorphisme si et seulement si
« est une équivalence. Mais le morphisme de topos (17) est équivariant, i.e. respecte I’action
définie par (16). D’apres ce qui précede, cette action (a droite) de G sur Sh(Z) et Sh(Z’) est
induite par I’action a gauche de G sur Z et Z’. 1l suit que a est G-équivariante. 0

7.2. Lapreuve précédente donne aussi le résultat suivant.

COROLLAIRE 7.2. Soit Z un espace sobre muni d’une actionr : G X Z — Z.
Le morphisme f : Sh(G; Z) — BG" définit une action p a droite de G sur Sh(Z) =~
Sh(G; Z) x ggm Set, etona p = Sh(7).

DEMONSTRATION. On a
Sh(G; Z) x pgm Set =~ Sh(G; Z) xgen B /6 =~ Sh(G; Z)/ f+p6 =~ Sh(Z) .
On a de plus
Sh(Z) x G ~ Sh(G; Z)/ +gc XSer Set/G = Sh(G; Z)/ r+EGxG
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et I’action p : Sh(Z) x G — Sh(Z) est simplement donnée par le morphisme
Sh(G; Z2)/ r+e6xc —> Sh(G; Z2)/ f+EG

lui-méme induit par I’action a droite f*EG x G — f*EG. O

La situation est la méme au-dessus d’un topos de base arbitraire. Soit G un groupe
topologique. On note encore G le groupe de 7 qu’il définit (on pourra plus généralement
considérer un topos quelconque 7 dont G est un groupe). Soit de plus S — 7 un 7 -topos et
f S — Bg un morphisme au-dessus de 7. On note

gZISXBGTZS/f*E(;.

Le morphisme f définit une 7 -action a droite de G sur le 7 -topos S. Cette T -action est
donnée par le 7 -morphisme

(18) S x78G) — S,

et par des isomorphismes de transitivité rendant commutatifs les diagrammes d’une action.
On note ici S(G) := 7 /g eton a S x7 S(G) ~ g/(;. Le morphisme (18) est induit par
I’action a droite EG x G — EG.

Le 7 -topos S muni de la T-action (18) permet de retrouver le topos S et le morphisme
S — Bg. Eneffet, S est équivalent au topos de descente du topos simplicial

(19) S x78(G) x7 S(G) 2> S x7 S(G) =3« S
car ce topos simplicial s’identifie a

(20) S/EGxEGxEG == S/EGxEG =< S/EG »

via 'isomorphisme EG x EG >~ EG x G dans Bg, ou G désigne I’objet de Bg donné par
G avec I’action triviale. Le morphisme S — 7 induit un morphisme du topos simplicial (19)
dans

1) T/oxG =— T/ =< T.

Le topos de descente de (21) est Bg (car Bg/gc =~ 7). Le morphisme du topos simplicial
(19) dans (21) induit un morphisme entre les topos de descente : on retrouve le morphisme
S — Bg. On peut d’ailleurs montrer le résultat suivant par descente : la donnée d’un T -
topos S muni d’un morphisme dans Bg équivaut a la donnée du T -topos S x p; T muni
d’une T -action a droite de G.

Dans le cas particulier ou 7 est le topos des espaces topologiques, S(G) ~ TOP(G) est
le gros topos de 1’espace topologique G. Si de plus S = S(G, M) ou G opere continliment
sur un espace M, alors la 7 -action (18), déduite du morphisme S(G, M) — Bg, est donnée
par le morphisme S(M x G) — S(M) induit par I’action de G sur M.
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