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Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire est un survol des articles [15], [46], [47], [48], [49], [50], [51] et [16], portant
sur la cohomologie Weil-étale. Pour expliquer le contexte dans lequel se situent ces travaux,
on rappelle a certains endroits du texte quelques définitions et résultats dus a C. Deninger,
M. Flach, T. Geisser, S. Lichtenbaum et J. Milne.

Dans le chapitre 2, on énonce les conjectures standards relatives aux fonctions zéta des
schémas arithmétiques. On donne ensuite un apergu des programmes de Deninger et de Lich-
tenbaum, qui visent a la construction de théories cohomologiques permettant d’approcher ces
conjectures. Le programme de Deninger prédit en particulier I’existence d’une cohomologie a
support compact, donnée par des espaces vectoriels complexes H(iiym (X, C) de dimension < oo
munis d’un endomorphisme ©, permettant 'interprétation spectrale de la fonction (X, s) sui-
vante :

2d (—1)i+1
<(X, S) = Z_Hodetoo (27‘( ’ den,C(X7C>> .

Le programme de Lichtenbaum prédit I'existence d’une certaine topologie Weil-étale dont la
cohomologie a support compact donne des complexes parfaits RI'w (X,Z) et RI'w (X, R),
des isomorphismes H{',ch(X )R = H{/V J(X,R), et une classe fondamentale § € Hjj,(X,R)
telle que

1 (X e 2D HENX, 2 D

est un complexe acyclique dont la "caractéristique d’Euler-Poincaré” est la valeur spéciale de
¢(X,s) en s = 0 au signe pres. Ces programmes conjecturaux sont les motivations, parfois
lointaines, pour le travail exposé dans ce mémoire.

Le chapitre 3 résume les articles [15], [46], [47] et [49], dans lesquels on étudie le topos
Weil-étale. On rappelle d’abord les définitions, dues a Lichtenbaum, de la topologie Weil-
étale d’une variété sur un corps fini et du systéme projectif de sites Weil-étales associés a un
corps de nombres. On définit ensuite le topos Weil-étale Spec(Op)y, de 'anneau d’entiers
d’un corps de nombres F'. On donne une description détaillée de ce topos, en explicitant ses
sous-topos fermés Spec(IFp )y correspondant aux places p ultramétriques et archimédiennes
de F, son sous-topos correspondant au point générique, son topos de base Spec(F1)w := Brg,
son groupe fondamental, sa cohomologie en bas degrés, et le morphisme du topos Weil-étale
sur le topos étale d’Artin-Verdier. Le topos Spec(OF )y, peut étre vu comme un modele entier
pour le groupe de Weil. On définit ensuite le topos Weil-étale Xy d’'un schéma propre et
régulier X/Z puis on calcule sa cohomologie a support compact Hé(XW,]R). On définit la
classe fondamentale 6 € H (X, R) telle que

o H (X, R) 2 g (X, R) S

5



est un complexe acyclique. Ces topos ont été introduits dans [15] et [47]. On explique enfin
quelques analogies topologiques entre le topos Weil-étale et le systeme dynamique de Denin-
ger, et on observe que la cohomologie de certains groupes de Weil donne une interprétation
spectrale des facteurs locaux des fonctions zéta de Dedekind. Les résultats mentionnés dans ce
troisieme chapitre sont inconditionnels. Malheureusement, la cohomologie du topos Weil-étale
a coefficients entiers est pathologique, et ne sera donc pas utilisée dans les chapitres suivants.
Cependant, le topos Weil-étale fournit une certaine intuition géométrique.

Le chapitre 4 résume larticle [48]. On définit conditionnellement des complexes parfaits
de groupes abéliens RU'y (X,Z) et RT'w..(X,Z), o X est un schéma régulier et propre sur
Z. Ces complexes sont obtenus & partir de la dualité d’Artin-Verdier et du complexe de cycles
de Bloch, sans définir un topos ni un quelconque objet géométrique sous-jacent. Il existe des
isomorphismes H{MC(X, Z)r = Hi(Xw,R), ot H (Xy,R) est la cohomologie & support com-
pact du topos Weil-étale. Similairement, on a des isomorphismes Hiy, (X, Z)®7Z; ~ H'(X 1, Z;)
pour tout nombre premier I, ot H'(X,s,7;) est la cohomologie étale l-adique. Si X/F, est
une variété projective lisse, alors on a un quasi-isomorphisme RI'(Xy,Z) — RI'w(X,Z), oul
RT(Xw,Z) est la cohomologie du topos Weil-étale. Conformément au programme de Lich-
tenbaum, on conjecture que le déterminant du complexe RI'yy (X, Z) muni du morphisme
U@ est, au signe pres, la valeur spéciale de la fonction ((X,s) en s = 0. Le résultat principal
de ce chapitre montre que cette description conjecturale de la valeur spéciale en s = 0, pour
les schémas projectifs lisses sur 'anneau d’entiers d’un corps de nombres, est équivalente a la
conjecture de Bloch-Kato telle qu’elle a été formulée par Fontaine-Perrin-Riou [18]. A titre
d’exemple, on traite le cas des espaces projectifs PgF sur I’anneau d’entiers d’un corps de
nombres F'.

On s’intéresse aux valeurs zéta des variétés sur les corps finis dans le chapitre 5. On résume
des travaux de J. Milne, S. Lichtenbaum et T. Geisser, qui donnent une description conjectu-
rale des valeurs spéciales de Z(X,t) ent = ¢~", ou X/F, est une variété projective lisse. Cette
description de Z*(X,q™") se fait en termes de la cohomologie Weil-étale RI'(Xy,Z(n)), de
la classe fondamentale e € H' (Wr,,Z), et du facteur correcteur

X(X/Fq, Ox,n) = Y (1) - (n — 1) - dimg, HY (X, j5)

i<n,j

introduit par Milne dans [43]. Pour généraliser leur description des valeurs spéciales aux sché-
mas arithmétiques, on a besoin d’interpréter le facteur correcteur x(X/F,, Ox,n) comme la
caractéristique d’Euler-Poincaré multiplicative de la cohomologie de de Rham dérivée modulo
la filtration de Hodge. Plus précisément, on prouve dans [50] I’égalité

[T 18 L0/ F™) |V = /O,

1€EZ
ou L% Iz /F"™ est le complexe de de Rham dérivé d’Illusie modulo la filtration de Hodge. En
remplacant la classe fondamentale e € H* (W L) par 0 € H L(Wg,,R), on passe de la valeur
spéciale Z*(X,q™™) a (*(X,n). Ces observations sont généralisées a tous les schémas séparés
de type fini sur [, dans [51], en supposant une certaine forme de la résolution des singularités
et en utilisant le eh-topos introduit par Geisser [22] et son faisceau d’anneaux O°".

Le chapitre 6 résume Darticle [16] en commun avec M. Flach, et généralise les chapitres

4 et 5. On se restreint comme dans le chapitre 4 aux schémas réguliers et propres sur Z. On
définit conditionnellement des complexes parfaits de cohomologie Weil-étale RI'ywy (X, Z(n))
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et RT'w (X, Z(n)) dans la catégorie dérivée des groupes abéliens, ainsi que des complexes de
cohomologie Weil-Arakelov RTq,.(X, A(n)) et Rl (X, A(n)) dans la catégorie dérivée des

groupes abéliens localement compacts, pour A = Z, R, HNQ/ Z et n € Z. Pour X de dimension
pure d et tout entier n € Z, on a un isomorphisme

RTw (X, Z(n)) = RHom(RTyw (X, Z(d — n)), Z[—2d — 1])

dans la catégorie dérivée des groupes abéliens, et un accouplement parfait de groupes abéliens
localement compacts

H, (X, A(n)) x Hyt (X, AP (d = n)) — HZPH(X,R/Z(d)) = R/Z,

ol A =17,R, R/ 7 et AP est son dual de Pontryagin. Pour tout entier n € Z, on a un complexe
acyclique

(1) T Hip (X R(n)) 25 HIF (X R(n) =5 -

On explique ensuite de quelle maniére (voir le paragraphe ci-dessous) ces complexes per-
mettent une description conjecturale de 'ordre d’annulation et de la valeur spéciale de la
fonction ((X,s) en s = n pour tout entier n € Z. Comme dans le chapitre 3, notre résultat
principal montre que cette description, pour les schémas projectifs lisses sur I’anneau d’entiers
d’un corps de nombres, est équivalente a la conjecture de Bloch-Kato. En particulier, notre
description des valeurs spéciales est vraie lorsque la conjecture de Bloch-Kato est connue. A
titre d’exemple, on traite le cas des fonctions zéta de Dedekind en s = n pour tout entier
n € 7.

Le dernier chapitre est entierement spéculatif. On conjecture I’existence des cohomologies
Weil-étale et Weil-Arakelov sur les schémas séparés de type fini sur Z et leurs compactifications
d’Arakelov. Les chapitres précédents permettent de donner une description assez précise de
ces cohomologies et des morphismes de la cohomologie Weil-Arakelov dans la cohomologie
Weil-étale. Enfin, on donne la liste des propriétés conjecturales reliant la cohomologie Weil-
Arakelov a la cohomologie de Deninger. On conjecture par exemple l'existence d’une suite
exacte longue

o HL (X, R(n))e — Higno(X,0) "5 HY L (X,C) — HIFL(X,R(n))e — -

ar,c ar,c

X,C) = HiL(X,R(n))c.

ar,c

de sorte que Uf coincide avec la composition HY, (X, R(n))c — Héyn o

En d’autres termes, R gy (X, R(n))c devrait étre la cohomologie absolue pour la "réalisation”
donnée par la cohomologie de Deninger. La suite exacte longue ci-dessus expliquerait la for-
mule

orde—n((X,8) = Y (=1)"-i - dimgH], .(X,R(n)).
1€Z
En appliquant le foncteur "complexe tangent” T, au triangle distingué
RUypo(X,Z(n)) = RTqp (X, R(n)) = RTq (X, R/Z(n)) —
on obtient le triangle distingué
RT4po(X/Z)/F" @ R — RFM,C(X,]R(n)) — Rl'w (X, Z(n)) @ R —
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La cohomologie Weil-étale Ry (X, Z(n)) et la cohomologie de de Rham dérivée RT'yr (X/Z)/F"
fournissent donc une structure entiere sur le déterminant de RI 4 (X, R(n)) :

; . n-9 .
Ao:C 5 Rdetts V [Hi, o(X,0) T Hi, (X,0)]

=5 detgRT4 (X, R(n)) @ C
—  (detzRTw,(X, Z(n)) ® detzRT gp,o(X/Z) | F")c -

La composition C = detg RT gy (X ,R(n)) ® C des deux premiers isomorphismes ci-dessus
coincide avec la trivialisation induite par le complexe acyclique (1). L’isomorphisme A¢
devrait envoyer ¢*(X,n)~! - C(X,n) sur un générateur de la droite detzRlw.(X,Z(n)) ®
detzRT4r o(X/Z)/F"™. On essaie de convaincre le lecteur que les résultats obtenus dans les
chapitres 4, 5 et 6 peuvent étre vus comme des évidences pour 'existence de ce formalisme
cohomologique.



Chapitre 2

Les programmes de Deninger et de Lichtenbaum

1. Fonctions zéta des schémas arithmétiques

1.1. Définitions. On appelle schéma arithmétique tout schéma de type fini et séparé
sur Spec(Z). La fonction zéta d’'un tel schéma X est définie [57] par le produit infini

¢X,s)= ] (1 -N@)=)"

z€Xo

qui converge dans le demi-plan complexe R(s) > d, ou X est 'ensemble des points fermés de
X, N(x) est le cardinal du corps résiduel F, := Ox ,/m, en & € X et d est la dimension de
Krull de X.

Considérons pour commencer le cas des schémas arithmétiques X de caractéristique p,
i.e. de sorte que le morphisme X — Spec(Z) se factorise comme X — Spec(FF,) — Spec(Z).
Pour tout « € Xg on a N(z) = pd°8@) o deg(x) := [F, : F,] est le degré de I'extension finie
F,/F,. En posant ¢t = p~*, on obtient

(Xo5) = JI (1-pee@)
z€Xo
— (1 tdeg x))
z€Xo
tm
= exp —
m>1
= Z(X/F,,1),
oll N, := | X (Fpm)| est le nombre de points de X & valeurs dans 'extension Fpm

Si X/Z est un schéma arithmétique quelconque, on note X, := X ®z I, la réduction de
X modulo p. Alors on a

= H ((Xp,s) = H Z(Xp/Fp,p")

p<oo p<oo

ol le produit est pris sur 'ensemble des nombres premiers p > 0. Par exemple, la fonction
zéta de Riemann est donnée par

C(s) = C(Spec(Z),s) = [[ 1 —p™) "= n~®

p<oo n>1



Plus généralement, si F' est un corps de nombres dont O est 'anneau des entiers, alors la
fonction zéta de Dedekind du corps de nombres F' est donnée par

Cr(s) == ((Spec(OF),s) = [] (1—N(p)™)

p<oo

-1

ou le produit est pris sur 'ensemble des places finies p du corps de nombres F. Pour tout
A € F*, on a la formule du produit

(2) H [Alp =1

p
ou p parcourt ’ensemble de toutes les places (finies et infinies) p du corps de nombres F' et
| —|p est la valeur absolue normalisée définie par p. Cette formule est & comparer a la suivante :
si Y est une courbe projective lisse sur un corps fini I, de corps de fonctions K(Y'), alors
pour tout A € K(Y)*, on a

(3) H [Aly =1

yEYy
ot le produit est pris sur tous les points fermés y € Yy et | — |, est la valeur absolue normalisée

du corps de fonctions K (Y') définie par y. L’analogie entre (2) et (3) suggere de "compactifier”
X = Spec(OF) en ajoutant 'ensemble X, des places archimédiennes de F' : on pose

Spec(OF) := (Spec(OF), X).

Les points de X, sont ici pensés comme des points fermés de Spec(Op). La fonction zéta de
Spec(OpF) est définie par

((Spec(Or), 5) = ¢(Spec(Or),s) - [[Tr(s) = T] 1= Nw) )" - [[Tr(5)

ploo p<oo ploc

ou Fj est la complétion de F' en la place p et
Pa(s) =272 *1(3) et Te(s) = (2m) ().

Soit X un schéma arithmétique régulier projectif sur Spec(Z). Une compactification d’Arake-
lov X de X est définie comme suit. La "fibre de X au dessus de R” est la variété analytique
complexe associée & X (C) munie de P'action évidente du groupe de Galois Gg de I'extension
C/R. Une "structure entiere a U'infini” est alors donnée par le choix d’une métrique de Kéhler
w sur X (C) compatible a l'action de Gg, i.e. telle que F(w) = —w ou Fo, € G est la
conjugaison complexe. La fibre au-dessus d’un "voisinage de oo € Spec(Z)” est donc donnée
par le couple (X (C),w) muni de son action de Gg. On note X le quotient de cette action, et
on pose X = (X, Xo). En particulier, si X est de caractéristique p, on a Xoo = ) et X = X.

La fonction zéta de X est définie par
((X,8) = (X, 9) - ((Xoor8) = [] ¢<(Xps5)
p<oo

o ((Xoo,s) est un produit de facteurs Gamma dépendant de la structure de Hodge sur R
définie sur la cohomologie de Betti H*(X(C), C). Plus précisément, soit

H'(X(C),C)~ P HIX(C), ") = ) H
p+q=i p+q=i
10



la décomposition de Hodge et soit
WP = dime HPY;  hPE = dimg (HPP)Fe=t(=D"
les nombres de Hodge. On définit
((Xoo,8) = [ [ Loo (P (), 5) Y
1€EZ
avec [58|

4)  Leo(P'(Xg).s):== [ Tecls—p)"" [ Trls —p)" Tr(s —p+1)"".
p<g; p+q=i p=1

1.2. Les conjectures standards sur les fonctions zéta. Les conjectures standards
relatives a ces fonctions zéta sont les suivantes. Précisons que chacune de ces conjectures dans
le cas général semble étre actuellement hors de portée. Par exemple, I’hypotheése de Riemann
classique est la conjecture (C3) ci-dessous dans le cas particulier X = Spec(Z), et la conjec-
ture de Birch et Swinnerton-Dyer est une forme précise d'un cas particulier de (C4) ci-dessous.

— (C1) La fonction ((X, s) admet un prolongement méromorphe & tout le plan complexe

C.

— (C2) Si X est projectif, régulier de dimension pure d, alors il existe une équation
fonctionnelle de la forme
C(Y,S) = A'BS'C(Yvd_S)

ou A et B sont des constantes réelles.

— (C3) (Hypothese de Riemann) : Si X est projectif, régulier de dimension pure d, alors
les zéros (resp. poles) de ((X, s) sont situés sur la droite R(s) =i/2, pour 0 < i < 2d
impair (resp. pair).

— (C3) Si X est projectif, régulier de dimension pure d, alors on a

(X,s) =[] LK (X JFy),s) 0" = f1(8) -+ faa—1(s)

0<i<2d fo(s) -+ faa(s)

ott L(h*(X/F1),s) est une fonction holomorphe entiere dans tout le plan complexe,
dont les zéros sont situés sur la droite R(s) = i/2.

— (C4) (Forme vague) L’ordre d’annulation et le coefficient dominant dans le dévelop-
pement de Taylor de ((X,s) en s = n € Z (i.e. la valeur spéciale (*(X,n)) peuvent
étre exprimés en termes d’invariants arithmétiques de X.

La conjecture (C3’), due a Deninger, est une vaste généralisation d’une partie des conjectures
de Weil pour les variétés projectives lisses sur les corps finis. La conjecture (C3’) implique
la conjecture (C3), ainsi que la conjecture (C1) pour les schémas projectifs réguliers. La
conjecture (C4) semble étre la plus profonde de ces conjectures. Ne serait-ce que donner un
énoncé précis de (C4) est déja un probleme relativement difficile, et c’est d’ailleurs un des
objectifs principaux du travail présenté dans ce mémoire.
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Lorsque I’on se restreint aux variétés sur un corps fini Fy, les conjectures (C1), (C2), (C3)
et (C3’) sont les conjectures de Weil, qui ont été démontrées par Grothendieck et Deligne.
Les preuves de ces conjectures dans ce cas reposent sur ’existence de théories permettant
d’exprimer cohomologiquement la fonction zéta. Un énoncé précis de la conjecture (C4) se
formule naturellement en termes de la cohomologie Weil-étale motivique. En supposant que
la cohomologie Weil-étale motivique est de type fini (ce qui est connu par exemple dans le cas
des courbes), on peut prouver un énoncé précis de (C4).

2. Le programme de Deninger

L’objectif principal du programme de Deninger est la construction d’une certaine théorie
cohomologique, sur la catégorie des schémas arithmétiques et leurs compactifications d’Ara-
kelov, qui permettrait de prouver les conjectures (C1)—(C3) dans le cas général (voir [4], [5],
[9], [10] et [12]). En d’autres termes, cette cohomologie rendrait les mémes services que la
cohomologie étale [-adique ou la cohomologie cristalline pour les variétés sur les corps finis.
Cette cohomologie, dont C. Deninger conjecture 'existence, prend ses valeurs dans une ca-
tégorie d’espaces vectoriels complexes de dimension < co munis d’une R-action. C. Deninger
a par exemple formulé la conjecture suivante (voir e.g. [12]). Pour quelques précisions sur la
notation X utilisée ci-dessous, on renvoie au chapitre 7 Section 1.1.

CONJECTURE 2.1. (Deninger) Sur la catégorie des schémas séparés de type fini sur Z
et leurs compactifications d’Arakelov, il existe une théorie cohomologique d’espaces vectoriels
complezes Hgyn’C(X,C) et ijn(X,C) munis d’une R-action !, telle que les assertions sui-
vantes sont vraies.

(1) On a H}
(2) On a

(X,C) =0 pouri <0 eti>2-dim(X).

yn,c

s-Id—©

2T

2d
(X, 5) = [ ] detoo! | Hipo(X,0)) 0
1=0

ot © = lim;_,q %(gpt —1d) désigne le générateur infinitésimal.

(3) Si X est régulier de dimension pure d, on a une dualité parfaite ©-équivariante :
Héyn(X7 C(n)) X Hgyn,f:(‘)(‘vc(d - n)) - Hg;ln,c(Xac(d)) — C(O)
ou C(n) désigne C muni de laction e ™!t
(4) Si X — Spec(Z) est projectif et régulier, il existe un *-opérateur de Hodge C-antilinéraire
et ©-équivariant

tel que

Hi

dyn()(ac) X Héyn(X7C) — @

(z,y) — Try(zUsxy)
est un produit scalaire hermitien sur Héyn(X ,C).
La conjecture 2.1 permettrait de prouver (C1), (C2), et (C3) via (C3’). Ce formalisme
cohomologique conjectural implique d’autres conjectures classiques, par exemple la conjecture

d’Artin ([8] Section 3). Il implique aussi plusieurs résultats qui ont pu étre prouvés par
d’autres méthodes, par exemple le fait que la fonction zéta de Riemann (et plus généralement
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les fonctions zéta de Dedekind) est 5--zéta-régularisable ([5] Theorem 3.3), le fait que ce
formalisme cohomologique existe pour les facteurs locaux des fonctions L motiviques ([4] et
[5]), ou encore le fait que le signe de I’équation fonctionnelle de la fonction L d’un motif
orthogonal sur un corps de nombres est positif ([8] Section 6 et [53]).

C. Deninger a ensuite remarqué que cette cohomologie, conjecturalement associée & un
schéma arithmétique X de dimension d, est tres proche de la cohomologie feuilletée d’un sys-
teme dynamique de dimension 2d+ 1 muni d’un feuilletage de codimension 1 (voir [9] et [10]).
Cette observation I’a amené a étudier une analogie surprenante entre les schémas arithmé-

tiques et une certaine classe de systemes dynamiques munis d’un feuilletage de codimension
1.

3. Le programme de Lichtenbaum

Grace aux travaux de J. Milne, S. Lichtenbaum, B. Kahn et T. Geisser, on dispose d’une
formulation précise de la conjecture (C4) pour les variétés sur les corps finis. Cette formula-
tion se fait naturellement en termes de cohomologie Weil-étale (voir [20], [22], [38] and [43]).
Cette conjecture peut étre démontrée pour les courbes. L’objectif principal du programme de
Lichtenbaum [39] est de développer la cohomologie Weil-étale pour tous les schémas arith-
métiques (cette cohomologie n’étant précédemment définie que pour les variétés sur les corps
finis) afin d’obtenir une formulation précise de la conjecture (C4) dans le cas général et d’étu-
dier cette conjecture. Outre le cas des variétés sur les corps finis, S. Lichtenbaum a formulé
la conjecture suivante.

CONJECTURE 2.2. (Lichtenbaum) Sur la catégorie des schémas séparés de type fini X —
Spec(Z), il existe une “topologie Weil-étale” définissant une théorie cohomologique donnée par
des groupes abéliens Hév,c(X’Z) et des espaces vectoriels réels Hi,(X,R) et HIZ;[/,C(X’ R) telle
que les assertions suivantes soient vraies.

(1) Les groupes abéliens H"'/V’C(X,Z) sont de type fini et nuls pour i >> 0.

(2) La fiéche des coefficients entiers vers les coefficients réels induit des isomorphismes
Hiy(X,Z) ® R ~ Hjy, (X, R).

(3) Il existe une classe canonique 6 € Hy (X, R) telle que le cup-produit avec 0 fasse de la

suite

R E (R BHP RS

un complexe borné acyclique.

(4) L’ordre d’annulation de la fonction zéta ((X,s) en s =0 est donné par la formule

orde—oC(X,s) = > (—1)" -i - rankz Hiy (X, Z).
>0

(5) La valeur spéciale (*(X,0) est donnée au signe prés par

Z-M¢H(X,0)7Y) = Q) detz Hiy (X, 2) V'
i€z
0t AR5 (Qyes detZHéuc(X, Z)VY @R est induit par (2) et (3).

13



Avant d’avoir formulé la conjecture précédente, S. Lichtenbaum avait prédit [37] exis-
tence des complexes motiviques pour la topologie étale des schémas, satisfaisant une certaine
liste d’axiomes, et permettant en particulier d’obtenir des théoréemes de dualité. Le complexe
de cycles de Bloch est un candidat pour ces complexes motiviques, et permet en effet d’obtenir

des théoremes de dualité de type Artin-Verdier. Ces complexes motiviques joueront un role
crucial dans les chapitres 4, 5 et 6.
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Chapitre 3

Le topos Weil-étale

Ce chapitre est un survol des articles [15], [46], [47] et [49]. On rappelle au préalable les
définitions dues a Lichtenbaum du topos Weil-étale d’une variété sur un corps fini [38] et du
systeme projectif de sites Weil-étale associé a un corps de nombres [39].

1. Topos classifiants des groupes topologiques

Si G est un groupe discret ou profini, on note BZ™ le topos des ensembles sur lesquels G
opére contintument.

Soit Top la catégorie des espaces topologiques localement compacts. On considere la topo-
logie J,,, des recouvrements ouverts sur Top, qui est la topologie engendrée par la prétopologie
pour laquelle un recouvrement {Y; — Y, i € I} est un recouvrement ouvert au sens usuel.
On note 7 := Sh(Top, Jop) le topos des faisceaux sur ce site. Si G est un groupe dans 7, i.e.
un faisceau en groupes sur (Top, Jop), on note Bg la catégorie des objets de 7 munis d’une
action a gauche de G. Alors Bg est un topos, le topos classifiant de G. On a un morphisme
canonique Bg — T, dont "image inverse envoie un faisceau F sur F muni de 'action tri-
viale de G. Le topos B¢ classifie les G-torseurs. En effet, soit ¢ : £ — T un 7-topos. Alors
le groupoide des t*G-torseurs sur & est (anti)-équivalent a la catégorie Homy (&, Bg) des
morphismes de topos £ — Bg. En particulier, si G est abélien, un tel morphisme définit un
élément du groupe abélien H'(E,t*G).

Si G est un groupe localement compact, on note encore GG le groupe sur 7 qu’il repré-
sente. On définit un site pour Bg de la maniere suivante. Soit Top.; la catégorie des espaces
localement compacts munis d’une action & gauche de G. La topologie [J;s des sections lo-
cales sur Top; est la topologie engendrée par la prétopologie pour laquelle {Y; — Y, i € I}
est un recouvrement si la fleche continue [[;Y; — Y admet des sections locales. Le fonc-
teur Top; — Bg, envoyant un G-espace sur le G-faisceau qu’il représente sur 7, induit une
équivalence

Bo = Sh(Topg, Jis)-

Soit G = (G;);er un pro-objet dans la catégorie des groupes topologiques localement compacts,
ou plus généralement un pro-objet dans la catégorie des groupes sur 7. On définit le topos
classifiant de G comme la limite (dans la 2-catégorie des topos) :

Bg := lim Bg;.

Si on calcule la limite lim G; dans la catégorie des groupes topologiques (ou dans 7T), on
obtient un résultat différent. En effet, la fleche évidente

B@Gi — l'&nBGi

n’est pas une équivalence. La "bonne” notion de limite d’un pro-groupe est en fait @Bgi.
Le topos B¢ classifie les G-pro-torseurs, mais nous n’utiliserons pas ce fait dans la suite.
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2. Le topos Weil-étale d’une variété sur un corps fini

Soient F, un corps fini, Fq une cloture algébrique et Gy, := Gal(Fq /Fy). Le groupe de Weil
Wr, est le sous-groupe de G, dont les éléments sont les puissances entieres du Frobenius. On
a le morphisme injectif

7 ~ WF 4 — GF . = i
envoyant 1 € Z sur le Frobenius dans GF, .

Si Y est un schéma séparé de type fini sur F,, on note Yy son topos Weil-étale et Ye; son
topos étale. Le topos Yy a été introduit par Lichtenbaum dans [38]. On rappelle que Y, est
la catégorie des faisceaux d’ensembles sur le petit site étale de Y. On peut montrer que Ye; est
équivalent a la catégorie des faisceaux étales sur Y ®p, ﬁq sur lesquels G, opere continiment
et de maniere compatible a I'action de Gy, sur Y ®p, Fq par son action évidente sur le deuxieme
facteur. Le topos Weil-étale Yy est alors défini comme la catégorie des faisceaux étales sur
Y ®r, Fq sur lesquels Wy, opere de maniere compatible a I'action de Wy, sur Y ®p, ﬁq via
Wr, = GF,. En particulier, on a des équivalences

Spec(Fg)w =~ B%’;q et Spec(Fg)er >~ Bé};q
ou Bf‘j{};q (resp. Bqu) est la catégorie des W, -ensembles (resp. des G, -ensembles).
On a un morphisme canonique de topos
Yy Yw — Yer.

Par exemple, pour Y = Spec(F,), le morphisme vy : Byj? — Bg! est simplement donné par
q q

le morphisme Wg, — GF,. Les topos Yy, Ye; et les morphismes vy sont fonctoriels en Y. En
particulier on a un morphisme canonique

(5) Yww — Spec(Fy)w
et un diagramme commutatif

Yw i Yor

.

VF
Spec(Fq)w — Spec(Fg)et

ou f:Y — Spec(F,) est le morphisme structural.

THEOREME 3.1. ([15] Theorem 3.1) Le diagramme précédent est un pull-back. En d’autres
termes, le morphisme induit
Y — Yo X Spec(Fq)er SPEC(Fg)w
est une équivalence.
DEFINITION 3.2. On définit le T-topos Weil-étale de Spec(F,) comme le (gros) topos
classifiant
Spec(Fq)w = B,
et plus généralement
Yw 1= Yet XSpec(Fy)e: SPEC(Fg)w
pour tout schéma Y séparé de type fini sur Fy.
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Pour tout Y/F,, on a ([15] Corollary 1)
YW ~ YW X T.

On peut en déduire que les topos Y et Yy ont la méme cohomologie (voir [15] Corollary 2).
Le théoreme suivant montre I'intérét du topos Weil-étale par rapport au topos étale.

THEOREME 3.3. Soit Y/F, une variété projective lisse. Alors les groupes H'(Yy,Z) sont
de type fini pour tout i € Z.

Le fait que les groupes H*(Yyy,Z) soient de type fini contraste avec la cohomologie étale.
On a par exemple

H'(Spec(F,)w,Z) = Z,Z,0 pour i = 0,1,> 2
alors que
H'(Spec(Fy)et, Z) = Z,0,Q/Z,0 pour i = 0,1,2,> 3.
T. Geisser a calculé le foncteur Ryy«.

THEOREME 3.4. (Geisser [20]) Soit F- un complexe borné supérieurement de faisceaux
abéliens sur Yei. On a un isomorphisme

R(yy,)(Z) @ F == R(yya ) F
et un triangle distingué
Q[-2] = Z[0] = R(yv)(Z) — .
En particulier, on a un triangle distingué
(6) RT(Yer, Q)[-2] - RT(Yer, Z) — RT(Yw, Z) — .

REMARQUE 3.5. On explique de maniere heuristique la deuxieme assertion du résultat
précédent. La “fibre homotopique” du morphisme Spec(Fy)w — Spec(Fy)et est donnée par le
produit fibré

BWk XBGk Set ~ @ (BWk XBGk’/k Set)

~ lim (Bwk X Bay, (BGk//k/EGk,/k))
= 1&1 BWk/

ou la limite est prise sur ’ensemble des sous-extensions finie k/k'/k. Le “type d’homotopie”

du topos @Bwk, est la limite homotopique des K(Wy,1) = K(Z,1). En d’autres termes,

@Bwk, a le type d’homotopie du solénoide V := QP = @1 St. Le théoréme 3.1 montre que
la “fibre homotopique” du morphisme vy : Yy — Yot au-dessus d’un point Set — Yei, donnée
par

Yw Xy, Set ~ BWk XBGk Yer Xy, Set ~ BWk XBGk Set ~ gn BWk/
est donc “constante au-dessus de Ygi”, et a le type d’homotopie du solénoide.
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3. Le topos étale d’Artin-Verdier

On renvoie a ([15] Section 4) pour plus de détails sur cette section. Soit X un schéma
séparé de type fini sur Spec(Z). On note X (C) I'ensemble des points complexes de X muni de
la topologie complexe. On considére 'action évidente de Gg := Gal(C/R) sur X (C), on munit
X = X(C)/GR de la topologie quotient, et on note X := (X, X,). Ensemblistement, X est
la réunion disjointe X ]| X . La topologie de Zariski sur X est définie comme suit. Un ouvert
(U,D) de X est donné par sous-schéma ouvert U C X et un sous-espace ouvert D C U.
On définit la catégorie Et des X-schémas étales comme suit. Un X-schéma étale est une
fleche f : (U,D) — (X, Xx), ou U — X est un morphisme étale au sens usuel et D est un
sous-espace ouvert dans Uy,. On demande que la fleche fo : D — X, soit non-ramifiée au
sens que foo(d) € X (R) si et seulement si d € DNU(R). Un X-schéma étale U est dit connexe
(resp. irréductible) lorsqu’il est connexe (resp. irréductible) en tant qu’espace topologique.
Un morphisme (U,D) — (U’,D’) dans la catégorie Et est donné par un morphisme de
X-schémas étales U — U’ induisant une fleche D — D'. La topologie étale J; sur Et est
engendrée par la prétopologie pour laquelle un recouvrement est une famille surjective.

NOTATION 3.6. On note le topos étale d’Artin-Verdier de X par
Yet = Sh(Ety, jet)-

Soient X et Y des schémas séparés de type fini sur §pe(iZ). Un morphisme f: X — Y
induit une fleche f : X — Y et un morphisme de topos fer : Xt — Yt Le foncteur

Ety — Etx
(U,D) — U

est continu et exact a gauche. Il induit une immersion ouverte de topos :
¢ Xet - Yet/y(AX, Q)) — Yet

ou X est le topos étale usuel de X, et yX := y(X,0) est un sous-objet de l'objet final de
Xet.

Soit Sh(X ) le topos des faisceaux sur X, i.e. la catégorie des espaces étalés sur X.
On considere Sh(X) comme un site muni de la topologie canonique Jeq,. On a un foncteur
continu et exact a gauche

uzo: (EtY7jet) — (Sh(XOO)vjcan)
(U,D) +— D—Xo

Il induit un morphisme de topos
Uso : Sh(Xoo) — Xt
qui est le complémentaire fermé du sous-topos ouvert X¢; < X ;. En effet, on a la
PropPOSITION 3.7. On a une décomposition ouverte-fermée :
¢: Xet — Xet +— Sh(Xoo) : Uso
Le foncteur de recollement u’ ¢, peut étre explicité comme suit. On a un morphisme
a: Sh(Gg, X(C)) — X

ou Sh(Gr, X(C)) est le topos des faisceaux Gr-équivariants sur X (C), i.e. la catégorie des
espaces étalés Gr-équivariants au-dessus de X (C). La fleche o est définie par le foncteur
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(continu et exact a gauche) qui envoie un X-schéma étale U sur I'espace étalé Gr-équivariant
U(C) - X(C).
Par ailleurs, le morphisme quotient p : X(C) — X (C)/Gr = X~ induit un morphisme de
topos
(r*,my) : Sh(Ggr, X(C)) — Sh(X)
ol e = p*GR]: est le sous-faisceau de p,F formé des sections fixées par Gg, i.e. pour tout
ouvert D C Xo on a poFF (D) := F(p~'D)%. Alors on a une identification de foncteurs

Uso P = ™+ Xop — Sh(Xoo).

On considere la catégorie (Sh(Xoo) , Xet, me™) définie par recollement ([1] IV.9.5.1) : un objet
de cettte catégorie est un triplet (F, E, o) ou F est un objet de Sh(X,), E un objet de X,; et
o une fleche o : F' — m.a*E. Les morphismes (F, F,0) — (F', E’,¢’) sont définis de maniére
évidente.

COROLLAIRE 3.8. On a une équivalence
Yet — (Sh(Xoo) ,Xet,w*a*)
F (us F, 0" F,0F)
o la fleche
OF t Usp F = m* Q" F >~ ul dpup™ F

est induite par le morphisme d’adjonction.

4. Groupes de Weil

Le groupe de Weil a été introduit par A. Weil dans [61]. Cette section reprend la présen-
tation de J. Tate [60].

Soit F' un corps global. Si p est une place de F' on note F}, la complétion de F' relativement
ap, pr le groupe topologique des éléments non-nuls de F} et O;p le sous-groupe compact
maximal de FPX. En particulier si p est une place finie alors (’);p est le groupe des unités
de I'anneau OF,. Si p est une place archimédienne complexe (resp. réelle) alors Olﬁp ={z €
C*, |z| =1} (resp. O =~ {£1}). On note A le groupe des ideles et Cp := Ap/F* le groupe
des classes d’ideles. Si S est un ensemble fini de places de F', on note

Crs:=Cr/ ] OF,
pEsS
le groupe des classes de S-ideles. Si F' est un corps local (resp. fini) alors Cr désigne le groupe
topologique F* (resp. Z).

4.1. Definition. Soit F' un corps global, local, ou fini, dont on choisit une cléture sé-
parable F/F. On note G := Gal(F/F) le groupe de Galois absolu de F. Un groupe de
Weil de F' est un triplet (Wg,vp,{rg}) ou Wg est un groupe topologique et vp : Wp —
Gr un morphisme de groupes topologiques dont l'image est dense. Si F'/E/F est la sous-
extension finie correspondant au sous-groupe ouvert Gg C Gp, on pose Wg := 'yl?l(GE).
Alors rg : Cp = W}%b est un isomorphisme de groupes topologiques. On note W le plus
petit sous groupe fermé de Wg contenant les commutateurs. Si E/F est galoisienne, on pose
Wgp = Wr/WEg. Le triplet (Wg,vp, {rg}) doit satisfaire les conditions suivantes.

19



— (W1) Pour toute sous-extension finie F//E/F, le morphisme
Cp = Wg —G¥
est le morphisme de réciprocité de la théorie du corps de classe.
— (W2) Soient w € Wp et ¢ = yp(w) € Gp. Pour toute sous-extension finie F'/E/F,
la fleche ng — ng?,, donnée par conjugaison par w, correspond via rg et rgo a la
fleche Cp — Cgo induite par o.
— (W3) Pour F/E'/E/F, la flecche de transfert W& — W correspond via rg et rp a
la flecche Cr — Cgr induite par l'inclusion £ C E’.
— (W4) La fleche Wp = 1&n Wg/p, ou E/F parcourt les sous-extensions galoisiennes
finies de F'/F, est un isomorphisme.
— (W5) Pour F/E'/E/F, la fleche W& — W& induite par I'inclusion Wg — Wg
correspond, via rg et rgs, a la norme Nm : Cpr — Cg.
On peut montrer que 'axiome (W5) est en fait une conséquence des axiomes (W1)—(W4).
Les axiomes précédents entrainent que le groupe de Weil Wg, p d’une extension galoisienne
finie E/F définit une extension de groupes localement compacts

(7) 1= Cp=WE = Wgp— Ggp— 1
dont la classe dans
H*(Gg/p,Cp) ~ H'Gg/p,Z) ~Z/|E: F|- L

est la "classe fondamentale” de la théorie du corps de classe. On peut choisir les extensions
(7), lorsque E/F parcourt les sous-extensions galoisiennes finies de F'/F, de sorte que les
morphismes continus Wg, p — Gg/p définissent un systeme projectif. On définit alors W et
le morphisme de groupes localement compacts

YE - Wp = @ WE/F — GF = L&l GE/F

4.2. Exemples. Si F est un corps fini, Wr ~ Z et la fleche Z ~ Wr — Gp envoie 1
sur le Frobenius. Si F' est un corps local non-archimédien (resp. un corps de fonctions sur
un corps fini) dont le corps résiduel (resp. le corps des constantes) est le corps fini k, alors
Wr ~ GF xg, Wy et la fleche Wp — GF est la projection. Si F' ~ C, on a W ~ C*. Si
F ~ R, alors Wr est donné par I'extension non-triviale

15C* =2 Wr—=Gr—1

ol Ggr opere sur C* par conjugaison complexe.

Si F' est un corps de nombres, la fleche vr : Wrp — Gp est surjective et son noyau
W2 = Ker(yr) est la composante connexe de l'identité dans Wp. Alors W9 ~ Jim CY%, ou
E/F parcourt les sous-extensions galoisiennes finies de F'/F, les fleches de transition sont
données par les normes, et C’% est la composante connexe de I'identité dans Cg. La structure
de C% est donnée par l'isomorphisme

C% ~0F @7V x (SH? xR

ol V:=QP = @1 S! est le solénoide et 5 est 'ensemble des places complexes de E. Le groupe
de Weil d’un corps de nombres est unique a un automorphisme intérieur par un élément de
W}l pres.
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4.3. Morphismes de Weil. Soient F un corps global, F'/F une cloture séparable, G g :=
Gal(F/F) son groupe de Galois, et (Wg,vr,{rg}) un groupe de Weil pour F. Soit p une
place de F. On choisit une cloture séparable Fy/F, et (Wg,,vr,,{rg,}) un groupe de Weil
pour Fy. On choisit maintenant un F-plongement ¢ : F— Fp. Il induit un morphisme injectif
G, — Gp. Si E/F est une extension finie, on pose Ej = i(E)F}. Alors il existe un morphisme
continu injectif

9p : WFp — WF

tel que les diagrammes suivants

WF, Gr, EI? ]%:
Wp——Gp Cp—— ng

commutent, ou la fleche pr — Cg envoie aop € pr sur 'idele dont la composante en p
est ap et les autres composantes sont 1. Un tel morphisme Wg, — Wp est unique si p est
ultramétrique, et unique a conjugaison par un élément de la composante neutre W}(,l pres si p
est archimédienne.

5. Choix et notations

Dans toute la suite, F' désigne un corps de nombres, et on pose
X := Spec(Of) et X := Spec(OF).
On aura besoin des choix et notations suivantes.

NOTATION 3.9. On choisit :
— une cléture algébrique F/F ;
— un groupe de Weil (Wg,vp,{re});
— pour chaque place p de F', une cloture séparable Fp/Fp ;
— pour chaque place p, un groupe de Weil (Wr,,vr,,{TE, }) ;
— pour chaque place p, un F-plongement i : F — Fp et un morphisme de groupes de
Weil
Hp : WFp — WF.
On note W};p le sous-groupe compact maximal de Wg,. On définit le groupe de Weil du
"corps résiduel F,” comme suit :
Wr, := Wk, /W .
Bien que le corps résiduel [, n’existe pas lorsque p est archimédienne, son groupe de Weil est
bien défini et on a Wy, ~ R. Pour toute place p, on a un morphisme surjectif

VVFp — W]Fp-
On considere le morphisme canonique de groupes topologiques
1
(8) W — W~ Cp X3 RX 4 R,

Le groupe topologique R joue le role du groupe de Weil du ”corps des constantes” qui n’existe
pas. On note
Wr, :=R.
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La fleche (8) ci-dessus est a comparer a la suivante. Si K est le corps de fonctions d’une courbe
projective lisse géométriquement connexe sur le corps fini IF;, on a un morphisme canonique

WK—)WabZCKMqZL)WFq.

Les choix faits dans la notation 3.9 fournissent aussi les groupes de Galois suivants. On
a Gp := Gal(F/F), G, := Gal(F/F,). On note I, C G, le groupe d’inertie et on a
Gr, ~ GF,/I,. Notons que si p est une place archimédienne, on a I, = Gf,, et ce groupe est
soit trivial soit d’ordre 2. On a donc G, = {1} pour toute place archimédienne p.

6. Le systeme projectif des sites Weil-étales de Lichtenbaum

On conserve les choix et notations posés dans la section 5. Soient F/E/F une sous-
extension galoisienne finie et S un ensemble fini non vide de places de F' contenant toutes
les places ramifiées dans E. On note encore S I'ensemble des places de E au-dessus de S. On
considere le quotient Wg/p s du groupe Wg,r par le sous groupe normal compact

qa¢s
On obtient un morphisme d’extensions
1 Cps Wg/r,s GE/F 1

ou les fleches verticales sont les surjections canoniques. Ces deux extensions définissent d’ailleurs
la méme classe dans H2(GE/F, Cg) ~ H2(GE/F, CE.s). Alors la fleche

W — lim Wgrs

est un isomorphime de groupes topologiques, ou (E/F,S) parcourt I'ensemble des sous-
extensions galoisiennes finies de F'/F munies d’'un ensemble fini S de places de F' contenant
toutes les places ramifiées dans F.

DEFINITION 3.10. (Lichtenbaum [39]) Les objets de la catégorie Tg/ps sont les familles
(Zo, Zy, fp) définies comme suit. Zy est un espace topologique muni d’une action continue de
WE/r,s. Pour chaque place p de F', Zy est un espace topologique muni d’une action continue
de Wr, et fy: Zy — Zo est une fleche continue W, -équivariante. Un morphisme

(¢0? ¢P) : (Z()? ZP7 fp) — (Z[/)7 Z{J? f};)
est donné par une fleche Wy, g s-équivariante continue ¢o : Zo — Z, et une famille de fléches

Wr, -€équivariantes continues ¢y : Zy — Z{, telles que les diagrammes

Zy -2 21
lfp \Lﬁ;
%o ,

commutent. On définit une prétopologie sur Ty p s en déclarant qu’une famille de morphismes

{(¢i,0)¢i,lﬂ) : (Zi,Oa Zi,pa fi,P) — (Z())vafp)’ XS I}
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est un recouvrement si la fleche H Zio — Zo a des sections locales, et sila fleche H Zip — Zp
icl il

a des sections locales pour toute place p. On note Jis la topologie engendrée sur T p s par

cette prétopologie.

Les petites limites projectives sont représentables dans Tg,pg. De plus, la topologie
Jis sur Tp/p s est sous-canonique, i.e. les préfaisceaux représentables sont des faisceaux.
En particulier, si A est un groupe topologique abélien alors le préfaisceau représenté par
(Zo, Zy, fp) = (A, A,1d,) est un faisceau. On notera ce faisceau par A, ou simplement par A
lorsque A est un groupe abélien discret.

Les sites (Tg/p,s, Jis) sont fonctoriels en (E/F, S). On obtient en fait un systeme projectif
de sites

{Te/r,5, Tis)}E/F,9)-

DEFINITION 3.11. (Lichtenbaum [39]) Soit A un groupe topologique abélien. La “cohomo-
logie Weil-étale” a coefficients dans A est définie comme la limite inductive

g%"/(y’ A) = lim Hi((TE/F,Sa Tis), A).

Sion note j : X < X alors jiA = jij*A est le faisceau abélien sur (Te/F,s, Jis) représenté
par (Ao, Ay, fp) ot Ag = A, A= A,, f, =1d4 pour p ultramétrique et A, =0, f, = 0 pour p
archimédienne.

DEFINITION 3.12. (Lichtenbaum [39]) Soit A un groupe topologique abélien. La “cohomo-
logie Weil-étale a support compact” a coefficients dans A est définie comme la limite inductive

Hiyo(X, A) = lim H'(Tg/r,s: Jis) 1 A).
On note

Pic(X) :=Cpy := Cp/ H O,

p<oo

le groupe de Picard-Arakelov et Pic'(X) son sous-groupe compact maximal. Notons que
Pic!(X) est le noyau de la norme Pic(X) — R+o. On a une suite exacte canonique de groupes
compacts

1 — (R"F72)2 /log(OF /ur) — Pic'(X) — CI(F) — 1.

ot (R™772)% est le noyau de la somme Y : R+72 — R OF est le groupe des unités de
Panneau des entiers Op, up est le groupe des racines de I'unité et C1(F) = Pic(Op) est le
groupe des classes d’idéaux.

On note AP le dual de Pontryagin d’un groupe abélien localement compact A. La suite
exacte duale de la précédente est la suite exacte

1 — CUF)P — Pic!(X)P — Homz (0}, Z) — 1

de groupes abéliens de type fini.
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THEOREME 3.13. (Lichtenbaum [39]) On a des isomorphismes
giw(f, Z) ~ 7,0,Pic"(X)P, u2 pour i=0,1,2,3;
g (X,R) ~ R,R,0 pouri=0,1,>2;
(X,7Z) 0,(HZ)/Z,P101(Y)D,MQ pour i =10,1,2,3;

1

Hiy (X,R) =~ 0, ([[R)/R, (][ R)/R,0 pouri=0,1,2,> 3.
Xoo Xoo

THEOREME 3.14. (Lichtenbaum [39]) Pour i =1,2 la fléche
g%/[/,c()g Z) QR — g%ﬁ/c(xa R)

est un isomorphisme. On a une classe fondamentale 0 € gw ) telle que le cup-produit
avec 0 induit un isomorphisme

U6 Hly (X, R) 5 HYy (X, R).

Enfin, le diagramme d’isomorphismes suivant est commutatif :

Hijy (X, R) Hiy (X, R)

|

Hiy (X, Z) R — Hi, (X, Z) @R

|
(I1%) =

ot les fleches verticales sont définies ci-dessus et Reg® est la fleche duale du régulateur de
Dirichlet

Homz (O, R)

Of @R 25 (RH72) 2
Considérons un complexe acyclique borné de R-espaces vectoriels de dimensions finies
0= - =Vl yviayitl .50

muni d’isomorphismes L’ ®z R ~ V* ot L' est un Z-module libre de type fini. Alors on
peut définir le déterminant det(L* ®z R, d*) de ce complexe acyclique, au signe pres, de sorte
que si Vi = 0 pour i # 0,1, alors det(L* ®z R,d*) est le déterminant de l'isomorphisme
L ®7 R 5 L' ®z R pour un choix quelconque de Z-bases de L? et L'. Le déterminant ainsi
défini ne dépend pas, au signe pres, du choix de ces bases. Si V' = 0 pour tout i € Z, alors le
déterminant vaut 1 par convention. Par ailleurs, si A est un groupe abélien de type fini, on
note Aors le sous-groupe de torsion maximal de A, et on pose

Acotors = A/Ators-

On déduit des calculs précédents et de la formule analytique du nombre de classes le résultat
suivant.
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COROLLAIRE 3.15. (Lichtenbaum [39]) On a

C;‘(O) =+ H ‘E%A/,C(Xv Z)tars‘(il)i ’ det(g%/[/’c<X7 Z)cotors & R, Ua)il-
0<i<3

6.1. Pathologies. La définition précédente souffre de plusieurs pathologies. La premiere
a été observée par M. Flach. La deuxieme est moins sérieuse, et sera l'objet de la section
suivante.

6.1.1. On aimerait que les groupes E%C(X, Z) soient nuls pour i > 3, mais ce n’est pas
le cas, comme le montre le théoreme de M. Flach suivant.

THEOREME 3.16. (Flach [14]) Soit F un corps de nombres totalement imaginaire. Les
groupes H'(Wg,Z) contiennent un Q-espace vectoriel de dimension infinie pour tout i > 4
pair. Il suit que les groupes f%VW,C(X, Z) et g%/v(X, Z) sont non-nuls pour tout i > 4 pair.

6.1.2. On aimerait aussi que les groupes g%/v J[X,—) et g@V(Y, —) soient les groupes de
cohomologie d’un site (i.e. d'un topos). On va voir que ce n’est pas le cas avec la définition
précédente. On peut d’abord copier la définition du site Tg/p g en remplacant le groupe
WEg/r,s par le groupe de Weil Wg. On note le site obtenu de cette maniére par (Tr, Jis)- On
note aussi Sh(Tg/rs, Jis) et Sh(Tr, Jis) les topos associés a ces sites (i.e. les catégories des
faisceaux d’ensembles sur ces sites). Les topos Sh(Tg/r,g, Jis), pour (E/F, S) variable, forment
donc un systeme projectif de topos. Les morphismes de groupes topologiques Wp — Wg /g
induisent un morphisme de topos

Sh(Tp, Jis) — Jm Sh(Tr,F,s, Jis)
ou la limite est prise dans la 2-catégorie des topos.
PROPOSITION 3.17. ([45] 4.41) Le morphisme induit
Hiy(X.Z) — H'(Sh(Tr, Jis), Z)

n’est pas un isomorphisme pour i = 2,3. Pire, il n’existe pas d’isomorphisme entre le membre
de gauche et le membre de droite pour i = 2, 3.

On peut aussi montrer que les fleches
Hl(gn Sh(TE/RSa L7ls)a Z) - Hi(Sh(TFy u7[s)7 Z)

sont des isomorphismes pour i < 3. On voit donc que ni le topos Sh(TF, J;s) ni le topos
@ Sh(Tg/F,s, Jis), Z) ne fournit la cohomologie Weil-étale, ne serait-ce qu’en degrés i < 3.

7. Le topos Weil-étale Spec(Or)y,

Dans cette section on répond a la question posée dans la section 6.1.2 en définissant le
topos Weil-étale Spec(Op )y, olt F' est un corps de nombres. Ce topos a été introduit et étudié
dans [15] et [47]. On conserve les choix et notations posés dans la section 5. En particulier
F désigne un corps de nombres, et on pose X := Spec(Or). On dispose donc des groupes de
Weil Wg, Wg,, Wr,, et des morphismes Wg, — Wg et Wg, — Wg, pour toute place p.

NOTATION 3.18. Pour toute place p de F, on a une équivalence Spec(Fy)er =~ ngp ainst
qu’un plongement fermé de topos

up : Spec(Fp)er — X
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Notons que sip est une place archimédienne, alors Spec(Fy)e: =~ Set est le topos des ensembles
(voir Section 5) et uy est un point du topos Xet. Pour toute place p de F' on définit le topos
Weil-étale

Spec(Fp)W = BW}FP'
Enfin, on définit le "topos Weil-étale de base” :

Spec(Fl)W = BW}Fl = BR.
On définit maintenant le topos Weil-étale Xy .

DEFINITION 3.19. ([15], [47]) Soit T¢ la catégorie suivante. Les objets de T sont les
familles (Zy, Zy, f,) définies comme suit. Zy est un espace topologique muni d’une action
continue de Wr. Pour chaque place p de F', Z, est un espace topologique muni d’une action
continue de Wr,, et fy 1 Zy — Zo est une fleche continue Wg,-équivariante. On impose les
propriétés suivantes :

— La fléche f, est un homéomorphisme pour presque toute place p, et f, est une fleche

injective continue pour toute place p.
— Pour toute place p, Z, est localement compact.
— L’action de W sur Zy se factorise par Wi p, pour une sous-extension galoisienne

Un morphisme
¢ : (207Zp7fp) — (Z(/))Z;/J)f);)

est donné par une fléche Wr-équivariante continue ¢o : Zg — Z|, induisant pour toute place p
une fleche continue Z, — Zé, qui est automatiquement Wy, -équivariante. Les limites projec-
tives finies sont représentables dans la catégorie Tx. On définit une prétopologie sur T en
déclarant qu’une famille de morphismes

{¢7, : (Zi,(]aZi,pafi,P) — (ZOavafp)v (NS I}

est un recouvrement si la fleche ]_[ZmJ — Zy admet des sections locales pour toute place p.
el
On note encore Jjs la topologie engendrée sur T par cette prétopologie.

On définit enfin le topos Weil-étale Xw = Sh(T, Jis)

On commence par justifier la notation Xy et le terme de "topos Weil-étale”. Soit Y une
courbe projective lisse sur un corps fini, de corps de fonctions K. En remplacant dans la
définition 3.19 le corps de nombres F' par le corps de fonctions K, les groupes des Weil Wr
et Wg, par Wk et Wk, , on obtient le site (Ty, Jis)- Le résultat suivant s’obtient a partir de
([47] Theorem 3.34).

THEOREME 3.20. On a une équivalence
Sh(Ty, Jis) ~ Yw
ou le T -topos Weil-étale Yy est défini dans la section 2.
Revenons au cas du corps de nombres F'. Le morphisme de groupes topologiques

Nm lo
Wp — Wi~ Cp 5 RY 5 R
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induit, pour toute place p, un morphisme Wg, — R qui induit a son tour un morphisme
Wr, — R. Ces morphismes de groupes topologiques définissent un morphisme de topos

fY : YW — BR = Spec(Fl)W
En composant ¢ avec le morphisme canonique Bg — 7, on obtient
ty : YW —T.
DEFINITION 3.21. La classe fondamentale 6 € H'(Xw,R) est la classe (voir Section 1)
du T -morphisme §+ : Xw — Brg.

En remplacant dans la définition 3.19 "espace topologique” par “ensemble fini” et les
groupes de Weil Wg, Wy p, Wg, et Wp, par les groupes de Galois Gr, Gg/r, GF, et Gr,,
on obtient un site équivalent au site étale d’Artin-Verdier Et~. L’équivalence en question est
canoniquement définie a partir des choix de la notation 3.9. Il suit que les fleches

Wr — G, VVF'g — GFp et WIFp — GFp

induisent canoniquement un morphisme de topos ([15] Proposition 5.4)
v yI/V — yet
sur le topos étale d’Artin-Verdier. Le foncteur
Tx —  Bwy, = Spec(Fp)w

(ZO,Zpafp) — Zp

est exact a gauche est continu. Il induit donc un morphisme
ip : Spec(Fp)w — Xw

qui rend d’ailleurs le diagramme suivant commutatif :

Spec(IF, )W —"> Spec(IF,

| l

Xw

THEOREME 3.22. ([15] Theorem 5.1) Pour toute place p de F, le diagramme précédent
est un pull-back. En d’autres termes, le morphisme induit

Spec(Fp)w — Xw X%, Spec(Fp)et
est une équivalence. En particulier Spec(Fy)w — Xw est un plongement fermé.
La proposition suivante complete la description de Xy au-dessus des points fermés de X.
PROPOSITION 3.23. Le morphisme composé
Spec(Fy)w oy Xw ’x, Spec(F1)w
est le morphisme BW]Fp — Br induit par le morphisme

‘/V]F;J — R
Frob, +— log(N(p))

pour p ultramétrique, et par [’identité
Idg : Wg, =R — R
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pour p archimédienne.

On peut aussi se demander quelle est la structure du topos Weil-étale au-dessus du point
générique. On a un morphisme canonique By, — Xy induit par le foncteur continu et exact
a gauche

Ty — BWF
(Z()a Zp7 fp) — ZO

Le diagramme suivant commute :

By, — Bg" ~ Spec(F)e

R

Xw

On considere maintenant le pro-groupe localement compact

We={Wg/rs}(E/Frs)

indexé sur I’ensemble partiellement ordonné des extensions galoisiennes finies £/F munies
d’un ensemble fini S de places de F' contenant toutes celles qui se ramifient dans F. Le topos
classifiant By, de ce pro-groupe localement compact est défini comme dans la section 1.

PROPOSITION 3.24. ([15] Proposition 5.2) Le diagramme précédent induit une équivalence
BWF — BKF L) YW Xyet SpeC(F)et.
En particulier By, — Xw est un plongement (non-fermé) de topos.

Si U est un object de Et (i.e. un X-schéma étale), on définit son topos Weil-étale comme
la localisation

(9) Uw = Xw /7" (U) — Xw
au-dessus de Xy . Par exemple, le topos Weil-étale de X = (Spec(Op),0) est
Xw = Xw /7" (X).
Un T-point de Uy est une section du morphisme
ty: Uy — Xw —T.
On suppose U connexe et on choisit un point géométrique 47 : Spec(F) — U au-dessus du
point gx : Spec(F) — X donné par F'/F. Le point générique de U est de la forme Spec(E),

olt E/F est une extension finie, et le point géométrique ¢ plonge E dans F. On dispose donc
de Wg C W. Pour chaque point fermé q de U, on a une fleche

W, = Wi, = W,
Soit N7 la cloture du sous-groupe normal engendré par les images de ces morphismes, pour

tout point fermé q de U. On note
W(U,pg) :== Wg/Ng.

On peut voir W(U, prr) comme la limite projective d’un systeme projectif strict de groupes
localement compacts de dimensions finies. Ce systeme projectif est un pro-groupe localement
compact strict W (U, pr).
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Soit § un topos arbitraire et soit £ — S un S-topos. Si £ est connexe et localement connexe
au-dessus de S et muni d’un S-point p : S — &, on peut définir le groupe fondamental 71 (&, p)
comme un “pro-groupe” dans S. Si S est le topos des ensembles et £ le topos associé a un
espace topologique F, alors £ est connexe et localement connexe si I’espace E 'est. Si de plus
E est localement simplement connexe, alors 71 (&, p) est le pro-groupe constant 71 (E, p).

THEOREME 3.25. ([47] Theorem 4.27) Pour tout X -schéma étale connexe U, on a :
— le morphisme tg : Uw — T est connexe et localement connexe ;

— un point géométrique q comme ci-dessus induit un T -point py de Uw ;

— un isomorphisme de pro-groupes topologiques

WI(UW7PU) = E(vaﬁ)

fonctoriel en (U, pr).

REMARQUE 3.26. On peut définir la catégorie SLCT(Uw) des sommes de faisceauz sur
Uy localement constants au-dessus de T (voir [4T] Section 4.5). Le résultat précédent montre
que cette catégorie est équivalente au topos classifiant du pro-groupe localement compact
W (U, pg). De maniére moins formelle, W (U, pg) classifie les faisceauz localement constants
sur Uw /T .

Le morphisme ~ induit, pour tout U connexe muni d’un point géométrique gz, un mor-
phisme

771(UW7 ) — 7T1(Uet, Qﬁ)
dont 'image est dense. D’autre part, on déduit du théoreme précédent un isomorphisme

17 O AN E(U,W)ab = om (Uw,pﬁ)“b

=y 11 05,
pel
est le groupe classes de S-ideles du corps de nombres associé & U (le spectre de K (U) est
le point générique de U). On peut montrer que le triplet (Xyy,v,{rg}) satisfait une liste
d’axiomes analogues aux axiomes (W1)—(W5) (voir [47] Theorem 6.12); il peut-étre vu
comme un "modele entier pour le groupe de Weil”.

~ COROLLAIRE 3.27. ([46] Theorem 6.15) On a v (Z) = Z et R'y.(Z) = 0. Pour tout
X-schéma étale connexe U = (U,Us) de corps de fonctions K(U), on a
D

2 TT\ ~o 0,1 1 ~ X
R*7.(2)(0) ~ | C i/ II s Hom(O}¢ 7. Q) &b > Z.
pero_U(]R) pETz(K(U)) U.

COROLLAIRE 3.28. ([46] Corollary 6.16, [47] Corollary 6.13). Supposons que le corps de
nombres F est totalement imaginaire. On a v«(Z) = Z, R*y.(Z) = 0, le faisceau R*v.(Z) est
acyclique pour le foncteur des sections globales, et on a

H°(Xet, R*7:(Z)) = Hom(OF, Q).
On obtient un triangle distingué
(10) Hom(O%,Q)[-3] = RT(Xet, Z) — RT(X o1, T2 RYZ) —
et le complere RT' (X e, TS2Ry.Z) calcule la cohomologie Weil-étale conjecturale.
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COROLLAIRE 3.29. La cohomologie du topos Weil-étale fournit des groupes isomorphes a
ceux définis par Lichtenbaum en degrés i < 3. Plus précisément, pour A =7Z,R et i < 3, les
groupes H'( Xy, A) et H\( Xy, A) sont isomorphes auz groupes Q@V(Y, A) et g%/v,c(X7 A).

Le fait que le topos Weil-étale est défini au-dessus du topos des espaces topologiques T
implique en particulier que 'on peut considérer les faisceaux (resp. les faisceaux abéliens)
constants associés aux espaces topologiques (resp. aux groupes topologiques abéliens), et que
les groupes de cohomologie et les groupes d’homotopie de Xy sont munis de topologies. Par
exemple, pour tout groupe abélien localement compact A, on a

H%—(UW, A):= R (tﬁ*)(fl) ~ Hom(m (Uw, pg), A)
ot Hom (71 (Uw , pg7), A) est muni de la topologie compacte-ouverte. Les groupes H_ (Spec(Op,s)w sh

et H2(Spec(OF.s)w,S!) sont des groupes abéliens compacts. La classe fondamentale 6 permet
de définir le produit alterné des volumes de ces deux groupes compacts, et on a

Vol <H3(Spec((9F,S)W> Sl))

L — £C*(Spec(Ops), 0) 7.
Vol ( H{(Spec(Or,s)w§"))

8. Le topos Weil-étale d’un schéma arithmétique

Le topos Weil-étale d’un schéma arithmétique X régulier et propre sur Spec(Z) est défini
dans l'article [15]. On montre d’abord le résultat suivant.

THEOREME 3.30. ([15] Proposition 5.5) Le morphisme canonique

Spec(Or)y, — Spec(OF),, X Spec(?)., Spec(Z)y,
est une équivalence, ot Spec(OF)y, et Spec(Z)y, sont définis dans la section 7.

THEOREME 3.31. ([15] Proposition 6.3) Soit Y un schéma séparé de type fini sur un corps
fini Fq. Alors le morphisme canonique

YW ;) }/et Xwﬁt Spec(Z)W
est une équivalence, ot Yy est défini dans la section 2.
Les deux résultats précédents suggerent la définition suivante.

DEFINITION 3.32. ([15] Definition 10) Pour tout schéma X propre sur Spec(Z), on définit
le topos Weil-étale Xy comme le 2-produit fibré

YW = Yet XSPTC(Z)E,S Spec(Z)W

On retrouve donc les définitions précédentes pour X = Spec(Op) et pour X de caracté-
ristique p. Les projections donnent les morphismes

Ix - XW — Y@t
et o
fx : Xw — Spec(Z)y, — Spec(F1)w := Bg.
DEFINITION 3.33. La classe fondamentale 6« € H! (Xw,R) est la classe (voir Section 1)
du T-morphisme §+ : Xw — Brg.
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Pour tout X-schéma étale U on a canoniquement
Uw = YW/V*Y(U) ~ Ugt X Spec(). Spec(Z)y, .
Soit X un schéma propre sur Spec(Z). On a la décomposition ouverte-fermée
(;5 : XW —)YW — Sh(Xoo) X BR D loo-

En d’autres termes, le sous-topos fermé de Xy au-dessus de la place archimédienne oo €

Spec(Z) s’identifie au topos produit Sh(Xs) X Bg, qui peut étre vu comme le topos associé
a Daction triviale du groupe topologique R sur I'espace X,o. Le sous-topos ouvert de Xy
au-dessus de Spec(Z) s’identifie a Xy .

On se restreint a partir de maintenant aux schémas réguliers et propres sur Spec(Z). Pour

un faisceau abélien F sur Xy, on définit la cohomologie & support compact a coefficients
dans F :

RT.(Xw, F) := RT(Xw, . F).

On calcule la cohomologie H* (X, R) et la cohomologie & support compact H; (X, R),
ol R est le faisceau associé au groupe R muni de la topologie standard. Ces espaces vectoriels
réels sont de dimensions finies, nuls en degrés > 2 - dim(X). On prouve le résultat suivant.

THEOREME 3.34. ([15] Theorems 7.1, 8.1, 8.2) Soit X un schéma régulier et propre
sur Spec(Z). Pour tout X-schéma étale U le morphisme fiz : Uw — Br induit un quasi-
isomorphisme

RI'(Bg,R) — RT(Uw,R).
On a un quasi-isomorphisme
RT(Xw,R) = RTo(Xet, R) @ Re(Xe, R)[—1]
et un triangle distingué
RT (X, R) — R[0] — RI'(GR, RT'(X(C),R).

Le cup-produit avec la classe O+ € H' Xw, R) définit un morphisme

RU(Xw,R) = Rle(Xw, R)[1]
qui s’identifie au morphisme composé
RT (X, R) @ RT(Xet, R)[—1] = RTo(Xet, R) = RTo(Xet, R)[1] ® RIo(Xet, R)
obtenu en composant la projection et l'inclusion évidentes. En particulier, la suite
o H Xy RS B Xy, R) S HIP (X, R) L
est un complexe borné acyclique. On a de plus

> (~1)" - dimg H (X, R) = 0.
€L

On considere la fibre générique Xg du schéma arithmétique X. La fonction L(h (Xg), s)
du motif h*(Xq), et on pose

A(h'(Xg),s) == L(h'(Xg), 5) - Loo(h'(Xq), 5)
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ot Loo(h(Xq), s) est définie comme en (4). Il est conjecturé que les fonctions A(h'(Xq), s)
admettent un prolongement méromorphe dans tout le plan complexe, et qu’elles satisfont une
équation fonctionnelle de la forme

(11) A(h'(Xg), 8) = e(h'(Xq), s) - A(R*"V 71 (Xg),d — s)
ou e(h'(Xg),s) = A - B°.

THEOREME 3.35. ([15] Theorem 9.1) Soit X un schéma régulier et propre sur Spec(Z).
Si les fonctions A(h'(Xq), s) satisfont ’équation fonctionnelle (11), alors

ords—o((X,s) = Y (=1)"-i - dimp H)(Xw,R).
1€
On note cependant que les groupes de cohomologie H' (X, Z) et H(Xw,Z) A coefficients
dans Z explosent en degrés ¢ > 3 pairs.

9. Analogie avec le systeme dynamique de Deninger

On se restreint pour simplifier au cas des anneaux d’entiers de corps de nombres X =
Spec(OF).

9.1. Le systéme dynamique M~ imaginé par C. Deninger devrait avoir (voir [11] Section
2) les propriétés suivantes :
— M= est muni d’une action continue du groupe topologique R ;
— chaque place ultramétrique p de F' doit correspondre a une R-orbite fermée de longueur
log(N(p)), i. e. & une immersion fermée

R/log(N(p)) - Z = My

R-équivariante, ou R opére sur R/log(N(p)) - Z par translations a gauche;
— chaque place archimédienne ploo de F' doit correspondre a un point fixe x, € M+ sous
I’action de R.
Dans la mesure ou un topos est une généralisation d’un espace topologique, le topos
Weil-étale Xy possede ces trois propriétés. En effet, le morphisme

fY:YW—>BR

traduit le fait que Xy est un “espace généralisé” muni d’une R-action. Si S et S’ sont des
espaces généralisés munis de R-actions, i.e. des Bgr-topos, alors un morphisme R-équivariant
S — &' est simplement un morphisme de Bg-topos. Un isomorphisme (resp. une immersion
fermée, resp. une immersion ouverte) R-équivariant S = &’ est simplement une équivalence
(resp. une immersion fermée, resp. une immersion ouverte) de Br-topos. Le topos classifiant
Br est le topos associé au point muni de I'action triviale de R. Un point fixe de S sous 'action
de R est une immersion fermée Br — S qui est une section du morphisme de structure
S — Bg.

Si p est une place ultramétrique de F, on note M, 'espace R/log(/N(p))Z muni de son
action de R par translation, et on note Sh(R, M) le topos des gros faisceaux R-équivariants sur
M. Par définition, on a Sh(R, M) := Br/y(R,M,), ou y(R,M,) est 'objet de Br représenté
par I’action de R sur M}, = R/log(N(p))Z. La R-action sur M, se traduit par le morphisme
de localisation

fo : Sh(R, M) := Br/y(R,M,) — Bg.
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On a alors une équivalence de Bgr-topos

Sh(R, M) =5 Spec(Fy)w

N lfozp

Br
Dans ce language, le théoreme 3.22 et la proposition 3.23 se reformulent de la maniére suivante.

PROPOSITION 3.36. Le topos Xy est défini au-dessus de Br. Pour toute place ultramé-
trigue p de F', on a une immersion fermée R-équivariante

c’est a dire une R-orbite fermée de longueur log(N(p)) dans Xw . Pour toute place archimé-
dienne p de F, on a une immersion fermée R-équivariante

c’est a dire un point de Xy fize sous laction de R.

9.2. Facteurs locaux des fonctions zéta de Dedekind. Dans cette section, on re-
formule deux résultats de C. Deninger en termes Weil-étales.

9.2.1. Facteurs locaux ultramétriques. (Cette section est basée sur une remarque de M.
Flach).

On peut remplacer la catégorie Top des espaces topologiques localement compacts dans ce
qui précede par la catégorie Sm des variétés différentiables C°°. On considere alors R comme
un groupe de Lie. On note 7°° et B° les topos obtenus. On note aussi Spec(F,)3 := B;‘&Fp

le topos des objets de 7°° munis d’une Wr,-action. Alors le morphisme canonique Wr, — R
induit le morphisme (voir Proposition 3.23)

Spec(F,)y — Br -

Soit maintenant fs : S — Bg® un Bg°-topos. Soit F un faisceau de C-espaces vectoriels
sur §. Le complexe R fs .JF est un complexe de faisceaux de C-espaces vectoriels sur 7°° muni
d’une R-action. En évaluant R(fs .)F sur le point {x}, i.e. sur 'objet final de 7°°, on obtient
le complexe

REayn(S, F) = (R(fs«)F)({*})
de C-espaces vectoriels munis de R-actions. On note encore C le faisceau de C-vectoriels de
Bg® représenté par C muni de la R-action triviale. Son image inverse le long de fs définit un
faisceau de C-vectoriels sur S que I’on note encore C. On peut donc considérer RTqyn (S, C).

THEOREME 3.37. (Deninger) Le compleze RTqyn(Spec(Fy)3%, C) est concentré en degré
0, et on a

RT gy (Spec(Fy )y, €) == € (M, C)[0]
ot C>* (M, C) est le C-espace vectoriel des fonctions C*° a valeurs complexes sur My, muni de

la R-action induite par celle définie sur M. L opérateur infinitésimal © de cette action est

donc lopérateur de dérivation dd

I=s €t on a

1 ) oo (-
¢(Spec(Fy),s) = l_IdetOO (%(@ —s-1d) | Hayy, (Spec(Fp)wy, (C)> :
1€Z
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On donne la preuve de la premiere affirmation ci-dessous, car elle n’est pas disponible
dans la littérature. La deuxiéme affirmation est due a C. Deninger.

DEMONSTRATION. Soit M un objet de Sm muni d’une R-action C*°. Par le plongement de
Yoneda, cette action définit un objet y(R, M) de BR® et on note Sh™(R, M) := BR°/y(R, M)
le topos des "gros faisceaux R-équivariants C*° sur M”. Alors le morphisme

Spec(Fy)yw — By
s’identifie a
fp : ShOO(Rv MP) = B]}%o/y(Rv MP) — BIEO
ou M := R/log(N(p)) - Z est muni de sa R-action. On considere le carré commutatif

T /My —2— T

lq lp
Sh* (R, M,) >~ By

ou tous les morphismes sont des morphismes de localisation. Il suit que p*R(f; «) =~ R(gp«)q*
On obtient p*R(fy.«)fy C =~ R(gp+)g;C, ot p* est le foncteur "oubli de la R-action”. De plus,
9 C = C*®(—,C) est le faisceau des fonctions complexes C*°, i.e.

g C(M — M,) ~ C(M) = C>(M,C).

Comme le faisceau C*°(—, C) est acyclique pour le foncteur des section globales, on en déduit

la premieére affirmation. Le spectre de l'opérateur © = % sur C*°(M,, C) est bg?% - Z ou
toutes les valeurs propres sont simples. On obtient le résultat grace a ([5] Proposition 2.3).

O

9.2.2. Groupes de Weil archimédiens et facteurs Gamma. Soit p une place archimédienne
du corps de nombres F'. On a donc F, = R ou F, = C. Soit W, le groupe de Weil cor-
respondant et soit BWF,, son espace classifiant. On considere la cohomologie H *(BWFp,]R)
a coefficients dans le groupe abélien discret R. Cette cohomologie posséde une structure de
Hodge qui induit une R-action, dont on note O le générateur infinitésimal. Le résultat suivant
est une reformulation de ([4] Proposition 2.1).

THEOREME 3.38. [49] Quelle que soit p | oo, on a

1 -1
CF,(s) = detso <27r(@ —s-1d) | H*(BWFp,]R)>
ot (F,(s) désigne le facteur Gamma correspondant.

On remarque que la R-action sur H, (BWFp,R) est définie par la structure de Hodge, et
non pas par le morphisme Bw,,, — Br (qui induirait laction triviale).
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Chapitre 4

Valeurs zéta des schémas arithmétiques en s =0

Les théoremes 3.34 et 3.35 montrent que la cohomologie du topos Weil-étale a coefficients
réels est raisonnable, i.e. elle satisfait la conjecture 2.2(3), ainsi que la conjecture 2.2(4) au
moins pour les schémas propres réguliers dont les fonctions L de la fibre générique satisfont le
prolongement méromorphe et I’équation fonctionnelle. Cependant, la cohomologie du topos
Weil-étale a coefficients entiers est pathologique en degrés i > 4. On donne dans ce chapitre
une définition conditionnelle de la ”bonne” cohomologie Weil-étale a coefficients entiers, sans
définir de topos (ni un quelconque objet géométrique) sous-jacent.

1. Les complexes de cycles de Bloch

Pour un schéma régulier X et un entier n > 0, on note Z(n)(X) := 2"(X,2n — %) le
complexe de cycles de Bloch, pour lequel on renvoie a [2], [19], [21], [23], [34] et [35]. Ce
complexe est contravariant pour les morphismes plats, et définit un complexe de faisceaux
Z(n) sur le petit site étale de X. On a Z(0) ~ Z[0] et Z(1) ~ G,,[—1], ot Z[0] est le faisceau
étale constant Z placé en degré 0 et G,,[—1] est le faisceau du groupe multiplicatif placé en
degré 1. Si A est un groupe abélien, on pose A(n) := Z(n) ®z A. On note H'(X., A(n)) (resp.
Hi(X, A(n))) 'hypercohomologie pour la topologie étale (resp. pour la topologie de Zariski)
a coefficients dans le complexe A(n).

CONJECTURE 4.1. Si X est régulier, propre et de dimension pure d, alors les groupes
d’hypercohomologie étale H'(Xet, Z(d)) sont de type fini pour 0 < i < 2d.

On définit dans [48] une classe £(Z) de schémas arithmétiques contenant les schémas
géométriquement cellulaires, et certaines variétés sur les corps finis (entre autres les produits
de courbes et les variétés abéliennes). On montre (voir [48] Proposition 5.10) que les schémas
de L(Z) satisfont la conjecture 4.1. Ce résultat est basé sur la génération finie et le calcul du
rang de la K-théorie des anneaux d’entiers [3], la suite spectrale motivique [34]

HP(Spec(OF), Z(—q/2)) = K_,_4(OF)

ainsi que sur un résultat de pureté étale pour le complexe de Bloch démontré par Geisser dans
[23] & partir de la conjecture de Bloch-Kato.

2. Les complexes Weil-étales

Si X est séparé de type fini sur Spec(Z), on considere 1’espace topologique quotient X, :=
X (C)/Gg on X(C) est muni de la topologie complexe, et on pose X := (X, Xoo). On note X o
le topos étale d’Artin-Verdier. On a un plongement fermé s, : Sh(Xs) — Xet, ol Sh(Xoo)
est le topos des faisceaux sur X. Le topos Weil-étale X w =~ Sh(Xo) x Br au-dessus de
la place archimédienne doit étre vu comme ’espace topologique X, muni de 'action triviale
du groupe topologique R. On montre le résultat suivant.
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THEOREME 4.2. ([48], Theorem 1.3) Soit X un schéma régulier et propre sur Spec(Z).
Supposons que X € L(Z), ou plus généralement que les composantes connexes de X satisfont
la conjecture 4.1. Alors il existe des compleves RU'w (X,Z) et RU'w,.(X,Z), dans la catégorie
dérivée des groupes abéliens, tels que les assertions suivantes soient vraies.

— 81 X est de dimension pure d, on a un triangle distingué

(12) RHom(7=°RI(X, Q(d)), Q[—2d — 2]) — RI'(X ., Z) — RTw(X,Z) — .

— Le complexe Ry (X,Z) est fonctoriel.
— Il existe un unique morphisme it : RUw(X,Z) — RU(Xeow,Z) tel que le carré
sutvant commute.
RI'(Xet,Z) — RTw (X, Z)

RIN(X,Z) — RI'(Xoo,w, Z)
On définit RT'w (X, Z) de sorte que l'on ait un triangle distingué

(13) RUw (X, Z) — RUw/(X,Z) "3 RD(Xeow, Z) — .

— Les groupes de cohomologie Hiy,(X,Z) et HYy, (X,Z) sont de type fini pour tout i et
nuls pour i < 0 et i > 2d + 1. 7

— Les groupes de cohomologie HﬁV(Y, Z) forment un modéle entier pour la cohomologie
l-adique : pour tout nombre premier | et tout i € Z on a un isomorphisme canonique

Hiy(X,2) @7 ~ H (X o1, 7).
— 81 X est de caractéristique p alors on a un isomorphisme canonique
RI'(Xw,Z) — RTw(X,Z)

ot RT'(Xw,Z) est la cohomologie du topos Weil-étale.
— 51 X = Spec(OF) est le spectre de I'anneau d’entiers d’un corps de nombres totalement
imaginaire, alors on a un isomorphisme canonique

RTw(X,Z) = 1=*RT(Xw, Z)
ou TS3RU (X, Z) est le complexe tronqué du complexe défini dans [39].
Le triangle distingué (12) ci-dessus a été suggéré par, et généralise, les triangles distingués

(6) et (10). On explique maintenant la définition de RT'w (X,Z) et la preuve du résultat
précédent. Le complexe Weil-étale RI'yy (X, Z) est défini comme le cone d’'une fleche
ax : RHom(7=RI(X,Q(d)), Q[-2d — 2]) — RI(X ¢, Z),

ol ax est défini par dualité étale. Cette construction est analogue a celle du groupe de Weil,
qui est défini comme la limite projective des extensions des groupes de Galois G, par les
groupes de classes d’ideles Cg, cette extension étant elle-méme définie par la théorie du corps
de classes.

Précisons comment ax est défini. Si X (R) = (), un théoreme de Geisser [23] donne une
dualité parfaite

H{(X o, Z/m) x H* 14X, Z/m(d)) — H*¥ (X, Q/Z(d)) ~ Q/Z

de groupes abéliens finis, pour tout i € Z et tout entier m > 0. Si X (R) # (), ce résultat n’est
vrai qu’a la 2-torsion pres. Pour remédier a ce probleme, on étend le complexe dualisant Z(d)
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sur X en considérant Z(d)~X := 7<% R, Z(d). On note Z(d)X simplement par Z(d). Alors
on peut déduire de [23] une dualité parfaite de groupes abéliens finis :

H (X o, Z/m) x H*¥ (X oy, Z/m(d)) — H* (X oy, Q/Z(d)) ~ Q/Z.
Si X satisfait la conjecture de génération finie 4.1, on peut en déduire un isomorphisme
H (X1, Z) = Hom(H* 271X oy, Z(d)) 0, Q/Z)

pour tout i > 1, ot H (X, Z(d))>0 := 0 pour j < 0 et HI(Xer, Z(d))>0 := H/ (Xet, Z(d))
pour j > 0. En particulier, H (X, Z) n’est en général pas de type fini, mais de co-type fini
(i.e. Q/Z-dual d'un groupe abélien de type fini) pour i > 2. On définit le morphisme H®(cax)
comme la composition

Hom(H*274(X,Q(d))>0,Q) — Hom(H?*27{(X ., Z(d))>0,Q)
—  Hom(H*271(X o, Z(d)) >0, Q/Z)
& H (X a4, 7).

On remarque alors qu'il existe un unique morphisme ax dans la catégorie dérivée induisant les
morphismes H'(ax) sur la cohomologie. Soit maintenant RI'yy (X, 7Z) un objet de la catégorie
dérivée muni du triangle (12). Ce triangle induit une suite exacte

0 — H (X et, Z)eodiv — Hiy (X, Z) — Hom(H* 14X 4, Z(d))>0,Z) — 0

pour tout i € Z, ott H (X ¢t, Z)codiv désigne le quotient du groupe de co-type fini H (X, Z)
par son sous-groupe divisible maximal. Sous la conjecture 4.1, les groupes abéliens H{,V (X,7)
sont donc de type fini, et nuls pour ¢ < 0 et i > 2d+ 1. On montre alors facilement qu’un objet
de la catégorie dérivée RT'y (X, Z) muni du triangle (12) est défini & un isomorphisme unique
prés. On montre aussi que le morphisme o x est fonctoriel en X, et donc que Ry (X, Z) I'est
aussi.

Pour définir le morphisme ¢}, il faut voir que le morphisme

RHom(72°RT(X, Q(d)), Q[~2d — 2]) °% RT(Xw,Z) = RT(Xoo,Z)

est nul. C’est une conséquence des conjectures de Weil. En effet, si p est un premier # [
au-dessus duquel X a bonne réduction, alors H l(XFp o+ Q1) est de poids i, et n’a donc pas
d’élément invariant sous l'action du Frobenius pour ¢ > 1. On peut en déduire que le sous-

groupe divisible maximal (Hi(X@yet, Q/Z)GQ>d' de Hi(X@yet, Q/7Z)%¢ est trivial pour i > 1.
Il suit que u}, o ax = 0, et donc que &%, existe. On montre alors que ¢}, est uniquement
déterminé dans la catégorie dérivée, par 'argument qui garantit le fait que RI'(Xoo,Z) est
défini & un isomorphisme canonique pres. Il existe donc un objet RI'w,(X,Z) tel que 'on
ait un triangle distingué (13). Cependant, RI'w (X, Z) n’est défini qu’a isomorphisme non-
canonique pres.

En appliquant au triangle (12) le foncteur de complétion l-adique (—)®Z;, au sens dérivé,
on obtient un isomorphisme

RT(X 1, 7Z;) = RT(X o1, 2)R7Z) — Ry (X, Z)®7Z.
Comme le complexe Ry (X,Z) est parfait, on a des isomorphismes
HY(RTw (X, Z2)®%) ~ Hiy(X,7) @ 7
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ol (—) ® Z; est le produit tensoriel naif. Il suit que Hjy, (X,Z) est un modele entier pour la
cohomologie [-adique.

Soit maintenant X une variété sur un corps fini. Les deux complexes RI'(Xy,Z) et
RT'w(X,Z) sont définis de deux manieres différentes. Le complexe RI'(Xyw,Z), qui est le
complexe de cohomologie du topos Weil-étale, est le cone du morphisme

RT(Xe,Q)[—2] 25 RI(X, Z)

alors que RT'y (X, Z) est défini comme le cone du morphisme ax. On montre que l'on a un
quasi-isomorphisme canonique

RT(Xet, Q)[-2] = RHom(7="RT(X, Q(d)), Q[~2d — 2))
rendant commutatif le carré qu’on imagine. On obtient un unique isomorphisme dans la
catégorie dérivée
RT(Xw,Z) — RTw(X,Z)
induisant un isomorphisme de triangles distingués.

Si maintenant X = Spec(Op) ou F est un corps de nombres totalement imaginaire, on
montre que le triangle (12) est isomorphe au triangle (10). On en déduit

RTw (X,Z) = RT' (X et, TS2RY.Z) =5 7S3RI (X ot, RysZ) — 7S3RT(Xw, Z).

REMARQUE 4.3. Pour les variétés propres lisses Y sur un corps fini, on a donc deux défi-
nitions pour la cohomologie Weil-étale, données par RI'(Yyw,Z) := Cone(ay) et RU'w (Y,Z) :=
Cone(ay ). Parmi ces deuzr définitions, seule la deuziéme se généralise aur schémas plats sur
Z. En effet, prenons le cas d’un corps de nombres X = Spec(Op). L’analogue du morphisme
ay ci-dessus est

Hom (05, Q)[—3] — RI(X4,Z),

qui est bien défini, et qui s’obtient d’ailleurs a partir du topos Weil-étale Spec(OF )y, . L’ana-
logue du morphisme ay ci-dessus serait un morphisme

RTo(Xer,Q)[~2] — BT (Xor, Z).

Mais il n’existe pas de choiz canonique pour un tel morphisme ; on a bien un quasi-isomorphisme
canonique

( [T RI/R | [-3] = RTe(Xo, R)[-2] = Hom(O5, R)[-3],
PEXoo
induit par le régulateur, mais ce morphisme n’est pas rationnel.

3. Fonctions zéta en s = 0.
On rappelle que le théoreme 3.34 donne une décomposition en somme directe
RTo(Xw,R) ~ RTe(Xet,R) @ RTo(Xer, R)[—1],
ol Xy est le topos Weil-étale, et un triangle distingué
RT (X, R) — R[0] — RT'(Gg, RT'(X(C),R).
Le cup-produit avec la classe 6 € H 1(Xw,R) définit un morphisme
RT.(Xw,R) = RLe(Xw, R)[1]
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qui s’identifie au morphisme composé

RT(Xet,R) @ RT o (Xet, R)[—1] = RTo(Xet, R) = RTo(Xet, R)[1] ® RT¢(Xet, R)
obtenu en composant la projection et l'inclusion évidentes. En particulier, la suite
(14) B EA (X, R) S (X, R) S H (X, R) S

est un complexe borné acyclique.
On peut choisir dans la catégorie dérivée un objet RI'ywy (X, Z)®R muni du triangle (13),
ainsi qu’un isomorphisme

(15) Ry o(X,Z) ® R ~ RTo(Xe, R) ® RHompg (150RT (X, R(d)), R[—2d — 1)).

compatible au triangle (13) en un certain sens. Une fois ces choix faits, la définition de la
fleche

(16) RFWC(X,Z) R — RFC(Xw,R)

nécessite la conjecture suivante de Beilinson. On rappelle la définition de la cohomologie de
Deligne :
RI'p(X/r,R(n)) := R['(Ggr, X (C),R(n)p),

ou R(n)p est le complexe de faisceaux Gr-équivariants sur X (C) concentré en degrés [0, n]

ou Qi){(c) /C est le faisceau des i-formes différentielles holomorphes sur la variété analytique

complexe X (C). On peut voir le complexe R(n)p comme un "pull-back homotopique” (2i7)" R x 6;{(@)/@

F"Q}(C) /C mesurant de quelle maniéere la cohomologie de Betti se comporte vis a vis de la

filtration de Hodge. On suppose que X est régulier, plat et propre sur Z, et de dimension pure
d.

CONJECTURE 4.4. (Beilinson) Le régulateur
H* (X, Q(d)e — HE (X, R())
est un isomorphisme pour i > 1 et on a une suite exacte
0— H*Y(X,Q(d)r — Hi" (X g, R(d)) = CH*(Xg)i — 0.
La conjecture 4.4 et la dualité pour la cohomologie de Deligne
Hip(X /g R(0)) x Hp'™ ' (X, R(d) = Hp' ™ (X, R(d) = R,

qui est une dualité parfaite entre espaces vectoriels réels de dimensions finies, fournissent un
isomorphisme

(17) Reg* : RT.(Xet, R) — RHomg (r=°RT (X, R(d)), R[—2d]).

En d’autres termes, Reg* est la fleche duale du régulateur de Beilinson. On définit alors (16)
de sorte que le carré suivant commute :

RTy.(X,Z) © R —~> RT.(X;,R) & RHomg (r=°RT (X, R(d)), R[—2d — 1])
l(lG) J{(L(Reg*)‘l[ll)

RT.(Xw,R) RT (X, R) @ RTo(Xor, R)[—1]
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Sous la conjecture 4.4, les choix de RT'w (X, Z) et de (15) faits ci-dessus induisent
H%;I/,C(Xv Z) ®R ; Hé(XWa R)

et un isomorphisme

(18) (@ detz Hiy (X, Z)(_W) @R 5 X detr Hi( Xy, R) V",
i€Z i€Z

On peut montrer que @)y, detzH{MC(X, 7)1" et Iisomorphisme (18) ne dépendent pas des

choix de RT'w (X, Z) et de (15) faits ci-dessus. On considere l'isomorphisme

AR 5 R detp Hi( Xy, R) D (@ detz Hiy (X, Z)(—W) R,
i€Z i€z
ou le premier isomorphisme est induit par (14), et le deuxiéme est I'inverse de (18).

THEOREME 4.5. ([48], Theorem 1.5) Supposons que X satisfait les conjectures 4.1 et 4.4.
— Les assertions (1), (2) et (3) de la conjecture 2.2 sont vraies pour X . Plus précisément,
les groupes abéliens H{'/ch(X, Z) sont de type fini pour tout i € Z, nuls pour i < 0 et
1> 2d+ 1; on a un isomorphisme H{'/V,C(X, Z) @R ~ Hé(XW,I@) ; et le cup-produit
avec 0 € HI(XW,R) fournit le complexe borné acyclique (14).
Supposons que X est projectif sur Z. Alors lassertion (4) de la conjecture 2.2, i.e.
lidentité A

orde—oC(X,s) = > (=1)" -i - rankz Hiy, (X, Z),

i>0
est équivalente & la conjecture de Soulé [59] concernant l’ordre d’annulation de ((X, s)
en s =0.
Supposons que X est projectif lisse sur Op. Alors l'assertion (5) de la conjecture 2.2,
i.e. lidentité
Z-M¢H(X,0)7h) = Q) detz Hiy (X, ),
1EZ

est équivalente a la conjonction pour tous les premier 1 de la conjecture de Bloch-Kato
(18] pour le motif @24 h'(Xr)[—i] ot Xr = X ®o, F.

La premiere assertion du théoréme 4.5 a été expliquée avant 1’énoncé du théoreme. La
deuxiéme assertion est presque immédiate. En effet, elle s’obtient grace a (15), (17) et a la
reformulation due a S. Bloch [2] de la conjecture de C. Soulé [59] sous la forme suivante :

orde—oC(X,5) = > (1) dimgH**(X,Q(d)).
1€EZ
La troisieme assertion est le vrai contenu du théoreme 4.5. On renvoie & ([48] Section 4.3)
pour la preuve de ce résultat. On en déduit des exemples simples pour lesquels la conjecture
2.2 est vraie.

COROLLAIRE 4.6. ([48], Theorem 1.6) Pour tout corps de nombres F, la conjecture 2.2
est vraie pour X = Spec(Op).

Soit X un schéma projectif lisse sur Ox(X) = Op, ou F est un corps de nombres abé-
lien. Supposons que X admet une décomposition cellulaire lisse et que X € L(Z). Alors la
conjecture 2.2 est vraie pour X.
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Pour illustrer la deuxiéme assertion de ce corollaire, on considere ’espace projectif X =
]P”(LQF, ou O est Panneau d’entiers d’un corps de nombres totalement imaginaire. D’apres [3],
K;(OF) est de type fini pour tout ¢ > 0 et fini pour i # 0 pair. Les groupes de cohomologie
Weil-étale Hyj, (X, Z) sont donnés par les identifications et suites exactes suivantes.

H{y(X,Z) = 7 pouri=0,
= Ofori=1,
0— CUF)P - H},(X,Z) — Hom(O},Z) — 0,
= ,ug pour ¢ = 3,
0 — Ko(Op)? — Hy(X,Z) — Hom(K3(OF),Z) — 0,
= (K3(OF)tor)? pour i =5,

0— Kgn(OF)D — H%;HQ(Y, Z) — Hom(K2n+1((’)F),Z) — 0,
= (K2n+1((’)p)tor)D pour i = 2n + 3,
0 for ¢ > 2n + 3.

Le complexe acyclique

D HL (X, 2) R HEN(X,Z) oR D

est canoniquelment isomorphe a

0— ([ R /R 7, Hom(O%,R) -2 ( [T @in)~'r)c= "%, Hom(K3(Or),R) s -
F—C F—C

7,,*
5 (T @im) ™ R)S® 5 Hom(Ka2n11(OF),R) — 0
F=C
ol les isomorphismes 7, sont duaux des régulateurs. On obtient

A5 (detzRTy (X, Z)) = ( w | K3(OF ) tor [ Kon+1(OF)tor| ) 7

h-Ry |[Ko(Op)|-Ra  |Kon(Op)| - Rust
ou Ry, := det(ry,) est le régulateur de Beilinson. Comme on a

C Py, 0) = Cr(0) - Cp(=1) - .. - Cp(=n)
on voit que la conjecture 2.2 redonne la conjecture classique de Lichtenbaum (voir [36] 4.2)
pour les corps totalement imaginaires. Cependant, si le corps de nombre F' admet des plon-
gements réels, alors les identifications précédentes ne sont vraies qu’a la 2-torsion pres, et la
conjecture 2.2 corrige (voir [36] 2.6) la conjecture classique ([36] 4.2). Par exemple, si F/Q

est abélien, alors la conjecture 2.2 pour X = Py, est vraie pour tout n > 0 par le corollaire
4.6.
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Chapitre 5

Valeurs zéta des variétés sur les corps finis

Des travaux de Milne, Lichtenbaum et Geisser donnent une description des valeurs spé-
ciales des fonctions zéta des variétés sur les corps finis en s = n pour tout entier n € Z. D’autre
part, on a donné dans le chapitre 4 une description des valeurs spéciales des fonctions zéta
des schémas arithmétiques en s = 0. On voudrait donc obtenir une description des valeurs
spéciales des fonctions zéta des schémas arithmétiques en s = n pour tout entier n € Z, qui
généralise les deux précédentes. Il est pour cela nécessaire d’obtenir une telle description pour
les variétés sur les corps finis qui puisse se généraliser aux schémas plats sur Z, ce qui n’est
pas directement le cas avec la description de Milne, Lichtenbaum et Geisser. C’est le but de
l'article [50]. On aura aussi besoin de généraliser cette description aux variétés singulieres
[51].

1. Le cas des variétés projectives lisses

1.1. La conjecture de Milne-Lichtenbaum-Geisser. Un résultat de Milne ([43]
Theorem 0.1) décrit les valeurs spéciales de la fonction zéta d’une variété projective lisse
sur un corps fini satisfaisant la conjecture de Tate. Ce résultat se formule de maniere plus
naturelle en termes de cohomologie Weil-étale motivique, comme 1’ont montré Lichtenbaum
[38] et Geisser [20].

Soient F,; un corps fini de caractéristique p et X une variété projective lisse sur F,;. On
reprend les notations de la section 2 du chapitre 3. En particulier, on note X son topos
étale, Xy son topos Weil-étale et vx : Xy — Xt le morphisme canonique. Pour n > 0, le
complexe de cycles de Bloch Z(n) est un complexe de faisceaux abéliens sur X.;. On a par
exemple Z(n) ~ Z[0] et Z(1) ~ G,,[—1]. Pour n < 0 on définit

Z(n) := Q/Z(n)[~1] :== @ Q/Zi(n)[-1] := @ lim Hom(u ™", Qu/Z;)[~1]
I#p I#p
ou [ parcourt ’ensemble des nombres premiers # p et la limite inductive est prise sur les
entiers positifs v. Pour tout entier n € Z, on note encore Z(n) son image inverse par yx sur
Xy, et on considere les groupes d’hypercohomologie H* (X, Z(n)) du complexe de faisceaux
Z(n) sur Xy .
La classe fondamentale

e € H (W, Z) ~ Hom(Wg,, Z)

est définie comme le morphisme envoyant Frob € Wp, sur 1 € Z. On note encore e €
HY(Xw,Z) le pull-back de e le long du morphisme (5). Le cup-produit avec e définit donc
un morphisme H'(Xy,Z(n)) = H™ (X, Z(n)). Cette flocche Ue peut aussi étre définie
directement a partir de I’isomorphisme

RT(Xw,Z(n)) ~ RT(Wg,, RT((X ®r, Fy)et, Z(n))
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Le fait que eUe € H2(WFq,Z) = 0 implique immédiatement Ue o Ue = 0. On obtient le
complexe de groupes abéliens

(19) S HY(Xw, Z(n)) =% HY (X, Z(n)) =5 -+
On considére la caractéristique d’Euler multiplicative du complexe (19) :

Ker (Hi(XW, Z(n)) % HH (X, Z(n)))

H*(Xw,Z(n)),Ue) := (_l)i'
X( ( w ( )) ) g‘ Im <Hi*1(XW,Z(n)) U_c; Hl(Xw,Z(n))) }

On note que x(H*(Xw,Z(n)),Ue) n’est bien définie que si les groupes de cohomologie de (19)
sont finis pour tout 7 € Z et nuls pour presque tout 7. Enfin, le facteur correcteur de Milne
(X/Fa:0x:1) ogt défini par la formule
X(X/Fg, Ox,n) = Y (=1)"M - (n =) - dimg, H (X, Q¥ . )-
i<n,j
ou % /7, ©st le faisceau des différentielles et H7 (X, Q% /]Fq) la cohomologie du faisceau cohérent

Qi‘x /F, SUF le schéma X. Rappelons que

Z(X[Fq,t) == ] (1 — el
zeXp

est la fonction zéta de X/F,. On note aussi p, 'ordre du pole de Z(X/F,,t) en ¢~". On peut

alors formuler la conjecture suivante.

CONJECTURE 5.1. C(X,n) (Geisser-Lichtenbaum, [38], [20]) Pour toute variété projec-
tive lisse X/F, et tout n € Z, on a

limy o Z(X,t) - (1 —¢"t)"" = £x(H*(Xw,Z(n)), Ue) - gX(X/Fa.0x.m)

La premiere assertion et la deuxieme assertion du théoreme suivant sont dues a Lichten-
baum et Geisser respectivement.

THEOREME 5.2. (Lichtenbaum-Geisser-Milne)
— La conjecture C(X,0) est vraie pour toute variété projective lisse X /IFq [38].
— Si HY(Xw,Z(n)) est de type fini pour tout i € Z, alors C(X,n) est vraie [20].

1.2. Reformulation en termes de cohomologie de de Rham dérivée.

1.2.1. Trivialisation canonique d’un complexe borné a groupes de cohomologie finis. Soit
C un objet de la catégorie dérivée des groupes abéliens tel que les groupes H*(C) sont finis
pour tout i et nuls pour presque tout ¢ € Z. On a un isomorphisme canonique

t0:Q 3 QdetV(0)
€L
5 Rdeth, V' (HI(C)g)

1E€EL

<® det(Z_l)iHi(C)>
Q

12

€L
= (detz(C))q
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tel que

to <H|Hi(0)y<—1>’“ z) = detz(C).
1€Z
Notons que t¢ induit
tc @R : R = (detz(0))g -
On appelle t¢ (ou parfois tc ®R) la trivialisation canonique de C. Par exemple on peut définir
+x(H*(Xw,Z(n)),Ue) grace a la trivialisation canonique du complexe (19).

1.2.2. Soit X un schéma régulier propre sur Spec(Z). Une premieére approche [41] pour
généraliser la conjecture 5.1 aux schémas sur Z consistait a essayer de définir des nombres
généralisant x(H* (X, Z(n)),Ue) et ¢X(X/Fa0x:n) - On explique bridvement pourquoi de tels
nombres n’existent pas. On définira plus tard la droite fondamentale

A(X/Z, n) = detzRFWC(X, Z(n)) ®Z detZRI‘dR(X/Z)/F"

et sa trivialisation
R = A(X/Z,n) @z R,

en remplacant la classe fondamentale e € H'(Wg .»Z) par la classe fondamentale
0 :=1dg € H'(R,R) =: H'(Wg,,R).

Contrairement a ce qui se passe pour les variétés sur les corps finis, ou encore dans le cas n < 0,
il n’existe en général pas de trivialisation canonique R = detyz RT'w..(X,Z(n)) ®z R. Similai-
rement, il n’existe en général pas de trivialisation canonique R = detzRT 4r(X/Z)/F™ @z R.
Il n’est donc pas possible de généraliser la caractéristique d’Euler x (H*(Xw, Z(n)),Ue), ni de
définir un nombre généralisant le facteur correcteur de Milne : seul le "produit” de ces deux
nombres existe. Ce point de vue suggere que le facteur correcteur de Milne doit simplement
étre donné par la caractéristique d’Euler multiplicative de RI'yr(X/Z)/F™.

1.2.3. Revenons au cas d’une variété projective lisse sur un corps fini X/F,, que 'on
considere comme un schéma sur Z. Il y a alors lieu de remplacer Z(X,t) par ((X,s) =
Z(X,q™%), la classe fondamentale e par 6, le faisceau cotangent Qﬁ( /F, = L xr, par le complexe

cotangent Ly,7 et le complexe de de Rham tronqué 2% /Fq/ " o= Q;f/% par le complexe
q

de de Rham dérivé d'Tllusie L&Yy, J/F™ modulo F", ou F* est la filtration de Hodge (voir

[29] VIII.2.1). Le théoreme 5.3 ci-dessous assure que le complexe RI'(X, LQ}/Z/F”) est a

cohomologie bornée et que ses groupes de cohomologie sont finis. On dispose donc de sa
trivialisation canonique

(20) R 5 (detZRF(X, LQ}/Z/F"))R

Rappelons que Wr, =~ Z est engendré par le Frobenius Frob. On considere la fleche § : Wg, —
Wr, := R envoyant Frob sur log(g), et on définit § = Idg € H'(R,R). Alors §*0 € H'(Wg,,R)
envoie le Frobenius Frob € Wy, sur log(q) € R, alors que e € Hl(WFq,R) envoie Frob sur
1eR. Ona

RT'(Xw,Z(n))r ~ RT'(Wg,, RF(Xquet, Z(n))R).
Il suit que le cup-produit avec la classe {0 € H 1(WFq,R) définit une fleche

H'(Xw, Z(n))r 2 HH (X, Z(n))r
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qui differe de
H (Xw,Z(n))r = HY(Xw, Z(n))r

par un facteur log(g). On obtient donc un complexe acyclique borné d’espaces vectoriels réels
de dimension finies :

S B Xy, Zn)r D BT (X, Z(n))g S -

Ce complexe induit une trivialisation
(21) R -~ (detz RT(Xw, Z(n)))g

Si les groupes H'(Xyy, Z(n)) sont de type fini pour tout ¢ et nuls pour presque tout i € Z, la
droite fondamentale

(22) A(X/Z,n) := detzRI'(Xw, Z(n)) ®z detz RT'(X, LY 7/ F")
est bien définie et le produit des trivialisations (20) et (21) définit

AR -5 A(X/Z,n) @7 R.
On montre le résultat suivant.

THEOREME 5.3. [50] Soit X un schéma propre et lisse sur Fy et soit n € Z un entier.
Alors le complexe RT'(X, LQ}/Z/F") est a cohomologie bornée, ses groupes de cohomologie
sont finis et on a

H | HZ(Xa LQ}/z/Fn) |(_1)i = qX(X/FmOX:n).
€L

Ce résultat permet de donner une description des valeurs spéciales des fonctions zéta des
variétés sur les corps finis qui pourra se généraliser aux schémas plats sur Z. En effet, on a le

COROLLAIRE 5.4. [60] Soit X une variété projective lisse sur un corps fini telle que les
groupes H'(Xw,Z(n)) sont de type fini pour tout i. Alors on a

AX/Zn) = 2 (loga) - X(H (X, Zn), Ue) ™" - g X/Fa0xm)
= Z-A(¢*(X,n)™h)
ot pp := —ords—,((X, s) est Uordre du péle de ((X,s) en s =n.
En d’autres termes, la conjecture 5.1 est équivalente a la suivante.
CONJECTURE 5.5. Pour toute variété projective lisse X /F, et tout n € Z, on a

AX/Z,n)=Z-X(¢*(X,n)7 ).

2. Généralisation au cas des schémas séparés de type fini sur un corps fini

2.1. La conjecture de Geisser.
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2.1.1. Le eh-topos. Soit d > 0 un entier positif et k£ un corps. On note Schd/k: la catégorie
des schémas de dimension < d séparés et de type fini sur k. La eh-topologie sur Sch? /k est
définie comme suit.

DEFINITION 5.6. (Geisser, [22] Definition 2.1) La eh-topologie sur Sch?/k est la topologie
de Grothendieck engendrée par les familles couvrantes suivantes :

— les familles couvrantes pour la topologie étale ;

— les éclatements généralisés : si on a un carré cartésien

Z/L>Xl

"
Z—tsX

ot f est propre et i un plongement fermé, tel que f induise un isomorphisme X' —

~

7' — X — Z, alors (X' EN X, Z BN X) est une famille couvrante.

On note PSh(Sch?/k) la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur Sch?/k, et Shey, (Sch?/k)
le topos des faisceaux d’ensembles sur la catégorie Sch? /k munie de la eh-topologie. On a un
morphisme de topos

Sher,(Sch?/k) — Shes(Sch?/k)
dont le foncteur image inverse est le foncteur eh-faisceau associé. On remarque que le foncteur
y : Sch?/k — PSh(Sch?/k) — Shex(Sch?/k),
obtenu en composant le plongement de Yoneda et le foncteur faisceau associé, n’est pas pleine-
ment fidele. Il suit que la eh-topologie n’est pas sous-canonique. Par exemple, si X désigne
le sous-schéma réduit fermé maximal de X € Sch? /k, alors la fleche induite yX™4 — yX est
un isomorphisme. Si U est un objet de Sch?/k et F un eh-faisceau sur Sch?/k, on choisit
une compactification de Nagata U <— X dont le complémentaire fermé est Z < X (de sorte
que X est propre sur k et U est ouvert dense dans X), et on définit

RPC(Ueh,,F) := Cone (RF(Xeh,.F) — RF(Zeh,]:)) [—1]

ot RI'(Xep, —) est le foncteur dérivé total du foncteur F — F(X) des sections au-dessus de X.
Alors RT (U, F) ne dépend pas de la compactification choisie ([22] Proposition 3.2). De plus,
RT'.(U.p, F) est contravariant pour les morphismes propres et covariant pour les immersions

ouvertes. Pour une décomposition ouverte-fermée (U Lxdiz ), on a un triangle distingué
RPC(UE}L,]’_) — RPC(Xeh,}—) — RFC(Zeh,]:) — .

Le premier intérét du eh-topos Sheh(Schd /k) est qu’il permet de définir une cohomologie a
support compact a coefficients arbitraires, alors que la cohomologie étale a support compact
n’est bien définie que pour les coefficients de torsion, car le théoreme du changement de base
propre en cohomologie étale n’est vrai en général qu’a cette condition. Un autre avantage du
topos Shey,(Sch?/k) provient du fait que, sous la condition R(k,d) ci-dessous, tout schéma
X € Sch?/k est localement lisse pour la eh-topologie. Cette conjecture R(k, d) est la forme
forte de la résolution des singularités pour des schémas de Sch?/k suivante. On note Sm?/k C
Sch? /k la sous-catégorie pleine formée des schémas lisses sur k.

DEFINITION 5.7. (Geisser, [22] Definition 2.4) On note R(k,d) les deuzx conditions sui-
vantes :
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— pour tout schéma intégre séparé X € Schd/k‘, il existe un morphisme f 'Y — X
propre et birationnel, avec'Y € Smd/k‘ ;
— pour tout X € Smd/k: et tout morphisme f :' Y — X propre et birationnel, il existe
une suite d’éclatements le long de centres lisses
Xp—=2 X1 =2 X1 =2 Xo=X
telle que la composition X, — X se factorise par f.

Si la condition R(k, d) est vérifiée, alors on a un morphisme canonique
p : Shep,(Sch?/k) = Sh,;,(Sm?/k) — Shz,,(Sm?/k)
ott Sh,y, (Sm?/k) est le topos des faisceaux sur la catégorie Sm?/k munie de la topologie induite
par la eh-topologie sur Sch?/k via le foncteur d’inclusion Sm?/k C Sch?/k, et Shyq,(Sm?/k)
est le topos des faisceaux sur la catégorie Sm? /k munie de la topologie de Zariski.

2.1.2. Soit maintenant un corps fini F,. Le Wh-topos Shy,(Sch?/F,) de Spec(F,) est
défini comme la catégorie des faisceaux d’ensembles sur Sch? /F, munis d’une structure Wr,-
équivariante. On a un morphisme canonique

5 : Shyyp,(Sch?/F,) — She,(Sch?/F,).

Si F est un faisceau abélien sur Shyy;(Sch?/F,), et U € Sch?/F, on note RT(Uyp, F) sa
cohomologie. On a donc un isomorphisme canonique

RP(UW}L, .F) ~ RP(WFq, RP(Ueh, f))
qui est fonctoriel en U. Soit X une compactification de U de complémentaire fermé Z. On
définit alors

RPC(UW}L,.F) := Cone (RF(XWh,f> — RF(ZWh,.F)) [—1}.

11 suit que

RFC(UWh, .7'—) >~ RF(WFQ, RF(Ueh, ]:))
ne dépend pas de la compactification choisie, et que, pour une décomposition ouverte-fermée
(UL X & Z), on a un triangle distingué

RFC(UWh,f) — RFC(XW}L,./.") — RFC(ZW}L,]:) — .

2.1.3. Enoncé de la conjecture. On dispose du eh-topos Sheh(Schd/Fq) et, sous la condi-
tion R(Fy, d), du morphisme p ci-dessus. On considere le préfaisceau abélien Q° sur Sm? /F,
donné par X — Q% /F, (X), ou QZX B, = A’Q& /5, ©st le faisceau des différentielles. Alors QF est
un faisceau pour la topologie de Zariki, et définit donc un faisceau abélien sur Shz,,.(Sm?/F,).

On obtient le faisceau abélien p~1Q* sur Sh,,(Sch?/F,) pour tout entier . La généralisation
de Geisser du facteur correcteur de Milne est définie par la formule

P(X/Fq, Om) = Y (=1)" - (n =) - dimp, H] (Xen, p~ ' Q).
i<n,jE€Z
Pour tout entier n > 0, le complexe motivique Z(n) de Voevodsky définit un complexe
de faisceaux abéliens sur Shz,,.(Sm?/F,). On note encore Z(n) son image inverse par p et 7y

sur les topos Shep,(Sch?/F,) et Shyyy,(Sch?/F,) respectivement. Pour n < 0 on considere le
faisceau

Z(n) := Q/Z(n =P Q/Zi(n)[-1] := D lim Hom (2", Qu/Z)[-1]
l#p I#p
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sur le topos étale She;(Sch?/F,), et on note encore Z(n) son image inverse sur Shey,(Sch?/F,)

(resp. sur Shy;(Sch?/F,)) via le morphisme Shey,(Sch?/F,) — She(Sch?/F,) (resp. via

Shyp(Sch?/F,) — Shei(Sch?/F,)). Pour tout X € Sch?/F, et tout entier n € Z, on définit
RUw,e(X, Z(n)) := RUc(Xwn, Z(n)).

Alors on a un isomorphisme canonique

Ry (X, Z(n)) := RTe(Xwn, Z(n)) ~ RT(Wi,, RTo(Xen, Z(n))).

La classe fondamentale e € H'(Wg,, Z) définit donc un morphisme HéuC(X, Z(n)) = H{;é (X,Z(n)).
Le fait que eUe € H 2<W]Fq, 7) = 0 implique & nouveau que UeoUe = 0. On obtient le complexe
de groupes abéliens

(23) 5 Hiy (X, Z(n)) =% HEEN(X, Z(n) =5 -

Si les groupes de cohomologie de ce complexe (23) sont finis en tout degré et nuls en presque
tout degré, alors la caractéristique d’Euler-Poincaré x(Hyy, (X, Z(n)), Ue) est définie comme
précédemment.

CONJECTURE 5.8. (Geisser, [22] Conjecture 1.4) Pour tout X € Sch®/F, et tout entier
n €z, ona

hmt%q_"Z(Xa t) : (1 - qnt)pn = iX(H;V,c(X7 Z(TL)), Ue) ’ qxih(X/]Fq,O,n)‘

THEOREME 5.9. (Geisser [22]) Supposons que R(Fy, d) est vraie. Alors pour toute variété
projective lisse X/Fy, de dimension < d et tout entier n € Z, la fléche

RT(Xw, Z(n)) = RTw.o(X, Z(n))
est un quasi-isomorphisme et on a
X(X/Ffb Ox, n) = Xih(X/Fqﬂ 0, n)
THEOREME 5.10. (Geisser [22]) Supposons que R(Fq,d) est vraie. Soit n € Z.
— xMX/F,, O,n) est bien définie pour tout X € Sch?/F,.
— Supposons de plus que H'(Yyy,Z(n)) est de type fini pour tout i € Z et toute variété

projective lisse Y/F, de dimension < d. Alors pour tout X € Sch®/F,, H‘i,V’C(X, Z(n))
est de type fini pour tout i € Z et on a

limt_>q7n Z()(7 t) * (]_ - qnt)pn = :l:X(H{;V,C(X’ Z(n))’ Ue) . ngh(X/]Fq,O,n).
2.2. Reformulation. On commence par munir le topos She,(Sch?/F,) de son faisceau

d’anneaux naturel.

DEFINITION 5.11. [51] L’anneau structural O°" sur She,(Sch?/F,) est le eh-faisceau as-
socié au préfaisceau d’anneaus

(Sch?/F,)» — Rings

On considere maintenant le morphisme de topos annelés
([ (Sheh(SChd/FQ)a Oeh) — (SpeC(Z), OSpec(Z))
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induit par le morphisme de sites évident, olt Ogpec(z) est le faisceau structural usuel sur
Spec(Z). On note
LQZeh/Z/F” = L, /F"

le complexe de de Rham dérivé modulo F", ou F™* est la filtration de Hodge. Cette notation
est justifiée par 1'observation suivante. On note provisoirement Z¢" le faisceau constant sur
Shey(Sch?/F,) associé & anneau Z. On a donc un unique morphisme d’anneaux Z°* — O,

Alors la fleche
LQ*@eh/Zeh/Fn — LQEEh/wilospec(Z) /Fn =: LQ;Z/F”

est un quasi-isomorphisme. La cohomologie de de Rham dérivée modulo F™ a support compact
est alors définie par
X~ RI‘C(Xeh,LQ*Oeh/Z/F”)

pour X € Sch? /Fy variable. Alors RT'o(Xep, LQ"(‘M /z /F™) est covariant pour les immersions
ouvertes et contravariant pour les morphismes propres. Une décomposition ouverte-fermée
donne lieu a un triangle distingué comme précédemment. On remarque que les complexes
Loen sz, et Lﬂzeh/Z/F” sont, a priori, non-bornés a gauche.
Le théoréme 5.12(2) ci-dessous assure que, sous la condition R(Fy, d), le complexe RT'c(Xep, LS., 1z J/F™)

est & cohomologie bornée et que ses groupes de cohomologie sont finis. On dispose donc de sa
trivialisation canonique

(24) R -~ (detZRPc(Xeh,LQgeh e /F"))R

De plus le theoreme 5.10 assure que, sous les hypotheses du théoréeme 5.12(4) ci-dessous, le
complexe Ry .(X,Z(n)) est a cohomologie bornée et que ses groupes de cohomologie sont
de type fini. On peut donc sous ces hypotheses définir la droite fondamentale

A(X/Z, n) = detzRFWp(X, Z(n)) X7, detzRFC(Xeh, LQéeh/Z/Fn).

L’isomorphime

RTw,e(X, Z(n))w =~ RT(We,, RUe(Xg, 00 Z(n)R).
permet de définir le cup-produit avec la classe {0 € H 1(WFq,R). On obtient une fleche
Hiy (X, Z(n))r = Hf H(X, Z(n))r
qui differe a nouveau de
HIZ/V,C(X7 Z(n))R i> H{L/[—/Fi(Xv Z(n))R
par un facteur log(q). Il suit que
D Hiy (X, Z(n)e ~5 Hif (X, Z(n))e <5 -

est un complexe acyclique borné d’espaces vectoriels réels de dimensions finies. Ce complexe
acyclique borné ainsi que la trivialisation canonique (24) induisent une trivialisation

Ax R 5 A(X/Z,n) @z R.
Enfin, on remplace & nouveau la fonction Z(X/F,,t) par (X, s) = Z(X/Fq,q¢7%).

THEOREME 5.12. [51] On suppose que la condition R(F,,d) est vérifiée. Soit n € Z un
entier. Pour tout schéma X de Schd/Fq, les assertions suivantes sont vraies.
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(1) Si X/F, est projectif lisse, alors la fleche canonique
RT(Xzar, LQ}/Z/F") — RI(Xen, LQ*OEh/Z/F”)
est un quasi-isomorphisme.

(2) Le complexe RT (X, LQ*@eh/Z/F") est a cohomologie bornée et ses groupes de coho-
mologie sont finis.
(3) On a
. 1)t eh
H ‘ Hé(Xeh;LQ*oeh/Z/Fn) |( 1) _ ch (X/]ano,n)_
1€Z
(4) Supposons de plus que pour toute variété projective lisse Y/F, de dimension < d, les

groupes de cohomologie Weil-étale H'(Yyy,Z(n)) sont de type fini pour tout i. Alors
on a

AX/Z,n) = Z-Ax (("(X,n)7).
La preuve du théoreme 5.12 est basée sur le résultat suivant. On a des isomorphismes
Hi_n(LA?)ehLOeh/Z) ~ ngn

Oeh/]Fq
o Q=" .= Qi sii < met Q=" :=0sii>n. Cet isomorphisme est défini a partir d’un
isomorphisme
. . . » >
(25) H* ”(LA%XLX/Z) ~ AbXQX/qu ® F%X’((’)X) ~ Q;g/%q

pour tout X/F,, qui est fonctoriel en X. L’isomorphisme (25) fournit aussi une autre preuve
du théoreme 5.3. La conjecture 5.8 est encore équivalente a la suivante.

CONJECTURE 5.13. Pour tout X € Schd/Fq et tout n € Z, on a
A(X/Z,n) =Z-Ax (C*(X,n)7").
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Chapitre 6

Valeurs zéta des schémas arithmétiques

Ce chapitre résume le contenu de l'article [16] en commun avec Matthias Flach. Ce travail
donne une description conjecturale des valeurs spéciales en s = n, pour tout n € Z, des
fonctions zéta des schémas réguliers et propres sur Spec(Z). Dans tout ce chapitre, X est un
schéma régulier et propre sur Spec(Z). On suppose de plus X connexe de dimension d.

1. Dualité d’Artin-Verdier

On explique ici le contenu de ([16] Appendix A). La dualité d’Artin-Verdier pour le com-
plexe de Bloch Z/m(n) au-dessus de X est connue dans certains cas (voir [21], [23], et [54]).
Pour régler les problemes de 2-torsion, ces théoremes de dualité relient la cohomologie étale
usuelle H2H1=4(X;, Z/m(d—n)) & la cohomologie étale & "support compact” ﬁg(Xet, Z/m(n))
au sens de Milne [44]. On aura besoin de définir des complexes de faisceaux Z(n)X sur le topos
étale d’Artin-Verdier X o, étendant les complexes Z(n)X sur X, et satisfaisant un théoreme

de dualité reliant H2H1=1(X o, Z/m(d — n)) & H (X, Z/m(n)).

1.1. Les complexes motiviques Z(n)*. Pour tout n > 0, on considére & nouveau le
complexe de Bloch Z(n)X = 2"(—,2n — %) comme un complexe de faisceaux abéliens sur le
site étale du schéma X. Pour n < 0, on définit

Z(n)* = @D jpr () [-1]

ou jp : X[1/p] = X est 'immersion ouverte, y, le faisceau des racines p'-iemes de I'unité,
Jp,t le foncteur extension par zéro, et p parcourt 'ensemble des nombres premiers. Pour tout
n € 7Z et tout entier positif m, on pose

Z/m(n)X := Z(n) @ Z/m.

1.2. Les complexes Z(n)y. On a défini dans la section 3 du chapitre 3 la décomposition
ouverte-fermée

O Xt — Xeot — Xoo & Uso
et le morphisme
7 : Sh(GRr, X(C)) — Sh(X).

Lorsque 0 < n < d on voudrait définir Z(n)~ par

(26) Z(n)* = 7="(RgZ(n)").
L’isomorphisme attendu ¢*Z(n)X ~ Z(n)X montre que cette définition nécessite H(Z(n)X) =
0 pour i > n, ou H'(Z(n)*) désigne le i-itme faisceau de cohomologie du complexe Z(n)X.
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Ceci est connu pour les schémas lisses sur un anneau de Dedekind ou sur un corps, mais reste
conjectural pour les schémas arithmétiques réguliers généraux. Cependant (26) donne

Rub Z(n)X = (7" R, (2im)"Z) [-1] =~ (77" R7.(2im)"Z) [—1]
ou R7,(2im)"Z est un complexe de faisceaux de 2-torsion sur X,. Pour tout X propre régulier

et pour tout n € Z, on définit alors Z(n)~X comme le cone d’un morphisme de complexes de
sorte que 'on a un triangle distingué

Z(n)X — RO Z(n)X — 77 (use o RFL(2im)"Z) —> .
On explique brievement la définition du foncteur R7,. Le foncteur
Rm. : DT (Gg, X(C)) — D(Xwo)

peut étre vu comme le foncteur calculant la cohomologie du groupe Gr au-dessus de X..
Alors le foncteur
R7. : DT (GR, X(C)) — D(Xoo)

calcule la cohomologie a la Tate du groupe fini Gr au-dessus de X,. Le complexe Z(
est alors défini & un isomorphisme canonique prés dans la catégorie dérivée D(X ). Si
H(Z(n)™X) = 0 pour i > n, alors on a l'identification (26). On peut en déduire que Z(0)X ~
7[0] et Z(1)X ~ (¢.Gy)[—1]. B

On note RT(X,Z(n)) := RT(Xe, Z(n)X) et RT(Xer,Z(n)) = RT(Xe, Z(n)™X). On
observe que pour n < 0, le complexe (borné) RI'(Xt,Z(n)) peut avoir de la cohomologie en
degrés négatifs. La proposition suivante montre que ce fait a priori surprenant est en fait une
conséquence de la formule du fibré projectif.

PROPOSITION 6.1. ([16] Prop. 6.29) On a un isomorphisme
RU(PY ,.,Z) ~ @) RI(Spec(Z),;,Z(—n))[~2n].
0<n<m

1.3. Dualité. La conjecture suivante est connue pour X lisse et propre au-dessus de
I’anneau d’entiers d’un corps de nombres, ou encore pour un schéma régulier propre sur
Spec(Z) si n < 0. On s’attend a ce qu’elle soit vraie pour les schémas réguliers propres sur
Spec(Z) pour tout n € Z.

CONJECTURE 6.2. AV (X¢,n) On a un morphisme produit Z(n) @ Z(d—n) — Z(d) dans
D(Xet) induisant une dualité parfaite de groupes abélien finis

Hi(Xet, Z/m(n)) x H** 7 Xo, Z/m(d — n)) — H2 (X, Z/m(d)) — Q/Z
pour tout i € Z et tout entier m positif.
La conjecture AV (X, n) est énoncée ci-dessous (Conjecture 6.5).

THEOREME 6.3. ([16] Theorem 6.24) Soit X un schéma arithmétique régulier et propre
sur Spec(Z), et soit n € Z. Alors

AV(Xet, n) = AV(Yet, 7’L)
La preuve du théoreme 6.3 utilise la dualité de Poincaré de I'espace X (R) & coefficients
dans Z/27. On précise que X (R) peut ne pas étre orientable, comme le montre I'exemple
X =P
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COROLLAIRE 6.4. ([16] Cor. 6.26, 6.27) La conjecture AV (Xet,n) ci-dessous est vraie
dans les cas suivants :
— pour X de caractéristique p ;
— pour toutn < 0;
— pour tout n € Z si X est un schéma propre et lisse sur 'anneau d’entiers Op d’un
corps de nombres F'.

2. Les complexes Weil-étales

2.1. Hypotheses.

CONJECTURE 6.5. AV (X, n) On a un morphisme produit Z(n)X &L Z(d—n)X — Z(d)X

dans D(Xet) induisant une dualité parfaite de groupes abélien finis
H (X e, Z/m(n)) x H*H(X o, Z/m(d — n)) — H* (X e, Z/m(d)) — Q/Z
pour tout © € Z: et tout entier m positif.

Le corollaire 6.4 donne des cas ot la conjecture AV (X, n) est connue. On a aussi besoin
d’une hypothese de finitude forte analogue a la conjecture 4.1.

CONJECTURE 6.6. L(X,n) Les groupes d’hypercohomologie étale H (X ot, Z(n)) sont de
type fini pour i < 2n + 1.

La conjecture L(X ¢, n) est connue si dim(X) < 1, pour certaines variétés sur les corps
finis lorsque n < 1 oun > d— 1. Elle est aussi connue en n = 1 pour les surfaces arithmétiques
(schémas réguliers plats et propres sur Z de dimension 2) dont le groupe de Brauer est fini.

En dehors de ces cas, L(X ¢, n) semble étre actuellement hors de portée.

2.2. Les complexes. Le résultat suivant généralise le théoreme 4.2. On définit le com-
plexe de faisceaux

it Z(n) := Cone(Rm.(2mi)"Z — 77" R7.(2mi)"Z)[—1]
sur ’espace topologique X, et on pose
Rl (Xoo, Z(n)) := R (X oo, i5,Z(n)).

THEOREME 6.7. ([16] Section 3) On suppose que X satisfait L(Xet,n), L(Xet, d — n)
et AV (Xet,n). Alors il existe des complezes RT'w (X, Z(n)) et RTw,.(X,Z(n)) tels que les
assertions sutvantes soient vraies.

— On a un triangle distingué

RHom(RT(X,Q(d — n)), Q[=2d — 2]) — RT(Xw, Z(n)) — RTw (X, Z(n)) — .

— Le complexe RTyw (X,7Z(n)) est fonctoriel contravariant pour les morphismes plats.
— 1l existe un unique morphisme i}, : RU'w(X,Z(n)) — RT'w(Xoo,Z(n)) dans la caté-
gorie dérivée tel que le carré suivant commute.

RT(X .1, Z(n)) —> RTw (X, Z(n))
RF(Xom Z(Tl)) - RFW(Xom Z(n))
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On définit RU'w (X, Z(n)) de sorte que l’on ait un triangle distingué

)
RUw (X, Z(n)) — RUyw (X, Z(n)) S RUyw (Xeo, Z(n)) — .
)

— Les groupes Hf,V(Y, Z(n)) sont de type fini pour tout i et nuls pour presque tout i € Z.

— Les groupes H%;V’C(X,Z(n)) sont de type fini pour tout i € Z et nuls pour i < 0 et
i>2d+ 1.

— 81 X est de caractéristique p alors on a un isomorphisme canonique

RT(Xw,Z(n)) — RTw (X, Z(n))

ot RT'(Xw,Z(n)) est la cohomologie du topos Weil-étale a coefficients dans le complexe
de Bloch.

La preuve de ce résultat est essentiellement la méme que celle du théoreme 4.2, qui est
esquissée dans le chapitre 3. Les complexes Weil-étale satisfont la relation de dualité suivante.

THEOREME 6.8. On suppose que X satisfait L(Xe,n), L(Xet,d—n) et AV(X g, n). Alors
on a un isomorphisme canonique

RTyw (X,Z(n)) — RHom(RTw(X,Z(d — n)), Z[—2d — 1])

dans la catégorie dérivée des groupes abéliens.

3. Cohomologie et dualité de Weil-Arakelov

3.1. La conjecture de Beilinson B(X,n). On définit le complexe RI'.(X,R(n)) comme
la fibre homotopique du régulateur RT'(X,R(n)) — RI'p(X g, R(n)), de sorte que I'on a un
triangle distingué

RT.(X,R(n)) — RI'(X,R(n)) = RU'p(X g, R(n)) —
ou
RUp(X /g, R(n)) := RT'(GRr, X(C),R(n)p)
est la cohomologie de Deligne. Pour n < 0 on a par définition RI'(X.,R(n)) =0 et R(n)p =
(2im)"R.
PROPOSITION 6.9. ([16] Proposition 2.1) Pour n,m € Z on a un produit
(27) RT(X,R(n)) @ RT.(X,R(m)) — RL(X,R(n +m))

dans la catégorie dérivée des R-espaces vectoriels. De plus, on a HY(X,R(d)) = 0 pouri > 2d
et un morphisme canonique H'(X,R(d)) — R.

On dispose donc du morphisme
(28) RT(X,R(n)) @ RT.(X,R(d — n)) = RT.(X,R(d)) — R[—2d].
pour tout n € Z.
CONJECTURE 6.10. B(X,n) Pour touti € Z, le morphisme (28) induit une dualité parfaite
HY(X,R(n)) x H**(X,R(d — n)) » H**(X,R(d)) = R
de R-espaces vectoriels de dimensions finies.

Cette conjecture B(X, n) est une reformulation (modulo [16] Conjecture 2.9) de la conjec-
ture de Beilinson reliant cohomologie motivique et cohomologie de Deligne. Cette conjecture
est aussi formulée dans [56].
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3.2. La catégorie quasi-abélienne LCA. On note LCA la catégorie des groupes abé-
liens localement compacts. Un groupe A € LCA est de rangs finis [26] si Hom(R, A) et

Hom(A,R) sont de dimension finie et si A B A est strict & noyau et conoyau finis pour tout
premier p. On considere la sous-catégorie pleine FLCA C LCA formée des groupes abéliens
localement compacts de rangs finis. Les catégories FLCA et LCA sont quasi-abéliennes. On
peut en particulier former la catégorie dérivée bornée D?(FLCA), qui est une catégorie trian-
gulée et symétrique monoidale fermée [26]. Les complexes de cohomologie de Weil-Arakelov
définis ci-dessous sont des objets de D?(FLCA). On définit le complexe tangent

TooC := RHom(RHom(C,R/Z),R)
d'un objet C' € DY(FLCA). Le foncteur Ty, : D(FLCA) — D?(R) est triangulé.

3.3. Cohomologie Weil-Arakelov. Le choix d'un métrique Kahlérienne sur X (C) com-
patible & laction de Gr fournit une fleche canonique ([16] Remark 2.13)

RUp(X /g, R(n)) = 7<*"RI'p(X g, R(n))
qui est une rétraction de la fleche naturelle
T<*"RI'p(X g, R(n)) = RUp(X g, R(n)).
On définit alors RT'(X,R(n)) comme la fibre homotopique du morphisme composé
RI(Xet,R(n)) = RIp(X /g, R(n)) = 7<*"Rp(X /g, R(n))
On a donc un triangle distingué
RI(X,R(n)) = RI(Xet,R(n)) = 75" RT'p(X g, R(n)) — .
On pose o B B
RT4(X,R(n)) := R[(X,R(n)) ® RT(X,R(n))[—1]
) BT (X, R(n)) = RT(X, R(n)) © RT,(X, R(n))[~1].
PROPOSITION 6.11. ([16] Proposition 2.11) On a un isomorphisme
Hi (X, R(n)) =~ CH"(X)r
ou CH™(X)R est le groupe de Chow-Arakelov a coefficients réels défini par Gillet-Soulé ([24]
5.1, [25] 8.3.9).

REMARQUE 6.12. On rappelle que le groupe de Chow arithmétique a coefficients réels
——n
CH (X)r est muni du morphisme
w: CH (X)g — A" (Xg)
(Z,9) = dz+dd(g)
ot A" (XR) est lespace des (n,n)-formes C* réelles n sur X (C), telles que F% (n) = (—1)"n.
Le groupe de Chow-Arakelov a coefficients réels est défini comme
CH"(X)g := w ' (H™"(XRr))
ot H™"(Xr) désigne l'espace des formes réelles harmoniques pour la métrique de Kdihler

donnée, telles que F,(n) = (—1)"n. Alors C/’Fln(X)]R est un R-espace vectoriel en général de
dimension infinie, alors que CH™(X)r est un R-espace vectoriel conjecturalement de dimen-
sion finie.
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On définit les morphismes

ue

RT 4 o(X,R(n))[1] et R, (X,R(n)) —

uo

RFGT7C(X, R(n)) — RT g (Y7 R(”))[l]

par projection et inclusion.

DEFINITION 6.13. Les complexes RU gy o(X,R(n)) et RUq.(X,R(n)) sont bien définis dans
la catégorie dérivée des R-espaces vectoriels. Le morphisme U8 induit un complexe acyclique
borné

(29) 2 gL X R D HE (X, R(n)) D HITL(X,R(n)) 25 -

ar,c ar,c ar,c
et similairement pour (H*.(X,R(n)), Ud).

On suppose maintenant que X satisfait L(Xe,n), L(Xer,d—n), AV (X, n) et B(X,n).
On définit RT,, (X, Z(n)) et RLq (X, Z(n)) de sorte que I'on a les triangles distingués

RUq (X, Z(n)) = RT'w (X, Z(n)) = 7<*"Rlp(X g, R(n)) —
et
RUaro(X,Z(n)) = RT'w (X, Z(n)) = RUp(X g, Z(n)) —

ou RI'p(X/g,Z(n)) := RI(Gr, X(C),Z(n)p) est la cohomologie de Deligne & coefficients
entiers.

PROPOSITION-DEFINITION 6.14. On suppose que X satisfait L(X e, n), L(Xer,d — n),
AV (X,n) et B(X,n). Alors on a un diagramme commutatif

RT 4 o (X, Z(n))

|

RT4ro(X,R(n)) RT 4 (X, R/Z(n))

|

RT g (yv Z(n)) Rl (y’ R/Z(n))

| |

RTor (X oo, 05 Z(n)) — RT3 (X0, 15 R(n)) — R4y (X oo, % R/Z(n))

L
Rlar (X, R(n))
|

ot les lignes et les colonnes sont des triangles distingués.

REMARQUE 6.15. Les complezes RUw.o(X,Z(n)), RT4.c(X, A(n)) et RT 4 (X, A(n)) pour
A= Z,]@/Z ne sont en fait définis dans [16] qu’a isomorphisme non canonique prés dans
DY(FLCA). En appliquant le foncteur déterminant, ce probléme disparait et on obtient des
isomorphismes canoniques, comme expliqué dans le chapitre 4. On ignore ce probléme dans
ce chapitre.

On n’a pas fait Ueffort dans [16] d’essayer de définir ces objets a isomorphismes canoniques
prés (i.e. comme des cones de morphismes de complexes). Ceci est peut-étre possible, mais
n’apporterait pas grand-chose, car les définitions que nous donnons ne sont que provisoires
(espérons-le).
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3.4. Dualité.

7THI§OR\EME 6.16. ([16] Proposition 2.10, Theorem 4.9) On suppose que X satisfait L(Xe,n),
L(Xet,d —n), AV(Xet,n) et B(X,n). On a une dualité parfaite de R-espaces vectoriels de
dimension finie
Hg, (X, R(n)) x Hyf T =/(X,R(d = n)) = Hof 7' (X, R(d)) S R,

et une dualité parfaite de groupes abéliens localement compacts

H..(X,Z(n)) x HX (X, R/Z(d — n)) - H2H(X,R/Z(d)) = R/Z.

Pour illustrer ce résultat, on considere X = Spec(Op) en n=1. On a
H..(X,Zz(1)) = 0, pp ,Pic(X), Z , 0
H (X,R1) = 0, 0, R , R, 0 pouri=0,1,23>4.

La fleche H! (X, Z(1)) — H! (X,R(1)) est le morphisme “degré” pour i = 2 et le morphisme
évident pour ¢ = 3. On obtient

H! (X,R/Z(1)) = pp,PicY(X), 0, R/Z , 0 pouri=0,1,2,3,>4.
Pour tout i < 3, les groupes H3-*(X,R/Z(1)), H37*(X,R) et H3#(X,7(1)) sont duaux au
sens de Pontryagin des groupes de cohomologie du topos Weil-étale H (Xw,Z), H(Xw,R)
et H' (X, R/Z) respectivement.

4. La droite fondamentale

4.1. Cohomologie de de Rham. On considere le complexe de cohomologie de de Rham
modulo F™
RU4r(X/Z)/F" := RT (X z4r, LQ}/Z/F").
ou L% /7, €St le complexe de de Rham dérivé muni de la filtration de Hodge [29]. On peut

montrer que H'p(X/Z)/F" := H'(RT 4r(X/Z)/F") est un groupe abélien de type fini pour
tout ¢, nul pour i < 0 et i > d + n. Pour toute Z-algébre plate A, on a

RU4p(X/Z)/F™ @z A~ RUqp(Xa/A)/F" := RU(X 0, L%, u/F™).

Si de plus X 4/A est lisse, alors LQ}A/A/F" o~ Q?A”/A et donc RI'gr(Xa/A)/F" est la coho-
mologie de de Rham usuelle modulo la filtration de Hodge.

4.2. La trivialisation A,. Le résultat suivant précise le lien entre cohomologie Weil-
étale et Weil-Arakelov a support compact.

PROPOSITION 6.17. ([16] Section 4.4) On a un isomorphisme
RTaro(X,R/Z(n)) = RTw(X, Z(n)) ©" R/Z
et un triangle distingué
RTqr(Xr/R)/F"[—2] = Rl (X, Z(n)) — Rl'w,(X, Z(n)) —
La proposition 6.17 fournit les isomorphismes
Too(RTaro( X, R/Z(n))) =~ Ry (X, Z(n))r

et
Too(RT aro( X, Z(n))) = RTqr(X/R)/F"[~2).
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En appliquant le foncteur (triangulé) T, au triangle distingué
RTar (X, Z(n)) = Rlarc(X,R(n)) = Rlarc(X,R/Z(n)) —
on obtient un triangle distingué
(30) RTqp(Xg/R)/F"[~2] = Rl4rc(X,R(n)) = RTw.c(X, Z(n))r — .
Ce dernier triangle fournit un isomorphisme
Aoo(X,n) : R =5 detgRTgro(X, R(n))
—  detg RT'w,.(X,Z(n))r ®r detg RT gr(Xg/R)/F"
—  (detzRTw..(X,Z(n)) ®z detz RT4r(X/Z)/F") @z R.
ou le premier isomorphisme est induit par (29).
DEFINITION 6.18. La droite fondamentale est la droite
A(X/Z,n) = detz RT'w (X, Z(n)) ®z detz RT 4r(X/Z)/F"
munie de l’isomorphisme
Aoo(X,n) : R 5 A(X/Z,n) @z R.
5. Le facteur correcteur

NOTATION 6.19. Soit X un schéma arithmétique propre et réqulier et soit p un nombre
premier. On note Xﬁ;‘;d le sous-schéma fermé réduit mazimal de Xr,. On pose

Ry (Xg,, Z(n)) = RUw (X§, Z(n)) et RUyp(Xw,/Z)/F" i= RT 700 (X5 LQvea 17/ F™)
st Xﬁd est lisse, et
Ry (Xr,, Z(n)) := RTwh(Xw,, Z(n)) et RUyp(Xe, /Z)/F" = RTop(Xe,, LQpen 7/ F™)
sinon. On a
RT,(Xg,, Qp(n)) := Ry (Xr,, Z(n))2Q,.

La notation précédente permet de se passer de la conjecture R(FF,,dim(Xp,)) (voir De-
finition 5.7) lorsqu’elle n’est pas nécessaire. En effet, sous la conjecture R(IF,, dim(X,)), on
a

RF{,V(XFP,Z(n)) ~ RU'wn(Xr,,Z(n)) et RF&R(XFP/Z)/F” = RFeh(XFp,LQ’(‘th/Z/F")
par les théoremes 5.9 et 5.12. La conjecture suivante est un analogue p-adique du triangle
distingué fondamental

RU4p(Xr/R)/F"[~1] = RI'p(X /g, R(n)) — RI'(Gr, X(C), (27i)"R) —
pour la cohomologie de Deligne.

CONJECTURE 6.20. D,(X,n) On a un triangle distingué de complexes de Qp-espaces
vectoriels

RTar(Xq,/Qp)/F"[-1] = RT'et(Xz,,Qp(n)) = RI¢H(XF,, Qp(n)) = .

DEFINITION 6.21. Soit p un nombre premier et soit X/Z un schéma connexe régulier,
plat et propre sur Z. Alors Ox(X) est l'anneau des entiers d’un corps de nombres F. On dit
que X est presque lisse au-dessus de p si le morphisme X — Spec(OF) est lisse au-dessus de
toutes les places p | p de F au-dessus de p.
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THEOREME 6.22. ([16] Proposition 7.21) Si X est presque lisse au-dessus de p alors la
congecture Dy(X, n) est vrate.

NOTATION 6.23. On considére
RTap,o(X[1/p]/Z)/F" := Cone(RT4r(X/Z)/F" — RT4g(Xx,/Z)/F")[-1].
et les triangles distingués
RTqr(X[1/p)/Z)/F" — RU4r(X/Z)/F" — RUyp(Xg,/Z)/F" —
et
RU ¢t o(X[1/p], Zp(n)) = RLet,o(X, Zp(n)) — RUet(Xz,, Zp(n)) — .
Sous la conjecture Dy(X,n), on définit aussi le triangle distingué
RTw,(X[1/p], Z(n))g, = Rl'w.(X,Z(n))g, — R (XF,, Z(n))g, — -
La conjecture D, (X, n) fournit donc un analogue p-adique du triangle (30) :
RI4r(Xq,/Qp)/F"[-2] = Rl o(X[1/p], Qp(n)) = RTw,e(X[1/p], Z(n))g, — -
Ce dernier triangle distingué fournit & son tour un isomorphisme
Ap(X,n) - (detz, RTeto(X[1/p], Zp(n))) @z, Qp
—  detg, Rlet,o(X[1/p], Qp(n))
— detq, RT'w,.(X[1/p], Z(n))q, ®q, detg, RT'4r(Xq,/Qp)/F"
—  (detzRTyw,(X[1/p], Z(n)) @z detz RTar (X [1/p]/Z) | F") @z Qp
DEFINITION 6.24. On définit
cp(X,n) :=det(A\y (X, n)) € Qp/7Z,,.
Le determinant de \,(X,n) est calculé avec les structures entieres données, i.e. on a

Ap (cp(X,n) ™ - detz, RT et (X [1/p], Zy(n)))

= (detzRFW7C(X[1/p], Z(n)) &Kz detzRFdR’c(X[1/p]/Z)/Fn)Zp .

Si X est défini au-dessus d'un corps fini, ou encore si n < 0, alors D,(X,n) est vérifiée et
cp(X,n) est trivial. D’autre part, le facteur ¢,(X,n) est défini inconditionnellement si X est
presque lisse au-dessus de p. On a le résultat suivant.

THEOREME 6.25. ([16] Proposition 5.9) Soit X un schéma arithmétique régulier et propre
sur Z et soit n € Z un entier. Alors cy(X,n) = 1mod Z, pour presque tout p.

Si D,(X,n) et R(IF,, d — 1) sont vérifiées pour tous les premiers p de mauvaise réduction,
on peut définir le nombre rationel

=TT L) o= T vt

p<oco p<oo

ou v, est la valuation p-adique.
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6. Ordres d’annulation et valeurs spéciales des fonctions zéta

6.1. Conjectures. Les ordres d’annulation des fonctions zéta aux entiers devraient étre
donnés par la cohomologie Weil-Arakelov a support compact et a coefficients réels :

CONJECTURE 6.26.
orde—n((X,s) = Y (~1)"-i - dimgH], .(X,R(n)).
1€EZ
Cette conjecture est d’ailleurs aussi valable pour les "schémas propres sur Spec(Z)” :

CONJECTURE 6.27.
orde—n((X,5) = > (—1)" i - dimg H}, (X, R(n))
1€EZ
ot ((X,s) est la fonction zéta complétée.
La conjecture suivante exprime la valeur spéciale ¢ *(X,n) au signe pres. Elle présuppose
que X satisfait L(X e, n), L(Xe, d—n), AV (X, n), B(X, n) et aussi D,(X, n) et R(F,,d—1)
pour tous les premiers p de mauvaise réduction.

CONJECTURE 6.28.
Aoo(C*(X,m)H- O(X,n) - Z) = A(X/Z, n).
6.2. Le théoréme principal.

PROPOSITION 6.29. ([16] Proposition 5.12) Les conjectures 6.26 et 6.27 sont équivalentes.
Si X/Z est projectif, elles sont de plus équivalentes a la conjecture de Soulé [59].

Soient Op l'anneau des entiers d’un corps de nombres F'; X/Op un schéma projectif lisse
et n € Z un entier. Pour tout nombre premier p, on pose Xz = X ®o, F et Vj(n) :=
H'(X%,Qp,(n)). Pour tout place finie p | p de I’ on définit le complexe concentré en degrés 0
et 1 suivant :

Corisp(Vy (1)) := [Derisp (V (1)) == Dorisp(Vi(m))]
Il est dit semi-simple en zéro si la composition
Ker(1 — ¢) — DCM&p(‘/If(n)) — Coker(1 — ¢)

est un isomorphisme.

THEOREME 6.30. ([16] Theorem 5.26) Soient X/Op un schéma projectif lisse et n € Z
un entier tels que L(Xe,n), L(Xer,d —n) et B(X,n) sont vraies pour X et n. On suppose
que le complexe Ccris,p(VZ(n)) est semi-simple en zéro pour tout i et toute place finie p de F.

Alors la congecture 6.28 pour (X, n) est équivalente a la conjonction pour tous les premiers
p de la conjecture de Bloch-Kato-Fontaine-Perrin-Riou [18] pour le motif h(Xr)(n).

6.3. Exemples et cas connus.

ProOPOSITION 6.31. Si X est de dimension < 1, les conjectures 6.26 et 6.27 sont vraies
pour tout n € Z.

PROPOSITION 6.32. Soit X une variété projective lisse sur un corps fini et n € Z satis-
faisant L( Xy, n), L(Xet,d —n). Alors les conjectures 6.26 et 6.28 sont vraies pour (X,n), et
onaC(X,n)=1.

62



Des calculs directs et la formule du nombre de classes analytique donne le résultat suivant.

PROPOSITION 6.33. ([16] Proposition 5.34) Soit F' un corps de nombres et soit X =
Spec(Op). La conjecture 6.28 est vraie pour (X,1) et (X,0), et on a C(X,0)=C(X,1) =

Le théoreme 6.30 et des travaux de plusieurs auteurs sur la conjecture de Bloch-Kato (voir
[13] pour un survol) donnent le résultat suivant.

COROLLAIRE 6.34. ([16] Proposition 5.33, 5.34) Soit F/Q un corps de nombres abélien,
soit X = Spec(OFr) et soit n € Z. La conjecture 6.28 est vraie pour (X,n). On a C(X,n) =1
pourn <1 et C(X,n) = (n—1!I"FY pour n > 2.

On explicite ci-dessous les valeurs spéciales des fonctions zéta de Dedekind prédites par la
conjecture 6.28. Les résultats suivants sont prouvés en détails dans ([16] Section 5.8.3). Soit
F un corps de nombres et soit X = Spec((’)p). Le régulateur de Beilinson

H'(Xe, Z(n)) ™ Hp(X g, R(n)) ~ [ [ Fo/H(Fy, (27i)"R) ~ [ [ HO(Fp, (271)"'R)
ploo ploo

induit un isomorphisme

g s H' (Xer, Z(n))r — [[ H°(Fp, (2mi)" ' R)

ploo
pour n > 1 et une suite exacte
0 — H'(Xe,Z(1)) HR—>R—>O
ploo

pour n = 1. Pour n > 1 on pose

ho = [H*(Xer, Z(n))|

Wp = |L[1 (XetaZ(n))tor|

R, := vol(coker(ry,))

ou le volume est calculé par rapport aux Z-structures sur I'image de 7, g données par Hp‘ o H O(Fp, (27i)"17Z)
et (Hp‘oo Z)*=9 pour n > 1 et n = 1 respectivement. On note aussi

5in:

)

1 n=7 mod?2
0 n#i mod 2.

Pour n <0, on a C(X,n) =1 et la conjecture 6.28 affirme que

h -n " -n
Ch(n) = ii_

W1—n
Pour n > 1, I'isomorphisme
Ao ' R = A(X/Z, n)R = detRRFWVC(X, Z(n))R QR detR(RFdR(X/Z)/Fn)R

satisfait

wn\/|Dp| z) — A(X/Z,n).

n—1
Aco <|DF’ ' 2T1'(51,n—52,n)(27-[-)[FiQ]'n—TQ—T1'51,nhan
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ot D est le discriminant. Le facteur |Dg|"~! provient ici de la cohomologie de de Rham
dérivée : on a une suite exacte de complexes ([16] Proposition 5.35)
0— FY/F" — RU4r(X/Z)/F"™ — Op[0] = 0
oit F1/F™ est concentré en degré 1 tel que
|HY(F/F™)| = |Dp["™".
Si F//Q est abélien (et conjecturalement pour tout F', voir [16] Proposition 5.33) alors
C(X,n) = (n— 1)1 F:Q,
La conjecture 6.28 est alors équivalente a 'identité
or1-(01,n=02.0) (2 [F:Qn—ra—r1-dinpy R

wn/1Dp|

Ch(n) = (n— DITFQ | py|i=n.
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Chapitre 7

Un programme conjectural

Les résultats et conjectures énoncés dans les chapitres 4, 5 et 6 suggerent de compléter les
conjectures 2.1 et 2.2 en conjecturant I’existence de cohomologies Weil-étale et Weil-Arakelov
satisfaisant certaines propriétés. On est ainsi amener a réver d’un formalisme cohomologique
conjectural pour les schémas arithmétiques et leurs fonctions zéta. Cette section est une série
de spéculations basées sur de nombreuses discussions avec Matthias Flach (mais je suis le seul
responsable pour des conjectures trop optimistes ou pour une mauvaise compréhension de ce
formalisme).

Dans la premiere section, on fixe quelques notations, pour lesquelles on n’a d’ailleurs pas
de définitions suffisamment générales.

Dans la deuxieme section, on décrit le formalisme cohomologique conjectural. Plus préci-
sément, on donne la liste des propriétés attendues pour la cohomologie Weil-étale, la liste des
propriétés attendues pour la cohomologie Weil-Arakelov, puis la liste des propriétés reliant
les cohomologies Weil-étale et Weil-Arakelov. Ces trois listes de propriétés généralisent les
définitions et résultats conditionnels obtenus dans le chapitre 6, et permettent d’exprimer
les valeurs spéciales des fonctions zéta de tous les schémas séparés de type fini sur Z. Enfin,
on donne la liste des propriétés reliant la cohomologie Weil-Arakelov a la cohomologie de
Deninger. La plus importante est donnée par des suites exactes longues

o HL, (X, C(n)) — Hiy o (X,0) OZ59 HY L (X,C) — HIFL(X,C(n)) — -

ar,c ar,c

Puisque les espaces H, .(X,C(n)) sont définis de maniere inconditionnelle, cette suite exacte
longue permet d’identifier le noyau Hé X,C)®=" et le conoyau Hé X,C)o=n de ®—n-Id
pour tout n € Z. Par exemple, si X désigne un schéma régulier propre sur Spec(Z), on devrait
avoir des isomorphismes

yn,c( yn,c(

CH™(X)c = Hi(X,C(n)) = Hip, o(X,C)97" = Hip, (X, C)o—n,

ou CH"(X)c désigne le groupe de Chow-Arakelov a coefficients dans C défini par Gillet-
Soulé. Par ailleurs, ces relations entre la cohomologie Weil-Arakelov et la cohomologie de
Deninger permettraient de prouver la conjecture 6.26 sur les ordres d’annulation des fonctions
zéta. Enfin, ces mémes relations permettraient d’exprimer la droite fondamentale A(X /Z,n)c
comme “le déterminant de I'opérateur © — n -1d”. Cependant, on n’a pas réussi pour I'instant
a dégager un argument conjectural permettant d’expliquer la conjecture 6.28 sur les valeurs
spéciales (voir cependant [11]).

Dans la troisieme section, on énonce des résultats obtenus dans les chapitres 4, 5 et 6,
pouvant étre vus comme des "évidences” pour 'existence de ce formalisme cohomologique.
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1. Notations

1.1. On note Sch/ Spec@) la catégorie formée des couples X = (X7, X ) et des morphismes
définis comme suit. Xz est un schéma séparé de type fini sur Spec(Z) au sens usuel. Pour
simplifier, on considére uniquement les cas suivants :
— Soit Xoo =0, et on a X = (Xz,0) = Xy.
— Soit X # 0. Alors on impose que la fibre générique de Xz est projective lisse ; Xz (C)
est muni d’une métrique de Kéahler w telle que FJ (w) = —w ol Fxx € GR est la
conjugaison complexe; et X est le couple (Xz(C),w) muni de son action de G.

Un morphisme
[ X=Xz, X)) — YV =(Vz2,V0)

est un morphisme de schémas f7 : Xz — Yz induisant fo : X — Voo tel que, lorsque
Xoo # 0, 1e foncteur f% transforme les formes harmoniques sur )z(C) en formes harmoniques
Xz(C) pour les métriques données.

On dit que X est régulier si Xz l'est. La dimension de X est par définition la dimension
de Xz. On dit que X est propre (resp. projectif) sur Spec(Z) si Xz est propre (resp. projectif)
sur Spec(Z) et si Xoo # 0. On dit que X est défini sur Z, et on écrit X' /Z, lorsque Xo = 0.

REMARQUE 7.1. Dans les chapitres 3, 4 et 6, X désignait un schéma régulier et propre
sur Z et X désignait une compactification d’Arakelov. Dans ce chapitre, la notation X peut
désigner un schéma de type fini sur Z, par exemple X = X ; mais X peut aussi désigner une
compactification d’Arakelov, par ezemple X = X. On dit dans le premier cas que X est défini
sur Z, et dans le deuziéme cas que X est propre sur Spec(Z).

1.2. On consideére la catégorie quasi-abélienne LCA des groupes abéliens localement com-
pacts [26], ainsi que la sous-catégorie pleine FLCA des groupes abéliens localement com-
pacts de rangs finis [26]. On peut donc considérer les catégories dérivées bornée D?(LCA)
et DY(FLCA) de ces catégories quasi-abéliennes. Alors la dualité de Pontryagin définit une
anti-équivalence

(—)P : D’(LCA)°® = DY(LCA)

identifiant D*(FLCA)°P et D*(FLCA). Si A, B € FLCA, alors Hom(A, B), muni de la topologie
compacte-ouverte, est un objet de FLCA. On peut dériver ce foncteur Hom interne [26]. On
obtient

RHom : DP(FLCA)°? x DY(FLCA) — DYFLCA)
(A, B) +— RHom(A, B) -

On définit alors le produit tensoriel dérivé par dualité de la maniere suivante
A®" B := RHom(A, BP)P.

Munie de ces structures, D’(FLCA) est une catégorie symétrique monoidale fermée [26]. Enfin,
on définit le foncteur triangulé "complexe tangent”

T : DP(FLCA) — D’(R)
C — TxC := RHom(RHom(C,R/Z),R) °

REMARQUE 7.2. Dans ce chapitre R est toujours muni de la topologie standard. On n’uti-
lise donc plus la notation R.
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1.3. On suppose qu’il existe un complexe parfait RI'yr (X /Z)/F™ pour tout schéma
arithmétique X' /Z satisfaisant les propriétés suivantes :
— RTUgr(X/Z)/F™ est covariant pour les immersions ouvertes et contravariant pour les
morphismes propres ;
— pour toute décomposition ouverte-fermée U — X < ) de schémas définis sur Z, on a
un triangle distingué

RUyrU/Z)/F™ = RU4r (X /Z)/F"™ — RU4r (YV/Z)/F" —

— pour X régulier et propre sur Spec(Z), on a Ry (X /Z)/F™ ~ RI'(Xz4y, LQ}/Z/F”),
ot RI'(Xz4r, LY, Iz /F™) est le complexe utilisé dans le chapitre 6;

— s1 X'/F, est un schéma séparé de type fini sur le corps fini Fy, alors RI'gg (X /Z)/F™ ~
RY (Xep, LQ*Oeh/Z/F”) est le complexe défini dans le chapitre 5.

1.4. Enfin, on utilise (uniquement dans la propriété (3) de la section 2.1 ci-dessous)
les notations suivantes. On note Q¢(n) le complexe de cycles de Bloch avec la convention
homologique de [23]. C’est un complexe de faisceaux étales sur un schéma arithmétique X' /Z.
Si X' /7Z est régulier de dimension pure d, on a Q°(n) = Q(d—n)[2d], o Q(d—n) est la notation
pour le complexe de cycles utilisée dans les chapitres 4, 5 et 6. En général, RT'(X,Q¢(n))
calcule I'homologie de Borel-Moore du schéma (quelconque) X.

On utilise aussi, dans la propriété (3) ci-dessous, la notation RI'.(X.p,Z(n)) pour laquelle
je n’ai pas de définition. On suppose qu’il existe une telle définition de sorte que

— RT.(Xeh,Z(n)) est covariant pour les immersions ouvertes et contravariant pour les

morphismes propres;

— pour toute décomposition ouverte-fermée U — X < ), on a un triangle distingué

ch(uehaz(n)) — RFC(Xein(n)) — ch(yehaz(n)) -

— pour X régulier connexe et propre sur Spec(Z), on a RI'c(Xep, Z(n)) ~ RI(Xet, Z(n)),
ou RI'(Xet,Z(n)) est le complexe défini dans le chapitre 6;

— si X/F, est un schéma séparé de type fini sur le corps fini F,, alors RI'.(Xep, Z(n)) est
le complexe défini dans le chapitre 5.

2. Cohomologies conjecturales

En plus de la cohomologie conjecturale de Deninger décrite dans la section 2 du chapitre
2, on conjecture I'existence de deux théories cohomologiques sur Sch/m :

— Cohomologie Weil-étale : Ry .(—,Z(n)) et RI'w (—,Z(n)) qui prend ses valeurs dans
la catégorie dérivée bornée D?(Ab) des groupes abéliens, pour tout n € Z.

— Cohomologie Weil-Arakelov : RU gy o(—, A(n)) et RT'g,(—, A(n)) qui prend ses valeurs
dans la catégorie dérivée bornée DP(LCA) de la catégorie quasi-abélienne LCA des
groupes abéliens localement compact, pour tout A € FLCA de rangs finis et tout
n € Z.

2.1. Propriétés attendues. Ces trois cohomologies doivent satisfaire les propriétés sui-
vantes.

Cohomologie Weil-étale
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(1) Pour tout X et tout entier n, RI'w . (X,Z(n)) est un complexe parfait de groupes
abéliens ; covariant pour les immersions ouvertes et contravariant pour les morphismes
propres.

(2) Pour toute décomposition ouverte-fermée i — X < ), on a un triangle distingué

RTUw,.U,Z(n)) = Rl'w,.(X,Z(n)) = RT'w,(Y,Z(n)) — .

(3) Pour tout X propre régulier sur Spec(Z) et tout n € Z on a un triangle distingué
RHom(RT'(Xz,Q%(n)), Q[—2]) — RI'(Xet, Z(n)) — RTw (X, Z(n)) —
Plus généralement, pour tout X , et tout n € Z on devrait avoir un triangle distingué
RHom(RI'(X7,Q°(n)), Q[—2]) = RT'c(Xen, Z(n)) = Rl'w (X, Z(n)) —
fonctoriel pour les immersions ouvertes et les morphismes propres.

(4) Pour tout X régulier de dimension pure d, on a une dualité parfaite de complexes
parfaits dans D®(Ab)

RTyw (X, Z(n)) @" RUw (X, Z(d — n)) — RUw..(X,Z(d)) — Z[-2d — 1].

Cohomologie Weil-Arakelov

(5) Pour tout A € FLCA et tout n, R[4, .(—, A(n)) est covariant pour les immersions ou-
vertes et contravariant pour les morphismes propres. Pour tout X et tout n, R, .(X, (=) (n))
définit un foncteur triangulé

RT4ro(X, (=) (n)) : D*(FLCA) — D°(FLCA).
En particulier, R4, .(X,R(n)) (resp. Rl 4 (X, Zp(n))) est un complexe parfait de
R-espaces vectoriels (resp. de Z,-modules), et on a un triangle distingué

RT 4 o(X,Z(n)) = RLgp (X, R(n)) = RLgp (X, R/Z(n)) — .

(6) On a une classe fondamentale § € H*(Spec(Z), R(0)) telle que

g (X R(n) S BT, R(n)) 2

ar,c ar,c
est un complexe acyclique pour tout X et tout n, fonctoriel en X.
(7) Pour tout X'/Z et tout n, H},. .(X,R/Z(n)) est compact pour tout i € Z.

(8) Pour tout X régulier de dimension pure d et tout A € FLCA, on a H' (X, A(d)) = 0
pour i > 2d + 1, un morphisme trace H2¢+1(X, A(d)) % A, et une dualité parfaite

RT 4 o(X, A(n)) @ RUy (X, AP(d — n)) — RT4o(X,R/Z(d)) — R/Z[—2d — 1]
dans D®(FLCA), ot AP := RHom(A,R/Z).

(9) Pour tout X régulier, projectif sur Spec(Z) et tout n € Z on a H!, (X, R(n)) = 0 pour
1 # 2n,2n + 1, et un isomorphisme

CH™(X)z = HZ(X,R(n))
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(contravariant) fonctoriel en X', ot CH"(X)r est le groupe de Chow-Arakelov a coef-
ficients réels de X’ défini par Gillet-Soulé ([24] 5.1, [25] 3.3.3) si X" est plat. De plus,
si X est de dimension pure d, le morphisme

uo
CHYX)g ~ HX(X,R(d)) > HX+ (X, R(d)) = R

coincide avec le morphisme "degré”.
(10) Pour tout X, tout entier n € Z et tout nombre premier p on a
RUare(X[1/p], Zp(n)) ~ holim RUar (X [1/p], Z/p*(n)) ~ Rler o(X[1/p], Zp(n))

ol le membre de droite est la cohomologie étale p-adique a support compact. C’est
faux pour la cohomologie sans support compact.

(11) Soit U — X <+ Y une décomposition ouverte-fermée et soit n € Z. Pour tout premier
p < oo le triangle

RT 4y c(U[1/p], Zp(n)) = RTaro(X[1/p], Zp(n)) = Rlarc(V[1/p], Zp(n)) —
est exact. Similairement, pour p = co le triangle
RT 4 Uz, R(n)) = R4y o(Xz,R(n)) = Ry o(Vz,R(n)) —
est exact et compatible avec le morphisme U : RT'4, o(—,R(n)) = RLq, o(—,R(n))[1].

Relations entre les cohomologies Weil-étale et Weil-Arakelov

(12) On a une transformation naturelle Rl .(—,Z(n)) — Rl'w.(—,Z(n)) qui est un iso-
morphisme pour n < 0. De plus, pour X' /Z propre régulier et tout entier n, on a un
triangle distingué

RUqpr(Xr/R)/F"[=2] = RUarc(X,Z(n)) = Rl'w,(X, Z(n)) —
(13) Pour X /Z propre régulier, on a un isomorphisme
RT4-(X,Z(n)) ~ RUw (X, Z(n)).
Par dualité, on en déduit un isomorphisme
RT 4 o(X,R/Z(n)) ~ RHom(RHom(RI'w.(X,Z(n)),Z),R/Z)
~ RDw.(X,Z(n)) @ R/Z.
(14) Pour tout X' /Z et tout n on a des identifications
To Rl are(X, Z(1)) =~ R ap (% /R)/F"[~2)

et

TooRTgro(X,R/Z(n)) >~ Rl (X, Z(n)) ® R.
Si X'/Z est propre et régulier ces deux identifications sont induites par (12) et (13)
respectivement. En appliquant le foncteur T,, au triangle (5) on obtient donc un
triangle distingué

RT 4pc(Ar/R)/F"[—2] = RL4p (X, R(n)) = RTw, (X, Z(n))r — .
(15) Pour tout X régulier propre sur SpT(Z), tout entier n € Z et tout entier m > 0, on a
RT (X, Z/mZ(n)) ~ RUw (X, Z/mZ(n)) ~ RUe(X,Z/mZ(n))
ou Rt (X,Z/mZ(n)) est le complexe défini dans le chapitre 6.
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(16) Pour tout X'/Z, tout n et tout nombre premier p on a un triangle distingué
RFdR,C(XQp/Qp)/Fn[_2] - RFaT’C(X[l/p],Qp(n)) — RPW,C(X[I/T)]; Z(”))Qp —

fonctoriel en X.

Relations entre la cohomologie Weil-Arakelov et la cohomologie de Deninger
(17) Si X est régulier de dimension pure d, on a une dualité parfaite ©-équivariante :

i —i Tr
Hyy o (X,C(n)) x Hat t(X,C(d = n)) = Hit, o(X,C(d)) = C(0)
pour tout ¢ € Z.

(18) Pour tout X et tout n € Z, on a des suites exactes longues

(X,C(n)) — Hiyo(X,0) "5 H  (X,C) — HIFL(X,C(n)) — -

ar,c

ar,c

De plus, si X est régulier de dimension pure d, alors le carré suivant est commutatif :

H3P, (X,C(d)) — HEI (X, C(d))

dyn,c ar,c

A

On aussi une suite exacte longue

c s HL(X,C(m)) — Hiyn(X,0) "8 B (X,€) — HIEFY(X,C(m)) — -

telle que, si X est régulier de dimension pure d et m = d — n, alors ces deux suites
exactes sont duales, via les dualités (8) et (17).

(19) Le diagramme

Ker(® —n-Id) —— Héyn’C(X,C) —— Coker(© —n -1d)

| |

Hi (X,C(n)) sl HiFL(X,C(n))

ar,c ar,c

commute, ou les fleches verticales sont induites par la suite exacte longue (18).
(20) Pour tout X et tout n € Z, la fleche

Ker(© — n-Id) = H},, .(X,C) - Coker(© — n - 1d)

est un isomorphisme.

Relations avec la fonction zéta

(21) On a
2d
S - Id - @ i _1)i+1
C(¥5) = [ detee (= | Hin o4, €) 7
=0

(22) Pour tout X et tout entier n, 'ordre d’annulation de la fonction zéta en s = n est
donnée par

orden((X,s) = Y (=1)"-i - dimgH}, .(X,R(n)).
1€Z
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(23) Pour tout X'/Z et tout entier n, la valeur spéciale (*(X,n) est déterminée au signe
pres par
Aoo((H(X,0)™1 - C(X,n) - Z) = A(X/Z,n)
ol Ao et C(X,n) € Q* sont définis ci-dessous.
2.2. Les trivialisations A\, et A\,. En appliquant le foncteur triangulé T\, au triangle
distingué de (5)
BT 41 (X, Z(1)) = RTaro( X, R(n)) = RT (X, R/Z(n)) =
on obtient
Toe RT 4y e(X, Z(1)) — Too R gy o(X, R(n)) = Too RT (X, R/Z(n)) —
qui s’identifie au triangle distingué
RT 4R (X /R)/F"[-2] = Rl 4 o(X,R(n)) = RT'w,(X,Z(n))r —
d’apres (14) et (5) & nouveau. On obtient
Aso : R detr RL g (X, R(n))
(detr RT'wo(X, Z(n))r) ®r (detr RT gr(Xr/R)/F™)
(detzRTw,o(X,Z(n)) ®z detz RT 4 (X /Z)/F™) @ R
= A(X/Z,n)r

ou le premier isomorphisme est donné par la suite exacte de (6) et le deuxieme isomorphisme
est induit par le dernier triangle distingué ci-dessus. De plus

H lep(X,n)|p = H p_”p(cp(X”

p<oo p<oo
ou vy est la valuation p-adique, c,(X,n) := det(A,(X,n)) € Qy/Z;, et enfin
Ap i (detz, RTaro(X[1/p), Zp(n))) @z, Qp
—  detq, RTar.o(X[1/p], Qp(n))
— detg, RT'w,(X[1/p], Z(n))qg, ®q, detg, RTar(Xg,/Qp)/F"
—  (detzRTw,(X[1/p], Z(n)) @z detzRTar (X [1/p]/Z)/F") @7 Q,
est induit par le triangle (16).

N
oy
oy

— o~

3. Evidences et remarques

Le théoreme suivant reprend des résultats obtenus dans les deux chapitres précédents. On
rappelle que les conjectures AV (X, n), L(X,n), L(X,d —n) et B(X,n), énoncées dans le
chapitre 6, sont connues pour dim(X) < 1, i.e. pour les courbes.

THEOREME 7.3. Soit X/7 un schéma propre régulier de dimension pure d, soit X une
compactification et soit n € Z. Supposons que les conjectures AV (X,n), L(X,n), L(X,d —
n) and B(X,n) sont vérifiées. Alors il existe des complexes de cohomologie Weil-Arakelov
RU 4 o(X, A(n)) et RT 4 (X, A(n)) pour A =Z,R,R/Z et des complexes de cohomologie Weil-
étale RT'w,.(X,Z(n)) et RTw (X, Z(n)) tels que :

— Les conjectures (1)-(9) et (12)-(15) sont vraies.
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— On considére (10) comme une définition de RT o, (X [1/p], Z,(n)). Alors la conjecture
(16) est vraie si X est défini sur un corps fini, ou sin < 0, ou encore si X est presque
lisse au-dessus de p (voir Définition 6.21).

— La conjecture (22) pour X est équivalente a la conjecture (22) pour X, qui est équiva-
lente a la conjecture de Soulé [59].

— Si X est projectif lisse sur un corps fini, alors les conjectures (1)-(23) sont vraies. De
plus, on a C(X,n) =1 pour tout n.

— On a C(X,n) =1 pour tout n < 0.

— On suppose de plus que X est projectif lisse sur 'anneau d’entiers Op d’un corps de
nombres et que le complexe Ccris,p(VX(n)) est semi-simple en zéro pour tout i et toute
place finie p de F. Alors (23) est équivalente a la conjecture de Bloch-Kato [17] pour
la fonction L(®;h*(Xp)(n)[—i], s).

— Soit F/Q un corps de nombres abélien, soit X = Spec(Op) et soit n € Z. Alors (23)
est vraie pour (X,n). On a de plus C(X,n) = (n — )!=FU poyr n > 1.

REMARQUE 7.4. Supposons que ([16] Conjecture 2.9) est satisfaite. Alors la conjecture
(8) pour A = R et X/Z propre régqulier est équivalente a la conjecture de Beilinson reliant
cohomologie motivique et cohomologie de Deligne.

REMARQUE 7.5. Soit X régulier, projectif et plat sur Spec(Z). La conjecture (8) pour
A =R et la conjecture (9) impliquent que 'accouplement ([24] 5.1.4)

CH"(X)r ® CH™™(X)g — R
est parfait (voir aussi [25] Conjecture 1).

REMARQUE 7.6. Cette remarque est une variante de [12]. Soit X régulier projectif et

plat sur Spec(Z). La suite exacte de la conjecture (18) et la conjecture 2.1.(4) donne un
isomorphisme

CH"(X)r® C = Hy (X,C)°".

Alors la conjecture 2.1.(4) implique que (z,y) — Tr(xUxy) induit un produit scalaire hermitien
défini positif sur CH™(X)r ® C. En suivant [12], on peut voir que ceci est "compatible” aux
conditions (i) et (i1) de ([33] Proposition 3.1) qui impliquent la deuziéme des conjectures
standards arithmétiques de Gillet-Soulé ([25] Conjecture 2).

REMARQUE 7.7. Les conjectures (8) pour A = 7Z/mZ et (15) pour X régulier propre sur

Spec(Z) impliquent immédiatement AV (X, n).

Les conjectures (18), (19) et (20), reliant cohomologie Weil-Arakelov et cohomologie de
Deninger, sont suggérées entre autres par les deux remarques suivantes.

REMARQUE 7.8. Les conjectures (5), (18), (20) et (21) impliquent la conjecture sur ’ordre
d’annulation (22).

DEMONSTRATION. On note ¢'(n) 'endomorphisme © — n - Id de HéynC(X,C). D’apres
(18) on a une suite exacte

0 — Coker(¢" ' (n)) — H.,. .(X,C(n)) — Ker(¢'(n)) — 0

ar,c
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de C-espaces vectoriels de dimensions finies (5). Grace & (20), on obtient

> (=1)"-i- dimcH, (X, C(n))

i€Z
= Z( 1)’ -4 - dimgCoker(p +Z "+ - dimcKer(¢'(n))
€L iE€EZ
= Y (-1)"-i-dimcKer(¢' "} () + Y _(=1) - i - dimcKer(¢'(n))
i€L i€L
= —> (-1)" - dimcKer(¢'(n))
iE€EZ

On remarque maintenant que les conjectures (21) et (20) impliquent
ords—n((X,s) = — Z(—l)i - dimgKer (' (n)).
€7
O
REMARQUE 7.9. Si [V 4 V] est un complexe de C-espaces vectoriels de dimension < oo
placés en degrés 0,1, tel que Ker(d) et Coker(d) sont de dimension finie, alors
dete[V % V] := dete (Ker(d)) @c detz " (Coker(d)).
Les conjectures (18), (19) et (20) permettent d’identifier Ao ® C a l’isomorphisme

n—©

®det({j den C(X C) i> den C(X C)]

— det@RFaT,C(X, C(n))
= A(X/Z,n)c

ot le premier isomorphisme est induit par semi-simplicité (20) et le deuxiéme isomorphisme
par la suite exacte longue (18). La conjecture (21) semble alors “suggérer” (23).

REMARQUE 7.10. Soit X/Z un schéma séparé de type fini et soit U — X <+ Y une
décomposition ouverte fermée. Si la conjecture la conjecture (23) en s = n est vraie pour deux
des schémas (U, X,Y) alors elle est vraie pour le troisieme. En effet, les triangles distingués
(16) et (14) font intervenir des complezes de cohomologie a support compact qui donnent lieu
a des triangles distingués pour les décompositions ouverte-fermées d’aprés (2) et (11).

4. Quelques suites exactes
Pour tout X, tout n et tout i, la conjecture (18) donne des morphismes
H(er C(X7 Z(n)) — H(’;T C(X7 R(”)) ®C— Hzlyn,c(X7 C)@:n'

Soit X régulier projectif sur Spec(Z) de dimension d et soit i = 2n. On obtient un isomor-
phisme
CH"(X)r ® C ~ H*™(X,R(n)) ® C =
tel que la composition
CHYX)r ® C ~ H2(X,R(n)) © C ~» H3 (x,0)°=1 5 C
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est le morphisme "degré”. Le morphisme
HZN(X,Z(n)) — CH™(X)r @ C = Hgy (X,C)®="
généralise le morphisme
Pic(Spec(Or)) — H3yy(Spec(Or), €)°

considéré dans ([6] 7.31).
Soit maintenant X /Z un schéma connexe de dimension d, régulier et propre sur Spec(Z),
et soit n € Z un entier. On considere la suite exacte (18)

Y )GnId

ar,c ar,c

(‘X’ R(’I’L))@(C - Héymc(‘)(v C

La description de

Hipn o(X,C) — HiFH X, R(n))@C — -+

uo : H.

ar,c

(X,R(n)) ® C — HLTL(X,R(n)) ® C

ar,c

ainsi que (19) et (20) permettent de scinder cette suite exacte longue. On obtient les suites
exactes courtes

0 — Hi(X,R(n)) ® C — Hi,, (X,C) =54

denc(X C) — HI(X R(n)) ® C — 0,
ott H(X,R(n)) est la cohomologie du complexe R (X, R(n)) défini comme la fibre homoto-
pique du régulateur (voir Section 3.1). On a donc un isomorphisme

Hi(X,R(n)) @ C % Hgyy o(X,C)°7"
Dualement, la deuxieme suite exacte de (18)

dyn<X7C) — Htjl;rl(X7R(m))®C —

- — HJ,(X,R(m))®C — H, (X,C) "%
se scinde en les suites exactes courtes

0 — HI(X,R(m)) ® C — H), (X,C) =5

HJ

iy (X5 C) — HY (X, R(m)) © C — 0,

ott H/(X,R(m)) := HI(X,Z(m))R est la cohomologie motivique usuelle. On obtient I’isomor-
phisme
HI(X,R(m)) ® C = HJ (X,C)%=™"
prédit dans ([6] 7.28).
Soit maintenant n < 0. La fleche

Hyp o(X, Z(n)) — Hiyo(X,Z(n))

ar,c
ar.c(X,Z(n)) est un groupe abélien de type

fini et on a les isomorphismes (valables pour X'/Z arbltraire)

Hiy (X, Z(n)) ® R +— H.,. (X, Z(n)) ® R — H

ar,c ar,c

est un isomorphisme d’apres (12). En particulier, H’

(X, R(n))
d’apres (7). Alors (18) donne une suite exacte longue

)@ n-Id

S H%/V,C(X’Z(n))®c - H(iiyn,c(‘)(’c den C(X C) — Hllﬂji(‘/‘t‘ Z( ))®(C —r

induisant un isomorphisme
®det((c_1)i[HZ(X,C) H’ X,0)] (@ detS ™V Hiy (X, Z(n )))

C
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En utilisant (21) on peut voir ¢*(X,n)~! comme un "générateur canonique” du membre de
gauche. La conjecture (23) affirme que 'image de (*(X,n)~! dans le membre de droite est un
générateur de la droite fondamentale

Q@ detl; V' Hiy (X, Z(n).
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