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I. Introduction

Flot d’un fluide visqueux autour d’un obstacle fixe

U

domaine fluide : U
obstacle solide : {2
O=U U .



I. Introduction

Flot d’un fluide visqueux autour d’un obstacle fixe

U

%—Aqu(u-V)UnLVp:fdaHSU,
divu = 0 dans U,

u = 0 sur 00,
u = 0 sur 0f).



I. Introduction

Flot d’un fluide visqueux autour d’un obstacle fixe : pénalisation

U

ou® 1
au;f — Au® + (u® - V)u® + Vp® + 5—2X9u€ = f dans O,
div u® = 0 dans O,

u® = 0 sur 00.
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I. Introduction

Maillages réguliers : Angot, Arquis, Bruneau, Caltagirone, Fabrie, Mor-
tazavi, Khadra, Parneix,...

Méthodes spectrales : Kevlavian, Ghidaglia,...

Ph. Angot, C.-H. Bruneau, P. Fabrie, A penalization method to take

into account obstacles in incompressible viscous flows, Numer. Math.,
81 (1999), 497-520.

Erreur en /¢ mais les simulations numériques semblent montrer qu’il y
a mieux !



I. Introduction

On va montrer que ’erreur est d’ordre ¢ en décrivant la
couche limite qui se forme dans ’obstacle quand ¢ tend vers 0



II. Couches limites
A. Exemple en 1-d

(1)  —e*u! +u. =0 sur [0,1],

(2)  w(0)=1, u.(1) = 0.

Equation limite : ug =0



II. Couches limites
A. Exemple en 1-d

(1) —&*u’ 4+ u. =0 sur [0,1],
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Equation limite : ug =0

Incompatibilité de 1’équation limite avec la donnée de Dirichlet




II. Couches limites
A. Exemple en 1-d

(1) —&*u’ 4+ u. =0 sur [0,1],

(2)  wu:(0)=1, u (1) =0.
Equation limite : ug =0

Incompatibilité de 1’équation limite avec la donnée de Dirichlet

Ue(z) = €7 = 4+ 1o ()



II. Couches limites
A. Exemple en 1-d

(1)  —e*u! +u. =0 sur [0,1],

(2) . (0)=1, u.(1) = 0.
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Equation limite : ug =0



II. Couches limites
A. Exemple en 1-d
(1) —&*u’ 4+ u. =0 sur [0,1],
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Equation limite : ug =0

Incompatibilité de 1’équation limite avec la donnée de Neumann




II. Couches limites
A. Exemple en 1-d

(1) —&*u’ 4+ u. =0 sur [0,1],
(2)  ul(0)=1, u(1)=0.

Equation limite : ug =0

Incompatibilité de 1’équation limite avec la donnée de Neumann

ue(z) = —ce” = +r.(x)



II. Couches limites
B. Méthode BKW

—e?Auf 4+ uf = f dans Q

u€ = 0 sur Of

Equation limite : u® = f



II. Couches limites
B. Méthode BKW

—e?2Auf 4+ uf = f dans Q

u€ = 0 sur Of

Equation limite : u® = f

Incompatibilité de I’équation limite avec la donnée au bord
—
Couche limite au bord décrite par une méthode BKW

cf. Grenier, Gues, C. , Fabrie,...



II. Couches limites
B. Méthode BKW

—e?Auf 4+ uf = f dans Q

u€ = 0 sur Of

Ansatz : u®(t,x) = U%(x, @) + eUl(x, M) + ...

3

o o(x) =dist(x,00)

o Ul(x,2) = Ui(x) + a(:c,z), avec a(aj,z) — 0 quand z tend vers
+00.



II. Couches limites
B. Méthode BKW

—e?Auf 4+ uf = f dans Q
u€ = 0 sur Of

Etape formelle. On injecte ce développement dans les équations, on
identifie formellement les puissances de € : permet de caractériser les
profils.



II. Couches limites
B. Méthode BKW

—e?Auf 4+ uf = f dans Q

u€ = 0 sur Of

u = U0z, 290y 4 cU (, 220) ..

g

1 1
A(x — Ulxz, SO(:) ) = 8—2|V¢|2Uzz + . 2V - VU, + ApU,) + AU

Ordre £°
_Uz(;)z + UO — f



II. Couches limites
B. Méthode BKW

—e?2Auf 4+ uf = f dans Q
u® = 0 sur 952

_ng - UO — f
2 — 400 Up(z, 2) = Up(z) + Up(z, 2) avec UO — 0 et U2 — 0.

UO(x) = f(x) pour z € Q



II. Couches limites
B. Méthode BKW

—e?Auf +uf = f dans Q

u€ = 0 sur Of
_ng =+ UO — f
Uo = f
Par soustraction : .
-UY,+U°=0

(7)(:1:, z) = A(x)e *



II. Couches limites
B. Méthode BKW
—e?Auf 4+ uf = f dans Q
u® = 0 sur 0f

~U. +U =/
7T s
l%(x,z) = A(x)e™~?
Ordre €° au bord : U%(z,0) =0

A(x) = — f(x) pour x € 02



II. Couches limites
B. Méthode BKW

—e?Auf 4+ uf = f dans Q

u€ = 0 sur Of

Ordre €' au bord : U%(z,0) =0
A(x) = —f(x) pour x € ()

On fait baver cette condition dans €2



II. Couches limites
B. Méthode BKW

—e?Auf 4+ uf = f dans Q

u€ = 0 sur Of

On a caractérisé 'ordre zéro :
f(x) pour z € €

U%x,2) = —f(x)e * pourz € Qet z€ R



II. Couches limites
B. Méthode BKW

On justifie le développement asymptotique en estimant le reste

u*(2) = T%(a) + O(@)00(x, ) 4 1 (a)
Equation du reste :

| 1 —
—¢? (AUO + 50U% + 0 (2Ve - VUL + ApU?) + @AU0> + ...

—e” (V@ V(w e U0, g)) + ABT, +Ar8) + U0+ OU0 +7° = f



II. Couches limites
B. Méthode BKW

On justifie le développement asymptotique en estimant le reste

we () = U%(z) + O(2)U0(x, 90(5‘”)) + 7 (z)

Equation du reste :

| 1 —
—¢? (AUO + 50U% + 0 (2Ve - VUL + ApU?) + @AUO) + ...

e (V@ V(w = U0z, £)) +A@58+Ar€) + T+ OUO +/° = f

€

—e?Art 4+ rf = ..



II. Couches limites
B. Méthode BKW

On justifie le développement asymptotique en estimant le reste

we () = U%(z) + O(2)U0(x, 90(:)) + 7 (z)

Equation du reste :

1 1 —
—¢? (AUO + 50U + 0 (2Ve - VUL + ApU?) + @AUO) + ...

—~—

2 (V@-V(xHUO(x,g))JrA@ﬁBnL )+TT+0U0 4+, =

A



II. Couches limites
B. Méthode BKW

On justifie le développement asymptotique en estimant le reste

we () = U%(z) + O(2)U0(x, 90(:)) + 7 (z)

Equation du reste :

_ 1 .
—e? (AUG + +6- (2Vp - VU, 4+ ApU?) + @AU0> + ..
g2 (V@ V(z i Uz, g)) + AOT, + ) + 4 =

—£2 Ar® 4+ r® = ¢ x fonction des profils + ...



II. Couches limites
B. Méthode BKW

On justifie le développement asymptotique en estimant le reste

we () = U%(z) + O(2)U0(x, 90(:)) + 7 (z)

Equation du reste :

o G ¥ )+

—g? (V@-V(xH(%(x,g))+A@(Afg+ ) + + =

—e2Arf 4+ r° = ¢ x fonction des profils + dérivées de © x fonction de o



II. Couches limites
B. Méthode BKW

On justifie le développement asymptotique en estimant le reste

we () = U%(z) + O(2)U0(x, 90(5‘”)) + 7 (z)

Equation du reste :

—e2Ar® 4+ r® = ¢ x fonction des profils + dérivées de © x fonction de o

Au bord : ¢ =0



II. Couches limites
B. Méthode BKW

On justifie le développement asymptotique en estimant le reste

we(z) = U9(z) + O(z)UO(z, 90(:)) +7¢(2)

Equation du reste :

—e2Ar® 4+ r® = ¢ x fonction des profils + dérivées de © x fonction de o

Au bord : ¢ =0

Par estimation standard : ¢ — 0 en norme L?(Q)



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

ou® 1
(;; — Au® + (u® - V)u® + Vp® + g—zxgu8 = f dans O,
div u® = 0 dans O,

u® = 0 sur 00.




II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

8 IS

(;; —Aut 4+ (v - V)ur+Vp* = f dans U
ov°® 1

;t — Av® + (v° - V)v* 4+ V¢© + g—zvs =0 dans )
divu® =0 dans U
divv® =0 dans 2
u® = v° sur 0

ou’ ov°®
_8?;, —|—p€n:—a:/ +qn sur 0f)

ut =0 sur 00



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Probleme limite : v = 0, donc v = 0 au bord : «" solution de Navier
Stokes dans U.



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Probleme limite : v = 0, donc v = 0 au bord : «" solution de Navier
Stokes dans U.
La pression restant continue :

Probleme avec la condition de transmission sur Neumann
—
Couche limite au bord dans 'obstacle



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

On décrit la couche limite par la méthode BKW

w(t,x) = Ut x) +eUtt,x) + . ..

ve (t,z) = VO(t, , 90(:)) +eVit, , S0(:)) + ...

o o(x) =dist(x,00)

o Vi(t,x,z) = Vi(t,x) + {/vi(t,x,z), avec f/v"'(t,x,z) — 0 quand z
tend vers +o0.



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Ordre e~ 2 dans  :

ove
ot

1
— Av® + (v° - V)v® + Vg© + 5_ZU€ =0

~V2 + VY =0
z— +00: VO =0
-V + Vo =0 ‘//vo(t,af,z) = vo(t,x)e_z




II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Ordre e~ ! au bord :

ou’ Ove

~ On +pn:—8n+qn
A%
= — Q —
0 az(xeﬁ,z 0)

On fait baver cette condition : ‘76 =0



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

V9=0

Avec l'ordre zéro de :

8(;:5 — Au® + (u® - V)u*+Vp® = f dansU
div u® =0 dans U
ut = v° sur 0f2

U9 solution de NS dans U



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

ordre £° dans ()
divo® =0

Vi, =0

Y

V]%, est constante en z donc V]\1, = 0.



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

ordre e~ ! dans

a’Ue g g g g 1 g _
5 — Av® + (v° - V)v° 4+ Vg +€—Zv =0
aO
Vvt =0
0z
z— 4o00: VI=0
0q" ~
Partie normale : %:0’ ie. ¢" =0
z

Partie tangentielle : —V; __ + Vi = 0 soit

—~—

Vr} = vl(t, xr)e ?



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Ordre €Y au bord :

ou’ Lo ov® e
— n=— n
on b on 1
oU?°
——+p0n:—VZ1(z:O)+qu
on

ou?
Partie tangentielle : V}!(z = 0) = (8—> au bord, et donc, en
/)T

étendant cette condition :

Vit a,2) = - (%)T (P(r))e”

P(z) = projection de x sur 0f2.



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Ordre £° au bord :

ou’ 4o ov® e

— n=— n
on an 1

ouV
o +p'n =~V (2=0)+¢"n
Partie tangentielle :
—~ 8U0
V%(t,:c,z) — 8—n(P(£L'))€_Z

Partie normale :
¢° = p® au bord



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Caractérisation des profils :

Vo — g
Vo
Vit 2, 2) = %(P(x))e—z

UV solution de NS dans U
Ainsi de suite, on caractérise U, U?, V2.

Les profils existent et sont réguliers sur [0, 7]



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Développement asymptotique :

us(t,x) = UO(t, ) + eUL(t, ) + 2U2(t, ) + e2us (¢, x)

v (t,x) = eO(x)V1(t, z, 22) 4 2V2(t, 1) + 20 (2) V2 (t, o, £8) + 2505 (¢, 2)



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Equation du reste :

ous

5? — Aus + (Uz - V)us + (us - VU + % (uy. - V)uy + Vp. = R%,, dans U
8/0,’% 5 £ I 3 g g v 1S} 1 g S

ot —A’UT—'—(L&-'V)’UT—F(UT'V)L5+52(vr' ;)vr—i_ QT+€_QUT: obs dans €2

U.=U+ U +2U% et Vo(t,2) = eV +2V2



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Equation du reste :

a IS
5;7“ — AU+ (U, - VYUl + (ul - VUL + €2 (ul - V)us + Vpe = R, dans U

v 3 1
;tr—AviJr(%-V)viJr(vi-V)Vngs?( -V)v; + Vg5 + g—v = R;,. dans

714, d’ordre e? et RS, d’ordre £’



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

On veut obtenir :

Pour tout T' < T™, les termes de reste us. et vy sont bornés dans
L>(0,T;L*) N L*(0,T; HY).



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Equation du reste :

ou; 3
5;: — Aug + (Ue - V)up + (ug - V)Ue + €2 (uy. - V)ug + Vpr. = Ry, dans U
8?}76:" g g g 3 g g g 1 g g

o AU’I’ + (‘/;- ) V)’UT + (U’P ) V)‘/;- + €2 (UT ) V)U’P + VQT’ + €_QU7° — flobs dans €2

ot



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Estimation du terme bilinéaire :

1 1
/(ui-V)ui-ui:——/divuf,|uf,\2—|——/ u |*us - ndo
u 2 Ju 2 Jog

Premier terme : divergence nulle

div u;. = —e2divU, =0

Deuxieme terme : continuité du reste au bord



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

Estimation du terme bilinéaire :
Nécessité d’'une condition de divergence nulle sur le reste dans {2

: _3 ..
div vf = —¢~2div V; = d’ordre &°
On releve cette divergence :

Yf € HY(Q), divy® =—e 2div Ve, [¢f|y < Ké?

] g __ g g
et on estime w; = v —



II. Couches limites
C. Cas de la pénalisation

d 1
= llrestel |3 + | Vreste|2: + =5 o5 |32q) < K (£)(1+ [jreste]3:)

K € LY(0,T; R) pour T < T* : Gronwall

Théoreme.- Pour tout T' < T, les termes de reste u; et v sont bornés
dans L>=(0,T; L?) N L*(0,T; H').




III. Couches minces de matériau poreux
A. Motivation

Flot d’un fluide visqueux autour d’un obstacle entouré d’une couche

mince de matériau poreux

N=0. Ul Uw,

we : couche mince poreuse d’épaisseur ke
(). : obstacle de frontiere I';.

U. =UUT Uw, : partie fluide



III. Couches minces de matériau poreux
A. Motivation

Modele avec faible perméabilité

0 1
O _ Aut(u- V)t Vpt D= f dansis
divu =0 dans U,

u =20 sur I'.



III. Couches minces de matériau poreux
A. Motivation

Modele de Brinkmann stationnaire

%—Au%—(u-V)u—Fszf dans U
1

—Au + gu+ Vp=20 dans w,

divu =10 dans U,

uw =20 sur I'.

B ou 1
lu] =0 et lg—n—pn]—2|u\n sur I’



III. Couches minces de matériau poreux
A. Motivation

Modele avec condition au bord équivalente

%—Au—l—(u-V)u—kVp:f dans U
divu =0 dans U
(o)
U= —kKe| — sur I'
on )

A. Mikelic, Stationary incompressible viscous flurd flow through a porous
boundary, Z. Angew. Math. Mech. 67 (1987), 273275



III. Couches minces de matériau poreux
A. Motivation

Méthode numérique par pénalisation

0 1 1
a—?—Au—l—(u-V)u—l—Vp—l- ng€U+€_2XQEUZf dans O
divu =20 dans O

Ch.-H. Bruneau, I. Mortazavi, Controle passif d’écoulements incompress-

wbles autour d’obstacles a l’aide de milieux poreux, C. R. Acad. Sci. Paris,
328 (2001), 517-521



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

Paramétrisation de w. par I'x]0, ke| avec ¥ : x +— (P(x),dist(z, "))
Siu:w, — IR, u=uo0oW

ou .

V.= (Id+ sdn(o)) " Vra



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

O 1
a—?—Aqu(u-V)ujLVergX%u:f dans U
divu =20 dans U,

u =20 sur I'.



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

88

(;; — Aut 4+ (u° - V)us +Vp® = f

8’08 S g g S g

5 — Av® + (v° - V)v* 4+ Vg® + —v° =0
divu® =0

divv® =0

u® = v°

du® sn_(%e_ e

on P on 1

dans U

dans w,

dans U
dans w,

sur I'

sur I'

sur I'.



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

Dans w,, on décrit v par

v (t,z) = VO(t, P(x), 90(:7)) eVt P(a), 90(:)) T

V' définis sur le domaine fixe sur IR x T' x [0, &]



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

BKW classique : on caractérise les profils en identifiant les puissances
de €
e Développement asymptotique des opérateurs de dérivation :

Vr ) = Vr %—5;3‘7£‘—F .

p(x
&

p(x)

= Vr

e Profils dans la couche mince polynomiaux en z



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

Caractérisation des profils :
Up : solution de NS avec conditions de Dirichlet dans i/

( aa_U;_AU1+(U1.V)UO+(UO-V)U1+VP1:0 dans U/

¢ divU' =0 dans U

\ Ulz_/{%_[,']: sur I'
VO=0et

Vl(t,a, z) = (z — /f)aain(t,a)



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

Estimation du reste :

w =U%+eU + ... +eul

T

v¢ = eV P(x),p(x)/e) +... +e*v



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

Estimation du reste :

u = U + Ut + 2U% + 3U; 42t

r

V¢ = eV 42V + %V +e%0f
Perte en ¢! pour relever la divergence dans la couche mince
—
On doit mener le développement un cran plus loin pour un reste de
meéme ordre



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

Estimation du reste : relevement de la divergence
Proposition.- Pour Q fizé, si g € L*(Q) est d’intégrale nulle, il existe
€ H () tel que div ¢ = g avec

1] 1) < Cllgllr2)-



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

Estimation du reste : relevement de la divergence
Proposition.- Pour tout €, si g € L*(w.) est d’intégrale nulle, il existe
Y € H} (we) tel que div ) = g avec

C
1] 1) < EHQHH(%)-



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

Proposition.- Pour tout €, si g € L*(w.) est d’intégrale nulle, il existe
Y € H} (we) tel que div ) = g avec

C
1l = ~ll9llez )

Preuve (couche mince plane). Dans w. = wx]0, [, on fait un change-
ment d’échelle :

< Z

2
u(x,y,z) — (Yl(xaya_)7Y2(xay7 )7€Y3(:Cay7_))
g £

€
divu = g dans w, < divY = g = g(x,y,ez) dans w;

. C
1Y 7100) < CllglNL2w) = llullgrw) < ;HQHH(%—)



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

Faible perméabilité

Out e c 15 € 1 €

5 Auf + (u® - V)u® + Vp© + ngEU» = [ dansl;
div u® = dans U,
ué = sur Fg

Théoréme.- Dans la partie fluide, u® = U® +eU' +c2us, ou us est borné
dans L>=(0,T; L*(U)) N L*(0,T; HY(U)), avec

o Uy solution de NS avec Dirichlet homogéne au bord

ouY

o UU; solution du linéarisé de NS autour de Uy avec Uy = —k—— au

on
bord




III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

Brinkmann

0

a—?—Au—k(u-V)u—kVp:f dans U
1

—Au+-u+Vp=0 dans w.
£

divu =0 dans U,

uw =20 sur I'.

ou 1, 5
lu] =0 et la—n—pn]—§|u\n sur I’



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

Condition au bord équivalente

@—Au—k(u-V)u—FVp:f dans U

ot
divu =0 dans U

U = —KE (%> sur I’
on )



III. Couches minces de matériau poreux
B. Développement asymptotique pour les couches minces

Théoreme.- Dans la partie fluide, ces trois modeles admettent le méme
développement asymptotique avec reste d’ordre 2.




III. Couches minces de matériau poreux
C. Méthode numérique par pénalisation

0 1 1
T Aut (- Vut Vpt xeu+ =xo.u=f dansO
Ot £ g2
divu =0 dans O

Couplage du développement dans la couche mince avec le développement
asymptotique de la couche limite dans I’obstacle



III. Couches minces de matériau poreux
C. Méthode numérique par pénalisation

Développement asymptotique a ’ordre 2.

Dans le fluide, u® = U® + eU' + 2w

(

\

ouU!
eyl AU+ (UL VU + (U -V)U' +Vp' =0  dans U
div U' =0 dans U
0
Ulz—(ﬁ;—I—l)ai sur I’

on



Conclusions, perspectives

La méthode de pénalisation crée une couche limite uniquement dans
’obstacle

Méthode BKW : géométrie complexe, mais nécessite de la régularité

Cas d’un obstacle mobile ?



