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Corrigé du DM n° 1
Baréme: Ex 1 sur 6, Ex 2 sur 2, Ex 3 sur 8, Ex 4 sur 4

Exercice 1 — Résoudre dans R le systeme linéaire suivant d’inconnues z,y, z
(on discutera les solutions en fonction du parametre m).

mr+y+z = 1
rT+my+z = m
m

r+y+mz = 2

Solution Exercice 1 — Notons (.5) le systeme linéaire ci-dessus, et S son ensemble
de solutions. On applique la méthode du pivot de Gauss:

r+y+mz = m? L+ L
(S)=q z+my+z = m
me+y+z = 1
r+y+mz = m?
= (m—1y+(1-m)z = m-—m? Ly< Ly— L
1—m)y+(1—m?)z = 1-m? L3z< Ly—ml,
t+y+mz = m?
— (m—1)(y—2) = —m(m—1)

L=m)(y+(L+m)z) = (1—-m)(L+m+m?)

On souhaite simplifier les deux dernieres équations par m — 1 donc on doit dis-
tinguer les cas m =1, m # 1.
Si m = 1: on obtient

()= z+y+z=1
donc
S={(z,y,1—z—y)| (z,y) € R*}
={(0,0,1) + 2(1,0, —1) + 4(0,1, =1) | (z,y) € R*}.

Si m # 1: alors on peut diviser par m — 1 les deux dernieres équations.



r+y+mz = m
() <= y—z = —m
y+(1+m)z = 1+m+m?

r+y+mz = m
— Yy—z = —m
(24+m)z = 1+2m+m? L3« Ly— Ly

Pour calculer z il faut diviser par m + 2 donc nouvelle discussion suivant que

m = —2 ou pas.
Sim=-2:
r+y—2z = 4
() = y—z = 2
0.z =1

La dernie¢re équation donne 0 = 1 ce qui n’est pas possible donc S = ().
Finalement, si m # —2 et m # 1, on obtient

2

rT+y+mz = m
(S) — y—z = —m
P 14+2m+m2 __ (m+1)2
- m+2 T om42
_ 2 - _ __m+41
vo= mtoy—me=—{5
= y = —mtz=5
_ (m+1)?
< = m+2

et

m+1 1 (m—l—l)2

S={(- , , )}
m+2 m+2 m-+2

On résume le résultat trouvé pour I'ensemble S des solutions du systeme (.5):

Sim=1: S={(z,y,1—z—y)|(z,y) € R’}
Sim=-2: S=§0

SimeR\{-21}: S= {(— <Zi;>’m12’(:&1j—12)2)}'




Exercice 2 — Dans C3, le vecteur u = (1,4,1) est-il combinaison linéaire des
vecteurs e; = (1,2, —1i), es = (1,4,1 4+ 1) et e3 = (1,—1,21) ?

Solution Exercice 2 — On cherche s’il existe des nombres complexes A1, Ao, A3
tels que
Arer + Aoeg + Azes = u
ce qui conduit au systeme linéaire
MF+X+A =1
2)\1+’i)\2—)\3 = Z
—iA + (L +9)Ae +2iN3 =

On résoud ce systeme linéaire par la méthode du pivot de Gauss et on trouve qu’il

n’a pas de solutions (bien str, il faut détailler le calcul). Donc la réponse est: non,
u n’est pas combinaison linéaire des vecteurs ey, ez, e3.

Exercice 3 — Dans R*, on définit:
E = {(z1, 29,23, 24) € R* | 21 + 29 + 23 + 24 = 0}
F = Vect((1,-1,0,0),(0,1,1,1)) G = Vect((1,—-1,1,-1))

Exprimez chacun des sous-espaces vectoriels de R* suivants sous la forme Vect(vy, . . .

EnF, FNG, ENG, E+F, E+G, F+G.

Solution Exercice 3 —

ENF: La forme générale d'un vecteur de F' est A\;(1,—1,0,0) + \p(0,1,1,1) =
(A1, = A1+ A2, A2, Ag) avee (A1, Ay) € R2. Ce vecteur appartient & F si et seulement
si A1 4+ (=1 + A2) + A2 + Ay = 0, soit 3\y = 0 ce qui équivaut a Ay = 0. Donc

ENF={\(1,-1,0,0) | \; € R} = Vect((1, —1,0,0)).

FNG: Un vecteur de FNG est a la fois de la forme Ay (1,—1,0,0)+X2(0,1,1,1) et
de la forme p(1,—1,1,—1). On cherche donc toutes les solutions (A;, Ao, 1) € R3
de I’équation

A(1,—=1,0,0) + X2(0,1,1,1) = p(1,-1,1,—1).
Celle-ci conduit au systeme linéaire

A=
—)\1 + )\2 = —M

A2 =

Ay = —p

Il est facile de voir que ce systéme linéaire a pour seule solution (A, A2, ) = (0,0, 0)
ce qui montre que F'N G = {0}.
E N G: On remarque que (1,—1,1,—1) € E donc ENG = G.

)Uk):



E + F: On met d’abord E sous la forme "Vect’. Pour cela, on traite E comme
un ensemble de solutions de systeme linéaire. Comme 1 + x5 + 23+ x4 = 0 si et
seulement si x4 = —x1 — 29 — x3, On a
E — {(xlawZax37 —T1 — Ty — 1'3) | (l’l,l‘Q,fL’g}) S R3}
= {x1(1,0,0, —1) + 25(0,1,0, —1) + 23(0,0,1, =1) | (21, 22, 23) € R*}
= Vect((1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1, —1)).

Les vecteurs de E + F' sont ceux de la forme u + v avec u € E et v € F.
En écrivant u sous la forme u = x,(1,0,0,—1) + 22(0,1,0, —1) + 25(0,0,1,—1)
avec (1,79, 73) € R3 et v sous la forme v = A\;(1,—1,0,0) + X\2(0,1,1,1) avec
()\1, )\2) S RQ, on a
utv =21(1,0,0, —1)+x2(0,1,0, —1)+23(0,0,1, —=1)+A;(1,—1,0,0)+A2(0, 1,1, 1)
et on voit que

E + F = Vect((1,0,0,—-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—-1),(1,—1,0,0), (0,1,1,1)).
La le job est fait, on a répondu a la question. Pour aller plus loin, on peut se
rendre compte que ces vecteurs engendrent R* et donc que F + F = R*.

Voila une autre solution plus expéditive, qui exploite le résultat vu en cours qui
dit que “si U C V alors U =V si et seulement si dim(U) = dim(V)”.

On ales inclusions £ C E+F C R*. On sait que dim(R*) = 4 et que dim(E) = 3
(cette derniere affirmation mérite une justification: par exemple il est facile de voir
que les trois vecteurs (1,0,0,—1),(0,1,0,—1), (0,0, 1, —1) forment une base de E).
Donc 3 < dim(E + F) < 4. Mais E + F # FE car le vecteur (0,1,1,1) est dans
F mais pas dans E donc on ne peut pas avoir dim(E + F') = dim(E). C’est donc
que dim(F + F) = 4 soit que E + F = R*.

E+G: OnaGC EFdonc F+G=E.

F + G: Par le méme raisonnement que pour F + F,

F +G = Vect((1,-1,0,0), (0,1, 1,1), (1, = 1,1, =1)).

Exercice 4 — Soit £ = F(N,R) I'espace vectoriel des suites réelles. Soit
F={ue E| pour tout n >0, Upio = Ups1 + Up}.
1) Montrez que F' est un sous-espace vectoriel de E.
2) Déterminez deux valeurs de a non nulles pour lesquelles la suite de terme
général a” appartient a F.
Solution Exercice 4 —
1) On vérifie les trois propriétés requises:
(i) F' est non vide: en effet la suite dont tous les termes sont nuls vérifie bien
la condition “pour tout n > 0, uyi0 = Upsiq + u,” car 0 =04 0.



(i) Soit u = (up)n>0 €t v = (Vy)n>0 deux éléments de F'; montrons que w =
u + v appartient a F. On a
Wt = Upy2 + Upto = Upt1 + Up + Upg1 + Uy

= (un—l-l + Un—l—l) + (un + Un) = Wpy1 + Wy

donc w € F.
(iii) Soit u = (up)n>o0 € F et A € R, montrons que w = Au € F. On a
W2 = )\un+2 = )\<un+1 + un)
= >\un+l + )\un = Wpy1 + Wy
donc w € F.

2) Posons u, = a™ avec a # 0. La condition u,1os = un41 + u, équivaut a
a"? = @™ + a" soit a"(a® —a — 1) = 0, ou encore a* —a — 1 = 0 (car a # 0).
Le discriminant de cette équation de degré 2 est 5 qui est positif donc elle a deux
solutions réelles qui sont a; = (14 v/5)/2 et az = (1 — V/5)/2.



