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Exercice 1. Déterminez I’ensemble des solutions dans R* du systéme linéaire suivant :

y—2z+t=1
x+3z=-1
2x+3y+3t=1
X+y+z+t=0

On résoud par la méthode du pivot de Gauss en indiquant les opérations effectuées
sur les lignes L; :

y—2z+t=1 (x+3z=-1 Ly < Ly
x+3z=-1 y—2z+t=1
2x+3y+3t=1 ) 2x+3y+3t=1
xX+y+z+t=0 | x+y+z+t=0
(x+3z=-1
y—2z4t=1
7\ 3y—6z+3t=3 Ly« Ly—2L
\y—2z-|—t=1 L4(—L4—L1
x+3z=-1
y—2z+t=1
= 0=0 Ly « L3 — 3L,
0=0 Ly+ Ly— 1Ly
— x=-1-3z
y=1+2z—1t

Donc "'ensemble S des solutions est :

S={(-1-3z1+2z—t,zt) | (zt) € R?}.

Exercice 2. Pour chacune des familles suivantes de vecteurs de R?, on demande de
déterminer si elles sont libres et de déterminer la dimension du sous-espace vectoriel
qu’elles engendrent.



= L b=

(1i1,1lp) avecii; = (1,0,1) et il = (1,2,2).

(#i1, i, il3) avec ti; = (1,0,0), i, = (1,1,0) et ti3 = (1,1,1).

(if1, iy, Ui3) avec iy = (1,2,1), il = (2,1,—1) etil3 = (1,—1,-2).

(11, iy, i3, 1) avec ti; = (1,0,0), i, = (1,1,0), i3 = (1,1,1) et iiy = (1,2,3).

Exercice 3. Dans IR3, on considere les vecteurs i = (1,1,1) et 7 = (1,—1,a) oura € R.

1.

2.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que le vecteur @ = (3,1, 3)
appartienne a Vect(iZ, 7). Montrer que lorsque cette condition est satisfaite, les sous-
espaces Vect(il, ¥), Vect(ii, @) et Vect(7, @) sont égaux.

A quelle condition, portant sur a, la famille (i, 7, @) est-elle une base de R® ? Justifiez
votre réponse.

Exercice 4. On considere pour n > 2 les sous-espaces vectoriels de R" :

et

E={(x1,...,x0) e R" | x1+---+x, =0}

F = Vect((1,...,1)).

1. Donnez une base et la dimension de F.
2. Montrez que {(1,-1,0,...,0),(1,0,—1,...,0),...(1,0,...,0,—1)} est une base de

E, et déterminez la dimension de E.
Montrez que EN F = {0}.

Montrez que, pour tout x € R”, il existe un unique couple (u,v) € E x F tels que
x = u + v. (indication : on pourra écrire v = A(1,...,1) et calculer A en fonction des
coordonnées de x).

1. Une base de F est {(1,...,1)} et sa dimension est 1.

2. Soit ey = (1,-1,0,...,0), &2 = (1,0,—1,...,0),...

,en—1 = (1,0,...,0,—1). Mon-
trons que {e1, ey, ..., e, 1} est libre : soit (Ay,...,A,_1) € R"! tels que Ae; +
Ases + -+ A,_1e,-1 = 0.Onadonc:

(M+Ar+--+ A1, =AM, — A, ..., A1) =(0,0,...,0)

ce qui entraine :
M=0,A=0..,A,1=0.

Soit G = Vect(ey,...e;_1). Comme la famille {eq,...,e,_1} est libre, G est un sous-
espace vectoriel de R” de dimension n — 1. Comme chacun des vecteurs ¢; appar-
tient & E (car la somme de ses coordonnées vaut 0), on a G C E. donc dim(G) <
dim(E). D’autre part, E # R" car par exemple (1,0,...,0) ¢ E, donc dim(E) < n.
On a donc dim(E) < n et dim(E) > (n — 1) donc la seule possibilité est que
dim(E) = n — 1 et donc que {ej, ..., e,_1} soit une base de E.



3.

4.

Soitv = A(1,1,...,1) € F,1a somme de ses coordonnées est An donc celle-ci ne peut

valoir 0 que si A = 0 soitsiv = 0.

Supposons qu’une telle décomposition existe pour x € R", soit x = u + A(1,...,1)

avec u € E. On a alors . .
S

i=1 i=1

U+ An = An
donc A = ()1 x;) /n.

Soit maintenant x € R” quelconque. Onpose A = (Y}'; x;)/netu =x—A(1,...,1).
On vérifie que u € E : en effet,

Onabienx =u+vavecv =A(1,...,1) € Fetu € E.



