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Devoir a la maison n°l

Exercice 1
Soit G = {a + bv/2, a,b € Q} C R. On notera a-+by/2 les éléments de G sans préciser que a,b € Q.

1. Montrer que G est un groupe pour 'addition.
2. Prouver que G \ {0} est un groupe pour la multiplication.

3. On définit la relation ~ sur G par (a +0V2 ~ e+ d\/§) < (a—ce2Zetb—deZ).

a) Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur G.
b) Soit H la classe de 0 pour cette relation d’équivalence. Décrire H et vérifier que c’est
un sous-groupe de (G, +).
: G — Q
4. Soit N : { G/ s o
a) Vérifier que pour = € G, N(z) = 0 implique = = 0.
b) Montrer que N définit un morphisme de groupes de (G \ {0}, x) dans (Q*, x).

Exercice 2 groupe des quaternions
On note GL(2,C) I'ensemble des matrices 2 x 2 a coefficients complexes inversibles, on rappelle
qu’il est muni d’une structure de groupe par le produit matriciel. On note : un nombre complexe
de carré —1.

1. Soit SL(2,C) I'ensemble des matrices de 2 x 2 a coefficients complexes de déterminant 1.
Montrer que SL(2, C) est un sous-groupe de GL(2,C).

2. Soit I'ensemble G défini par

{605 0096565 E D0

Montrer que G est un sous-groupe de SL(2, C), on pourra écrire la table de multiplication
du sous-ensemble X de G suivant :

(6 0L )

Le groupe G est-il abélien?

3. Montrer que G est engendré par (_01 (1)) et <(z) é)
*4. a) Soient (I',-) un groupe, ¢ un automorphisme de I' et = un élément de I' d’ordre r,
prouver que o(x) est d’ordre r.

b) Soient o € Aut(G) et z € G\ {i <é (1)> } Montrer que o(z) # + ((1) (1))

Exercice 3
Soit G un groupe fini tel que pour tout = € G, 22 = eg.

1. Montrer que G est abélien.

2. Soient H un sous-groupe de G et x € G\ H, on note K = (HU{x}) le sous-groupe engendré
par H et z. Montrer que K est 'union disjointe de H et de *H = {zh, h € H}. En déduire
que | K| = 2|H|.

3. En déduire que le cardinal |G| de G est une puissance de 2.
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