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1 Densité des polynomes trigonométriques dans I’ensemble des fonc-
tions continues 27 —périodiques.

On considere I’ensemble E des fonctions continues 27-périodiques a valeurs complexes, le but de cet
exercice est de construire une suite d’approximants pour la norme uniforme sous la forme de polynémes
trigonométriques.

On considere I’espace F des fonctions continues a valeurs complexes définit sur U, le cercle unité de C :
U= {zeCtels que |z] = 1}.

1. Enoncer les propriétés que doit vérifier une famille de fonctions pour pouvoir appliquer le théoreme

de Stone Weierstrass dans le cas complexe.

2. Vérifier que I’espace vectoriel engendré par les fonctions (z),cz vérifie les hypothese du théoréme
de Stone Weierstrass dans I’espace F'.

3. En déduire que pour toute fonction g € F, et pour tout € > 0, il existe N € N et une suite o, telle que

pour tout z € U, |g(z) — Y__y 0.2"| < €, c’est a dire que pour tout t € R, |g(e) =¥\ a,e™| <
E.

— [0,27[

o rtelquez— el - A toute fonction f définie sur [0,27[

4. Soit 6 la fonction définie par

on associe la fonction g = fo 6.
Montrer que si f est continue sur [0,27[, g = f o 0 est continue sur U\{1}.

5. En calculant les deux limites suivantes :
lim u) et lim u
u—>1,1m(u)>Og( ) u—)l,Izn(u)<0g( )
montrer que si f € E alors g est continue en 1 etque g € F.

6. En déduire que pour tout f € E et pour tout € > 0, il existe N € N et une suite o, telle que pour
toutz € [0,27[, | f(t) — Yh__y 0ne™| < €.

7. En déduire que les polyndmes trigonométriques sont denses dans E.

Nous verrons que le noyau de Fejer permet une construction explicite d’une suite approximante de poly-
ndmes trigonométriques.

2 Complétude de I’espace ¢,,(N)

Le but de cet exercice est de montrer que I’espace de suites £, (N) est complet.
Pour cela on considere une suite (#"),cn de Cauchy d’éléments de £, (N).

1. Montrer que la suite (|[u"||,),en est bornée. On note u} le kieme terme de la suite u".

2. Montrer que pour tout k € N, la suite (u}),cn est une suite de Cauchy. En déduire que pour tout
k € N, la suite (u}),en converge vers une valeur u;. Dans la suite on note u la suite dont le kieme
terme est uy.

3. Montrer qu’il existe M tel que pour tout g € N et pour tout N € N,
N
Y P <M
k=1

4. En déduire que la suite (uy)ren € £,(N).
5. Montrer que pour tout € > 0, il existe ng € N tel que si g > ng, pour tout N € Non a

N
Z |uZ—uk\” <éev.
k=1

6. En déduire que pour tout € > 0, il existe ny € N tel que si g > no, ||u? —ul|, < €. Conclure.



3 Fonctions continues

1. Pour k € R, soit H; le sous-espace de C([0,1}) défini par :

Hi = {f € C([0,1])/1f(x) = fO)| < ke —=y[}
On pose H = U+« Hi-
(a) Montrer que C'([0,1]) C H mais que v/x ¢ H.
(b) Montrer que, pour tout k, Hy est un espace de Banach pour la norme |.||.. .

(c) Montrer qu’il existe une suite de fonctions de H qui converge uniformément sur [0, 1] vers
v/x. En déduire que H n’est pas complet pour la norme uniforme.

[f(x) = f )l

— g tlrO)
e =)l

Montrer que cette application est une norme sur H et que H est complet pour cette norme.

(d) On pose || f]| = sup
X7y

2. Soit E I’espace des séries convergentes dans R ; on pose : ||u|| = sup [L_; u|.
n>0

(a) Montrer que ||.|| est une norme sur E et que E est complet pour cette norme.

(b) Lespace I; des séries absolument convergentes est un sous-espace de E; montrer que les
normes ||.|| et ||.||; ne sont pas équivalentes ( on pourra considérer la suite de terme général

Up = %, u, € E.
3. Soit E un compact et (f;) une suite de fonctions de C(E,E) qui converge uniformément vers une
fonction f.
(a) Montrer que si (x,) est une suite de points qui converge vers x, la suite (f,(x,)) converge vers
f().
(b) On suppose que pour tout n, f,, admet un point fixe. Montrer que f a un point fixe.

(c) Soit K un compact convexe de R” et f une application de K dans K tellle que : Vx,y €
K lFG) =fl < llx =yl -
En considérant les fonctions f, définies sur K par f,(x) = 1 f(xo) + (1 — 1) f(x), x0 € K,
montrer que f a un point fixe.
4. Soit E=C([0,1],R) et f € E telle que f, f(x)x"dx =0, ¥n > 0.
Montrer que f = 0. On pourra utiliser une suite de polyndmes qui converge vers f pour une norme
adéquate.

5. Soit f une application continue de E dans R telle qu’il existe n telle que f” soit contractante. On
note xo le point fixe de f”.

(a) Montrer que tout point fixe de f est un point fixe de f".
(b) Montrer que si x est un point fixe de f”, il en est de méme de f(x);

(c) En déduire que x( est I’unique point fixe de f.
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