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– EXERCICE 1

Sur l’intervalle [−1, 1], on définit le polynôme de Tchebycheff

Tn(x) = cos(narccos x).

1. Montrer que, pour tout x ∈ [−1, 1], on a

Tn+2(x) = 2xTn+1(x)− Tn(x).

On pourra utiliser une formule de trigonométrie pour évaluer Tn+2(x)+Tn(x) ou faire
une double récurrence.

2. Calculer T0, T1, T2 et T3.

3. Quel est le degré de Tn et son coefficient du monôme de plus haut degré ?

4. Exprimer les monômes 1, x, x2 et x3 en fonction des premiers Tn.

5. Calculer le produit scalaire (Tn, Tl)ω dans L2
ω(−1, 1) pour ω = 1√

1−x2
.

6. Quel est le polynôme p2 ∈ IP2 de meilleure approximation de f(x) = x3−x2−1/4x+
1/4 ? Comment évolue l’erreur ?

7. Mêmes questions pour f(x) = |x|.

.../...
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– EXERCICE 2

Soient T un nombre réel positif et f ∈ C∞([0, T ] × IR), on veut résoudre le problème
de Cauchy

(C)

{

y′(t) = f(t, y(t))
y(t0) = y0.

On suppose que f est L-lipschitzienne en y et on introduit la méthode définie par

yn+1 = yn + hnφ(tn, yn, hn) ; tn+1 = tn + hn.

1. Déterminer φ(tn, yn, hn) pour la méthode d’Euler. Montrer que la méthode est consis-
tante et stable. Qu’en déduisez-vous ?

2. Soit φ(tn, yn, hn) = f(tn, yn) +
hn

2
g(tn, yn)

avec g(tn, yn) = ∂tf(tn, yn) + f(tn, yn)∂yf(tn, yn).
Etudier la consistance de la méthode résultante.

3. Donner une condition suffisante sur g pour que le schéma soit convergent.

4. Construire une méthode d’ordre 3. Comment faut-il procéder pour obtenir une méthode
d’ordre p, p ∈ IN ?

5. On pose maintenant φ(tn, yn, hn) = f(tn + hn

2
, yn + hn

2
f(tn, yn)).

Etudier la consistance, l’ordre et la convergence de la méthode. Quelle est cette
méthode ?

6. Appliquer le schéma précédent à

(C)

{

y′(t) = y(t)sint, t ∈ (0,Π)
y(0) = 1.

2


