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1 Définition d’une base d’ondelettes par un filtre h

On considere une suite (hn)nEZ € 12 (R) et on note h(w) = ez hne™ ™ sa série de Fourier. On

note par ailleurs (f, g) = [, f(z)g(z)dz le produit scalaire sur L?(R).
Dans toute la feuille on con51derera une suite (hy)nez vérifiant les hypotheses suivantes :

2. Yw € R, [h(w)? + |h(w+ )2 = 2

On dira que alors que A est un filtre.
On supposera que la fonction ® définie par
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est bien définie dans L?(R) et a un représentant continu. La fonction ® est appelée fonction
d’échelle.
De plus on admettra sans démonstration que sous les hypotheses précédentes

/ |®(w)[2e™™ dw = 8[n]. (2)
weR

1. A quelle espace fonctionnel appartient h? Que vaut f$ R O(x)dx

2. Déduire de (2) que

(@(:), ®(- —n)) = d[n]

c’est a dire que les fonctions (®(-—n)),cz forment une base orthonormée de 'espace qu’elles
engendrent. On notera Vj cet espace.

3. Montrer que
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—h(w)P(w
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4. Rappeler 'expression de la transformée de Fourier de f(ax + b) en fonction de celle de f

et en déduire que
= hyV28(2z —n). (3)

d(2w) =

Pour tout couple (4, k) € Z? on note
D () =27720(2 72 — k) (4)
La relation (3) devient alors
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Montrer que pour tout couple (7, %), ||®;.x
On note V; = Vect(®; 1) rez.

‘2:

Montrer que les ((I)j,k)keZ forment une base orthonormée de V.

Montrer que V; C V;_; pour tout j € Z.

Gréce au filtre h nous avons construit une famille d’espaces emboités (V;),ecz formant une
multirésolution c’est a dire une famille d’espaces vérifiant les 6 propriétés suivantes :

V(i k) € Z2, f(t) € V; & f(t —27k) € V], (5)
Vj ez, Vi CVj, (6)
1
Vi ez, f(t)e%@f(2> € Vi, (7)
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et enfin il existe une fonction 6 telle que {0(t — n)},cz forme une base de Riesz de Vj.

En fait ici on a méme une base orthonormée. Les points (8) et (9) ont été démontrés en
cours.

Calculer
(P ks Pj_1,2k4n)

On note (gn)nez la suite de ¢2(Z) définie par
gn = (=1)"h1_p.

Exprimer § en fonction de h.
Montrer que pour tout w € R

[A(w)[* + 1§(w)[* = 2 et que (10)

h(w 4+ m)h(w) 4+ §(w + m)§(w) = 0. (11)
On définit la fonction ¥ par

¥(2w) = —=4(w)(w)

1
V2
La fonction ¥ est appelée ondelette.

Montrer que

U(x) = Zgn\/@b@x —n) = Zgné_lm(a:).

Calculer [ _p ¥(z)dz.

Montrer que pour tout k € Z

<\II()= \II( - k)> = Z hphn 2k



14. Montrer que pour tout k € Z

<q)()’ (I)( - k)> = Zhnhnfmc

En déduire que les (¥(- — k)xez forment une base orthonormée de 'espace qu’elles engen-
drent. On notera W cet espace. De la méme maniere on définit U, x(z) = 277/20 (277 x—k)
et W; = Vect(¥; k)rez et de la méme maniére on montre que ces fonctions forment une
bases orthonormée de W.

15. Montrer que W; C V;_;.
On définit (f,) par : Vn € Z, f, = g_n et | = f % h ot x désigne la convolution sur ¢2(Z).

16. Montrer que
(U(), (- — k) = lo-

17. Montrer que R . N
l(w) = e h(w)h(w + )

en déduire que [(w + 7) + [(w) = 0 puis que Iy = 0.

18. En déduire que Wy L V5. On montre de la méme maniere que pour tout j € Z, W; L V.
En déduire que W; L Wy sil # j.

19. Pour terminer cette premiere partie nous allons montrer qu’en plus d’avoir Vo C V_; et
WoCV_ionaV_ =V, W.

(a) Soit >, an®_1 n(x) un élément de V_;. On pose

b(2w) = % (a(w)hl) + o+ mh(w 7)) et é(2w) = % (a()d@) +a(w + M@+ 7).

Justifier que b et ¢ sont les transformées de Fourier d’éléments de (2(Z).
(b) En utilisant (10) et (11), montrer que

#(3) =0 (3) +ei (3)

(¢) En déduire que
et donc que

(d) Conclure. On montre ainsi que pour tout j € Z, V;_1 =V; & Wj.
En utilisant (9), on en déduit que

> W =L*(R). (12)
JEZ

Ainsi toute fonction de L?(R) s’écrit comme une combinaison linéaire d’ondelettes
toutes dilatées et translatées d’une seule et méme ondelette mere.

2 Filtres a support compact

Parmi tous les filtres A qui méne & une analyse multirésolution, il en existe certains qui
sont & support compact c’est a dire que seul un nombre fini de h, sont non nuls. Un
des principaux intéréts de ces filtres est qu’ils produisent des ondelettes et des fonctions
d’échelle & support compact. Dans la suite de la feuille, on considérera des suites (hy,)nez
presque nulles et on admettra sans perte de généralité que h, = 0 si n < 0 et que hg # 0.

20. A quel espace fonctionnel appartient A ?
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2.1 Haar

Chaque propriété de la fonction d’échelle a une traduction en terme de propriété du filtre
h.

Quelle relation sur les coefficients de h traduit le fait que ||®[[, =17

Quelle relation sur les coefficients de h traduit le fait que h(0) = v/2 ?

Quelle relation sur les coefficients de h traduit le fait que ¥ est d’intégrale nulle.

Si on suppose que seuls hg et hy sont non nuls. Quels sont les valeurs possibles de h 7
Vérifier que la suite (h,)nez ainsi définie vérifie bien les hypothéses initiales.

Montrer que la fonction d’échelle ® associée a ce filtre h est la fonction indicatrice de [0, 1].
Pour cela on peut se contenter de vérifier que ® vérifie la relation implicite (3)

Donner l'ondelette ¥ associée. Cette ondelette est appelée ondelette de Haar.

Existe il des filtres i de longueur exactement 3 7

2.2 Ondelettes, filtres et moments nulles

Les capacités d’approximation des bases d’ondelettes reposent sur le nombre de moments
nuls de 'ondelettes. On dit qu'une ondelette admet n moments nuls si pour tout entier k

entre 0 et n — 1 on a
/ U(x)zPde = 0.
T€R

Si une ondelette a 7 moments nuls, toutes les ondelettes ¥, ;, sont orthogonales aux fonc-
tions qui sont localement polynomiales sur leur support. Rappelons que si le support de ¥
est de mesure inférieure & L le support de U, ; est de mesure inférieure & L27.

Par définition une ondelette a toujours un moment nul mais elle peut en avoir plusieurs
autres.

Comment se traduit [ U (z)xFdr = 0 sur la transformée de Fourier de ¥ ?

Comme ¥(2w) = §(w)P(w) et comme ®(0) # 0 il suit que pour que ¥ admette n moments
nuls il faut et il suffit que & soit n—1 fois dérivable en 0 et que pour tout k < n, (§)®(0)=0
ce qui se traduit par (h)®)(r) = 0.

Or h(w) est un polynéme trigonométrique i.e & h(w) = 3, h,e~™™ on peut associer le
polynome P(z) =) h,2". Dire que (h)®) () = 0 pour tout k < n c’est excatement dire
que —1 est une racine d’ordre n de P. On peut ainsi chercher un filtre h associé a une
ondelette ayant n moments nuls en cherchant les coefficients d’'un polynome P vérifiant un
certain nombre de conditions.

Quel est le nombre de moments nuls de 'ondelette de Haar ?

2.3 Ondelettes de support 4 ayant 2 moments nuls

Dans cette partie nous allons chercher & déterminer une suite (hy,),cz presque nulle associée
a une ondelette ayant 2 moments nuls avec un support de taille 4. Plus précisément on
suppose que les seuls coefficients du filtre qui sont non nuls sont hg, k1, ho et hz. Pour cela
on va utiliser le polynome P(z) = Zi:o hp2™.

Justifier que si 'ondelette admet 2 moments nuls alors le polynome P(z) = )", hyz™ associé
vérifie les conditions suivantes:

(a) Il existe (a,b) € R? tels que P(z) = a(z + 1)%(z — b),
(b) P(1) = V2et



(c) Vk € Z, Y, hnhnyor = 0.

32. En déduire les valeurs possibles de h. L’ondelette obtenue est appelée ondelette de Daubechies
4 en référence a la taille de son support. C’est la seule ondelette de support 4 ayant 2 mo-
ments nuls.



