MI 201 Groupe Al Correction du Controle Continu 2 printemps 2014

Exercice 1 : c’est du déja vu...

1) Soient f une fonction continue sur un intervalle / et a < b € I. Alors pour tout y € [f(a); f(b)] il existe
c € [a;b] tel que f(c) = y.

Si f est une fonction polyndmiale de degré impair n, de coefficient dominant a,,. On suppose a,, > 0; alors
xgmoof(:p) = —ooet xgrlloof(x) = +00.

Donc 3A € Rtel que Vo < A, f(x) < —1etdIB € Rtel que Vx > B, f(x) > 1. Comme f est continue
sur R, on peut appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a f sur [A; B], donc il existe ¢ € [A; B] tel que
f(z)=0.

2) Soit f une fonction continue sur [a; b], dérivable sur ]a; b[ et telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a; b]
tel que f'(c) = 0.

On suppose que f s’annule en ay, - - - , aj avec k > 2. D’apres les hypotheses, pour ¢ € {1;---;k — 1}, f est
continue sur [ay; a4 1], dérivable sur |ag; api 1] et f(a;) = f(apy1) = 0. On applique le théoréme de Rolle sur ces
k — 1 intervalles, donc il existe by, - -, by_1 €|ay;as], - ,]ag_1; ax[ respectivement tels que f'(b;) = 0.

Exercice 2 : on taffe dur...
1) Soit f une fonction continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b[. Alors Jc €]a; b[, f(b) — f(a) = (b —a)f'(c).

2) Soient 0 < x < y € R. La fonction f : x — In(x) est continue sur [z; y|, dérivable sur |z; y[, donc, d’apres

Yy
le théoréme des accroissements finis, 3¢ €]z;y[, f(y) — f(z) = (y — z) f'(c). D’ou In(y) — In(z) =

y_x.Or
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3) Soit f une fonction de classe C™ sur [a; b] et telle que f(™ soit dérivable sur ]a; b[. Alors
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4) La fonction f : x + cos(x) est de classe C*° sur Retona Vn € N,Vz € R, f(z) = (—1)? cos(z)
sin = 2pet f"(x) = (=1)P*!sin(z) sin = 2p + 1. Pour z = 0, I’inégalité est vraie. On suppose = > 0.
On applique I’inégalité de Taylor-Lagrange a I’ordre 6 sur [0;z] (respectivement, [z;0] si z < 0). Comme
f®)(0) = 0, pour k impair et £ (0) = —1, f4(0) = 1,ona
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cos(z) — | 1 — ETRRT] < atz]lég[\cos(t)\ < o

Exercice 3 : '"Dure limite"...

2
1) On sait que cos(z) = 1 — % + o(z?).

2
2)Onaln(cos(z)) = In (1 — % + o(:c2)> d’apres le développement limité de cos(x) ; puis, par composition

avec le développement limité de In(1 + x), In(cos(z)) = —% + o(x?).
2
(Imaginez que X = —% + o(z?) et on utilise In(1 + X) = X + o(X).)
1 1 2 1
3) D’apres ce qui précede = In(cos(x)) = X (—% + o(x2)) =-3 + o(1).

VN !
C’est-a-dire glgl_r{(l) ) In(cos(z)) = —5



