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Texte (en italiques) et corrigé (en roman)

Question de cours

1. Soit I un sous-ensemble de R. Ezpliciter avec des quantificateurs ce que
signifie le fait qu’une fonction f : 1 — C soit uniformément continue
sur I. Il s’agit de la définition 2.9 du cours, s’exprimant ainsi en termes
de quantificateurs :

Ve>0, 3n=mn(e) > 0 tel que
Vao,yel, (lv—yl <n) = (If(z) = f(y)] <o)

2. Pour quels sous-ensembles I de R peut-on affirmer que toute fonction
f I — C continue sur I est uniformément continue sur cet ensemble ?
C’est au théoreme de Heine (théoreme 2.3 du cours) qu’il fallait faire
référence ici : des que le sous-ensemble I C R est supposé fermé et
borné (c’est-a-dire compact), toute fonction continue de I dans C est
automatiquement uniformément continue sur /. Un exemple important
est celui ol [ est un segment [a,b], avec —oco < a < b < +00.

Exercice 1.
On considére la suite (vy,)n>1 définie par la condition initiale vy = 1 et la
relation de récurrence

+ ED" oy en

Upsl = U n )

n+1 n n+ 1

1. Montrer que les deuz suites (Vog)r>1 €t (Vary1)k>1 sont des suites adja-
centes. On a

Va(kt1) — Vak = (V2(k1) — Vor41) + (Vakg1 — Vo) =

(_1)2kz+1 (_1)2k 1 1
= — >0 Vk>1
2k+1)+1 2k+1 2(k:+1)+2l<:+1— -

La suite (vor)k>1 est donc croissante. De méme

V2(k+1)+1 — V2k41 = (U2(k+1)+1 - U2(k+1)) + ('U2(k+1) - Uzk+1) =
(_1)2(k+1) (_1)2k+1 1 1

+ = — <

2k+1)+1  2k+1 2k+3) 2k+1 "~

0 VEk>1.
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La suite (vag11)k>1 est donc décroissante. On a enfin

2k+11 2k+1

|Uzk+1 - ’021@\ = ‘

et la suite (vori1 — vog)k>1 converge donc (comme c’est le cas pour la
suite (1/(2k + 1))x>1) vers 0 lorsque k tend vers l'infini. On a donc

Vo < V(1) < Vo3 S Uk VA >

kggloo(v%-&-l — vg,) = 0.

Ce sont la exactement les conditions (1.10) de la définition 1.8 du cours
(suites adjacentes). Les deux suites (vag )k>1 €t (Vag+1)k>1 sont donc bien
adjacentes.

. En déduire que la suite (vy,),>1 converge vers une limite £. On invoque le
critere de convergence des suites adjacentes (proposition 1.6 du cours) :
les deux suites (vor)g>1 €t (vVagt1)k>1 sont convergentes vers la méme
limite ¢. La suite (v,),>1 converge donc vers la limite commune de ces
deux sous-suites (dont les termes s’intercalent pour former précisément
la suite (v,)n>1), ¢’est-a-dire £.

. Justifier en calculant les premiers termes de la suite (v, )n>1 (on précisera
combien sont nécessaires) que ¢ est un nombre compris entre 0 et 1 et
dont la premiére décimale est dans l’ensemble {5,6,7}. On observe (en
utilisant si nécessaire la calculette) que

= 0.5, v3 = = ~ 0.833,

Ulzl, Vo =

_7N
12 T

N —
| Ot

47
0.583 = — ~(.783.
V4 , Us 60
Comme
vg <y <l <y <wz <y

du fait de 'adjacence des des deux suites (et puisque la suite (vo)g>1
est croissante tandis que la suite (vag11)k>1 est décroissante), le nombre
¢ appartient au segment [vy,vs] = [7/12,47/60] C [0.58,0.79] et sa
premiere décimale appartient nécessairement a l’ensemble {5,6,7}. On
utilise ici I’assertion concernant les DDI dans I'énoncé de la proposition
1.6. Il fallait calculer les cinq premiers termes de la suite pour valider
le résultat demandé.



Exercice 2.

1. Expliciter ce que signifie le fait qu’une suite (ug)k>1 de nombres com-
plexes soit une suite de Cauchy. Que peut-on dire du comportement
d’'une suite de Cauchy (ug)r>0 de nombres complexes lorsque k tend
vers linfini ? Une suite (ux)r>1 de nombres complexes est dite de Cau-
chy si elle vérifie le critere de Cauchy (1.15) de la définition 1.16 du
cours :

Ve>0, IK=K(e) e N*, (k> K etk >K)= (Jux — up| < ).

Le théoreme 1.3 du cours assure que toute suite de Cauchy (ug)r>1 de
nombres complexes est nécessairement convergente vers une limite finie
¢ € C lorsque k tend vers l'infini.

2. Montrer que pour tout k € N tel que k > 2, on a
1 1 1

— << —
T k(k—1) k-1

| =

Sik>2 onak>k—1etpar conséquent 1/k? < 1/(k(k — 1)).
Légalité 1/k? = 1/(k —1) — 1/k (pour k > 2) s’obtient en réduisant le
second membre au méme dénominateur.

3. Déduire de la question 2 que la suite (S,)n>1 de terme général
"1
$u=2 1
k=1

est une suite qui converge vers une limite £ € [1,2]. On a, pour tout
n>2,

"1 - 1 1

en appliquant a chaque terme de la somme 'inégalité établie a la ques-
tion 2. Mais on a, pour tout n > 2,

AR B O

. < 1 1 ) n ( 1 1) _ 1 1
n—2 n-1 n—1 n/ n’
(la somme se trouve étre < télescopique >, les termes se détruisant au

fur et & mesure qu’on les ajoute). La suite (S,),>1 est donc une suite
croissante de nombres réels (S,41 — S, = 1/(n + 1) > 0) minorée par
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S1 = 1 et majorée par 2 car S, <1+ (1 —1/n) =2 —1/n pour tout
n > 2. D’apres la proposition 1.2 du cours la suite croissante majorée
de nombres réels (S,),>1 est convergente vers une limite ¢. Comme
Sy € [1,2] pour tout n > 1, on a aussi ¢ € [1, 2] par passage a la limite.

4. Soit (ug)r>1 une suite de nombres complezes telle que
. 1
VEEN, fun — ] < 5.

Vérifier que, si n et p sont deux entiers strictement positifs tels que
n>p>1,ona

)_l

1
|Un, _up’ <ty = Up 1|+ + ‘upH _up‘ < Zk_ = Sp-1— Sp-1.

La premiére inégalité a établir résulte de 'inégalité triangulaire (inéga-
lité (1.13) du cours) : si 21, ..., Z,—p SONt n — p nombres complexes, on
a

|21+t Zap| S| 4+ |znpl.

Pour la seconde inégalité, il suffit d’ajouter les inégalités

1
|1 — ug| < 72
La derniere égalité résulte de la définition méme de S,,_; = k nlq /K>
et Sy =S /R,

5. Déduire des resultats établis aux deux questions précédentes que la
suite (ug)g>1 est une suite convergente. Toute suite convergente est
de Cauchy (exemple 1.10 du cours). La suite (S,,),>1 est donc de Cau-
chy. Si € > 0 est donné, il existe donc K(¢) € N* tel que dés que
n>p>K()+1,ona|S,_1 —S,_1] < e (on applique le critere de
Cauchy rappelé a la question 1). On a donc

(n>p>K(e)+1) = (Ju, —u,| <e).
La suite (ug)r>1 vérifie donc aussi le critere de Cauchy et est par

conséquent convergente vers une limite finie ¢ € C.

Exercice 3. (sur 7 points) Soit [a,b] (a < b) un segment de R et f une
fonction continue de [a,b] dans [a,b].

1. En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, montrer qu’il existe
au moins un nombre ¢ € [a,b] tel que f({) = {, c’est-a-dire que f
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admet au moins un point fize. Cette question reprend (avec le segment
[0, 1] remplacé ici par le segment [a,b]) 'exemple 2.5 du cours. Soit
F :z € [a,b] = f(z) —x. On a F(a) > 0 et F(b) < 0 puisque f(a)
et f(b) appartiennent tous deux au segment [a,b]. Si F'(a)F(b) = 0, f
admet a ou b comme point fixe; si F'(a)F(b) # 0, on a nécessairement
F(a)F(b) <0 et le TVI (théoreme 2.1 du cours) assure, puisque F' est
continue sur [a,b], que F' s’annule au moins en un point ¢ de |a, b, ce
qui signifie que f présente un point fixe en ce point £.

2. On suppose de plus a partir de maintenant que f vérifie la condition*

Ve elat], Vyelabl, (z=uy) ou(fz)—f)<|z—y).

Montrer que le nombre { € |a,b] introduit a la question 1 est unique.
Si l'on avait deux nombres ¢; et ¢y de [a, b] distincts tels que f(¢1) = 64
et f(ly) = lo, on aurait |{; — ly] < [¢; — {5|, ce qui est absurde.

3. Soit x € [a,b]. Montrer que l'on a aussi (x + f(x))/2 € [a,b]. Les
nombres x et f(x) sont dans [a,b], donc le milieu du segment qu’ils
bornent 'est aussi puisque [a,b] est un segment. Or (z + f(z))/2 est
précisément le milieu de ce segment.

4. On introduit la suite (up)n>o0 définie par la donnée de son premier terme
uy = « € |a,b] et la relation de récurrence :

Upi1 = %(un + f(un)>

— Justifier (en utilisant le résultat établi a la question 3) pourquoi la
définition de cette suite est licite. Ceci se justifie par récurrence. En
fait, on montre par récurrence que, pour tout n € N, la définition
de wug, ..., u, est licite et que tous ces nombres sont dans [a,b]. La
définition de ug ne pose pas de probleme. Sil’on a pu définir ug, ..., u,
en respectant le fait que tous les ug, k =0, ..., n, soient dans [a, V], la
définition de u, 41 = (u, + f(uy))/2 est licite puisque f(u,) est bien
défini (car u, € [a,b] et que f : [a,b] — [a,b]). D’autre part u, 1 €
[a,b] d’apres le résultat établi a la question 3. Ainsi la définition de
Ug, -, Unt1 €St licite et tous ces nombres sont dans [a, b]. Ce que 'on
voulait prouver est bien ainsi prouvé par récurrence.

— Montrer que pour tout n € N*, u,+1 — u, est du méme signe que
Up, — Up—1. En déduire que la suite (uy,)n>0 est monotone. On a, pour

1. Tl y avait un petit probleme ici car le cas x = y devait étre considéré a part. L’énoncé
a donc été légerement modifié. Il en sera bien sir tenu compte lors de la correction.



tout n € N*,

(ty, = Un—1) + f(tn) = f(tn-1)

Up+1 — Up = 9 . (*)

Comme | f(u,) — f(up_1| < |tn — 1], les deux nombres u,, — u,_;
et

(tn = tUn—1) + (f(un) = fltn1) = (Un — un—1) = (f(un-1) = fun))

ont méme signe. Le signe de u, 1 — u,, est donc d’apres (x) le méme
que celui de u, — u,_1. La suite (u,),>0 est donc bien monotone
(croissante ou décroissante).

Montrer que la suite (u,)n>0 converge vers l'unique point fize ¢ de f.
La suite (uy,)n>0 est une suite monotone (donc croissante ou décrois-
sante) de nombres réels tous dans un méme segment [a,b]. Cette
suite est donc a la fois majorée et minorée. Elle converge d’apres la
proposition 1.2 du cours vers une limite ¢. Comme f est continue, la
suite (f(un))n>0 converge vers f(¢') et on a, par passage a la limite
dans la relation inductive

1
Un+1 = é(un + f(un>>7
U= '+ f(0))/2, soit f(¢') = ¢'. Le nombre ¢’ est donc un point

fixe de f. Comme un tel point fixe est unique et égal a ¢ (d’apres la
question 2), on a ¢’ = (.



