MI 201 Groupe Al TD 5 : Intégration printemps 2014

1 Questions de cours

Exercice 1 : intégration par parties.

1. Enoncer le théoréme d’intégration par parties pour des fonctions de classe C'! sur [a; b].

/ ' In(t)dt
2. En déduire que xl_lgloo W =1

1
3. Calculer / arctan z dz.
0

Exercice 2 : changement de variables.

1. Donner le théoréme de changement de variable pour une fonction continue sur un segment.

2 1 1
2. Calculer / ! / e” cos(e”) dx.
1 r 0

Exercice 3 : théoréeme fondamental de I’analyse.
1) Enoncer le théoréme fondamentale de 1’ analyse reliant 1’intégration et la dérivation.

2) Soient f : R — R continue et g définie sur R par z — f(z) / f(t)dt. Montrer que si g est décroissante
0

p 2
sur R alors f = 0. Indication : on établira le tableau de signe de la fonction G : x — (/ f(t)dt) .
0

Exercice 4 : sommes de Riemann.

1. Donner le résultat concernant le calcul d’une intégrale par les sommes des Riemann.

2. Expliciter le résultat pour une fonction f continue sur [a; b] dans le cas d’une subdivision réguliere, i.e. de
pas ”’T‘l Préciser ce résultat lorsque a = O et b = 1.
n n

1
3. Calculer lim — et lim .
n—+oo n2 n—+oo Py n -+ k

Exercice 5 : I’intégrale est définie.

1. Montrer le résultat suivant : soit f : [a;b] — R continue sur [a;b] et positive (c’est-a-dire pour tout

b
x € [a;b], f(z) > 0); dans ce cas, si/ f(t)dt = 0alors f = 0.

1 1
2. Soit f : [0; 1] — [0; 1] continue telle que f # 0 et/ f= / f?, ou f2 = f x f. Montrer que f = 1.
0 0

Exercice 6 : inégalité de Cauchy-Schwarz.

Soienta < b € Ret f : [a;b] — R continue (par morceaux). On note m = ir[lfb} f(z)et M = sup f(x).
z€|a; z€[a;b]

On suppose m > 0.
1. Etudier les variations de ¢ définie sur [m; M] par t — i + ?



2. MontrerqueQ\/>b—a /f dt+m/f )(b—a).

3. Donner I’inégalité de Cauchy-Schwarz pour les 1ntegrales.
bodt o (m+ M)?

4. Montrer que (b — a)? < /b f(t)dt o} < (b—a) TV

2 Calcul d’intégrales et de primitives

Exercice 7 : intégration par parties. Calculer les intégrales suivantes :

1 1 2
C) = / (x — Ve *dx; Co= / (z* + 1) coswdr; Cs= / (32% + 2 + 1) In() dz.
0 0

1
Exercice 8 : changement de variables. Calculer les intégrales suivantes :

2
2 Inzx

3 1 e
D, = ———dx; Dy = —d D V1—2%2dx; Dy =
! /e z(Inz)3 St /e z(In(x) + = / i /1/2 14+x

Indications : poser x = sinu dans D3 ; poser y = 1/x dans D,.

Exercice 9 : calculs d’intégrales. Calculer les intégrales suivantes :

t 2 1 '
K, = / Mdm Ky = / 1+ — |arctanz dr; K3 = / (arccos x)* dx;
0 1 + % $2 _

x? 1

3 dx

1 1 V3 £L'2 D)
K, = ————dr; K5 = ———dx; K¢ = — K7 = xrsinx dr;
! /0 (T+a2 " /0 Vi S /1/2x2—x+1 ! /0

71‘/4 t Tl’/2 1 1
KS — / L(m) d$7 Kg = / +CQ—OS(:L‘) d{L’ K10 = / aI'CSinZ(ZU)d:U.
o 1+ tan(z) /3 sin”(z) 0

Exercice 10 : changement de variables. Calculer les intégrales suivantes. Pour le calcul de I;, on posera t =
sin z. Deviner la suite. Que peut-on dire en général ?

/2 /2 /2
I :/ sinzcosxdr; I :/ sin*zcos® v dr; I :/ sin® z cos? x dz.
0 0 0

Exercice 11 : linéarisation de polynémes trigonométriques. Calculer par linéarisation la valeur des intégrales
suivantes :

/2 /2
J = / sinfzdr et Jy= / cos? z sin® z dz.
0 0

Exercice 12 : encore un peu de trigonométrie...

1. Montrer que /4 In(cos(x))dz = /4 In <cos(z - x)) dzx.
0 0 4

1
2. En déduire la valeur de / In(1 + tan(z))dx.

0
Indication : on exprimera 1 + tan(x) en fonction de cos(7 — ).



Exercice 13 : calculs de primitives. Déterminer les primitives suivantes :

3.2 _ . 2 2 dx 3 x?
(x° — 2° + 22 — 3) sin(x)dx, [ (x°—z+ 3)e“dux, x° cos(x)dx,

—dux.
a3+ 1’ x2—|—2x+2x

Exercice 14 : sommes de Riemann. Déterminer les limites suivantes, lorsque n tend vers +00 :

Ny T ) 1 k+2n &k
) e w2 s m ) Eﬁ.ﬁk:lﬁexp( . ); )

Exercice 15 : sommes de Riemann.

n—1 2n—1
1
Calculer ngrfoo kz_% S on Puis en déduire la limite de v,, = ; T

3 Exercices d’approfondissement

Exercice 16 : intégrale d’une fonction périodique.

a+T
Soit f : R — C une fonction continue périodique, de période 7" > 0. Montrer que la quantité / f(z)dx

ne dépend pas de a. :

Exercice 17 : premiére formule de la moyenne.
Soit f une fonction continue sur / = [a, b]. On considere une fonction g positive et Riemann-intégrable sur

I, telle que / g(z) dxr > 0. Montrer qu’il existe ¢ € [ tel que
[a,b]

f(2) g(x) dz = f(c) /[ o)

[a,]

Exercice 18 : Lemme de Riemann.

Soit f € C'([a, b], C), démontrer que lim,, ., fab f(t)sin(nt) dt = 0.
Exercice 19 : monotonie de I’intégrale.

n
) 1
Pour tout entier n € N*, on pose u,, = g =k
k=1

1. Déterminer le sens de variation de la suite (u,,),>1.
n+1 d.ﬁU 1
x?2 T n?’
" dx

"d
3. Montrer‘v’nZQ,/ —;E <u, <1+ T
1 Z 1 T

1
2. Montrer que Vn € N*, m < /n

4. En déduire que la suite (u,),>; converge, lorsque n tend vers 1’infini, vers un nombre L appartenant au
segment [1, 2].

Exercice 20 : monotonie de I’intégrale.

1 2 1
Onpose: [ = / e dy, J = / e dr et K = / e’ sin(x) dz. Montrer que :
0 0 0

1.0<I<1;
2. 1< J;

1 1
3. |K <_<1——>.
’ |_2 e



Exercice 21 : intégrale de Wallis.

s
1
Pour tout entier n € N*, on pose W,, = / sin”(x)dzx.
0

1. Calculer Wy, Wy et Ws. Puis étudier le sens de variation de la suite (17,),,.
2. Etablir une relation de récurrence entre Wiio et W,.

3. Montrer que la suite ((n + 1)W,;1W,,),, est constante et en déduire que W,, ~ 2£
\ 2n

Exercice 22 : étude d’une suite.

Toodt
Soit a > 0. Pour tout n € N* et pour tout réel x positif, on pose : [,,(z) = / W
0
1. Déterminer une relation de récurrence entre [,,(z) et [, 1(x).
2. On suppose a = 2. Montrer que :

arctan(z) S(n—1)
VneN, I,(x)= / (cos(t)) dt.
0

Exercice 23 : intégration par parties et changement de variables.

/2
1. Calculer / d—x
o 1+cos(z)

2. Soit f une fonction continue sur un segment [a, b] (avec a < b) telle que Vx € [a,b], f(a+b—x) = f(x).

b b
Exprimer / x f(x) dx en fonction de / f(z)dz.

T dx

3. En déduire la valeur de I’intégrale / —_—.
o 1+sin(z)

Exercice 24 : étude d’une fonction définie par une intégrale (1).

Soit f une fonction continue de [—1, 1] dans C. Démontrer que la fonction F' définie par F'(z) = / f(t)dt
0

est dérivable sur [—1, 1] et calculer sa dérivée.

Exercice 25 : étude d’une fonction définie par une intégrale (2).
“ In(t)
1+t

Pour tout z > 0 on pose : F'(x) := / dt.
1

1. Quel est le signe de F' sur R7 ?
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de F" sur R* . Calculer F'(x).
3. Donner le DL de F' au voisinage de «x = 1 a I’ordre 3.

Exercice 26 : Sommes de Riemann.

Soita € R.
1. Soit n € N*. Scinder en facteurs irréductibles le polyndme X?" — 1 dans C[X].
n—1
k
2. En déduire, pour n € N*, ¢ — 1 = (a* — 1) H (a* — 2acos <l> + 1).
n
k=1

3. On suppose a® # 1. A ’aide des sommes de Riemann, montrer que :

I(a):/[o }1n(a2—2a cos(t)—i—l)dt:{

0 silal <1
2 In|a| silal > 1.



