MI201 - Analyse 1 Correction du DM 1 du TD d’Analyse 1 2015

Exercice 1.

1) Soit A une partie non vide, finie de R, c’est-a-dire A = {xq;x9;---;x,} avec 2 € Rpour 1 < k < n.
Alors A est majorée par M := max{zy;1 <k <n}et M € A, donc|sup(4) = max(A) € A.

2) Comme Vz € A, x < 5 alors A est majorée par 5. A est non vide (non précisé dans I’énoncé, mais c’est le
cas...) donc sup(A) existe et c’est le plus petit des majorants, donc, en particulier, | sup(A4) < 5.

3) Considérons I'ensemble | A := {5 — L;n € N*}.| Alors, pour tout n > 1,5 — 1 < 5 mais sup(A) = 5. En

effet, comme limn_)JrOO% =0, alors, Ve > 0, AN € N, Vn > N, % < e. Donc, pour € > 0, il existe NV € N tel
qued —e <5 — % < 5. Cest-a-dire, Ve > 0,dz € A,5 — e < x < 5, et comme 5 est un majorant de A, on en

déduit que |5 = sup(A).

4) Soient A et B deux parties bornées de R (non vides). On note s4 = sup(A) et sp = sup(B) (elles existent
car A et B sont non vides et majorées). Montrons que sup(A + B) = s4 + sp.

D’une part, pour tout a € A,a < s4 et, pourtout b € B,b < sp, donc pour toutx € A+ B, x = a + b avec
a € Aetb € B par définitionde A+ B,etonaa+b < s4 + sp. Donc sup(A + B) < s4 + sp.

Soit £ > 0, on cherche « € Aetb € Btelsque sy +sg —¢ < a+ b < s4 + sg. Or, par définition de
sa =sup(A),ilexistea € Atel que s4 — 5 < a < s4. De méme, il existe b € B tel que sp — 5 < b < sp. Par

somme, 54— 5+5sp—5 < a+b < sp+sp,ie syat+sp—e < a+b< sq+sp. Donc|sup(A+ B) = s4 + sp.

5) Supposons que (z,, ) converge vers £ € R. Montrons que toute suite extraite (2, )y converge vers £. Soit
e > 0, alors, par définition de la convergence, il existe N € N, tel que, pour tout n > N, |z, — £| < e. Soit ¢ une
extractrice. Alors Vn € N, p(n) > n (x). Nous rappellerons la démonstration de (x) ci-dessous. En particulier,
pour toutn > N, p(n) > n > N, donc |T,;) — ] < €. Cest-a-dire, Ve > 0, IN € N, Vn > N, |z 0y — 1] < ¢,

ou encore, | lim x,,) = £.
n—-+o0o

Montrons, par récurrence, que Vn € N, ¢(n) > n. Par définition, ¢ : N — N est une fonction strictement
croissante. On a ¢(0) > 0 (puisque ¢(n) € N). Supposons que ¢(n) > n. Alors p(n + 1) > p(n) car ¢ est
strictement croissante. Donc, par hypothese de récurrence, p(n + 1) > n,ie. o(n+ 1) > n+ 1.D’ol (%).

Pour la réciproque, supposons que toute suite extraite de (x,,) est convergente. En particulier, avec p(n) = n,
la suite extraite (z,,)y est convergente. Donc 1’équivalence est vraie. Si, si, (x,,)y est une suite extraite de (x, )x...

6) Si (z,,)n converge vers / alors (|z,|)y converge vers |¢|. En effet, soit ¢ > 0, alors, par hypothese, il existe
N € N, tel que Vn € N, |z, — {| < . Or, pour tout a,b € R, ||a| — [b]| < |a — b| (un doute ? allez voir I"inégalité
triangulaire (1.5) page 9 du fascicule ;-) ) Donc, pour n > N, ||z,| — [¢]| < |z, — (| <e.

La réciproque est fausse. On considere la suite (z,,)y définie par z,, = (—1)". Alors, pour n € N, |z, | = 1,

donc lirf |x,| = 1, mais (x, )y diverge puisqu’elle a deux valeurs d’adhérences : 1 et —1.
n—-+0oo

7) Soient A C R et a = sup(A).. D’apres la caractérisation de la borne supérieure, Vo € A,z < a et
Ve >0,3dx € A,a —e < x < a.Soit N € N¥, alors, d’apres ce qui précede, en prenant € = IOLN, il existe x € A

tel que a — 1(+N < z < a. Cela signifie que I’ensemble ANja — 1(+N? a| est non vide.

Remarque : je I’ai indiqué en TD, on a équivalence entre

Ve>0,dr € Aja—ec<z<a e Ve>0,dreAa—c<z<a.

8) Par hypothese a est un majorant de A. Il reste a montrer que Ve > 0, dz € A,a — e < z < a. Soite > 0,

comme lim 1(+N = 0, il existe NV € N* tel que 1(+N < e. Par ailleurs, I’ensemble ANja — 1(+N§ a| est non vide
n—-+o0o

par hypothese, donc il existe € ANja — 1ix; al, ¢’est-a-dire, il existe x € A vérifiant « — 7w < < a. Donc,

il existe z € A, tel que a — ¢ < a — gv < 2 < a. D’olt|a = sup(A).

Exercice 2.

1) C’est le théoréeme de Bolzano-Weierstrass : toute suite réelle bornée possede une suite extraite convergente.




2) Considérons la suite (u,, )y définie par u,, = (—1)". Alors (u, )y est bornée puisque, pour n € N, |u,| = 1,
mais (u, )y diverge.

3) On suppose que 11111 (un + Q%) = L et que la suite extraite (u,(,»))n converge vers . Attention, ¢ est
n—-+0o0o

fixée maintenant... u
On note v,, = u,, + % alors la suite (v,,)n converge vers L, donc la suite extraite (vy(,))n €st convergente

et converge vers L. Puisque, pour tout n € N, usen) = 5(Vp(n) — Up(n)), alors la suite (us,(n))n est convergente
comme somme de suites convergentes et, d’apres ce qui précede, elle converge vers 5(L — ).

4) Remarque : pour simplifier la rédaction, montrons que, pour k& € N*, la suite (usn,(,))n converge vers £y,
vérifiant £y, = —5(L — {}_4).

La suite (ty(,))n converge vers £y = . Pour k = 1, d’aprés la question 3), la suite (us1,(,))n converge vers £; et
onal; =5(L—{).

Soit k& > 1. Supposons que (s« () )y converge vers {; et on a £, = 5(L — (4_1). On note 1 (n) = 5%¢(n).
Alors, par hypothése de récurrence, (uyn))n converge vers (;, et, d’aprés (xx), la suite (v, )y définie dans la
question 3), converge vers L. Donc, la suite extraite (Uw(n))N converge vers L, et, par somme, la suite (v¢(n) —
Uyp(n) )N converge vers L — £, Comme, pour n € N, 5(Vy(n) — Up(n)) = Usy(n), ON en déduit que nl_l}I_’I_loo Usy(n) =

5(L — £y), c’est-a-dire (usk+1,(,) )y converge vers un réel, qu’on note (41, etona l 1 = 5(L — £y).
Donc, par récurrence, pour tout k& € N*, la suite (s, )y converge vers £ etona £ = 5(L — lp_1).

5) e Soit k € N, alors, d’ apres la question précédente, (y 4 — 3= = 5(L—{),) — 3= = 2L —5(0, = —5((, — 3£).
D’ou, pour k € N, | {1 — 22 = —5(0, — °L).
OSOitkEN,EkH—%:—S(ék 3). Pour k > 1,0, — 2L = —5({;,_y — 2£), donc
5L 5L 5L
€k+1—F:(—5)X( 5)(Ce-— 1—7):( 5)* (Chy1- Z_F)'

6
( 5)(€k+l—p—l 56L) car Ek—i—l —p — % = 5(€/€+1+p—1 — %) D’ou Kk-‘rl — % = (_5)p+1(€k+1_(p+1) — %) En

particulier, pour p = k, [ {11 — % = (—5)k+1 x (=5)(lo — %)

Supposons k > p et lpyq — 22 = (=5)P(41-p — 2£) (vérifiée pour p = 1). Alors 4y — 32 = (=5)P x
L

e Pour tout n € N, u,, € [—M; M], donc, pour tout k 6 N, les limites des suites extraites (sk ;) )N appar-

tiennent a [—M; M], i.e. {;, € [—M; M]. Notons x), = Ek— ,on vient de prouver que la suite (xj)gen est bornee
D’aprés ce qui précede, on a aussi x, = (—5)(¢ — 2£). Supposons que ¢ # 2L, ¢’est-a-dire, £ — 2= # 0.
Alors, la suite extraite (2o )ken tend vers +oo puisque lirf (—=5)%* = +oo.
n—-+0oo

Par conséquent, la suite (z)ren n’est pas bornée. Contradiction. Donc |/ = %

6) Reprenons. On suppose que la suite (u,, )y est bornée et que lirf (un + %) = L. Puisque (u,)y est
n——+0o0

bornée, il existe une suite extraite convergente. Soit (u,(,))n Une suite extraite convergente. Alors, on vient de
montrer que sa limite ¢ vérifie { = @. C’est-a-dire, toute suite extraite convergente converge vers la méme limite

%. On en déduit que | (u, )y est convergente et converge vers % C’est la propriété 1.10 page 10 du fascicule.

Remarque sur la question 3), erreur fréquente : suite extraite de suite extraite. Notons w, = u,(,), qui
définie une suite extraite de (u,,). Soit ¢ : N — N strictement croissante. On peut alors définir une suite extraite
de (uv(n)) d’extractrice 1, ¢’est-a-dire wy,(,) et on a ’ Wep(n) = Up(h(n)) ‘et non Uy, (n)) ! ! Pensez a la suite extraite

d’indice impair : (w,) = (u1;us; us; - - ; Ugpi1; - - - ) définie par w,, = ug,+1 pour n € N, avec ¢(n) = 2n + 1.
Une suite extraite de cette suite extraite est une suite ’dont les indices sont impairs, mais on ne les prend pas
tous”. Exemple (wa,) = (u1; Us; Ugs -« 5 Uspgr; - -+ ) avee (n) = 2n, € 0N A Way = Usnt1 = Up(yp(n))-



