Correction du DM 3 du TD d’Analyse 1 2015

MI201 - Analyse 1

Exercice 1.
l.a) Soit n € N alors 2 + sin"(z) est continue sur R donc en particulier sur [0; ] donc, I’intégrale W, est

bien définie.
2 = 7
0 2 0
™ 11 . : g T
cos(2z)dx = 173 {5 sm(2x)] =5 0= .

W= [
0
0

: sin?(z)dz. Comme, pour z € R, sin?(z)
1 3
Wo = = . de — =
=g [ g
1.c) Soit n € N alors, pour tout z € [0; ], sin(x) > 0 donc, sin"(x) > 0 donc, par positivité de I’intégrale,

N

sin(x)dx = [— cos(x)]§ =—0+1=|1]

= 1(1 — cos(2x)), alors

[ME]

3
W, = sin”(x)dxz > 0.
0
S’il existe n € N tel que W), = 0 alors, comme x — sin”(x) est continue et a valeurs positives sur [0; 7], on
en déduit que, pour tout = € [0; 7], sin"(x) = 0. Impossible, donc ’ pour tout n € N, W,, > 0. ‘
1.d) Soit n € N alors, pour tout z € [0;3],0 < sin(x) < 1. Donc 0 < sin"(x) < 1 et, par produit par
un nombre compris entre 0 et 1, on a sin™ ™ (x) < sin”(z). Par croissance (ou positivité€) de 1'intégrale on a

W1 < W,. Donc |1a suite (IV,, )y est décroissante.
2.a) Soitn € N. W,,,o = / sin"t?(z)dr = / sin"*!(z) sin(z)dx. On effectue une intégration par partie
0 0

avec u(x) = sin"(z) et v'(z) = sin(x), donc u'(z) = (n + 1) cos(z) sin™(z) et v(z) = — cos(x), d’olt
W2 = [— cos(z) sin”“(x)}g + (n+1) /2 sin”(x) cos®(z)dr = 0+ (n + 1) /2 sin”(x)(1 — sin®(z))dx
0 0
=n+ )W, —(n+1)W,io.
N n+1
Donc (n + 2)W,10 = (n+ 1)W,, d’ou, pour n € N, W, 5 = - QW”‘
n

2.b) Soit n € N alors, d’apres la question précédente,

n+1
Wpi1 = (N + 2) Wi Whyo = (n+ 2)Wyyq - merh Wo=n+1)W,W,11 = w,.

Donc la suite (w, )y est constante. En particulier, Vn € N, w,, = wg = WyW; = @ (d’apres la question 1.b))
Wn+1 S Wn S anl . Soitn Z 1,

3.a) La suite (I¥,,)y est décroissante, donc, pour n > 1,
Wipia W, <W,_1 =W, W, < Wf < W,W,_1 car, d’apres la question 1.c) W, > 0
Wy ..
2 < —=L par définition de w,

Wr,
(n+1) = "~
T <W?< o car w,, est constante égale a —
Gn+1) = "= " ged s
T s
< W, — car W, >0
2(n+1) — ~—V2n

D’ou la relation demandée.
3.b) Soit n > 1 alors, d’apres la question précédente, _nr </nW, < E_
2(n+1) 2

= —, on déduit du théoreme d’encadrement des limites que (y/nWV,, )y« converge et

. nm
Comme lim _— =
n—+00 Q(n + 1) 2
s
li W, = —.
que nﬁlgloo \/E 2




! "1
4) D’apres I’équivalent de Stirling, nous avons, v,, = m o\~ e "/27mn. Or lim e "v/n =

n' nter n—s+00

donc| lim v, =0.
n—-+o0o

Exercice 2.

On considere la fonction f : x +— In(1+x) définie et de classe C* sur | —1; +oo[. Pourx > —1,0ona f'(x) =

—1)"Yn—1)!

T ( 21 +(n) ) . En particulier, Yn € N*, f(0) = (=1)""(n — 1)! et
T x )"

f(0) = 0. Soit z > 0, alors pour tout n € N*, d’apres la formule de Taylor appliquée a f sur I’intervalle

n (k) n n —1)k1 —1)n1n
0; z|, il existe ¢ €|0; x| tel que f(z) = f—(o)xk + Lo c) = (=1) zk + ()" e . Donc, pour
[ q oy P

puis, pour n € N*, f(W(z) =

i ! ~ k n(l+c)n
e N, f(1) +(_1>n_1 F) —uy = — <Learites1c lim L —0,al
n =u, + ———, d’ol ———— < —carl+c¢>1.Comme lim — =0, alors
’ n(l+c)"’ n(l+c)” ~n n—r+o0 M
E&noo |f(1) —u,| =0, ie. ngrfoo u, = In(2).
: : ~ (=DF
Remarque : En fait, on peut montrer que, pour tout x € [0; 1], hrf L= In(1+ z)
n——+0oo

k=0

Exercice 3.

1) On effectue le changement de variable u(z) = 7 — x ot u : [0; §] — [0; 7] est une bijection décroissante
w/4 u(mw/4) 0

de classe C!, alors / In (cos (% — x)) dr = — / In(cos(u))du = — [ In(cos(u)) du.

0

u(0) w/4
/4 T /4
Donc / In (cos (Z - m)) dr = / In(cos(z))dz.
0 0
1

2) Soit z € R, cos (5 — x) = cos (5) cos(z) + sin (F) sin(z) = ﬁ(cos(x) + sin(z)). Comme tan(x) =

sin(z) alors 1 4 tan(z) = cos(z) + Sm( ) =2 v S (i —7) . Donc, pour z € [0; 7],
cos(x) cos(z cos(x)
cos (T —x . .
In(1 + tan(x)) = In < ) =1In(v/2) + In (cos (¥ — z)) — In(cos(x)). Par intégration,
cos(x

71n(2)
g

N

w/4
(en utilisant le résultat de la question 1.). Donc / In(1 + tan(x)) dz =
0

Exercice 4.

1) On effectue une intégration par partie avec v'(x) = 1 et v(z) = arctan(z) donc u(x) = z et v'(z) =
1

m,d’ofl
1 1 '
T 1 2z
tan z dz = [z arct 0~ dr = arctan(l) — o d
/Oarc anz dr = [varctan(x)|, /0 e x = arctan(1) 2/0 1+ 22 x
T 1 2771 ™ ln(2>
ZZ—§[IH(1+37)]OZZ_ 5

2) On procede par intégration par partie successives (deux en I’occurence) en dérivant le polyndme et en
intégrant la fonction cos(ax). Alors u/(z) = cos(z),v(z) = 2% + 1 et u(x) = sin(z),v'(z) = 2z,

/01(:1:2 + 1) coszdr = [(372 +1) sin(az)]é -2 /01 xsin(z) dr = 2sin(1) — 2/01 x sin(z) dz.

2



A nouveau, v'(z) = sin(z),v(z) = x et u(x) = — cos(x),v'(x) = 1, d’olt

/o wsin(z)dr = [ — xcos(x)][l) + /0 cos(x) dr = —cos(1) + [sin(m)}é = —cos(1) + sin(1).

1
Donc / (2% + 1) cosx dx = 2 cos(1).
0

3) On effectue le changement de variable u(x) = In(x) qui est une bijection croissante de [e; 3] dans [1, In(3)]
) da L “®) du 11" 1
de classe C'. Alors du = —, d'obt | ————do = S U
e classe ors du = —, d’ot /e 2]’ T /u(e) 3 { 2u2} 2~ Im)?

1
D /3 L1 1
onc ————dr = - — ——.
. z(lnz)? T 21In(3)?2

elt _ iz elt _ iz 3
4) On linéarise sin®(z) : sin(z) = 5 donc sin®(z) = (—) ,d’ol
i i

1 631:p _ 36123 + 3671:1: _ 673ix 1 631:): 673ix elr _ efix
. 3 . _ _ . .
sin®(z) = 2 5 = _Z( 5 3 5 ) = ——(sin(3z)—3sin(x)).
Donc
/m'?’d 1/M'(B)d +3/7r/2'()d L L cosgan] ™ + [ (>]ﬂ/2
sinzdr = —— sin(3x) dz + — sin(z)dr = —— | —= cos(3z —| — cos(z
0 4 /o 4 J, 4 3 0 0
1 . 3 - 1 3
=75 [cos(3) — 1] — Z[Cos(i) —1] = D) + 1
71'/2 2
Donc / sin® x dr = =.
0 3

Remarque : il s’agit d’une intégrale de Wallis (cf. Exercice 1). D’apres la relation de récurrence de la question

w/2 2 9
2.a),ona / sin® v dr = Wy = §W1 =3 Plutdt rapide, non ? De fait, on aurait pu faire une intégration par
0

partie avec v/(z) = sin(z) et v(z) = sin?(z) et raisonner comme 2 la question 2.a) de I’exercice 1.
Exercice 5.
1) Le dénominateur vérifie 2 + 2® = 22 4 o(x?), donc on cherche un développement limité a 1’ordre 2 du
2

numérateur. On sait que e = 1 +z + 5 +o(x?) etsin(z) = x+ o(x?) donc, par somme puis produit, on obtient,

2

(1—e")sin(x) = — (2 + ‘%) x (z) + o(a?) = —a? o (2?).

1 —e")si —x2 2 -1 1— o) si
Par quotient, (1—e)sin(e) _ —a®+a%(a) _—l+e(@) o S(z) = 0.d"oi| lim (1 — e*)sin(z)

- = =—1.
T2 + 3 2 —+ 3 1+2x z—0 z—0 T2 —+ 3

2) Déterminons un équivalent du dénominateur : on sait que, au voisinage de 0, sin(x) ~ z donc par com-
position sin(2z) ~ 2z puis par produit, sin?(2z) ~ 4z% On cherche le développement limité a 1’ordre 2 du
2

numérateur. On sait que cos(z) = 1 — 5 + o(2?), donc par composition avec 3x (car hH(l) 3z =01!),
T—

9z 2
cos(3z) =1— % +o(z?)etln(l —z) = —x — % + o(x?). Donc, par composition,
922 92 972
In(cos(3x)) = In(1 — %) + o(2?) = —% + o(2?) c’est-a-dire In(cos(3z)) ~ —%.



1 3 922 1 3 9
Par quotient, on en déduit que M ~ —i, quand z tend vers 0, i.e. | lim M = ——.
sin®(2x) 82 z—=0  sin®(2z) 8
3) J’ai fait une jolie coquille pour cette limite. Il s’agit de sinh et non sin...
Commencons par la limite demandée (avec sin donc). Pour z assez grand,

} sin (\/x2 + x) — sin (\/av2 — x)‘ <1+1=2,donc| lim e * (sin (\/352 + :L’) — sin (\/:U2 — x)) = (...

T—r—+00

et — e %

2
.Comme lim exp ( — V22 + ) = 0 alors, lorsque x

Voici la limite plus intéressante (avec sinh). On rappelle que sinh(x) =

sin (VT 7) = S (VT D) —exp (= Vet + )

, donc, pour z > 0,

2 Tr—+00
exp (Va2 +x
tend vers +oo, sinh (\/x2 + x) ~ EP ( 5 ) .
exp (Va2 —z) —exp( — Va2 —=zx
De méme, pour = grand, sinh ( 2 —x) = P ( ) P ( ) , eton a I’équivalent suivant en

2

N
400, sinh (\/x2 - IL‘) ~ exp( 5 x)

Maintenant on cherche un développement limité de exp (\/ x? — :):) lorsque x tend vers +-00. On se ramene

aux développements limité en 0 en factorisant par z2. On obtient V22 + x = /1 + % etV —r=ux,/1— %

2

t
Oronsaitque 1+t =1+ % -3 + o(t?) lorsque t tend vers 0. Donc, par composition avec ¢ = % lorsque x

tend vers +o00, on trouve /1 + % =1+ % + o(%), donc Va2 +z=2x+ % + o(1).
De méme, (/1 — % =1- %+o(%),donc L —x:x—%+o(1).
On va en déduire un équivalent de exp (\/ x? + x) quand x tend vers +-oc0. On utilise la propriété suivante :
si lim f(x) — g(z) = 0 alors exp(f(x)) ~ exp(g(x)).
Tr—a

Remarque : normalement, c’est du cours... Un bon exercice serait de démontrer cette propriété.
Ici f(x) = Va? + wet g(z) = x + 3, et le développement limité obtenu ci-dessus nous dit que

lim f(z)— g(z) =0, doncexp (Va2 +z) ~exp (z+ 1) = e /2

T—~+00
De méme, avec f(z) = v2? — wet g(z) = x — 1, on obtient exp (Va2 — z) ~exp (z — 1) = e”e71/2
Donc, par somme, on obtient,

sinh (V22 + ) — sinh (Va? — ) ~ % (e el/? — et 671/2) = sinh(2) e®

Donc, par produit, lorsque z tend vers +o0, e~* (sin (v/#? + z) — sin (/2% — z)) ~ sinh(2). On en déduit que
lim e (sin (Va2 +z) —sin (Va2 — m)) = sinh(2).

T—+00

Exercice 6.

1) Si f est une fonction Riemann-intégrable sur [a; b] alors hIE (
n—-+0o0

ou(y € [a+ k=% a+ (k+ 1)(b7a)}.

n

h— n—1 b
En particulier, lorsque ¢, = a + k=%, on obtient, | lim ( a) fla+ k=) = (t) dt.

n—-+o00 n
k=0 a
1 n—1 L b
Enfin, sia = 0,b =1 ient| lim — —) = :
nfin, si a = 0,b = 1, on obtient Jm > f(n) ) f(t)dt

2) Fait en TD.



