Correction Controle continu 1

Exercice 1

1) Théoréme des accroissements finis : Soit f une fonction continue sur [a; b], dérivable sur ]a; b|.
Alors il existe ¢ €]a; b tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(¢).

2) On considere la fonction f définie sur | — 1; +oo] par f(z) = /1 + . Soit x > 0, f est (dérivable sur | — 1; +o0]
donc) continue sur [0; 2], dérivable sur |0; [ ; on en déduit que Je €]0; z[, f(x) — f(0) = zf'(c).
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Comme Vx > —1, f/(x) = ———,onadoncy/1+z2—1=2—in—.
/') 2v/1+x 2v/1+¢

Onal<c<zrz=1<1+4c<1l+zx

=2<2V1+¢<2V1+zx carlafonction racine carré est croissante
1 1 1

= -2 >
27 214+¢c  2V1+7z

d’oh,pouerO,LS\/l—i-x—lgg.

2v/14+x

1 V1 —1 1
Enfin, comme x # 0 et x > 0, on obtient < e < -.
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Exercice 2
1) f est définie sur | — 1; +o0l, f est infiniment dérivable sur | — 1; 400, etona Vo > —1, f/(z) = . j_ ,
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2) Soitz > 0. f(x) = In(1 + ), f(0) =0, fl(x) = 112 f(0) =1,
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D’apres la formule de Taylor-Lagrange appliquée a f sur [0; x], il existe ¢ €]0; z| tel que
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f(z) = f(0) +zf'(0) + %f”(O) + %f’”(c), ¢’est-a-dire
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Comme 0 < c < x,ona

1<1l+4+e<l4+a=1<(1+¢c)?<(1+2)® (carlafonction cube est croissante)
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= 23 > (car z > 0 donc z* > 0)
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Donc, en appliquant 1’inégalité précédente a I’égalité (*),

:n2+ 3 < fla) < x2+a:3
T— —+ 7= z)<x——+ —.
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3) D’apres ’inégalité précédente, |f(x) — (x — ?)] < 5 pourz >0.
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Soita > 0, pour z € [0,al, |f(z) — (x — =)| < 3
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Donc 3= 107° < a = (3.107°)3 ~ 0,10405. On prend | a = 0, 104.

Question bonus de I’exercice 1

11 suffit d’appliquer le théoreme d’encadrement des limites (théoréme des gendarmes).



