Correction du DM sur les développements limités

Exercice 1
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1)Onsaitque In(1+z) =2 — — + 3 4o (D) 4o(2M).
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Orln(2 +z) = In <2(1 + g)) =1In(2) +In (1 + g , donc
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Dob|In(2+2)=In(2) + = — — 4+ = + ...+ —2—" +o(z").

Onae*=1—z+ 7% + o(2?) (composition de e* par —x) donc, par composition et en utilisant la question 1), on
obtient :
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On en déduit que, au voisinage de 0, | f(z) = In(2) — % + % + o(x3).
3) On déduit du développement limité de f en O de la question 2) 1’équation de la tangente au graphe de f en O :

x
=1In(2) — —.
y=(2) -3
Pour la position de la courbe représentant f par rapport a la tangente, on regarde le signe de la différence f(x) — y, c’est-a-
2 2
dire : f(z)— <ln(2) - g) = % +o(2?). Au voisinage de 0, on a % > 0, donc le graphe de f est au-dessus de la tangente.

Exercice 2

On veut un développement limité a I’ordre 4 de la fonction g définie par g(x) = clos(:c) .
z? ot )
On sait que cos(z) =1 — o + T + o(x?) et que 1 =1+z+ 22+ 23+ 2% + o(z*). On en déduit que
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onc, au voisinage de 0, | g(z) - +x+ > + 5 +24x + o(z%)




Exercice 3
3 2

1) On sait que sin(z) = = — % + o(z3) et que cos(z) = 1 — % + o(2?). Donc, par somme,

sin(z) — z cos(z) = = — v T X <1 o + o(m2)> + o(z%)
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avec lin% €1(x) = 0. Par ailleurs, In(1 + z) = = — 5 + o(x?), donc par composition, on a In(1 + z?) = 22 — o) + o(x?),
T—
d’ot zIn(1 + 2?) = 2% + 23e2(x) avec lin% ea(x) = 0 (on s’arréte a 1’ordre 3 ici).
T—
Donc, par quotient,
3
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sin(x) —xcos(r) 3 +ate(x)
rIn(l+22) 23+ z3ex(2)
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_ 23 g + 61(%)
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avec li (r) =0etli (z) = 0. Donc, par quotient de limites : | li sin(w) — zeos(x) _ 1
vec = m =0 ) ;| im =-.
VAN ap 2\ parqu a—0  zIn(1+ 22) 3
2) Au voisinage de 0, sin(z) £ 7 4 o(@®),d isinage de oo, sin (~ ) = = — =+ o(%)
u voisinage de 0, sin(xz) = 2 — +— + o(x*), donc au voisinage de +o0o, sin | — | = — — — + o(—).
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On en déduit que, au voisinage de +o0,
1 1 1
3en () _ 2,2 1 _ 2 = i =
x° sin <x> T =1 +0o(1) 5 +e(x) avec xgxfme(x) 0.
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Donc,| lim z°sin <> —p? ==,
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Exercice 4

1
On considere f définie par f(x) = (x + 2) exp <) Par composition, f est définie et infiniment dérivable sur R*.
x
, 1 T +2 1 R ) 1
flix)=exp( =) ——5-exp|=|=|—5— |exp ().
x x x x x
Donc le signe de f” dépend du signe de 22 — x — 2. Or 22 —x — 2 = (z+ 1)(z — 2) (1 est racine évidente). D’ot1 le tableau
de signe suivant :

Pour x # 0, 0on a

X | —00 -1 0 2 ~+00
I + 0 — H — 0 + Le calcul des limites aux bornes du domaine de défini-
fl-00 /A et N, 0 H+oo AW de2 S 4o

tion est laissé au lecteur : il suffit de connaitre les limites de exp () .
x
Pour I’équation de I’asymptote, on détermine le développement jusqu’a ’ordre 1 en — en +o0 :
x

1 1 1 1 1 1 5 1
Au voisinage de 400, exp (x) = 1+;+ﬁ+@+0(9). Donc, par produit : (z+2) exp <9:> = 3+x+%+o(;).

On déduit de ce développement que 1’équation de 1’asymptote oblique esty = z+3etona f(x) — (z+3) = 2 Donc
x

la position de la courbe par rapport a I’asymptote oblique est déterminée par le signe de % au voisinage de 400 et en —o0.
x

. 5 . .. )
Au voisinage de 400, — > 0 donc la courbe représentant f est au-dessus de 1’asymptote, et au voisinage de —oo, o0 <0
x

x
donc le graphe de f est en-dessous de 1’asymptote.



