Correction du DS du vendredi 26 Avril 2013

Exercice 1

1)g: I — Rdeclasse C3sur I eta < b € I, alors il existe ¢ €]a; b[ tel que

—a)3
(b?)!)g@)(c)_

2) On considere f définie par f(x) = e~2%. Par composition, f est définie et infiniment dérivable sur R et on a, pour
toutn € N, ettout x € R,

() = (—2)me |

Remarque : on peut démontrer cela par récurrence.
3) Soit z > 0. Comme f est de classe C2 sur [0; ], on applique la formule de Taylor-Lagrange a f sur I’intervalle [0; z].
Alors il existe ¢ €]0; z] tel que

582 $3
F@) = F0) + 2f'(0) + - 1"(0) + 10
2

3
:1—2m+%x4+%x (—2)3e2.

4
Donc f(z) =1 — 2z + 222 — 56_20. Or,

O<ec<ax=0>-2c> -2z

=1>e2>e 2 >(0carz — e est croissante sur R

4 4 4
= -z > 2372 > Zp3e 7 > carx > 0
3 3 3
4
= —3x3 < —gx?’e_% < ——gde <.

Donc

4
1—2x+2x2—§w3§f(x)§1—2m—|—2:):2.

Et I’inégalité est vraie pour z = 0 puisque f(0) = 1.

x3.
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4) D’apres la question précédente, pour tout z > 0, on a ’f(x) — (1 — 2z + 2x2) ’ <

4 3 3
On résout ga?’ =10%=a® = 110_6 Sa= {’/;10_2. Donc | pour tout z € [0,a], | f(z) — (1 — 2z + 22%)| < 1076,
Remarque : =~ 0,908 - 10~2

Exercice 2

1) g : x — In(1 + z) est définie sur | — 1;+o00[, h : * — 2% + = + 1 est définie sur R. On cherche quand la fonction

polynomiale h de degré 2 s’annule sur | — 1; 400 : son discriminant est A = 1 — 4 = —3 < 0 donc h ne s’annule pas sur
| = 1; +00]. Donc, par quotient, f est définie sur | — 1; +o0].
2 3
1
2)Onsaitque In(1+z) =z — % + % + o(x3) et que 52— 1 —a+ 22— 23+ o(z?). Comme X = z + 22 tend
x
vers 0 lorsque x tend vers 0, on obtient par composition :
1
m =1 (.T + .’1:2) + ($ + x2)2 — (.T + .’1:2)3 + O(.’Eg) (*)

Or (z + 2%)? + o(23) = z(x + 22) + 2%(z + 22) + o(23) = 2% + 2% + 2% + o(23) = 2% + 223 + o(a?),
et (x+22)% +0(23) = (x4 2?) - (x4 2%)? + o(23) = z(2? + 22°) + 2%(2? + 223) + o(23) = 23 + o(2?). On remplace
dans (%) :

1 2 2 3 3 3
mzl—(ﬂc‘i‘iﬁ )+ (2" +227) — (2°) + o(z”)

=l—z—2>+2°+22° — 2 +o(2®) =1 -2+ 27 +o(2?).



Par produit f admet un développement limité a 1’ordre 3 en 0 donné par

2+ In(l+x) z? 23 3 3
Trera? (2”‘2+3 *(L-z+a%) o)

— -z s o)+ (-5 + T ) 4 (5) +el)

3 1
:2—:E—21:2—|—1‘3-<2—|—+>—|—o(x3).

3 17
Donc| f(z) =2 —z — §x2 + Fxg +o(z?)].

3) L’équation de la tangente au graphe de f en O est . La position de la courbe par rapport a la tangente
2

3 3
est donnée par le signe de f(z) — (2 — z) = —5502 + o(22). Au voisinage de 0, —3% < 0 donc, au voisinage de 0,

le graphe de f est en-dessous de la tangente en 0 . Dessin demandé.

Exercice 3

1) Soit z € R, f(z) = e2t2e7" et | f/(z) = (2 — 22)e>T27" | donc 2(1 — z)f(z) = (2 — 22)e2t20~2" = f/(z),
donc f vérifie I’équation différentielle 3/ (x) = 2(1 — z)y(z) .

2) f est infiniment dérivable sur R donc f admet un développement limité de tout ordre en O .
3)|ap = f(0) = €2 |.

4) f" admet un développement limité d’ordre 3 en O car f’ est infiniment dérivable en 0 (puisque f ’est), et le dévelop-
pement limité de f’ est obtenu en dérivant la partie réguliere du développement limité de f, donc

f(x) = a1 + 2a9z + 3azz® + 4agz® + o(2®) |

5) On sait que f'(x) = (2 — 2z) f(x) donc
a1 + 2asz + 3azz® + dagx® + o(z?) = (2 — 23) x (ap + a17 + a2z’ + azz®) + o(z?)
= ay + 2a91 + 3asz® + dagx® + 0(1'3) = (2a0 + 2a12 + 2a02% + 2a3$3) + (—Qan — 2ay2° — 2a2x3) + o(at3).

Par unicité du développement limité, on obtient le systeme suivant :

a _ 2 ( _ 2
0 =€ a =€
ar = 2ap = 2¢? al = 2¢?2 al = 2¢2
2a5 = 2a; — 2aq az  =a1—ag=e az =ai—ap=e?
i < 2 2 < 2
3(13 = 2a3 — 2a1 a3 = —- (—62) = —*62 as = —*62
dag = 2a3 — 2ay 31 2 g
2_ 2 2
a =—.(—=e*—¢e a = ——¢
: > (73 ) ! 6

Donc le développement limité de f a I’ordre 4 en O est donné par

2 )
f(z) =e* x <1 + 2z 4 2% — gx?’ - 6x4> +o(zh) |

Exercice 4

1 1
1) Onsait que [v/1+2 =1+ —2 — —2? + o(2?) |. Remarque : si doutes : calculer les dérivées...

2 8
. 1, 1, 4 . z? 4
2) Par composition, V1 + 22 =1+ 3% — g + o(z*). On sait que cosh(z) =1+ 5 + m + o(z*).
x -z ’
Remarque : si on oublie : cosh(z) = % et on est obligé de connaitre le DL de e* ! !
V14 22 — cosh 1 1 1 gt 11
T o cosh(a) =1 (1 + §x2 — §w4 - <1 + % + i) + x4e(:):)> = _g_ﬁ“(x)’ avec ilir(l] €(x) = 0.Donc
. V1422 — cosh(x) 1
lim 1 =—-.
z—0 T 6




