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Exercice 1. La fonction f : ¢t — arctan(¢) est dérivable sur R et, pour ¢t € R, f'(t) = T e Soit > 0, alors f est
dérivable sur [0; =] donc continue sur [0; x] et dérivable sur |0; z] et, d’apres le théoréme des accroissements finis, il existe
c €]0; z[ tel que f(z) — f(0) = xf'(c), i.e. arctan(x) = T Or
c

O<e<ax=0< 2 < 22 car x — 2 est croissante sur RT

1 1 1 .
=1> 5 2 5 car x — — est décroissante sur RT*
1+¢ 14z T

car x > 0.

x
— < arctan(z) < x.

Donc, | pour tout x > 0
P "1+

Exercice 2 : DS 2013
1)g:I— Rdeclasse C3sur I eta < b € I, alors il existe ¢ €]a; b] tel que

—a 2 —a 3
9) = g(a) + (o~ a)g'(@) + U2 L@y + O g,

2) On consideére f définie par f(z) = e~2%. Par composition, f est définie et infiniment dérivable sur R et on a, pour
toutn € Nettoutx € R,

1) = (—2)ne .

Remarque : on peut démontrer cela par récurrence.
3) Soit z > 0. Comme f est de classe C2 sur [0; ], on applique la formule de Taylor-Lagrange a f sur I’intervalle [0; z].
Alors il existe ¢ €]0; z] tel que

.’E2 1‘3
f(z) = £(0) +zf(0) + = "(0) + 57 /"(¢)
1ot D g T oy
=1- x—l-?x —i-gx(—)e .

4
Donc f(z) =1 — 2z + 222 — §6_20. Or,

O<e<arx=0>-2c> -2z

=1>e 2 >e2" > (carz — e est croissante sur R

Donc

4
1—2x—|-21:2—§x3Sf(x)§1—2x+2a:2.

Et I’inégalité est vraie pour z = 0 puisque f(0) = 1.

z3.

[SUNES

Question bonus D’apres la question précédente, pour tout x > 0, on a ’ f(x) — (1 — 2+ 2332) ’ <

4 4
Si & < a, alors, pour tout z € [0;a], | f(z) — (1 — 2z 4 22?)| < gzv?’ < §a3.

f(@) = (1 =22+ 22%)] <1075,

4 3 3
On résout §a3 =108 s ad® = 110*6 Sa= i’/;lOQ. Donc | pour tout x € [0, al,

Remarque : on peut choisir a = 0,908 - 1072,



