Q1IMI2M21 Math Correction du Devoir Surveillé. 2015

Exercice 1. 1) Si f est 3 fois dérivable au voisinage de xo = 0 alors, d’apres la formule de Taylor-Young,

f(x) = f(0) +zf'(0) + x;f”(()) + ?jf(s)(O) + 23¢(x) avec lim e(x) = 0.

z—0

i) La fonction f est 3 fois dérivable sur R comme produit de fonctions 3 fois dérivables sur R. Soit z € R, on a
! : ™ z ™ =z ™ : m T
f'(z) = —V/2sin (z+ Z)e +v2cos (z+ Z)e =2 [cos (z+ Z) — sin (z + Z)} e
f(z) =2 [— sin (z + Z) — cos (z + %) + cos (z + %) — sin (z + %)} e® = —2v/2sin (z+ %)em,

et f®)(z) = —2v2 [cos (z+ g) + sin (z + %)} e”.

Comme cos (I) =sin (§) = @, on en déduit que f(0) = 1, f/(0) = =1 +1 =0, f"(0) = —2v/2- % = —2,et

®3)(0) = —2v/2-4/2 = —4. Donc, d’apres la formule de Taylor-Young, f(z) =140 — 202 403 4 23 (x , Le.,
2 6

2
f(z) =1—2? — 2% + 2%¢(x) |avec lim e(x) = 0.
3 z—0

iii) D’apres la question 2, au voisinage de 0, f(z) — 1+ 2? = —22° 4 23¢(2) avec lin% g(z) = 0, donc, par

T—r
Cf@) 142 -+t | T
quotient, = = = = —5 +¢&(x), avec ilgb g(z) =0,d’ou ig% —3  ~ 3

Remarque : on pourrait développer cos (z + %) = ? - (cos(x) — sin(x)) puis utiliser les DL connus mais il faut

alors expliquer pourquoi cela correspond a la formule de Taylor-Young.

Exercice 2. i) La présence de 22 au dénominateur indique qu’il faut faire un DL d’ordre 2 au numérateur. On sait

2
que cos(z) =1 — % +o(x?) ete® =1+ z + o(x), donc

exp (cos(z) — 1) =exp ( — ’“"22 +o(z?) =1— % + o(z?).
—1)—1  —% 4 —1+
Par quotient, exp(cos(z) — 1) _ 2T e1(z) _ T2 £1() avec lim €1 (z) = lim e3(z) = 0, d’ol
x? z? + z2e9(x) 1+ eo(x) z—0 2—0

. exp(cos(z) —1) -1 1
lim 5 =——.
z—0 x 2

ii) La présence de x> au dénominateur indique qu’il faut faire un DL d’ordre 3 au numérateur. On sait que
: 3
sin(z) = =z — % + o(2%), donc par composition, sin(2r) = 2z — % + o(x3). Par produit, z(1 + cos(z)) =
3 1) —sin(2)  —% + % 4 23(a 1 4
2x — % + o(x3), puis par somme et quotient, z(cos(x) + 3) sin(2z) =2 3 - (z) =—3 + 3 +e(x)
x x

avec lim e(x) = 0, d’ou
z—0

lim x(cos(z) + 1) — sin(2x) _ §
x—0 x3 6
iii) Lorsque « tend vers +oc alors < tend vers 0. Donc, par composition avec ¢ = 1, cos(t) = 1 — % + o(t?).
On sait aussi que In(1 — ¢) = —¢ + o(¢), donc, par composition,

In(cos(t)) = In (1 — t; +o(t%)) = —t; + o(t?).



In(cos(t)) —% + t2e(t) 1

Donc, par quotient, 2 = 2 =-3 + £(t) avec %gr(l) e(t) =0,d’ou
| t 1 1
limM = lim 3:2111((:08 (—)) = ——.
t—0 12 z—+o0 T 2

Exercice 3. i) La fonction  +— In(1 + z) est dérivable lorsque 1 + = > 0, i.e., x > —1 et ne s’annule qu’en = = 0,

donc la fonction f est dérivable sur I =] — 1;0[U]0; +o00[ comme quotient de fonctions dérivables sur | — 1; o0 et
dont le dénominateur s’annule en z = 0.
Comme lim In(1+ x) = —oo et que sin est définie en —1, alors| lim f(z) = 0.

T—— z——1

r>—1 z>—1

1
Par ailleurs, pour x € R, —1 < sin(z) < 1, donc, pour z > 0, —m < f(z) < m Comme
1
lim In(l+ z) =400, alors lim ———— =0, donc, par théoréme d’encadrement,| lim f(x)=0.
T—+00 T—+00 ln(l —+ ;U) T—+00
x3 z? 23
ii) Au voisinage de 0, [sin(z) = = — " +o(z?) |et|In(l +z) =2 — 5 + 3 + o(2?).
3 b
i r— %+ (x
Par quotient, sin(z) = 5 1(@) ,avec lim €1 (z) = lim e3(z) = 0. Puis, en factorisant par x, on
In(l+2z) 45— T+ 2 4 aBey(2) 2—0 z—0

obtient

1-— %2 + 221 ()

flx) = avec lim e1(x) = lim ea(x) = 0.
1— % + % + $262($) z—0 z—0
iii) Division a poser. 1ére étape : 1 — % =|1]x[1-%+ %2] +5 - % + o(z?).
28 & .z 2 | L 1 T x2 x? 2 D 12 4 R xQ 1 T ot 0 2
eme étape : 5 — 5 =| 5 % [1— %+ 2] — L 4 o(2?). Derniére étape : —%- = vk [1-2+2Z]+0+0(a?).
r  x?
Donc | f(z) =1+ = — = + z%¢(x) |avec lim e(x) = 0.
2 4 z—0
iv) La fonction f admet un développement limité d’ordre 1 en O donné par f(z) = 1 + g + o(z) donc

f est prolongeable par continuité et dérivabilité en 0 en posant f(0) = 1 et f/(0) = 3.

. " P s 4 . x .
v) D’apres la question précédente, la courbe représentant f a une tangente d’équation y = 1 + 5 au point

2

d’abscisse 0. De plus, d’apres la question iii), au voisinage de 0, f(z) —y = —% + o(z?). Comme pour z proche

2 N . s .
de O ona —% < 0, alors la courbe représentant f est en-dessous de la tangente a la courbe au point d’abscisse 0.

vi)




