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Devoir surveillé - jeudi 14 novembre 2013
Eléments de correction

Question de cours
En rappelant les théorémes utilisés, justifier que la fonction tan réalise une bijection de | — 5, 5[ sur R et

que sa bijection réciproque, notée arctan, est dérivable sur R et arctan’(z) = 5 pour tout réel x.
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Nous allons tout d’abord utiliser le théoreme de la bijection, a savoir que si une fonction f est continue
et strictement monotone sur un intervalle I alors, f(I) est un intervalle et f réalise une bijection de I sur

f(I). De plus sa bijection réciproque f~! est continue sur f(I).

La fonction tan est définie et dérivable (donc aussi continue) sur | — 7, 5[ de dérivée tan’ = % =
1+ tan?. Pour tout = de ] — %, 5[, tan(z) > 0 donc la fonction tan est strictement croissante sur | — 7, Z|.
De plus lim;_, _z tan(z) = —oo et lim,_, ; = tan(z) = +o0, f(I) est un intervalle donc f(I) =R.

Nous avons montré que tan bijective de | — 7, 5[ sur R.

Remarques : Si on ne précise pas ’ensemble d’arrivée on ne peut pas savoir si I’application considérée est bijective
ou non. Le fait quune fonction f définie et injective sur I prenne ses valeurs dans un ensemble J n’implique pas
qu’elle réalise une bijection de I sur J il faut encore s’assurer que tous les élément de J ont un antécédent dans I
par f.

Pour montrer que arctan est dérivable sur R nous allons utiliser le résultat sur la dérivée d’une bijection
réciproque, qui nous dit que si une fonction f est continue sur l'intervalle I et réalise une bijection de [

sur J, alors pour tout a de I vérifiant f’(a) # 0, f~! est dérivable en b = f(a) et (f1)'(b) = W.
Nous avons déja vu que tan est dérivable et ne s’annule pas sur | — 7, 5[ donc sa bijection réciproque arctan
est dérivable sur R et
vreR (arctan)(r) : :
T arctan)’ (z) = = .

1+ tan? (arctan(z)) 1+ a2
Exercice 1

+o0o
Le but de cet exercice est de calculer la valeur de W

n=0
1. Justifier que cette série converge.
On note u,, = %H)&n’ u, > 0 pour tout entier n, u;? = Z—ié% et lim, 400 “’Zjll = :1,) é < 1 et avec la

m

regle de d’Alembert la série converge.
On pouvait aussi utiliser que 0 < u, < = 3w et que la série géométrique de raison é converge (| 3\ < 1) et par

comparaison entre séries a termes positifs ) wu,, converge.
$n+1
2. Quel est le rayon de convergence R de la série entiére E m ?
n
n>0

Avec les notations précédentes la série entiere s’écrit D -, upz™! et on a vu a la question I.1. que

Unt1
Un

limy, 400 existe et vaut | = % A nouveau avec la régle de d’Alembert le rayon de convergence est

1
Remarque : La série convergente considérée en I.1. est la valeur de la série entiere pour x = 1, nous savons donc

avant de commencer la question I1.2. que la série entiere a un rayon de convergence R supérieur ou égal a 1 puisqu’il

y a divergence des séries entiéres en tout point z tel que |z| > R.
mn+1
3. On note F(x) = —_—
() n§>:0 (n+1)3"
une expression de F'.

s . RN oo . ) s . 7
Les séries entieres sont C sur leur intervalle ouvert de convergence et la série dérivée est obtenue en
dérivant terme & terme. Ainsi F' est dérivable sur | — 3, 3] et

pour z €] — R, R[, justifier que F est dérivable sur | — R, R] et donner

Ve €] — 3,3 F’(m):;(n—i—l)wz i



4. Montrer que pour tout x €] — R, R[, F'(z) = 3%

Pour tout  de | —3,3[ on a [§| < 1 et on reconnait la somme d'une série géométrique de premier terme 1

et raison g, d’ou

Vz €] —3,3[ Fl(z) = _

Remarque : On pouvait retrouver ici que le rayon de convergence de la série entiere F' est 3 puisque qu’une série
entiere et sa série dérivée ont méme rayon de convergence et il est connu que la série géométrique de raison 3 converge

si et seulement si |5| < 1.

5. Calculer F'(0) puis F(x) pour tout x €] — R, R|.

F(0) = —————— = 0. F est la primitive de F’ qui s’ 1 0.L imiti —3, 3| de la foncti

(0) 7;] CFSIED est la primitive de F” qui s’annule en 0. Les primitives sur |—3, 3[ de la fonction
z — 2 sont les fonctions z — —31In(3—z)+C avec C constante a déterminer. F(0) = 0 = —31In(3—0)+C
donc C' =31n(3) et F(z) =3In(3) —31In(3 — z).

+o0o

6. En déduire la valeur de )

1

(n+1)3" -

+o00 1 3
5 e = P =505) 901 = 9mh

Exercice 2
1. Soit n un entier relatif, montrer que l'intégrale généralisée

converge si et seulement si n > 2.

Pour tout entier relatif n, les fonctions f, : = — 1;1—,? sont définies et continues sur [1, +00[ donc intégrables
sur tout intervalle [1, X] avec X > 1. De plus ces fonctions sont positives sur [1, +0c[, on pourra donc utiliser
les théoremes de comparaison pour conclure a la convergence ou divergence de I'intégrale.

Pour z > e, Inz > 1 et fo(z) > :%n Pour n < 1 l'intégrale de Riemann f1+oo g—ﬁ diverge donc par
comparaison ffroo fn(x)dx diverge pour n < 1.

On sait que limg—s 400 % = 0 donc pour tout entier n > 2

lim z%2f,(z) = lim In(z) 1

=0.
r—+00 T——+00 \/5 rn—2

dx
23/2

L’intégrale de Riemann fﬁoo
n > 2.

Remarque : On rappelle que f < g et ff g(z) dx divergente ne donne aucune information sur la nature de fab f(z)de.

converge et fn (ac) < ﬁ%’ par comparaison fﬁoo fn(x) dx converge pour
“+oo

De méme f; f(x) dz convergente ne donne aucune information sur la nature de f; g(z) de.

2. A laide d’une intégration par parties, calculer la valeur de cette intégrale pour n > 2.

Les fonctions x +— x"%l et x — Inz sont C! sur [1,+oof, pour tout X > 1 et avec une intégration par

parties

X X X X
1 1 1 1 1 1 InX 1 1
C (z)de = |—— 1 - S S| D S

/1 an n(z) d [l—nx”_l n(x)]l 1—n/1 R (1—n)? [x”—l]l

limx 4o % =0etlimx_i00 ﬁ =0carn—1>0 pour n > 2, dou

too ] X1 1
Vn > 2 / —nxdx: lim —nxdxzi.
1 " X—too J;  a® (n—1)2

Remarque : On conseille de faire les intégrations par parties avec les intégrales définies puis de passer a la limite.
Sinon il faut au préalable justifier que chacune des expressions que l'on va obtenir avec 'intégration par parties
converge.



