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Chapitre 1

Suites et séries numériques

Rappelons au préalable une propriété de R qui est capitale pour ce chapitre :
Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

1.1 Premiers résultats sur les suites numériques
On désigne par K le corps R ou C.
Définition 1.1.1 (Suite d’éléments de K) Une suite de K est une application de N dans K

N —» K
n = Up

notée (un) ou (Up)nen-
Une suite de K définie a partir du rang ng est une application de NN [ng, +oo| dans K, on la note (un)n>n,-
L’ensemble des suites de N dans K est noté KN.

Proposition 1.1.2 K" est un K-espace vectoriel.

Définition 1.1.3 Une suite (u,) de R est dite

— majorée, s’il existe un réel M tel que pour tout entier n, u, < M

— minorée, s’il existe un réel m tel que pour tout entier n, U, > m

— bornée, lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée.

Une suite (z,) de C est dite bornée si la suite de réels (|z,]) est bornée.
L’ensemble des suites réelles (resp. complezes) bornées est noté B(R) (resp. B(C)).

Proposition 1.1.4 B(R) est un sous-espace vectoriel de RY.
B(C) est un sous-espace vectoriel de CN.

Définition 1.1.5 Une suite (u,) de K converge vers a € K si
Ve>0, 3peN, Vn>p, |u, —a| <e.

On note alors limu,, = a.
n

Une suite (un) de K est dite convergente s’il existe un élément a de K tel que (u,) converge vers a.
Une suite non convergente est dite divergente.

| - | désigne ici la valeur absolue lorsque K = R et le module lorsque K = C.
Définition 1.1.6 Une suite (u,) de K est dite de Cauchy si

Ve >0 3n. €N, V(n,p)e N2 n>ne p>ne = |uy, —upyl <e
Augustin Cauchy, 1789-1857.

Proposition 1.1.7 1. Toute suite convergente est de Cauchy.

2. Par construction de R, toute suite de Cauchy de R est convergente.
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Proposition 1.1.8 (u,) converge vers a si et seulement si (u, — a) converge vers 0.
Si une suite converge vers a et o’ alors a =a’.
Toute suite convergente est bornée.

Exercice 1
Enoncer et redémontrer les résultats concernant les opérations algébriques sur les limites. Vérifier qu’un suite com-
plexe (z,) converge si et seulement si les deux suites réelles (Re(z,)) et (Im(z,)) convergent.

Proposition 1.1.9 1. Passage a la limite et relation d’ordre : Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles convergeant
respectivement vers a et a’, si de plus il existe un entier p tel que pour tout n > p, u, < v, alorsa < a’.

2. Encadrement : Soient (uy), (v,) et (wy) trois suites réelles telles qu’il existe un entier p tel que pour tout
n>p, uy, < vy < wy. Sioon suppose de plus que (uy,) et (wy,) convergent vers la méme limite a, alors (vy,)
converge vers a.

3. Si (up) converge vers 0 et (vy,) est bornée alors (unv,) converge vers 0.
Démonstration : & faire. Pour le (1) donner aussi un exemple ot a = a’ et u,, < v, pour tout n.

Définition 1.1.10 Soit (u,,) une suite et @ une application strictement croissante de N dans N alors la suite (uy,(y))
est appelée suite extraite de la suite (uy).
l est dite valeur d’adhérence de la suite u = (u,) s’il existe une suite extraite de (u,) qui converge vers l.

Proposition 1.1.11 Si la suite (u,,) converge vers a alors toute suite extraite de (u,) converge vers a.

Démonstration : a faire.

1.2 Suites monotones et conséquences
Dans cette partie les suites considérées sont réelles.

Définition 1.2.1 La suite (u,) est dite

— croissante si pour tout entier n, u, < Upt1,

- strictement croissante si pour tout entier n, u, < Up11,

— décroissante si pour tout entier n, u, > Upy1,

— strictement décroissante si pour tout entier n, u, > Unpi1,

- monotone si elle est croissante ou décroissante,

— strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Théoréme 1.2.2 (Limite monotone) Toute suite croissante et majorée est convergente.
Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Démonstration : a faire.
Exercice 2
Montrer qu’une suite croissante est convergente si et seulement si elle est majorée.

Définition 1.2.3 (Suites adjacentes) les suites (uy,) et (v,) sont dites adjacentes si
(i) la suite (u,) est croissante et la suite (v,,) est décroissante
(it) la suite (u, — vy,) converge vers 0

Théoreme 1.2.4 Deux suites adjacentes sont convergentes et ont méme limite.

Démonstration : a faire. En reprenant les notations de la définition des suites adjacentes, on pourra commencer par
montrer que pour tout entier n, u, < v, puis conclure grace au théoreme 1.2.2.

Exercice 3

Le fait que toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure nous a permis d’établir le théoreme de
Limite monotone puis celui de convergence des suites adjacentes. Montrer que si I’on admet le résultat de convergence
des suites adjacentes alors on peut en déduire que toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure
(penser a la dichotomie).

Exercice 4

n
On considere les suites (a,,) et (b,) définies par a, = > % et b, = a, + ﬁ Montrer que ces suites sont adjacentes
k=0

puis en déduire une démonstration de l'irrationalité de e.
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Théoréme 1.2.5 (Segments emboités) Soit (S,,) une suite de segments S, = [an,byn] que lon suppose emboités
(Sn-‘rl C Sn)~

Alors leur intersection S = ) S, est non vide.
neN
De plus si la suite (b, — ap) converge vers 0, Uintersection S est réduite d un point.

Démonstration : a faire en s’inspirant de la démonstration du résultat sur les suites adjacentes.
Théoréme 1.2.6 (Bolzano-Weierstrass) De toute suite réelle bornée on peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration : On note E = {u,, n € N} 'ensemble des valeurs prises par la suite.

Si E est fini montrer que l'on peut construire une sous-suite de (u,) qui est constante.

Si E est infini construire une suite de segments emboités contenant une infinité d’éléments de E (penser a la dicho-
tomie).

Exercice 5

Ce résultat a t-il un analogue pour les suites complexes ?

1.3 Exemples de référence

1.3.1 Comparaison

Proposition 1.3.1 Soit (u,) une suite de réels strictement positifs, s’il existe r €]0,1[ tel que pour tout entier

n, “2L < alors la suite (un) converge vers 0.
"

Démonstration : A faire, pour cela comparer la suite (u,) avec la suite géométrique (™).

Exercice 6

Toujours avec une suite (u,) de réels strictement positifs, a-t-on la méme conclusion si la suite (%) converge vers
lelo,1[?

Se servir de ce résultat pour comparer les suites de références (a”), (n®), (n!), (n™), ((Inn)?).

1.3.2 Suites arithmético-géométrique

Proposition 1.3.2 Soit (uy,) la suite arithmético-géométrique définie par
Vn €N, upy1 = auy, + b,

a et b étant des complexes arbitraires fixés, (a,b) # (0,0).
Alors si

1. a =1, la suite est arithmétique de raison b et u, = ug + nb.
2. b= 0, la suite est géométrique de raison a et u, = uga™.

3. (a,b) # (1,0), la suite auziliaire (v,) définie par v, = u, — % est géométrique de raison a.

Démonstration : a faire.
Que représente le complexe [ = ﬁ pour la fonction f définie par f(z) =ax +b7

1.3.3 Suites homographiques
Proposition 1.3.3 Soient (a,b,c,d) € C* tels que ¢ # 0, ad — be # 0 et (uy,) la suite homographique définie par

au, +b
Upp] = ————
nt cu, +d
avec ugy choisi de sorte la suite soit bien définie. Alors si l’équation © = % admet

— deuz solutions distinctes « et B, la suite auziliaire (vy,) définie par v, = Z":(g est géométrique,
n

— une unique solution «, la suite auxiliaire (v,) définie par v, = ﬁ est arithmétique.
"

Démonstration : a faire.

Exercice 7

Si ¢ = 0 quel type de suite a t-on?

Si ¢ # 0 et ad — be = 0 quel type de suite a t-on?

Déterminer les conditions sur uy pour que la suite (u,,) soit bien définie, on distinguera les mémes deux cas que dans
la proposition ci-dessus (ind. si u; = f% que vaut alors v 7).
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1.3.4 Suites récurrentes réelles

Proposition 1.3.4 Soit f une fonction définie sur un intervalle I et telle que f(I) C I, soit a € I. La suite (uy)

définie par
Unt1 = flun)
(27 a

est définie par récurrence.

Si f est croissante sur I alors la suite (uy,) est monotone, croissante si f(ug) > ug, décroissante si f(ug) < ug-

Si f est décroissante sur I alors les suites (ugn) et (uant1) sont monotones, 'une est croissante et l'autre est
décroissante.

De plus si f est continue sur I et si (u,) converge vers 1 € I alors f(I) = 1.

Démonstration : a faire, par récurrence.

Exercice 8 (Suite de Héron d’Alexandrie, le siécle av JC)

[ est définie sur RY par f(z) = 3(x + 2) et (uy) par ug € R}, tnq1 = f(uy). Justifier que la suite est bien définie
par récurrence puis I’étudier (monotonie et limite éventuelle).

1.3.5 Méthode de Newton

Proposition 1.3.5 Soit f une fonction réelle de classe C* sur un segment [a,b] (a < b) et vérifiant :
1. f(@)f() <0,
2. f" ne s’annule pas sur [a,b],
3. f" ne s’annule pas sur [a,b].

Alors Uéquation f(x) = 0 admet une unique solution r sur [a,b] et de plus r est la limite de la suite récurrente définie
par

Tp4+1 = Tp — f/(fE )
n

et
xo = a si [ est décroissante et convexe ou si f est croissante et concave,
xo = b si f est croissante et convere ou si f est décroissante et concave.

Isaac Newton, 1642-1727.

Démonstration : Justifier que ’on ne peut avoir que I'un des 4 cas :

f est décroissante et convexe ou f est croissante et concave ou f est croissante et convexe ou f est décroissante et
concave.

Justifier 'existence et I'unicité de la racine.

Pour le reste de la démonstration se placer dans le cas f croissante et convexe et zyp = b. On note g la fonction définie

sur [a,b] par g(z) = x — Jf,((?), avec ces notations x,+1 = g(x,).

Pour comprendre le principe de construction de la suite (z,,), commencer par déterminer 1’équation de la tangente &
la courbe représentative de f au point de coordonnées (z,,, f(z,)) puis en déduire une construction géométrique du
point de coordonnées (241, 0).

Montrer que g([r,b]) C [r,b] puis que la suite (x,) est décroissante et minorée par r.

Conclure.

Exercice 9

On peut compléter ce résultat et s’intéresser a la vitesse de convergence de la suite construite par la méthode de
Newton.

a) Montrer que li7rln izl _ .

|In_7’|
1)
2 fi(r) -

|xn+17'r‘ —
|y —r[?

b) Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour f sur [r,z,] puis en déduire que lim

Exercice 10
Quelle suite obtenez-vous si vous appliquez la méthode de Newton pour le calcul approché de la solution dans R’
de I'équation 22 —2 =07

1.3.6 Suites récurrentes linéaires

Proposition 1.3.6 Soit p un entier non nul et ag, ...,ap—1 des complezes. L’ensemble E, des suites complezes (u,)
telles que pour tout entier n
Un+p + Ap—1Un4p—1 + -+ a1Upt1 + aoUn = 0

est un C-espace vectoriel de dimension p.
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On dit que (uy,) est récurrente linéaire d’ordre p.

Cas p =2 : une base de Fy est

~ dans le cas ot 2% + a1z + ag = 0 admet deuz racines distinctes a et 3, {(a™), (8™)},
— dans le cas ot 22 + a1z + ag = 0 admet une racine double o, {(a™), (na™1)}.

Démonstration : a faire, on pourra commencer par considérer ’application ¢ définie de C? dans E,, par ¢(ug, . .., up—1) =
(un) (est-elle bien définie, nature de cette application ?). Pour trouver une base on pourra trouver une condition
nécessaire et suffisante pour que la suite (a™) soit élément de E,,.

Exercice 11 (Suite de Fibonacci XII-XIIT iéme)

Expression en fonction de n du terme général de la suite récurrente linéaire d’ordre 2 définie par u,y2 = Upa1 + Un,
ug = up = 1.

1.4 Premiers résultats sur les séries numériques

Définition 1.4.1 Soit (uy) une suite & valeurs dans K. La série de terme général u, est la suite des sommes

n
partielles (sp) avec s, = Y, ur. On note la série > uy,.
k=0

+oo
La série Y u, est dite convergente si la suite des sommes partielles (s,) converge, on note alors la limite > u, :=
n=0

+o00
lim s, etlereste d’ordre p r,:= > wu,. La limite est appelée somme de la série.
n—-4oo n=p+1

Sinon elle est dite divergente.

Proposition 1.4.2 L’ensemble des séries est un K-espace vectoriel, l’ensemble des séries convergentes est un K-
espace vectoriel.

Proposition 1.4.3 (Condition nécessaire de convergence) Sila série )y u, converge alors la suite (u,) converge
vers 0.

Démonstration : & faire. Avec la suite de terme général u,, = v/n + 1 — \/n, montrer que cette condition n’est pas
suffisante.

Définition 1.4.4 La série réelle Y, est dite alternée si la suite ((—1)"u,,) est de signe constant.

Théoréme 1.4.5 (Séries alternées) Soit (a,) une suite décroissant vers 0, alors la série Y (—1)"a,, est conver-
gente et de plus |r,| < apt1.

Démonstration : Montrer que les suites des sommes partielles d’ordre pair (so2,) et des sommes partielles d’ordre

impair (sa,41) sont adjacentes.
(=p*

Exemple : La série harmonique alternée > converge. On peut montrer de plus que sa somme vaut In 2, pour

n>1

n

cela considérer fol Yo (—t)Fdt.

Théoréme 1.4.6 (Séries absolument convergentes) Soit Y u, une série réelle ou complexe, si Y |un| converge
alors Y uy, converge.
La série Y u, est alors dite absolument convergente.

Démonstration : Utiliser que R ou C munis respectivement de la valeur absolue ou du module sont complets. Vérifier
que la suite des sommes partielles d’une série absolument convergente est de Cauchy puis conclure.

Définition 1.4.7 Une série Y u, convergente mais non absolument convergente est dite semi-convergente.

Exemple : La série harmonique alternée est semi-convergente.

1.5 Séries de nombres réels positifs

Théoréme 1.5.1 On suppose que la suite (un) est a termes positifs alors la série Y u, converge si et seulement si
la suite des sommes partielles (s,) est majorée.

Démonstration : Avec 'hypothése u,, > 0 pour tout entier n, on a que la suite des sommes partielles est une suite
croissante.
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Proposition 1.5.2 (Séries de références) 1. ¢ >0 etuy, =q", > q" converge si et seulement si 0 < ¢ < 1.
2. >0 etu, =1/n Y - converge si et seulement si o > 1.
Démonstration : a faire.

Théoreme 1.5.3 (Comparaison) Soient Y u, ety v, deuz séries a termes réels positifs telles qu’il existe ng tel
que pour tout n > ng, up < v,. Alors

— $i Y v, converge alors Y u, converge,

- 81 Y uy, diverge alors Y vy, diverge.

Démonstration : conséquence du théoreme 1.5.1.

Exercice 12

Déduire du résultat précédent une démonstration élémentaire que toute série absolument convergente de R est
convergente. On pourra considérer la suite auxiliaire de terme général v, = |u,| — u,, que peut-on alors dire de la
série > v, ?

Corrolaire 1.5.4 Soient > u, et Y v, deux séries a termes réels positifs.
Si up = o(vy) ou si uy, = O(vy,) alors

- 81 Y v, converge alors Y w, converge,

- st Y u, diverge alors Y v, diverge.

Si Uy, ~ Uy alors > uy, et Y v, sont de méme nature.

Démonstration : a faire.

Proposition 1.5.5 (Sommation des relations de comparaison) Soient Y u, et > v, deux séries d termes
réels positifs.
Si up, = o(vy) (resp. si up = O(vy,)) alors

. +o00 +oo +o0 +oo
— 81 Y v, converge Y up =o0( Y. vg) (resp. > ur =O(>. vg)),
k=n k=n k=n k=n
n n n n
— 8y uy diverge alors Y, ur = o( >, vg) (resp. Y up = O(), vi)).
k=0 k=0 k=0 k=0
Si uy, ~ v, alors
—+o0 —+o0
— lorsque les deux séries convergent Y up ~ Y. vg
k=n k=n

n n
— lorsque les deux séries divergent > up ~ > vk
k=0 k=0

Démonstration : Revenir aux définitions et sommez les inégalités. Dans le cas de la divergence pensez de plus que
n

Pon a lim Y ug = 400 car ce sont des séries & termes positifs.
n k=0

Théoréme 1.5.6 (Comparaison d’une série a une intégrale) Soit f une fonction continue par morceauz sur
[0, +o0[, a wvaleurs réelles, positive et décroissante, alors la série de terme général u, = f;il f@)dt — f(n) est
convergente.

En particulier la série >, f(n) converge si et seulement si f est intégrable sur [0, +o00].

Démonstration : Montrer que la série ), est a termes positifs et majorée puis conclure.
Exercice 13

Nature des séries de Riemann Y -1, nature des séries de Bertrand y_ ——

[ S—
n(lnn)?f *

Théoréme 1.5.7 (Comparaison logarithmique) Soient Y u, et > v, deuz séries a termes strictement positifs,
on suppose qu’il existe un entier ng tel que pour tout n > ng, 2L < % alors

- 81 Y v, converge alors Y u, converge, ! "

- 80 Y uy, diverge alors Y v, diverge.

Démonstration : Utiliser encore qu’une série a termes positifs converge si et seulement si elle est majorée.

Corrolaire 1.5.8 (Reégle de d’Alembert) Soit Y u, une série d termes strictement positifs. Alors

- 87il existe q €]0,1[ et un entier ng tel que pour tout entier n > ng, uu—:l < q alors la série > u, converge.
Ceci est vérifié en particulier si lirrln “Z% =1le|0,1].

Un 41

- sl existe ¢ > 1 et un entier ng tel que pour tout entier n > ng, —

> q alors la série Y u,, diverge.
Ceci est vérifié en particulier si lim “»= = €]1, 4-00].
no Un
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Démonstration : & faire en utilisant le théoréme de comparaison logarithmique, pour la suite (v, ) prendre la suite
géométrique.

Corrolaire 1.5.9 (Reégle de Raabe-Duhamel) Soit > u,, une série a termes strictement positifs et telle que

Un+1 g (1)

=1—-—+4o0
Uy, n n
alors si > 1 la série > u, converge, si § <1 la série Y u, diverge.

Démonstration : & faire en utilisant le théoréme de comparaison logarithmique, pour la suite (v, ) prendre la suite de

Riemann, v, = n~".

Exercice 14
Nature de la série de terme général u,, = (") /(nd")?

1.6 Produit de Cauchy

Définition 1.6.1 On appelle produit de Cauchy de deux séries réelles ou complexes > u, ety vy, la série > wy,

n
de terme général wy, = > UpVnp_k.
k=0

Théoréme 1.6.2 Le produit de Cauchy Y w, de deuz séries absolument convergentes Y up et > v, est une série
absolument convergente et de plus

+oo +oo +oo
2w = un)(Y_wn).
n=0 n=0

n=0

Démonstration : On note T}, := {(k,l) € N?

0<k<n, 0<i<n—kletl,:={ieN|0<i<n} ainsiT, C I2 C

T3y, (faire un dessin). Avec les notations précédentes, on pose wy, = > |ug|[vp—k| et ona >  wi= > |ug||vl,
k=0 j=0 (k,[)ET
n n n
de plus en notant Uy, := ) |u;|, Vi, := > |vs] et W), := >~ wj, nous avons
Jj=0 Jj=0 J=0

W <U,V, <Wj,.

De D’absolue convergence des séries Y u, et Y v, on déduit que la série & termes positifs > w!, est convergente puis
en passant a la limite que

400 “+o00 “+ o0
Duwh= | 2wl | | 2 Il
=0 =0 =0

Comme |w,| < w), la série > w, étant absolument convergente, elle est convergente et de plus

n n n
D wi=Quw)Q_w)| = | > ww
j=0 j=0 §=0 (k,)EIZ\Ty
< UV, —-W,
+oo +oo “+o0
ce qui permet de conclure que > wy, = (Y un)( D, vn).
n=0 n=0 n=0

Exercice 15

“+oo ™

n—0 o la somme de la série.

a) Justifier la convergence de la série » % pour tout complexe z, on note e(z) =
Montrer que e(z)e(z’) = e(z + 2/).

(71)n+1
vn+1

b) Montrer que la série de terme général < ) est convergente. Qu’en est-il de son carré de Cauchy ?
neN
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1.7 Exercices

Exercice 16
1) Les affirmations suivantes (portant sur une suite (u,),) sont-elles exactes ?

(a) Soit a € R. Si u,, > a pour tout n, et si (uy), converge vers une limite [ € R alors | > a.
Si u,, > 0 pour tout n et lim,_, o u, = 0 alors (u,), est décroissante a partir d’un certain rang.

(un)n converge si et seulement si lim,, o0 (Up41 — up) = 0.

Si (uy)p décroit et si u, ~ v, alors (vy), décroit.
Si une suite réelle a une limite strictement positive, tous ses termes sont positifs a partir d’un certain rang.
Réciproque ?

)
)
d) Siu, >0 et si(u,), n’est pas majorée alors lim,, o, u, = +00.
)
)

(g) Une suite qui prend un nombre fini de valeurs converge si et seulement si elle est stationnaire a partir d’un
certain rang.

2) Montrer que la suite a,, = 1/n + (—1)™ ne converge pas (en utilisant la définition de la convergence).

3) Quels sont les liens entre la convergence de (uy,), et celle de (Jup|)n ?

4) Donner des exemples de suites de rationnels (resp. irrationnels) convergeant vers un irrationnel (resp. vers un
rationnel).

5) Si les 3 sous-suites (u2n)n, (U2n+1)n €t (usp), convergent, montrer que (u,), converge.

6) Si la suite (z2,,), tend vers le réel « et si la suite (zo,+1)n tend vers le réel 8, 8 # «, montrer que I'ensemble des
valeurs d’adhérence de la suite (), est 'ensemble {a, 5}.

7) Soient (un)n, (vn)n deux suites convergentes de limites respectives u et v. Montrer que la suite (min(uy,vy))n
converge vers min(u,v). (Cas général ?)

Exercice 17

Etudier la nature et déterminer la limite éventuelle des suites (u, ), de terme général :
n! n® n
ﬁa b) Up = 677 C) Up = (lnn)ﬂ7 d) Un = ’I’L—|—\/ﬁ—\/ﬁ, e) Un+1 = €/ Unp,
€T n
f) u, = <1+—> , x €R,
n

Exercice 18- Moyenne de Cesaro

a) Uy =

. . , P . U+ tu
Soit (uy,)n une suite de nombres réels, on définit la suite v, = e SN e

n

1) Montrer que si (uy, ), admet une limite finie I, alors (v,,),, converge également vers [. La réciproque est-elle vraie ?
On pose pour k > 1, ap = ug41 — ux. Montrer que u,, — v, = % 22;11 kay. En déduire que la réciproque est vraie si
de plus on suppose limg_, oo kag = 0.
2) Que peut-on dire si u,, — 400 ?

u
3) On suppose que (U, 41 — Un), admet une limite (finie ou infinie). Montrer que — — I.

n

un+1
Un

4) On suppose que u, > 0 pour tout n et que <

(¢/tn)n-

Exercice 19- Théoréme(s) du point fixe.
1. Soient E un espace métrique complet (pour simplifier on peut aussi prendre (R, |-|) ou (C, |-|)) et f: E— E
une application contractante :

> admet une limite [; montrer qu’il en est de méme pour
n

k€ [0,1[,Y(z,y) € Ex E,d(f(z), f(y)) < kd(z,y).

Soient F et (uy)n la suite définie par ug = a et up+1 = f(uy,). Montrer que (uy,), est de Cauchy, que f admet un

d(ul, Uo)
1—k

2. (Sans les suites de Cauchy.) Soit f : [a,b] — [a, b] une fonction continue. Montrer que f posséde au moins un point
fixe (on pourra utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires). Si de plus f est contractante montrer que f admet
un unique point fixe (on obtient alors la méme estimation pour |u, — «f).

3. (Knaster) Soit f : [a,b] — [a,b] croissante. Montrer que f posseéde au moins un point fixe. Pour cela on pourra
considérer 'ensemble E := {x € [a,b] | z < f(z)}, que peut-on dire de zg = sup E ?

4. Soit f : [a,b] — [a,b] continue, dérivable sur ]a, b[, de dérivée f’ bornée par une constante k, 0 < k < 1. Montrer

unique point fixe (un élément « de E tel que f(a) = «) et que Vn > 0,d(u,, o) < k"

1 1
que f est contractante. Etudier la suite définie par ug # 0 et Vn > 0,up41 =1+ 1 sin —.
Unp

Exercice 20- Développement décimal.
1. Etant donné un nombre réel x € [0, 1[, montrer qu’il existe une suite (a,), de nombres entiers, o, € {0,1,...,9}
tels que z = 32,5 a, 107"
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2. Y a-t-il unicité du développement ?

3. Montrer que = € Q si et seulement si le développement décimale de x est périodique a partir d’un certain rang.
Exercice 21

Déterminer la nature des séries suivantes données par leur terme général, en fonction des parametres éventuels.

a)un:sjn(ﬂ\/”m);b)un:w;c)unzm_\/ﬁ;d)U \/TT \/>
e) Up = (nl/n_l)n; f) u, = H%, z € C et \z|751; g) up = (n6+3) _ (n _'_2)3@’ 0 c R, —

—_1)n (n+1)m
1n<1+(a)>a>0;g)un:/ Slnxdm.
n n

- T

n>1;

Exercice 22

("
n+1

a) Quelle est la nature de la série de terme général w,, ?

Soient « un réel strictement positif et u,, =

1
1
b) Montrer que Uy = dt ; préciser cette somme pour a =1, a = 2,
) que y /0 T &P P

n>0

71 n
Soit u, = (=1)

NZENED
anﬂ)n-

Exercice 24

Exercice 23

1" ) . -
et v, = (=1 , n > 1. Montrer que u, ~ v, et déterminer la nature des séries > -, u, et

N

2n —1
ns —

b) Justifier la convergence et calculer la somme de la série de terme général u,, = In (1 — #) , n> 2.

¢) Déterminer les réels a et b pour que la série de terme général wu,, soit convergente et déterminer sa somme avec
u,=Inn +aln(n+1)+bln(n+2), a,beR;ii) uy, =y/n+avn+1+by/n+2, a,beR.

Exercice 25

Soit P et Q deux polynomes de degrés respectifs p et ¢ avec Q # 0. Soit ng le plus petit entier tel que, pour tout

n > ng, Q(n) # 0 (pourquoi existe t-il 7). Montrer que
1. 400 P(n)

> 3.

y =2

a) Justifier la convergence et calculer la somme de la série de terme général u,, =

converge si et seulement si ¢ > p + 2.

n=ngo Q(n)
2. :zo(—l)"% converge si et seulement si ¢ > p + 1.

Exercice 26

. L T Lo . _a b . s
a) Soit a,b deux réels. Montrer que la série de terme général u,, = NG Ao converge si et seulement si a = b.
b) Soit (u,) une suite de nombres positifs. Montrer que les séries de termes général w,, et v,, ol v, = H_“—Z sont de
n

méme nature.

Exercice 27
Soit (uy,),, une suite réelle positive décroissante.
a) On pose v, = 2™ugn, montrer que les séries > u, et Y v, sont méme nature.
b) Nature en fonction de o de la série de Riemann - - ?
¢) Nature en fonction de « et 5 de la série de Bertrand Z W ?
Exercice 28
Soit (uy,)n une suite réelle positive et v, = ﬁ
a) Montrer que si Y u, converge alors Y v, diverge. On pourra raisonner par Pabsurde en supposant que > u,, et
> v, sont toutes les deux convergentes.
b) Montrer au moyen de deux exemples que, lorsque > u,, diverge, > v, peut converger ou diverger selon les cas.
Exercice 29- Transformation d’Abel
a) Soient (), cy une suite de réels positifs décroissante qui converge vers 0 et (an), cyune suite d’éléments de K
(K =R ou C) telle que
n
S

k=0

IM >0, VneN < M.

n
On note A,, = Z ap et S, = Z exar. Montrer que pour tous entiers p < g,
k=0

q—1
Sq - Sp = Gqu + Z (Ek - Ek+1) Ak - €p+1Ap.
k=p+1

En déduire que Y €,a,, est une série convergente sur K.
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b) Quel type particulier de séries vérifient ces hypotheses?
in6 sin(nf cos(nf
¢) Appliquer ce résultat aux séries Z ena , Z meEZ ) et Z n(: ) avec (a, ) €]0,1] x (R\27Z).
n>1 n>1 n>1

Etudier la convergence absolue de ces séries (on pourra utiliser I'inégalité

).

| cos nd| - 1+ cos2nd
n(l

- 2n«
Exercice 30

1) Soit (uy,),, une suite réelle telle que ) n |u,| converge. On note v, = ;jl uy, (bien défini?).
a) Montrer que la suite (nvy), converge vers 0.

—+oo

b) Montrer que la série de terme général v,, converge et que Z:ﬁ Up =y 0q MUy

2) Appliquer ceci au calcul de )"~
Exercice 31

a) Soit f une fonction décroissante, continue et positive sur [1,4o00[ et soit g une primitive de f sur cet intervalle.
Montrer que pour tout entier k > 1

0<f(k) = (g(k+1) —g(k)) < f(k) = f(E+1).

b) En déduire qu'’il existe une constante C' et une suite (c,), convergeant vers 0 tels que

nr™ lorsque ceci a un sens.

> f(k)=g(n+1)+C + apn.
k=1

n

c¢) Justifier la convergence de la suite de terme général S, = Z P lnn, on note 7 sa limite (constante d’Euler
k=1
~0,57).
d) On pose pour tout entier n > 2 u, := S, — Sp,_1 et u; := Sy. Trouver un équivalent lorsque n tend vers +oo de
+oo
1
Uy, puis montrer que Z ui ~ —— lorsque n tend vers +oo.
2n
k=n-+1
P 1 1
e) En déduire que S, =v+ — +o| — |.
2n n

f) Comment faire pour avoir le développement & 'ordre 2 ?
Exercice 32 (commutativité dans la somme d’une série).

a) Soit E Uy, une série numérique a termes positifs ou nuls et o une bijection de N. Montrer que les séries E Uy, €t
E Ug(n) sOnt de méme nature et qu’elles ont méme somme dans le cas ot elles convergent.

b) Montrer que le résultat du a) est encore vrai si I'on suppose que la série Zun est absolument convergente.

¢) On regarde maintenant effet d’un changement de l'ordre des termes dans une série dont les termes ne sont pas
des réels de signe constant.
(~1)!

¢2) On réordonne les termes de la fagon suivante, on prend le premier terme d’indice impair, puis les deux premiers
termes consécutifs d’indice pair, et on recommence. Cela donne

cl) Déterminer la nature de la série de terme général u,, = , n > 1, et donner sa somme.

11 1 1 1 L1 1 L
2 43 6 8 2n+1 22n+1) 2(2n+2)

Montrer que la nouvelle série est convergente et calculer sa somme. Que remarquez-vous ?
) -1 n+1
¢3) Montrer que la série de terme général v,, = L, n > 1, est convergente.

vn+1

c4) Soit ¢ la permutation des entiers naturels définie par

VpeN, c(B3p)=2p; c(Bp+1)=4p+1; c(B3p+2)=4p+3.

Montrer que la série Z Vo (n) diverge.



Chapitre 2

Fonctions d’une variable réelle

2.1 Généralités

Soit D une partie d’intérieur non vide de R, on notera R? I’ensemble des fonctions de D dans R, c’est un R-espace
vectoriel. De méme pour £ un R ou C-espace vectoriel de dimension finie, on notera E” I’ensemble des fonctions de
D dans F.

Sauf précision explicite les fonctions considérées dans la suite seront des éléments de RP.

Définition 2.1.1 [ est dite

— majorée, s’il existe un réel M tel que pour tout x de D, f(x)
- minorée, s’il existe un réel m tel que pour tout x de D, f(z)
— bornée, lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée.

f € C! est dite bornée si |f| 'est.

<M,
>m,

Définition 2.1.2 f est dite
— croissante sur D (resp. strictement croissante sur D) si

V(z,2') € D?, w <2’ = [f(x) < f(2/) (resp. f(2) < f(a'))
— décroissante sur D (resp. strictement décroissante sur D) si
Y(z,2') € D?, = <2’ = f(z) > f(a') (resp. f(z) > f(z'))

- monotone sur D (resp. strictement monotone sur D) si elle est croissante ou décroissante sur D (resp.
strictement croissante ou strictement décroissante sur D).

Exercice 1 : rappeler les résultats sur les sommes, produits, composition de fonctions monotones ou strictement
monotones.

Définition 2.1.3 (Parité) Soit D une partie symétrique par rapport o 0, f est dite
— paire si pour tout x de D, f(—z) = f(x),
- impaire si pour tout x de D, f(—xz) = —f(x).

Exercice 2 : D est toujours une partie centrée en 0 et f une fonction définie sur D, exprimer f comme somme d’une
fonction paire et d’une fonction impaire. Que peut-on dire de ’ensemble des fonctions paires et de I’ensemble des
fonctions impaires ?

Définition 2.1.4 (Périodicité) Le réel T € R* est dit période de la fonction f dans RP lorsque
VeeD, x+TeD et flx+T)=f(z).

Exercice 3 : Il est clair que la somme de deux fonctions T-périodiques est une fonction T-périodique. Dans cet
exercice nous nous demandons ce que ’on peut dire sur la somme pour deux fonctions de périodes différentes.
1) Résultat préliminaire : les sous-groupes additifs de R sont de la forme aZ ou sont denses dans R.
Démonstration de ce résultat :
On note G un sous-groupe additif de R non réduit & {0} et A= {z € G:z > 0}.
(i) Si a =inf A > 0, montrer que a € A et G = aZ.

(ii) Siinf A =0, montrer que G est dense dans R.

15
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2) Application aux fonctions périodiques :

(i) Soit f une fonction continue périodique sur R, montrer que si f est non constante, f admet une plus petite
période positive non nulle.

(ii) Soient f et g deux fonctions continues de R dans R, périodiques de périodes respectives o > 0 et S > 0. On
cherche a savoir si f + g est aussi périodique.
— Cas ol a/f € Q, montrer que f + g est périodique (considérer aZ N SZ).

— Cas ol /8 € Q, que peut-on dire de oZ N BZ et de aZ + BZ?
On suppose que f + g est périodique de période v > 0. Montrer alors que la fonction h définie par h(z) =
flx+~) — f(z) admet a et 8 pour périodes. En déduire que h est constante ainsi que k définie par k(x) =
g(z + ) — g(x), puis que h et k sont nulles et enfin que v = 0, ce qui permet d’affirmer que f + g n’est pas
périodique.

Définition 2.1.5 (Limite) I est un intervalle, a un point ou une extrémité de I, f une fonction de RY.
f admet le réel b pour limite en a (noté lim f =b ou lim f(z) = b) lorsque
a r—a
—aréel:¥e>0,30 >0, Ve el, |[x—a|<d=|f(z)—b <e
—a=400:Ve>0,FJA€eR, Ve el, > A= |f(x)—b <e
—a=-00:Ve>0,FJAeR, Ve el, e <A=|f(x)—b <e
f admet +00 pour limite en a (noté lim f = +o00 ou lim f(z) = 4+00) lorsque
a Tr—a
~aréel :YVBeR,30>0,Veel, [xr—a|]<d= f(z)> B
—a=+400:VBeR, FAeR, Ve el, 2 > A= f(z) > B
~—a=—-00:YVBeR, FJAeR, Ve el, s < A= f(z) > B
f admet —oo pour limite en a (noté lim f = —oo ou lim f(z) = —o0) lorsque
a Tr—a
—aréel :YBeR,30>0,Veel, [xr—a|]<d= f(z)<B
—a=+400 :VBeR,FJA€R, Ve el, e > A= f(z) <B
—a=-00:YVBeR, FJAeR, Ve el, s < A= f(z)<B

Pour les limites a droite (noté lir+nf ou 1im+ f(z)), remplacer x € I par x € I N [a,+o0].
a Tr—ra

Pour les limites d gauche (noté lim f ou lim f(z)), remplacer x € I par x € IN] — o0, a].
a— r—a—

Exercice 4 : Retrouvez que lorsqu’elle existe, la limite est unique.

Remarque 2.1.6 Bien noter qu’avec la définition adoptée pour la limite, si a est dans I alors la limite éventuelle
de f en a ne peut-étre que f(a).

Exercice 5 :

1) Montrer que toute fonction admettant une limite finie en un point est bornée au voisinage de ce point.

2) Montrer que toute fonction admettant une limite strictement positive en un point est minorée au voisinage de ce
point par un nombre réel strictement positif.

3) Retrouver les régles sur les opérations algébriques sur les limites, sur les compositions.

Proposition 2.1.7 (Caractérisation séquentielle) lim f = b si et seulement si pour toute suite (x,,) de D conver-
a

geant vers a, la suite (f(x,)) converge vers b.
Preuve : a faire.

Théoréme 2.1.8 (Limite monotone) I = («, ) intervalle et f monotone sur I alors f admet en tout point de
o, B[ une limite a droite et une limite a gauche, une limite a droite en «, une limite a gauche en 3.

Preuve : a faire, pour ¢ dans I on pourra considérer les ensembles {f(z) | # < a} et {f(z) | + > a} et, selon la
monotonie de f, les bornes supérieures ou inférieures de ces ensembles.

2.2 Continuité

Définition 2.2.1 Soit D une partie de R et a un point de D alors [ est dite continue en a si elle admet une limite
en a.
f est dite continue sur D si elle est continue en tout point de D.

Remarque 2.2.2 On rappelle qu’avec la définition adoptée pour la limite, cette limite ne peut-étre que f(a).
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Exercice 6 : Rappeler la caractérisation séquentielle de la continuité.
Rappeler les résultats sur la continuité et opérations algébriques, continuité et composition.

Proposition 2.2.3 Si f est continue en a alors |f| est continue en a.
Si f et g sont continues en a alors sup(f,g) est continue en a.

Preuve : & faire. Pour la continuité de sup(f, g) on pourra commencer par montrer que sup(f, g) = %(f +g+|f—gl).

Exercice 7 : Etudier la continuité de sup(fi,..., frn) ot {f1,..., fn} est une famille de fonctions continues sur un
intervalle 1. Donner une suite (f,), de fonctions continues sur I telle que sup,,cy fn n’est pas continue.

Théoréeme 2.2.4 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit f une fonction continue sur un intervalle I de
R, a et b deuz points de I. Alors pour tout réel r compris entre f(a) et f(b) il existe ¢ dans I tel que f(c) =r.

Preuve : a faire. Commencer par justifier que 1’on peut se ramener au cas ot a < b et f(a) < r < f(b) puis par
exemple considérer E = {z € [a,b] | f(z) < 7}, que dire alors de sup E? On peut aussi construire deux suites
adjacentes (a,) et (by,) telles que pour tout n, f(a,) <r < f(b,), que dire alors de la limite de ces suites?

Corrolaire 2.2.5 Si f est continue sur un intervalle I de R alors f(I) est un intervalle de R.

Exercice 8 : Soit f une fonction continue de R dans R telle que lim f = —o0 et Em f = 400, montrer que f s’annule
— 0o oo

au moins une fois sur R.
Théoréme 2.2.6 Si f est continue sur le segment [a,b] alors f est bornée et atteint ses bornes.

Preuve : a faire.

f bornée : supposer par exemple que f n’est pas bornée et en déduire une contradiction & ’aide du théoreme de
Bolzano-Weierstrass et de la continuité.

f atteint ses bornes : utiliser encore le théoréeme de Bolzano-Weierstrass et la continuité.

Définition 2.2.7 (Continuité uniforme) Une fonction f définie sur un intervalle I de R est dite uniformément
continue si

Ve>0, 30 >0, V(v,y) € %, |z —y| <6 = |f(z) — fly)| < e

Exercice 9 : Ou se trouve la différence avec la définition de f continue sur I? Donner un exemple de fonction
continue mais non uniformément continue sur ]0, 1.

Théoréme 2.2.8 (Continuité uniforme) Si f est continue sur le segment [a, b] alors f est uniformément continue
sur [a, b].

Preuve : a faire, par ’absurde et la clé est encore avec le théoréeme de Bolzano-Weierstrass et la continuité.
Exercice 10 : Montrer qu’une fonction continue de R dans R et admettant des limites finies en +00 et —oo est
uniformément continue. La conclusion reste t-elle valable si 'on suppose seulement f continue de R dans R et bornée ?

Théoréme 2.2.9 (Continuité et stricte monotonie) Soit f une fonction continue et strictement monotone sur
Uintervalle I, alors f est bijective de I sur intervalle J = f(I) et de plus f~! est continue de J sur I.
On dit alors que f est un homéomorphisme de I sur f(I).

Preuve :

J intervalle résulte de la continuité de f et du théoreme des valeurs intermédiaires.

f bijective de I sur f(I) résulte de la stricte monotonie de f puisque ceci permet de montrer I'injectivité de f.

Le seul point restant & montrer est la continuité de f~1 et cela revient & montrer que f est ouverte, c’est-a-dire que
pour tous a < b de I, f(]a,b]) est un intervalle ouvert (a faire).

Exercice 11 : Montrer que si f est continue et injective sur [a, b] alors elle est strictement monotone.

2.3 Dérivabilité

Définition 2.3.1 Soit D une union d’intervalles non triviauzr de R et a un point de D alors f est dite dérivable
en a (resp. dérivable o droite, resp. a gauche) si Uapplication définie sur D\ {a} par x — W admet une limite
finie en a (resp. limite finie a droite, resp. a gauche).

Cette limite est notée f'(a) (resp. fy(a), resp. fy(a)).

f est dite dérivable sur D si elle est dérivable en tout point de D.
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Proposition 2.3.2 f dérivable en a et f'(a) = A équivaut a ’existence d’une fonction e définie sur D, nulle en a
et continue en a telle que
Ve e D, f(z)=f(a)+ (x—a)A+ (z—a)e(x).

Proposition 2.3.3 Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Preuve : a faire.
Exercice 12 : Retrouver les résultats sur les opérations sur les fonctions dérivables en a.

Théoréme 2.3.4 (Composition) Soit f dérivable en a € I et g définie sur J D f(I) dérivable en f(a) alors go f
est dérivable en a et (go f) (a) = g(f(a)) x f'(a).

Preuve : a faire

Théoréme 2.3.5 (Application réciproque) Soit f une bijection continue d’un intervalle I sur un intervalle J.

Si f est dérivable en a et f'(a) # 0 alors f=1 est dérivable en b= f(a) et (f~1)(b) = f/%a),

Preuve : a faire.
Exercice 13 : retrouver les dérivées des fonctions arccos, arcsin, arctan, argch, argsh, argth.

Théoreme 2.3.6 (Dérivée et extremum local) Si f est définie et dérivable sur un intervalle |a,b] et admet un
extremum en un point ¢ de ]a,b[ alors f'(c) = 0.

Preuve : & faire.
Exercice 14 : Montrer que ce résultat n’est plus vrai sur [a, b]. Donner une exemple de fonction dérivable sur | —1,1]
dont la dérivée s’annule en 0 mais qui n’admet pas d’extremum en 0.

Théoréme 2.3.7 (Rolle) Soit f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b| et telle que f(a) = f(b).
Alors il existe ¢ dans la,b| tel que f'(c) = 0.

Preuve : a faire, un dessin pourra étre utile.

Exercice 15 : Montrer que si P est un polynome scindé de R[X] de degré supérieur ou égal a 2, alors le polynéme
dérivé P’ est aussi scindé.

Exercice 16 : Montrer a l’aide d’un contre-exemple que le théoreme de Rolle n’est pas vrai pour une fonction a
valeurs complexes.

Théoréme 2.3.8 (Egalité des accroissements finis) Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur]a,b|.

Alors il existe ¢ dans ]a,b| tel que f'(c) = M.

—a

Preuve : A faire, appliquer le théoreme de Rolle a une fonction bien choisie.

Théoréme 2.3.9 (Monotonie et signe de la dérivée) Soit f une fonction continue sur un intervalle I et dérivable

sur I, alors
[e]
(i) f est croissante sur I si et seulement si f' >0 sur I,
(i) f est décroissante sur I si et seulement si f' <0 sur I,

(iii) f est constante sur I si et seulement si f' =0 sur 1.

De plus dans les cas (i) et (ii) f est strictement monotone si et seulement si l’ensemble des valeurs d’annulation de
f' ne contient pas d’intervalle d’intérieur non vide.

Preuve : a faire.

Théoréme 2.3.10 (Inégalité des accroissements finis - cas réel) Soient f et g deuzx fonctions continues sur
[a,b], dérivables surla,b| et telles que |f'| < ¢’ sur]a,b].

Alors [f(b) — f(a)| < g(b) — g(a).

Preuve : & faire en remarquant que |f’| < ¢’ implique —¢’ < f' < ¢'.

Exercice 17 : Montrer que si f est une fonction continue sur [a, b], dérivable sur Ja, b] et telle que f’ admette une
limite ! en a alors f est dérivable en a et f/'(a) =1 (ind. revenir & la définition de la limite et utiliser I'inégalité des
accroissements finis).
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Théoréme 2.3.11 (Inégalité des accroissements finis - cas vectoriel) Soit f une fonction ¢ valeurs dans E
un R-espace vectoriel de dimension finie, et g une fonction & valeurs réelles, f et g continues sur [a,b], dérivables

sur |a,b[. Si Na(f') < ¢’ alors No(f(b) — f(a)) < g(b) — g(a).

Remarque 2.3.12 N, désigne ici la norme euclidienne (Na(z) = (3.1, 22)Y/2). On peut voir C comme un R-

espace vectoriel de dimension 2, on voit donc en particulier que l'inégalité des accroissements finis est vraie pour les
fonctions a valeurs complexes bien que [’égalité ne le soit pas.

On a l'inégalité des accroissements finis pour tout espace vectoriel normé mais la preuve est moins immédiate aussi
nous nous contenterons de ce cas.

Preuve : On note (z,y) = >, 2;y; le produit scalaire associé & la norme Ny et on introduit la fonction auxiliaire ¢
définie sur [a,b] par ¢(t) = (f(t) — f(a), f(b) — f(a)). Vérifier que ¢ est & valeurs réelles, continue sur [a, b], dérivable
sur Ja, b] et que sur Ja,b] |¢'| < Nao(f(b) — f(a)) x ¢’

Conclure en utilisant 'inégalité des accroissements finis - cas réel.

2.4 Formules de Taylor

Définition 2.4.1 Soit D un intervalle ou réunion d’intervalles non réduits a un point, on définit par récurrence la
dérivée n'*m¢ de f par fO = f et f*=V étant définie et dérivable sur D, f(") = (f("_l))/. On dit que f estn
fois dérivable sur D.

f est dite de classe C™ sur D lorsque qu’elle est n fois dérivable sur D et que sa dérivée n

ieme et continue.
Proposition 2.4.2 (Formule de Leibniz) f et g étant n fois dérivable sur intervalle I alors le produit fg l'est

ausst et
n

(fo)™ =" <Z> FEgn=h),

k=0

Preuve : a faire par récurrence.
Exercice 18 : Soient deux réels a et b, la fonction f définie sur R par f(x) = (x — a)"(z — b)". Calculer f(™ et en

. . 2
déduire une autre expression de >, (7).

Théoréme 2.4.3 (Formule de Taylor-Lagrange) Si f est de classe C™ sur l'intervalle [a, b] non réduit ¢ un point
et n+ 1 fois dérivable sur |a,b| alors il existe ¢ dans |a,b[ tel que

n ) (g (1) (¢
r0 =Y B o-ap+ 0w,

k=0
Remarque 2.4.4 La formule de Taylor-Lagrange est le prolongement de la formule des accroissements finis (faire

n =0 pour en étre convaincu,).
On a de méme pour b < a l’existence de c entre a et b tel que

") (g (n+1)(,
k=0

voir la preuve ci-dessous.

Preuve : Appliquer le théoreme de Rolle & la fonction g définie sur [a, b] par

n (
o) =31
k=0

ou A sera choisi de sorte que g(b) = g(a), puis conclure.

k

) (2 A
k'( )(b—x)k-i-

e

Théoréme 2.4.5 (Inégalité de Taylor-Lagrange) Si f est de classe C" ™t sur lintervalle [a,b] non réduit a un
point alors

S f(k)(a) k b —a|"*! (n+1)
b) — b—a)"| < ——————sup|f"|.
)= 3 = ot < s )

Preuve : c’est une conséquence directe de la formule de Taylor-Lagrange puisque avec ’hypothese f de classe C"H,
f*1) est continue sur [a, b] compact donc est bornée sur cet intervalle.
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Remarque 2.4.6 On a un résultat analogue en remplacant la valeur absolue par la norme si f est a valeurs dans
un espace vectoriel normé de dimension finie.

Théoréme 2.4.7 (Formule de Taylor-Young) Si f est n fois dérivable sur un intervalle I non réduit a un point
alors pour tout a de I il existe une fonction e définie et continue sur I, e(a) =0 et

" (R (g
Voeel f(z)=) f k!( )(:c —a)* + (. —a)"e(x).
k=0

Définition 2.4.8 (Développement limité) On dit que f admet un développement limité a ’ordre n en a
s’il existe un polynome P, de degré inférieur ou égal a n et une fonction € définie et continue sur un voisinage I de
a , e(a) =0 tels que

Ve e I\{a} f(z)=P.(x)+ (z—a)"€(x).

Ceci s’écrit aussi f(x) = Pp(z) + o((x — a)™) et P, est appelé partie réguliére d’ordre n en a de f.

Remarque 2.4.9 La formule de Taylor-Young est le prolongement de la définition de la dérivation a Uordre 1 (faire
n=1).

Une conséquence immédiate de la formule de Taylor-Young est que si f est n fois dérivable sur I alors elle admet un
développement limité d’ordre n. Il y a équivalence pour n = 1 (cf. proposition 2.3.2). Attention l’équivalence n’est plus
vraie pour n > 2, un contre-exemple classique, considérer la fonction définie au voisinage de 0 par f(x) = 2% sin(L)

et f(0) =0. :

Preuve : Par récurrence, on note (H,) ’hypotheése de récurrence
“Si h est une fonction n fois dérivable sur un intervalle I non réduit a un point alors pour tout a de I il existe une
fonction e définie et continue sur I, e(a) = 0 et

" a0 (g
Veel h(z)= Z h k!( )(x —a)f + (x — a)"e(z).

k=0

(Hy) est la définition de la dérivée, montrons que pour tout n > 1, [(H,,) implique (H,1)].
Soit f une fonction n + 1 fois dérivable sur I et h = f’ est n fois dérivable sur I, avec I’hypothese (H,,) nous avons
Pexistence d’une fonction e définie et continue sur I, e(a) = 0 et

~ [*H(a n
Veel f'(z)= Z T)(x —a)f + (x — a)"e(x).
k=0
Par continuité de € en a, nous avons aussi

Va >0, 3n>0, Ve eI, |z —a| <n=l|ex)| < a.

Ainsi grace a l'inégalité des accroissements finis nous avons

~ f* D (a) ket |z — |+
YVa>0,3In>0,Veel, |x—a|<n= f(x)ff(a)fI;) i) (x —a) <a i
Ce qui permet de dire en posant 6(a) = 0 et pour z dans I \ {a},
o FOD (g
O (O L (@ — )k
B (x —a)nt!

que la fonction 6 est continue sur I et que 'on a donc bien (H,+1). Nous avons (H;) vérifiée, pour tout n > 1, (H,)
implique (H,+1) donc (H,) est vérifiée pour tout n > 1.
Théoréme 2.4.10 (Résultats sur les développements limités) P, et Q,, désignent des éléments de R[X].

1. Si f(x) = Ppo(x) + o(z™) = Qn(x) + o(2™) alors P, = Q,

2. Si f(z) = Pu(x) +o(z™) et f paire (resp. impaire) alors P, est pair (resp. impair).

3. Si f(x) = Py(z)+o(z™) et g(x) = Qn(x)+o0(x™) alors pour tout réel ¢, f(x)+cg(x) = Py(x) +cQpn(z) +o(z™)

et (fg)(z) = Ry(x) + o(z™) avec R, = m[n].
4. Si f admet une développement limité d’ordre n en 0 et si liénf # 0 alors % admet un développement limité

d’ordre n en 0.
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5. Si f(x) = Po(z) + o(a™), g(z) = Qn(x) + o(z™), f(0) =0 et s%l existe des intervalles I et J sur lesquels sont
définis respectivement f et g et tels que f(I\{0}) C J\{0} alors go f(x) = Rn(x)+o(z™) avec Ry, = Qn 0 P, d

6. Si f(x) = Po(x) +o(x™) et F est une primitive de f au voisinage de 0, alors F(x) = Pp,y1(x) + o(a™ 1) avec
P41 la primitive de P, valant F(0) en 0.

La notation ?[n] signifie que le polynéme P a été tronqué a lordre n (on ne garde que les termes de degré inférieur
ou égal a n).

Preuve : a faire.

Exercice 19 : retrouver des développements limités usuels, en 0, cosz, sinzx, exp z, coshz, sinhz, 1%1,, (14 z)«,
In(1 + ), arctan z, etc ...

2.5 Fonctions convexes

Définition 2.5.1 Une partie A de R? est dite convexe si pour tous points a et b de A, le segment [a,b] est contenu
dans A.

Une fonction f définie sur un intervalle I d’intérieur non vide est dite convexe si l’ensemble {(z,y) € IxR | f(x) <
y} (épigraphe de f) est une partie conveze de R2.

Nous allons retrouver les propriétés des fonctions convexes sous forme d’exercice.
Soit I un intervalle de R. Une fonction f: I — R est dite convexe si

V(z,y) € 12Vt € [0,1], f(tz + (1 = t)y) < tf(a) + (1 =) f(y).
Vérifier que ceci correspond bien a la définition déja donnée.
1. Montrer que si f est convexe sur I et si (a,b,c) € I3 avec a < b < c alors on a (Inégalités des trois pentes) :

JO) = fla) _ ) = f(@) _ fle) = f(b)

b—a - c—a - c—b

o
2. Déduire des inégalités précédentes qu’une fonction convexe est continue sur J.

o
3. Soit f : I — R convexe. Montrer que f possede des dérivées a gauche et a droite en tout point = €] et établir

que pour tout (z,y) €I x [ avec z <y on a f,(z) < fi(z) < f,(y) < fi(y). Donner un exemple d’une fonction
f i [a,b] — R continue et convexe, et qui ne posséde pas de dérivées latérales en au moins une des extrémités
de [a, b].

4. Montrer que pour tout point zg 6; il existe une fonction affine ¢ : I — R telle que ¢(xg) = f(xg) et pour tout
x 6;, o(z) < f(x).

5. Soit f: I — R dérivable, I ouvert. Montrer que f est convexe si et seulement si f’ est croissante. Si f est deux
fois dérivable sur I alors f est convexe si et seulement si /() > 0 pour tout = € I.

6. Soit f : I — R convexe, I ouvert. Montrer que si (z1,...,2,) € I" et (A1,...,\,) € (RT)™ avec > |\, =1
alors

FO - M) <37 Nif (@),
i=1 i=1

7. Montrer que pour tout (ti,...,t,) € (RT)" et (A,...,A\n) € (R avec 3" A\ = 1 on a [[[, ¢t <
Yo ; Aiti. On vient de montrer que la moyenne géométrique est inférieure & la moyenne arithmétique.

8. Soit f une fonction convexe croissante sur R. Montrer que f est constante ou admet une limite infinie en +oo.

9. Soit f : I — R une fonction convexe dérivable. Montrer que si ¢ est un point d’annulation de la dérivée de f,
alors f(c) est le minimum absolu de f.

2.6 Exercices

Exercice 20

Montrer qu'une fonction f :]a,b] — R uniformément continue admet une limite en a. Supposons maintenant f
dérivable sur Ja,b[. Que peut-on dire si sup,ej, p( |f'(2)] < 00 ? La fonction f :]0,1] — R, z +— z?sin(1/z), est-elle
uniformément continue ?

Exercice 21



22 CHAPITRE 2. FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE

Montrer qu'une fonction f :]a, b[— R continue telle que lim fz) = hril f(z) n’est pas injective.
r—a T—0"
Exercice 22

Soient f, g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que pour tout = € [0, 1], f(z) < g(x). Montrer qu'il existe m > 0

tel que pour tout x € [0,1] on a f(x) +m < g(x).

Exercice 23

Un mobile parcourt & vitesse continue une distance d en une unité de temps. Montrer qu’il existe un intervalle d’une

demi-unité de temps pendant lequel il parcourt une distance %.

Exercice 24

Soient a, b des réels strictement positifs. F(x) désigne la partie entiere d’un réel . Montrer que
im ZEC) =2 m 2pE

z—0t a T a z—0t T a

) =0.

Exercice 25

Donner un exemple de fonction continue sur [0, 1] non lipschitzienne, puis de fonction continue en un seul point.
Une fonction telle que pour tout = € R, limy,—o(f(x + h) — f(z — h)) = 0, est-elle continue sur R ?

Exercice 26

Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes ainsi que le cas échéant la continuité de la dérivée.

a) fi(xz) = 2% cos(1/x) six # 0 et f1(0) =0, b) fo(z) =sinxsin(l/x) si z £ 0 et f2(0) =0,
C) f3(37) = IH(Z‘) ;2__1 vt sl x 7é Let fS(l) =0, d) f4(CL') = Sin(ﬁ/?) sl 6]077(] et f4(0) =2,
e) fs(z) = x|z, f) fe(x) = cos/x sur RT.

Exercice 27

Déterminer a,b,¢ € R de maniére & ce que la fonction f définie sur Ry par f(z) = Vz si 0 <z <1 et f(z) =
ax? + bz + c sinon soit deux fois dérivable sur R} .

Exercice 28 (Théoréme de Darboux)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R.

Si [a,b] C I et f'(a) <0< f/(b), montrer qu'il existe ¢ € [a,b] tel que f'(¢) = 0 (on pourra utiliser les bornes de f
sur [a,b]). En déduire que f/(I) est un intervalle.

Exercice 29

Soit f : [a, +00[— R continue et dérivable sur ]a, +o00[ telle que f(a) = lim, ;o f(2z). Montrer qu’il existe ¢ €]a, +o0|
tel que f/(c) = 0.

Exercice 30

Soit f : [a,b] — R dérivable et f(a) < f(b). Montrer qu’il existe I € [a, b[ tel que f(I) = f(a) et f'(I) > 0.

Exercice 31

Soit f une fonction réelle n fois dérivable sur un intervalle I. Si f s’annule en n + 1 points différents de I, alors f(™)
s’annule au moins une fois.

Exercice 32

Calculer la dérivée n-ieme des fonctions suivantes. a) fi(z) = sin® 2, b) fo(x) = In(1 + z),

) fole) =~y

Exercice 33

Dans I’application du théoréme des accroissements finis & la fonction f(x) = ax?+bx + ¢ sur I'intervalle [, 3] préciser
le nombre 6 €]a, B]. Interprétation géométrique ?

Exercice 34

Soient f et g deux fonctions continues de [a,b] dans R et dérivables sur ]a,b[. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que
(g(b)—g(a))f'(c) = (f(b) = f(a))g'(c). En déduire la version suivante de la régle de 'Hospital : Si f et g sont continue

de [a,b] dans R, dérivables dans |a,b[. Alors lim,_,,+ % =lim,_, + % lorsque ces limites existent.

s . . . . i —_ 3 . — N . —
Exemples : étudier les limites lim,_, /3 % et limy,_,q fm—fl Que peut-on dire de lim,_,o ©5EYSS2E 530529” ?

Exercice 35
Montrer que I'application f : R — R définie par

1
-k
mn—>{e six # 0,

0 sinon

est de classe C* sur R.
On pourra en particulier montrer que pour tout entier n et tout z # 0, f( (x) =

avec P, et @, des

polynémes et que £ (0) = 0.
Exercice 36
Démontrer que :
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1. Vz >0, 1n(1—|—x)>a:—m—;.

2. Vx € R, 1 +z < €, en déduire que pour k € [0,1) la suite de terme général u,, = (1 + k)(1 + k?)--- (1 + k")
est convergente.

3. il existe un réel M > 0 tel que pour tout = € [0,7/4], 0 < cosz — V1 — 22 < Ma?.
4. Ve eR, le* —1—z| < 12—26‘”3|.

Exercice 37

Soit f : R — R une fonction de classe C2. On suppose que f et f” sont bornées. On désigne par My = sup,cp | f(z)|
et My = sup,cg |f”(x)|. Montrer que My = sup,cp |f/(2)] existe et vérifie My < /2MyM,. (On pourra écrire une
formule de Taylor sur chacun des intervalles (z,z+a), (x —a, x) ou = et a sont des réels quelconques puis en déduire
une majoration de |f’(z)| en fonction de My, Ma, a et conclure.)

Exercice 38

a) Soit I = [a,b], a # b, et f de classe C?([a,b]) telle que f'(a) = f'(b) = 0. Montrer que |f(b) — f(a)] <

b—a)?
O supy o) £ (2)].
b) Soit f € C?(R) telle que pour tout (z,y) € R? on a f(z +y)f(z —y) < (f(x))2. Montrer que pour tout x € R,

f@)f"(x) < (f'(x))?. (Indication : On pourra écrire le développement de Taylor-Young pour f(z + y) et pour
flz—y).)

Exercice 39

On pose f(t) =1+ 12 +13. Montrer que f(t) = t3/2 4+ 2t1/2 — 1471/2 4 34=3/2 4 5(t=3/2) pour t — +oc.
Exercice 40

Recalculer les limites de ’exercice 34 a ’aide d’un développement limité. Calculer

lim, 0 e:__lff’% et lim,_,;- (In(z) In(1 — x)).

Exercice 41

eZIJ

_— + e +b) = 0, donner un équivalent de ’expression lorsque
In(l+2z) =

Déterminer des réels a et b tels que lim, o <

x tend vers 0.
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Chapitre 3

Intégration

3.1 Intégration sur un segment

3.1.1 Fonction continue par morceaux

Dans ce qui suit [a,b] est un segment de R avec a < b.
Les fonctions considérées, sauf précision contraire, sont a valeurs dans R.

Définition 3.1.1 On appelle subdivision de [a,b], une famille finie strictement croissante o = (¢;j)o<j<n telle que
a=cyp<--<cp=">
et 6(o) := sup (¢; —c¢j—1) est le pas de la subdivision.
1<j<n
Une autre subdivision o' = (c})o<j<n’ de [a,b] est dite plus fine que o si

{fe; |0<j<n}c{c|0<j<n}.

FEtant donné deuz subdivisions o et o’ de [a,b], on note o U o’ la subdivision construite a partir de l’ensemble
fe; [0<i<nbu{¢|0<j<n}

Remarque 3.1.2 o Uc’ est une subdivision plus fine que o et o’.

Définition 3.1.3 (Fonction en escalier) Une fonction ¢ définie sur [a,b] est dite en escalier s%l existe une
subdivision o = (¢j)o<j<n de [a,b] telle que pour tout j de [1,n] on a ¢ constante sur]cj_1,c;.

Définition 3.1.4 (Fonction continue par morceaux) Une fonction f définie sur [a,b] est dite continue par
morceaux sur [a,b] s’il existe une subdivision o = (¢j)o<j<n de [a,b] telle que pour tout j de [1,n] on a

— f continue sur]c;j_1, ¢j]

— [ admet une limite a droite en cj_1 et une limite a gauche en c;.

Une telle subdivision o est dite adaptée a f.

Proposition 3.1.5 L’ensemble C,,([a,b]) des fonctions continues par morceaux sur [a,b] est un sous-espace vectoriel
et un sous-anneau de l’ensemble des fonctions bornées sur [a,b].

L’ensemble E([a,b]) des fonctions en escalier sur [a,b] est un sous-espace vectoriel et un sous-anneau de l’ensemble
des fonctions continues par morceaux sur [a, b].

Démonstration : a faire.

Théoréme 3.1.6 (Approximation des fonctions continues par morceaux) Soit f continue par morceauzr sur
[a,b] alors pour tout réel € > 0 il existe des fonctions ¢ et 1 en escalier sur [a,b] telles que

p<f<yY et p—p<e
Démonstration : il suffit de le montrer pour une fonction continue sur [a, b] puisque si f est continue par morceaux

sur [a,b] et 0 = (¢j)o<j<n est une subdivision adaptée & f alors fj.,_, ;[ est prolongeable par continuité sur [¢; 1, ¢;]
et on a lexistence de fonctions en escalier ¢; et ¢; sur [¢;_1,c;] telles que

Vo €lej_1, ¢4, pj(x) < f(z) <Yi(x) et hi(z) —pj(x) <e

25
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Les fonctions ¢ et 9 attendues peuvent alors étre construites en posant

Vi€ [1,n] Vz €lcj1,¢i[, »(x) = p;(z), ¥(z) =¢;()
Vie [0,n], o(c;) =1(c;) = flej).

Pour une fonction f continue sur [a,b] ce résultat d’approximation découle directement du théoréme d’uniforme
continuité de f sur [a,b] (f continue sur [a,b] compact de R). En effet de

Ve >0, 37> 0, V(z,y) € [a,b]*, |z —y|<n=|f(z) - fly) <e
on déduit l'approximation souhaitée en prenant pour m un entier supérieur ou égal a b*Ta, pour subdivision la

R . N . . .b—a . . ‘oo
subdivision réguliere o = (¢;)o<j<n avec ¢; = a + j>-¢ et pour ¢ et 1) les fonctions en escalier définies par

Vi€ [l,n] Vo € [¢j, cipal, p(@) = min f, ()= max f, ¢(b) =(b) = f(b).

[ejscit1] [ejhcit1]

3.1.2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Proposition 3.1.7 Soit ¢ une fonction en escalier sur [a,b] et 0 = (¢;)o<j<n une subdivision adaptée a @, on pose

n

I(o,p) = Z/\j(cj —c¢j_1) ou A; est la valeur de ¢ sur |e;_1, ¢j.

Jj=1

Alors I(o,p) est indépendant de la subdivision adaptée choisie et ce nombre est appelé intégrale de ¢ sur [a,b], on
le note [, % ou [, (x) d.

Démonstration : Résulte du fait que si o et o’ sont deux subdivisions adaptées alors I (o, @) = I(cUd’, ) = I(d’, p).

Proposition 3.1.8 1. L’application o f[a p) # est une forme linéaire positive sur E([a, b]).
2. Pour tout ¢ de E([a,b]) et tout ¢ de |a,b]

[ W e
[a,b] la,c] [e,b]
Théoréme 3.1.9 Soit f une fonction continue par morceauz sur [a,b], alors les ensembles

{/ o | ¢ €&lab]), saéf}
[a,b]

{ : b}%/)lweg([a,b]), fﬁ¢}

Démonstration : a faire.

E=(f)

E*(f)

sont non vides et respectivement magjoré et minoré. De plus
sup B~ (f) = inf E*(f)
et ce nombre est appelé intégrale de [ sur [a,b], on le note f[a b f ou f[a b f(x)dz.

Démonstration : les grandes lignes,

— E~(f) et ET(f) respectivement majoré et minoré résulte du fait que toute fonction continue par morceaux sur
[a, b] est bornée.

— sup B~ (f) < inf E*(f) résulte de f[mb] e < f[a,b} 1) pour toutes fonctions en escalier ¢ et 1) telles que ¢ < f < 7).

— inf E*(f) < sup E~(f) résulte du théoréme d’approximation 3.1.6 puisque 1’on a alors pour tout réel strictement
positif €, I’existence de deux fonctions en escalier ¢ et ¥ telles que ¢ < f < ¥ et ¥ — ¢ < €. Ce qui permet d’en
déduire que inf ET(f) —sup B~ (f) < e(b — a) pour tout réel strictement positif e.

Corrolaire 3.1.10 Soit f dans C,,,([a,b]), (€p) une suite de réels strictement positifs convergeant vers 0 et (¢,) une

suite de E([a,b]) tels que sup |f — ¢p| < €, alors
b

(]‘7

f= lim %)
/[mb] p=to0 Ji "
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Démonstration : découle du fait que pour tout p

/ (6 — &) < sup E~(f) < inf E*(f) < / (60 + ).
]

[a,b]

Remarque 3.1.11 (Interprétation graphique) Si l'on suppose le plan muni d’un repére (0,U,V) et que f est
continue par morceaux sur [a,b] et a valeurs positives alors f[a ] f est Uaire du domaine D = {(z,y) | 0 < y <

f(z), a <x < b} en unité d’aire, c’est-a-dire le domaine compris entre l'axze des abscisses, la courbe représentative
de f et les droites d’équations x = a et x = b. Une unité d’aire est l’aire du parallélogramme de cotés [O, U] et [O,V].

Proposition 3.1.12 1. L’application f — f[a b f est une forme linéaire positive sur Cp,([a,b]).
2. Pour tout f de Cp([a,b]) et tout ¢ de Ja,b|

/ f= / i+ r
[a,b] la,c] [e,b]

Démonstration : découle de la proposition 3.1.8 et du corollaire 3.1.10.

Définition 3.1.13 On dit que f est continue par morceauzr sur un intervalle I si elle est continue par morceaur sur
tout segment [a,b] contenu dans I.
Si f est continue par morceaux sur I et a et b deux éléments de I, on pose

b b b
osia<b,/f:: f osiazb,/f::O osia>b,/f::— I
a [a,b] a a [a,b]

Proposition 3.1.14 [ désigne un intervalle, a et b des éléments de I alors
1. L’application f — f; f est une forme linéaire sur C,,(I).
2. Sic est dans I et f dans Cyp,(I) alors fab fl@)de = [T f(z)dx+ fcb f(x)dz.
3. Si f et g sont dans Cp,(I) alors
b
[ ot as

3.1.3 Cas des fonctions continues sur un segment

/a ' fla)ole) d

< sup|f]
[a.b]

Proposition 3.1.15 Une fonction continue, a valeurs positives sur un segment est nulle si et seulement si son
intégrale sur ce segment est nulle.

Démonstration : & faire. L’implication f nulle implique [ ; [ = 0 est immédiate, pour la réciproque supposez f non
nulle et déduisez en que [ f>0.

Théoréme 3.1.16 (Produit scalaire) Soit I un segment de R, Uapplication (f,g) — fI fg est un produit scalaire
sur lespace vectoriel C(I) des fonctions continues sur I.

Démonstration :

— a valeurs dans R

— bilinéaire par bilinéarité du produit et linéarité de I'intégrale

— symétrique par définition

— définie positive : (f, f) > 0 et (f, f) =0 si et seulement si f = 0 conséquences de la proposition 3.1.15

Corrolaire 3.1.17 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient f et g des fonctions continues sur le segment [a,b]

alors
1/2 1/2
/fg<</ f2> (/ g2> :
[avb] [avb] [a,b]

Démonstration : Considérez le polynome de degré au plus 2

et traduisez le fait qu’il est toujours positif ou nul.
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Exercice 1
Retrouvez l'inégalité de Minkowski

1/2 1/2 1/2
1 )2 < 2 T 2 )
(o) = (Lor) (L)

1/2
Ainsi 'application f +— ( f[a b f2) est une norme sur C(I), c’est la norme associée au produit scalaire.

Théoréme 3.1.18 (Sommes de Riemann) Soit f une fonction continue sur [a,b] (a <b), on note

b—a'= b—a _b—a -
Ry(f) = > —) et Ri(f S A

n
k=0 k=1

alors les suites (R (f)) et (RL(f)) convergent et

b
lim R,(f)= lim R, (f ):/ f(z)dx

n—-+oo n—-+oo

Démonstration : conséquence du corollaire 3.1.10 et de 'uniforme continuité de f sur [a, b].
Exercice 2 Déterminer la limite des suites de terme général :

@) wy = L0 h A b) w, = A ([T, (B ¢) 2 = (T, (1 6™ d) 0 = 25070 F(E)g(Ee)

avec f et g continues de [0, 1] dans R.

3.1.4 Calcul des valeurs approchées d’une intégrale.

Les méthodes du milieux, des trapezes et de Simpson sont présentées sous forme d’exercice.
Méthode du milieu ou des tangentes

1) Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C', vérifier que 'aire (algébrique) du domaine défini par les droites
d’équation y = 0, x = a, x = b et la tangente a la courbe représentative de f au point d’abcisse ‘”‘b est (b—a)f (“+b).
Cela correspond a l'aire de quel rectangle ?

2) Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C*, on note My = sup{|f”(t)|, t € [a,b]}, I = f f(t)dt et
= (b—a)f (“t%), montrer que |I — R| < M, (ba)” a) (pensez & l'inégalité de Taylor-Lagrange). En déduire que si

b 3

lon note I, = =2 f (a+ 2=2(k + 1)) et R, Zkofkalorsﬁ R|<M2(24a2)

3) Que peut-on dire si I'on suppose seulement f continue sur [a,b] ?
Méthode des trapezes
4) Déterminer la fonction affine h prenant les mémes valeurs que f en a et b. Vérifier que son intégrale sur [a, b] est

(b— a)w soit l’aire du trapeze (lorsque cela a un sens) défini par les droites d’équation y =0, x =a, x = b et

la droite passant par (a, f(a)) et (b, f(b)). Si P est un polynéme de degré 1, que vaut f: P(t)dt?

5) On reprend les hypotheses du 2) et on note T' = (b—a)w. A T'aide de deux intégrations par parties montrer

que fab (f(x) = h(z)de=—13 [] (b—x)(x—a)f”( ) dz puis montrer que |I — T| SMQ%.

6) En déduire que si l'on note Ji, = %2 (f(a+k%=2) + fla+ (k+1)29)) et T, = Z;é Ji alors |I —T,| <
(b—a)?

Mo 12n?2

7) Dans le cas ol f est convexe, montrer que pour tout entier strictement positif n, R, <1 <T,.
Méthode de Simpson

8) Déterminer le polynéme de degré au plus 2 prenant les mémes valeurs que f en a, b et %“’ Vérifier que son
intégrale sur [a,b] est 25 (f(a) +4f(%£2) + f(b)).

9) Vérifier que ’on a pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a 3, f; P(t)dt = 222 (P(a) + 4P(%£2) + P(b)).
10) On suppose maintenant f de classe C* et on note My = sup{|f(4) (), t €[a,b]} et S = b_T“ (f(a) +4f (<) + £(b)).
On note ¢ = %2 et on pose ¢(z) = fcc—:f ft)dt — 5 (f(c—m)+4f(c) + f(c+x)). Vérifier que la fonction ¢ est de
classe C? sur [0, £52] et que ¢(0) = ¢/(0) = ¢ (0) =0, p(252) =1 — 3, |¢®) ()| < 2Mya?.

En déduire que |1 — S| < (b — a)°.

11) En déduire que si lon note Ly = &2 (f(a + k2=2) +4f(a+ (k+ 1)) + fla+ (k+ 1)) et S, = Sp—y Lk
a0 a)®

2880n4

alors [T — S,| <
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3.1.5 Extension aux fonctions a valeurs complexes

Définition 3.1.19 Une fonction f définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans C est dite continue par
morceaux si pour tout segment [a,b] contenu dans I, Re(f) et ISm(f) sont continues par morceaux sur [a,b]. On
note Cpy (I, C) ’ensemble de ces fonctions.

On définit alors

/abf(x)dx = /ab%f(x)dxﬂ/ab%mf(x)dx.

Remarque 3.1.20 Conséquences de cette définition

Re (/abf(x)dx (/j?ﬁef(x)dx)
b b
%m( ) f(m)dx) (/ %mf(;v)dm)

b f(z)dx /abf(x)dx.

~
I

a

Proposition 3.1.21 Soit f dans Cp,(I,C), a et b deuzx éléments de I.
1. L’application f — f; f(z) dx est une forme linéaire sur le C-espace vectoriel Cp,(I,C).
2. Sic est un point de I, f; f(@)de = [7 f(z)dx+ fcb f(z) dz.
5. | fioy F@) da| < [, 1)) da

Démonstration : La seule assertion qui ne soit pas immédiate est la troisiéme.

Si f[a b f(z)dx = 0 alors il n’y a rien & montrer, sinon il existe un réel 6 tel que f[a b f(z)dr = €

D’ou
/ e W f(x)de =
[a,b]

—i6 dr = —i60 d —1i6 d
/[a’b] e Yf(x)dx /[a’b] Re (e f(x)) do < /[a’b] le™ f(2)| da

f[a,b] f(z) dx‘.

(x)dr| € R

[a,b]

et de ce fait

ce qui est le résultat attendu.

3.2 Intégration et dérivation

3.2.1 Théoréme fondamental

Définition 3.2.1 Soient f et F deux fonctions définies sur un intervalle I, on dit que F est une primitive de f
sur I si F est dérivable sur I et F' = f.

Théoréme 3.2.2 Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a un point de I alors la fonction définie sur I
par

xH/jf(t)dt

est C1 sur I et c’est la primitive de f sur I qui s’annule en a.
De plus si F' est une primitive de f sur I alors

b
Y(a,b) € I* / f(t)dt = F(b) — F(a).

Démonstration : a faire, pensez a utiliser I'uniforme continuité de f sur tout segment de I. Donner une autre
démonstration (niveau terminale) lorsque f est de plus supposée croissante sur I.

Corrolaire 3.2.3 — Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur I.
~ Soit f une fonction C' sur un intervalle I alors

b
Y(a,b) € I* / /@) dt = f(b) — f(a).
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3.2.2 Calcul de primitives

Théoréme 3.2.4 (Intégration par parties) Soient f et g deuzx fonctions de classe C* sur le segment [a, b] alors
b , b
[ 1@ (@) do = gl - [ 7 @)glo)do

ot [(x)g(x)], = F(b)g(b) — f(a)g(a).
Démonstration : (fg)' = f'g+ f¢'.

Théoréme 3.2.5 (Changement de variables) Soit f continue sur un intervalle I, ¢ une fonction & valeurs dans
I et de classe C* sur [a,b] alors

©(b) b
/ f(t)di = / £ (o) & (u) du.
v(a) a

Démonstration : f continue sur I donc admet sur I une primitive F, Foyp de classe C* sur [a, b] et (F o @) = (fop)x¢'.
Exercice 3

Lorsqu’on veut par exemple calculer ff 1/ Q’TI dzx, on peut faire le changement de variable v = \/Q’TI puis du =

2 2
—%dm et remplacer. Traduire ceci dans les termes du théoreme, en particulier quelle est la fonction ¢ ici, quels

sont a et b? Terminer le calcul de I'intégrale.
Exercice 4
a) Soit f une fonction continue par morceaux sur R et T-périodique. Montrer que pour tout réel a

/OT F(t) dt = /GHT F(t) di.

b) Soit f une fonction paire (resp. impaire), continue par morceaux sur un intervalle I et a € I, que peut-on dire de
SO f)dt?

a .
Exercice 5

Calculer les primitives des fonctions suivantes (en précisant leur domaine de définition) :
2z 43 T 1

—— ) ————;d) > ————.
vVaz+2x-3 VAdx? +4x+3 (I—-2)V1—2a2

Théoréme 3.2.6 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soit f une fonction de classe C"1 sur un intervalle
I, a et b deux points distincts de I alors

i —a)k b (p— )
0 =3 o w1 [ e g

!
= K

a)x = e®(@>+x+1);b) v

Remarque 3.2.7 Revoir les hypothéses et conclusions des formules de Taylor- Young et Taylor-Lagrange, la formule
de Taylor avec reste intégral est celle qui demande dans ses hypotheses le plus de régularité a la fonction mais aussi
la seule qui donne un reste exact.

Pour n =0 la formule de Taylor avec reste intégral n’est autre que le corolaire 5.2.9.

Démonstration : Par récurrence avec une intégration par parties.

3.3 Intégration sur un intervalle quelconque

3.3.1 Intégrale généralisée
Définition 3.3.1 (i) Soit b € R et a un réel, on note I = [a,b] sia < b et I =]b,a] si b < a. Soit f continue par
morceaux sur I et F' la fonction définie sur I par F(x) = f; f@)dt. Si F' admet une limite finie lorsque x tend

vers b alors on note f; f(t)dt cette limite et on dit que f; f(t)dt est une intégrale impropre (ou généralisée)
convergente. -
(i1) Lorsque a et b sont dans R, et I =|a,b] sia <b et I =]b,a] sib < a, f continue par morceaux sur I. On dit que

f; f(t)dt est une intégrale impropre (ou généralisée) convergente si facf(t) dt et fcb f(t)dt le sont pour c
point quelconque de I. On a alors f; f(t)dt = [7f(t)dt+ fcb f(t)dt.

Remarque 3.3.2 La définition (ii) ne dépend pas du choiz de ¢ puisque f est continue par morceauz sur I.
Chercher I’erreur fjoooo zdx =0 car pour tout réel X ffX xdxr = 0.
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Théoréme 3.3.3 (Intégrale de Riemann) fol L dx converge si et seulement si o < 1.

+ . .
fl e m% dx converge si et seulement si o > 1.

Démonstration : revenez a la définition et utilisez une primitive de = — w%

Remarque 3.3.4 f0+oo x% dx est toujours divergente.

Remarque 3.3.5 Il y a des résultats d’intégration par parties ou de changement de variable pour les intégrales
généralisées mais lorsque l’on a besoin de les utiliser, la prudence est de plutét de se ramener a la définition et donc
de travailler avec lintégrale sur un segment, de faire les changements ad-hoc puis de passer a la limite.

Exercice 6

ez s P +00 si T . N sz .
Montrer que l'intégrale généralisée fo S22 dx converge. Pour la convergence “a I'infini” penser a une intégration
par parties.

Proposition 3.3.6 Soient f et g des fonctions positives continues par morceauz sur [a,b| alors
1. Sil existe xog dans I tel que pour tout © > xg, f(x) < g(x) et Uintégrale généralisée f; g(t) dt converge alors
lintégrale généralisée f: f(@t)dt converge.
2. Sl existe xg dans I tel que pour tout x > xy, f(x) < g(z) et Uintégrale généralisée fab ft)dt diverge alors
v L b )
Uintégrale généralisée fa g(t) dt diverge.
3. Si f ~y g alors les intégrales généralisées fab f()dt et fab g(t) dt convergent ou divergent simultanément.

Démonstration : De la méme fagon que pour les séries, pensez qu’avec la positivité de f et g, les fonctions x —
L7 f@)dt et x — [ g(t)dt sont croissantes sur [a, b].

Remarque 3.3.7 Les cas 1. et 2. incluent le cas ou f <p g.

Exercice 7 Retrouvez dans le cas de I'équivalence, comme pour les séries, des résultats sur I’équivalence de f; f()dt

et [ g(t)dt dans le cas de la divergence ; sur I'équivalence de fj f(t)dt et f; g(t) dt dans le cas de la convergence.
Exercice 8

Montrer que f;oo e

e—w2/2
2z

—t2/2

dt converge. Montrer que l'on a I’équivalence a l'infini, f;oo et /2dt ~
—z2/2

on pourra
penser a utiliser que la fonction z +— e est solution de I’équation différentielle 3’ + zy = 0.

3.3.2 Fonctions intégrables a valeurs positives

Définition 3.3.8 Une fonction f a valeurs réelles positives continue par morceaur sur un intervalle I est dite
intégrable (ou sommable) sur I s’il existe un réel positif M tel que, pour tout segment J contenu dans I,

fJfSM. On pose alors
/fzsup/f.
I J J

Proposition 3.3.9 Soit f continue par morceauz et positive sur lintervalle I, intégrable sur I, soit lintervalle I'
inclus dans I alors f est intégrable sur I' et [, f < [} f.

Démonstration : Idée, tout segment contenu dans I’ est contenu dans I, si A C B alors sup A < sup B.

Proposition 3.3.10 Si f est positive et continue par morceauz sur [a,b] alors f est intégrable sur [a,b], sur [a,b],
sur ]a,b] et sur |a,b] et de plus les intégrales correspondantes sur ces 4 intervalles sont égales, on les note aussi

[P r(t) dt.

Proposition 3.3.11 Soit f une fonction continue par morceauz, positive sur Uintervalle I et (J,) une suite crois-

sante de segments contenus dans I tels que \J Jn, =1 alors les propositions suivantes sont équivalentes
neN
— [ est intégrable sur I

~ la suite ([, f) est majorée

— la suite suite (fJ f) est convergente

De plus dans le cas ou f est intégrable sur I on a fI f= nEIJIrloo fJn f-

Démonstration : idées, la suite ([ ;. f) est croissante ; de plus par hypothese sur (J, ), pour tout segment [a, b] contenu
dans [ il existe p et ¢ tels que a € Jy,, b € J, et alors puisque I'on travaille avec des intervalles [a,b] C Jmax{p,q}-



32 CHAPITRE 3. INTEGRATION

Corrolaire 3.3.12 Soit f continue par morceaux et positive sur [a,b] alors f est intégrable sur [a,b] si et seulement
st la fonction définie sur [a,b] par x — f; f(t)dt admet une limite lorsque x tend vers b.
De méme, si f continue par morceaux et positive sur |a, b] alors f est intégrable surla,b] si et seulement si la fonction

définie sur]a,b] par x — f; f(t)dt admet une limite lorsque x tend vers a.

Remarque 3.3.13 Pour les fonctions continues par morceauz et positives il y a équivalence entre intégrabilité sur
[a,b] et convergence de l'intégrale généralisée f; f(t)dt. Nous verrons dans le paragraphe suivant que ce n’est plus le
cas pour les fonctions de signe quelconque.

Démonstration : Supposons f intégrable sur [a,b], par positivité de f la fonction z — f; f(t)dt est croissante,
majorée car le segment [a, z] est inclus dans 'intervalle [a, b[ pour tout x de [a, b[, elle admet donc une limite finie
lorsque z tend vers b, 'intégrale généralisée f: f(t) dt converge. Réciproquement si cette intégrale converge alors en

prenant J, = [a,b — %] pour n > ng de sorte que ces segments soient bien définis, J,, C [a, b[, nous avons que (.J,,)

est une suite croissante de segments, J J, = [a,b[ et la suite ([, f) converge vers la limite finie f; f(t)dt donc
n>ng "
avec la proposition 3.3.11, f est intégrable sur [a, b].

Proposition 3.3.14 (Domination) Soit f et g continues par morceauz et positives sur l'intervalle I, telles que
0 < f <g. Alors g est intégrable sur I implique f est intégrable sur I.

Proposition 3.3.15 Si f et g sont continues par morceauz et positives sur lintervalle I, intégrables sur I alors
pour tout scalaire positif X, f+ Ag est intégrable sur I et [,(f +Xg) = [, f+X[; 9.

Soit I un intervalle, a un point de I et f une fonction continue par morceaux et positive sur I, alors f est intégrable
sur I si et seulement si f est intégrable sur Iy = I N [a,+00[ et sur Iy = IN] — 00, a], de plus dans ce cas

Jr=h )

Démonstration : le premier point est une conséquence immédiate du résultat analogue sur les intégrales de Riemann.
Le deuxieme se démontre a ’aide de la proposition 3.3.11.

3.3.3 Fonctions intégrables a valeurs complexes

Définition 3.3.16 Une fonction f a valeurs réelles ou complexes, continue par morceaux sur un intervalle I, est
dite intégrable ou sommable sur I si |f| est intégrable sur I.

Proposition 3.3.17 (Domination) Soit f et g continues par morceauz sur Uintervalle I, telles que |f| < g. Alors
g est intégrable sur I implique f est intégrable sur I.

Proposition 3.3.18 f continue par morceaux et a valeurs réelles sur I alors f intégrable sur I si et seulement si
fT :=sup(f,0) et f~ :=sup(—f,0) sont intégrables sur I. Dans ce cas on pose

[l

f continue par morceaux et a valeurs complexes sur I alors f intégrable sur I si et seulement si Ref et Imf sont

intégrables sur I. Dans ce cas on pose
/fz/?)‘%ef—i—i/%mf.
I I I

Proposition 3.3.19 - On a encore la linéarité de l'intégrale, ladditivité de l’intégrale par rapport a l'intervalle
d’intégration.

— Si f est continue par morceaux sur [a,b], & valeurs réelles ou complexes, alors f est intégrable sur [a,b], sur [a,b],
sur Ja,b] et sura,b] et de plus les intégrales correspondantes sur ces 4 intervalles sont égales, on les note aussi

[P F(t) dt.
— Si f continue par morceaur sur lintervalle I, & valeurs réelles ou complexes, et (J,) une suite croissante de
segments contenus dans I tels que |J J, = I alors si f est intégrable sur I on a fIf = lim fJ f-

neN n—r+o00

- Si f est continue par morceauz sur [a,b[, & valeurs réelles ou complexes, intégrable sur [a,b] alors l'intégrale
généralisée f; ft)dt converge et est égale a f[a bl f, on dit aussi dans ce cas que lintégrale généralisée est abso-
lument convergente. Résultat analogue avec l'intervalle |a, b].

- Si f est continue par morceauz et intégrable sur I alors |fI f| < f] If].
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— Si f est continue par morceauz et intégrable sur I, si I' C I alors f est intégrable sur I' et fp f= f[ xr f, ou xp
est la fonction indicatrice de intervalle I'.

Exercice 9

Montrer que la fonction In est intégrable sur |0, 1] et qu’elle n’est pas intégrable sur [1, +o0[.

Exercice 10

Montrer que la fonction x — n’est pas intégrable sur [0, +oo[. Cette fonction nous donne un exemple
de fonction dont l’intégrale généralisée sur |0,+oc[ converge mais qui n’est pas intégrable sur cet
intervalle.

sinx
T

3.4 Intégration et suites de fonctions

3.4.1 Cas de l'intégration sur un segment

Théoréme 3.4.1 Soit (f,) une suite de fonctions, & valeurs réelles ou complezes, continues sur [a,b], qui converge
uniformément sur [a,b] vers f alors f est continue sur [a,b] et

.Abf@ﬁﬁlwﬁlbﬁxﬂdt

Démonstration :
Continuité de f : Soit xy un point de [a,b] et € un réel strictement positif, alors par convergence uniforme il existe
ne tel que pour tout n > n.

sup |f — ful <€
[a.b]

et par continuité de f,,
Ir >0, x €]xg — ry,xo + r[N]a, b = | fn. () — fa. (x0)] <e.

En utilisant I'inégalité triangulaire
[f(2) = f(@o)| < [f(2) = fa. (@) + [fn. (€) = fa. (@o)| + |, (20) = f(20)|

on a alors
Ve >0, 3Ir >0, x €lxg—r,zo~+r[Nfa,b] = |f(z) — f(zo)] < 3e.

f continue en xg pour tout zq de [a,b], soit f continue sur [a, b].
Permutation limite et intégrale : En reprenant les notations ci-dessus, pour tout n > n.

[fﬂﬂﬁ—lfﬁ@ﬂt

< |b—ale

d’ou la convergence.

Théoréme 3.4.2 Soit (u,) une suite de fonctions, a valeurs réelles ou complexes, continues sur [a,b], telle que la
série Y u, converge uniformément sur [a,b] vers f alors f est continue sur [a,b] et

Démonstration : appliquer le résultat précédent a la suite des sommes partielles.

3.4.2 Convergence dominée
Théoréme 3.4.3 (Convergence dominée) Soit (f,) une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes, conti-
nues par morceaux sur lintervalle I. On suppose que

1. la suite (f,) converge simplement vers f continue par morceauz sur I,

2. il existe ¢ positive, continue par morceauz sur I et intégrable sur I telle que pour tout entier n, |f,| < ¢.

Alors les fonction f, et f sont intégrables sur I et

Jdm [ = [ s
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Ce résultat est admis, il se résume en “on peut permuter intégrale et limite”.

Corrolaire 3.4.4 Soit (u,) une suite de fonctions positives, continues par morceauz sur lintervalle I. Si la série
> uy, converge simplement sur I vers f continue par morceauz et intégrable sur I alors la série de terme général
fI u, est convergente et

Démonstration : appliquer le théoreme 3.4.3 a la suite de fonctions de terme général f, = ZZ:O U

Théoreme 3.4.5 (Convergence dominée pour les séries) Soit (uy,) une suite de fonctions a valeurs réelles ou
complezes, continues par morceauz sur lintervalle I et intégrables sur I. Si la série Y wu, converge simplement vers
une fonction f continue par morceauz sur I et si la série y fI |un| converge alors f est intégrable sur I et

fr=3 S

Ce résultat est admis, il se résume en “on peut permuter intégrale et somme”.

3.5 Intégrales a parametre

3.5.1 Cas des intégrales sur un segment

Théoreme 3.5.1 (Continuité) Soit f une fonction d valeurs réelles ou complexes définie et continue sur A X [a, b]
ou A est un compact de R™, alors lapplication
b
x »—)/ f(z,t)dt
a

Démonstration : il suffit de montrer que pour tout z fixé dans A et toute suite (z,,) de points de A qui converge vers z

est continue sur A.

alors la suite (f: f(zp,t)dt), converge vers f: f(z,t) dt. Cest une conséquence du théoreme 5.1.8 avec f, = f(zy, )
puisque la continuité de f sur le compact A x [a,b] implique la continuité uniforme de f et donc la convergence
uniforme sur [a, b] de la suite (f,) vers f(x,-).

Théoréme 3.5.2 (Dérivation) Soit f une fonction & valeurs réelles ou complexes définie et de classe C' sur
I % [a,b] ot I est un intervalle de R. Alors Uapplication g définie sur I par

= /abf(cc,t)dt
= /abgi(x,t)dt

Démonstration : Dans le méme esprit que celle de 3.5.5, en n’oubliant pas que la dérivabilité est une propriété locale.

est de classe C' sur I et

3.5.2 Cas des intégrales sur un intervalle quelconque

Théoréme 3.5.3 (Continuité d’une intégrale & parameétre) Soit f une fonction a valeurs réelles ou complezes
définie sur A x I ot A est une partie de R™ et I un intervalle de R, on suppose que

1. pour tout t de I, Uapplication x — f(x,t) est continue sur A,
2. pour tout x de A, Uapplication t — f(x,t) est continue par morceaux sur I,

3. il existe ¢ continue par morceaux sur I, positive et intégrable sur I telle que pour tout x de A, |f(z,-)| < .

Alors pour tout x de A, f(x,-) est intégrable sur I et lapplication

x /f(x,t)dt
I

est continue sur A.
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Démonstration : L’intégrabilité de f(z,-) est immédiate avec les hypotheéses 2. et 3. Pour la continuité, il suffit de
montrer que pour tout  fixé dans A et toute suite (x,,) de points de A qui converge vers x alors la suite ([, f(zn,t) dt),
converge vers [, f(x,t) dt. C’est une conséquence du théoreme 3.4.3 avec f, = f(zn, ).

Remarque 3.5.4 On peut réduire Uhypothése 3. en n’ayant la domination que sur toute partie compacte K de A
(la fonction qui domine dépend alors du compact K) puisque la continuité est une propriété locale.

Théoréme 3.5.5 (Dérivabilité d’une intégrale & parameétre) Soit f une fonction a valeurs réelles ou com-
plexes définie sur A x I ou A est un intervalle de R et I un intervalle de R, on suppose que

1. pour tout x de A, Uapplication t — f(x,t) est continue par morceauz sur I et intégrable sur I,
2. pour tout t de I, Uapplication x — f(x,t) est continument dérivable sur A,
of

3. pour tout x de A, Uapplication t — 5= (x,t) est continue par morceaus sur I

4. il existe @ continue par morceaux sur I, positive et intégrable sur I telle que pour tout x de A, |%(x, I < .

Alors Uapplication g définie sur A par

I

est de classe Ct sur A et

Démonstration : Pour a fixé arbitraire dans A, on va montrer que pour toute suite de points (a,) qui converge vers

a alors la suite (W) converge vers |, I %(a,t} dt ce qui permettra de dire que g est dérivable en a et que
)
g'(a) = [; a—i(a,t) dt.

t.

g(a,) — g(a) :/f(anat)_f(avt)d
Gp — G I Gy — G

_ flan,t)—f(a,t)

an—a

, avec le théoreme des accroissements finis appliqué a x — f(z,t), il existe ¢, compris

gult) = 2L (e, ).

On pose g, (t)
entre a, et a tel que

On applique alors le théoréme 3.4.3 & la suite de fonctions (g,) pour g, définie ci-dessus. La suite (g,) converge
simplement vers g—i(a, -) par continuité de = %(x, t) et elle est dominée grace a 'hypothese 4.

Remarque 3.5.6 On peut encore se contenter de dominer sur tout compact de A.

Exercice 11
a) Montrer que l'intégrale f0+°° e~ 't~ 1 dt converge pour tout z strictement positif. On note I' la fonction définie sur
0, +oof par

—+o0
I'(x) = / ettt dt.
0

b) A laide d’une intégration par parties, montrer que pour tout = strictement positif
I(x+1) =al(x).

En déduire la valeur de T'(n + 1) pour n dans N.
¢*) Montrer par récurrence que I' est dans C*°(]0, +ool) et que

+oo
™ () :/ (Int)"e 4"t dt.
0

3.6 Exercices

Exercice 12 (lemme de Lebesgue).

Soit f : [a,b] = R continue par morceaux, on rappelle qu’il existe une suite de fonctions en escaliers qui converge
uniformément vers f sur [a, b].

a) Soit f : [a,b] — R continue par morceaux, montrer que lim, ;o f: f(t)sinntdt = 0 (ind. : commencer par
supposer f en escaliers).

b) Donner une autre démonstration du résultat précédent si ’'on suppose que f est C' sur [a, b].
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Exercice 13
Soit f : [a,b] — R continue telle que pour tout entier n, fb f@®)tdt =0.

a) Montrer que pour toute fonction polynomiale P, fab f(®)P(t)dt = 0 puis que f f2(t)dt < f (f — P)%(t) dt.

b) En déduire que f = 0.

Exercice 14 (Inégalité de Jensen)

Soient f : [a,b] — R continue et ¢ une fonction convexe et continue sur f([a,b]). En utilisant les sommes de

Riemann, montrer que
1t I
: <b_a IR dt) <52 [ oty

Quelle inégalité retrouvez-vous lorsque ¢ est la fonction valeur absolue ?
Exercice 15 (formules de la moyenne).
a) Soient f,g : [a,b] — R, f continue par morceaux et de signe constant sur [a,b], g continue sur [a, b]. Montrer

qu’il existe ¢ € [a, b] tel que
b b
[ tswde=ge) [ sar

Qu’obtient-on comme relation lorsque f =17
b) f est maintenant suposée de classe C! et sa dérivée est de signe constant sur [a,b]. Montrer qu'il existe ¢ € [a, b]

tel que
b c b
/ F(g(t)dt = f(a) / o(6)di 1 1(b) / o(t) dt.

(ind. considérer la fonction auxiliaire G(x f g(t

Exercice 16

Soit f : [a,b] — R une fonction strictement croissante et continument dérivable. On considére les deux intégrales
L= [ f(tydtet I = [ f=2 () dt

a) En faisant le changement de variable t = f(u) dans lintégrale I5 calculer Iy en fonction de I;. Interprétation
géométrique 7

b) Retrouvez ce résultat si f est continue et strictement croissante en utilisant les sommes de Riemann pour une
subdivision bien choisie.

Exercice 17 (Intégrale de Wallis)

a) A laide d’une intégration par parties, calculer I,, = foﬂ/ %sin” x da (on sera amené & distinguer n pair et n impair).
b) En considérant la suite (nl,I,—_1),, trouver un équivalent de I,, lorsque n tend vers +oc.

¢) Si on suppose connue ’équivalence
n

n
n~C(2) va
e
déduire de ce qui précede la valeur de C. (Pour mémoire ce résultat admis peut s’obtenir & aide d’un développement
asymptotique de In(n!)).
Exercice 18
En calculant 37,7°% (—1)" fol 2?"(1—z)dx de deux fagons différentes, montrer que I'on a 3,0 W =I- 1°§ 2,
Exercice 19
Soit p € N. Calculer lim,, o fo (1 —t/n)"dt.
Exercice 20
Soit f continue par morceaux sur [a,+oo[ telle que 'intégrale généralisée f:_w f(t)dt converge. Montrer que si f
admet une limite [ en 00 alors I = 0. A-t-on en général lim, ., f(z) =07
Exercice 21
Etudier la nature des intégrales généralisées suivantes :

+oo
a) fj;o sint dt ; b) /_Oo sin(t?) dt (on pourra par exemple faire une intégration par parties) c) 0+OC \/511) ;d) 01 1% ;
n (Int) o +Oo 1)1/3 _41/3 .
fo Intdt (la calculer); fo (112)2 (la calculer); fo \[(lt 5 dt; h) [ \/7 dt; i) (H)% dt; j)

f+oo dt k) /2 at
2 to(Int)B 0 to|lnt]?"

Exercice 22 ,
Pour n € N, on pose I, = 0+°O e " dx.
1) Montrer que pour tout n, I, est bien définie et trouver pour n > 2 une relation entre I,, et I,,_o.
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2) On admet que Iy = @ Trouver I,, en fonction de n.

Exercice 23
1) Démontrer que toute intégrale absolument convergente est convergente.
2) Soient f et g deux fonctions continues sur [a,+oo[, & valeurs réelles et telles que les intégrales f:_m 1)) dt

+o0
et/ lg(t)|” dt convergent. Montrer que lintégrale f:oo f(®)g(t) dt converge.
a

3) On note L?([a, +oc[) 'ensemble des fonctions continues sur [a, +o0o[, & valeurs réelles et telles que f;roo |F() dt
converge, montrer que L*([a, +0o[) est un R-espace vectoriel et que I'application définie de (LQ([a, +oo[))2 dans R
par (f|g) = f;oo f(t)g(t) dt est un produit scalaire.

4) Y-a-t’il un lien entre la convergence de fa+°° |F(8)) dt et celle de f:_oo f(t)dt?
Exercice 24

1) Montrer la convergence de l'intégrale f0+oo % dx.

2) Montrer que si f est de classe C! sur [0, 7] alors I'intégrale

: " : 1
ngrfoo/o f(z)sin (n + 2) x dr=0.

(On pourra faire une intégration par parties.)

3) Pour n € N on pose
™ sin(n 4 1)z
I, :/ sinn + p)z - f) dz.
0 2sin 5

a) Justifier la convergence de l'intégrale I,,.

b) Montrer que pour tout n > 1, I,, = I,,_1. En déduire la valeur de I,,, n > 0.
On pourra utiliser I’égalité sin(a + b) — sin(a — b) = 2cosasinb.
4) Soit f lapplication définie de [0, 7] dans R par :

1
i < 7T1et = 0.
. ogi 3510<x [ f(()) 0

fz) =

2sin(%)

a) Donner le développement limité de en 0, a l'ordre 2.
b) Montrer que f est de classe C*.

5) Montrer que

lim I, = lim
n—-+oo n—-+oo 0 €T

T o) 1 “+oo _:
sin(n + 3)x sSin
M dr = de.
0 X

En déduire la valeur de f0+oo % dz.
Exercice 25
Soient I’ et G définies sur R par

. T ; 2 . 1 g—a?(14+1%) p
= - t t = — dt.
(2) (/0 e ) et G(x) /0 e

a) Montrer que ces fonctions sont dérivables, calculer leur dérivées et en déduire que F’ + G’ = 0.

b) Calculer F(0) + G(0).

¢) Montrer que lim,_, - G(z) = 0.

d) En déduire que f0+°° et dt = @

Exercice 26 (Transformée de Fourier)

Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur R. La transformée de Fourier de f est définie par :
flx) = [72° f(t)etdt.

1) Montrer que f est continue.

2) On suppose que l'intégrale fj;o |tf(t)|dt < +oco. Montrer que f est dérivable et déterminer sa dérivée.

3) On pose gn(x) = [" f(t)e~*!dt. Montrer que limj|_ o0 gn(x) = 0.

(On pourra montrer d’abord ce résultat pour une une fonction de classe C! et approcher ensuite f par des polynomes.)
4) Montrer que g, converge uniformément vers f et en déduire ensuite que lim|;| 4o f (z) =0.

Exercice 27

Pour o > 0, on pose f(z) = e~?*l. Calculer la transformée de Fourier de f.

Exercice 28

Soit f(t)=et, t e R.
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1) Montrer que f est de classe C* sur R.

2) Montrer que f satisfait une équation différentielle du premier ordre.

3) Déterminer f.

Exercice 29 (Transformée de Laplace)

On suppose que f : [0,4+00[— R est continue, que lintégrale généralisée f0+oo f(t)dt converge. Soit F(x) =
Jio.a f() dt=Timy oo [ig ) F(2) dt et soit A > 0. Montrer que [, . f(t)e > dt = [F(t)e ™5 + A Jio.a) F(t)e™ A dt.
En déduire que, pour tout A > 0, L¢(A) = limy o0 f[o o] f(t)e=> dt existe.

Montrer que A f[0,+oo[ F(t)e M dt = f[07+oo[ F(u/A)e *du — 0 quand X — 0, et en déduire que Ly(\) — 0+OO f(t)dt
quand A — 0.



Chapitre 4

Espaces vectoriels normés

4.1 Généralités

E est un K espace vectoriel avec K = R ou C.

Définition 4.1.1 On appelle norme sur E une application N : E — R, vérifiant
(i) Ve e E, N(x)=0=2=0

(i) Yo € E, VA € K, N(Az) = |\|N(z)

(i) ¥(x,y) € E*, N(z+y) < N(z)+ N(y)

Exemple 4.1.2 1. La valeur absolue, notée | - |, est une norme sur R.
2. Le module, noté | - |, est une norme sur C en tant que C ou R espace vectoriel.
3. On note © = (x1,...,x,) € K™ alors les applications N1, Ny et N définies sur K™ par
n n
Ni(z) = |l Na(z) = O [ei)?, Neolw) = sup |l
i=1 i=1 l<isn

sont des normes sur K™.
4. On note C([a,b],K) l’ensemble des fonctions continues sur [a,b] et d valeurs dans K. Alors les applications
définies par

b b
Ni(f) = / @l Na(f) = ( / FOP Y2, Nao(f) = sup|f]

[a,b]

sont des normes sur C([a,b], K).
5. On note I' = {u = (u;) € KN, ¥, |ui| < 400}, 12 = {u= (w;) € KN, 3, |u;|? < 400} et I*° = {u = (u;) €
KN, sup, [u;| < +o0} ainsi que

Ni(u) = Z |uil,  Na(u) = (Z Jui)V2, Noo(u) = sup [

Alors Ny est une norme sur I*, Ny surl? et Noo sur [*.

6. Si E est un espace préhilbertien réel ou complexe, en notant (-|-) le produit scalaire ou hermitien sur E* alors

Vapplication N définie sur E par N(z) = (x|x)'/? est une norme sur E, de plus N(z) = sup |(z|y)]|.
N(y)<1

7. Soit (E;, N;), pour i compris entre 1 et n, des espaces vectoriels normés alors (E,N) est un espace vectoriel
normé avec £ = Ey X --- Ep et N = sup;<;<,, N;. On dira alors que l'espace produit est muni de sa morme
produit usuelle.

Proposition 4.1.3 (Inégalité triangulaire) Soit (E, N) un espace vectoriel normé alors
V(w,y) € B, |N(z) - N(y)| < N(z +y) < N(z) + N(y).
Corrolaire 4.1.4 Soit (E,N) un espace vectoriel normé alors
V(z,y,2) € B3 |N(z—y)— N(z —2)] < N(y — 2).

Pour tout x de E fizé, la fonction définie sur E par y — N(x —y) est continue et lipschitzienne.

39
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Démonstration : a faire.

Définition 4.1.5 (Normes équivalentes) On dit que deuz normes Ny et No sur E sont équivalentes s’il existe
deux réels strictement positifs m et M tels que

Ve € E, mNy(x) < Ni(z) < MNy(z).
Exercice 1 : Dans les exemples de normes ci-dessus montrer que les normes du (&) sont équivalentes, que les normes
du (4) ne sont pas équivalentes (on pourra prendre [a,b] = [0,1] et f,(z) = ———).

Vz+1l/n

Définition 4.1.6 (Distance associée) Soit (E, N) un espace vectoriel normé, l’application d définie sur E? par

d(z,y) = N(z —y)

est appelée distance associée a N.
Exercice 2 : Montrer que d est bien une distance sur E2.

Définition 4.1.7 (Boules et sphéres) Soit (E, N) un espace vectoriel normé, on appelle

- boule ouverte de centre a € E et rayon r € Ry l’ensemble B(a,r) ={zx € E, N(x —a) <r},
- boule fermée de centre a € E et rayon r € Ry Uensemble By(a,7) ={zx € E, N(x —a) <7},
— sphére de centre a € E et rayon r € Ry l'ensemble S(a,r) ={x € E, N(x —a) =r}.

Définition 4.1.8 (Parties bornées) Soit (E,N) un espace vectoriel normé.
Une partie F' de E est dite bornée s’il existe M > 0 tel que F' C Bf(0,M).
Une application f : A — E est dite bornée si f(A) est une partie bornée de E.

Définition 4.1.9 (Distance a une partie) Soit (E, N) un espace vectoriel normé, A et B deux parties non vides
de E. On note

d(z, A) = inf{N(z —y), y € A}

d(A,B) =inf{N(x —vy), x € A, y € B}

Exercice 3 : Montrer que application définie sur E par x — d(z, A) est 1-lipschitzienne, ¢’est-a-dire que |d(z, A) —
d(y, A)| < N(z —y).

4.2 Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 4.2.1 -~ Une partie V de E est un voisinage de a s’il existe r > 0 tel que B(a,r) C V.

— Une partie O de E est un ouvert si elle est un voisinage de chacun de ses points.

— Une partie F' de E est un fermé si E\ F est un ouvert de E.

~ a est un point intérieur de A si A est un voisinage de a. L’ensemble des points intérieurs d’une partie A est
noté A.

— a est un point adhérent a A si pour tout v > 0, B(a,r) N A # (0. L’ensemble des points adhérents d’une partie A
est noté A.

— On appelle frontiére de A 'ensemble des points adhérents a A et qui ne sont pas dans l'intérieur de A, soit

Fr(A) =4\ A.

Proposition 4.2.2 — E et () sont a la fois ouverts et fermés.

— La boule ouverte B(a,r) est un ouvert.

- La boule fermée By(a,r) est un fermé.

— La sphére S(a,r) = Fr(B(a,r)) = Fr(By(a,r)).

— Une union quelconque d’ouverts est ouverte.

— Une intersection quelconque de fermés est fermée.

— Une intersection finie d’ouverts est ouverte.

— Une réunion finie de fermés est fermée.

- Lintérieur A d’une partie A est la réunion de tous les ouverts inclus dans A, ou encore le plus grand ouvert (au
sens de linclusion) contenu dans A.

— L’adhérence A d’une partie A est lintersection de tous les fermés contenant A, ou encore le plus petit fermé (au
sens de l’inclusion) contenant A. )

— Une partie A est ouverte si et seulement si A = A.

— Une partie A est fermée si et seulement si A = A.

Démonstration : a faire.
Exercice 4 : Ecrire I'intervalle |0, 1] comme une réunion dénombrable d’intervalles fermés.
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4.3 Etude locale d’une application, continuité

Dans cette partie (E, N) et (F, N') sont des K-espaces vectoriels normés.

Définition 4.3.1 (Limite en un point) Soit f une application d’une partie A de E dans F et a € A. On dit que
f admet une limite en a s’il existe b dans F tel que

Ve>0, 3§ >0, Vz € A, N(z —a) <§ = N'(f(z) —b) <e.

On note b=lim f ou b= lim f(x).
a T—ra
Sia € A alors f est dite continue en a et dans ce cas b= f(a).

Soit P une partie de A et a € P on dit que f admet une limite en a suivant P si, fip; la restriction de f a P
admet une limite en a.

Remarque 4.3.2 Lorsqu’elle existe la limite b est unique.

Proposition 4.3.3 (Traduction en termes de voisinages) Soit f une application d’une partic A de E dans F

et a € A. Alors b = lim f si et seulement si pour tout voisinage W de b il existe un voisinage V de a tel que
a

fLANV)Ccw.

Exercice 5 : Rappelez les résultats concernant la limite d’une application composée, les opérations algébriques sur
les limites.

Définition 4.3.4 Soit f une application d’une partie A de E dans F', on dit que f est continue sur A si elle est
continue en tout point de A.

Proposition 4.3.5 Soit f une application d’une partie A de E dans F, les assertions suivantes sont équivalentes,
(i) [ est continue sur A.

(ii) Pour tout ouvert O de F, f=(O) est un ouvert de A.

(iii) Pour tout fermé C de F, f=1(C) est un fermé de A.

Démonstration : a faire, il suffit de revenir aux définitions.

Exercice 6 : Soient (Eq, N1) et (Ea, N3) deux espaces normés, f et g deux applications continues de F; dans Es.
a) Montrer que F:={z € By : f(z) = g(z)} est un fermé de E;.

b) Montrer que si f = g sur un ensemble A dense dans E; alors f = g sur Ej.

4.4 Suites dans un espace vectoriel normé

Définition 4.4.1 Une suite u = (u;) € EV est dite convergente dans (E,N) s’il existe un élément | € E tel que
limy, 400 N(u, —1) =0.

Exercice 7 : Montrer que si une suite converge alors sa limite est unique.
Montrer que toute suite convergente est bornée.
Montrer que I’ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de EN.

Proposition 4.4.2 Soit E un espace vectoriel, muni des normes N1 et No. Il y a équivalence entre la convergence
dans (E,Ny) et dans (E, Na) si et seulement si les normes N1 et No sont équivalentes.

Démonstration : a faire. Dans le cas ou les normes ne sont pas équivalentes on pourra construire une suite qui converge
vers 0 pour I'une des normes et qui ne converge pas pour l'autre.

Proposition 4.4.3 Soit A une partie de E. B
Si une suite de points de A converge dans E vers | alorsl € A.
Sil € A alors il existe une suite de points de A qui converge vers l.

Définition 4.4.4 | est dite valeur d’adhérence de la suite u = (u;) s’il existe une suite extraite de u qui converge
vers . C’est-a-dire s’il existe une application ¢ strictement croissante de N dans N telle que la suite (uy(;y) converge
vers [.

Proposition 4.4.5 (Caractérisation séquentielle de la limite) Soit f une application d’une partie A de E
dans F et a € A. Alors f admet une limite en a si et seulement si pour tout suite (a,) de A qui converge vers
a, la suite (f(ay)) de F est convergente.

Démonstration : a faire. La condition nécessaire découle des définitions, pour la condition suffisante on pourra
commencer par monter que si (f(ay)) converge vers b et (f(al,)) converge vers b’ alors b =1b'.
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4.5 Complétude

Définition 4.5.1 (Suite de Cauchy) Une suite u = (u;) de E est dite de Cauchy si
Ve >0, Ing €N, Yn>ng Vp €N, N(upsp—up) <e.

Remarque 4.5.2 Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 4.5.3 Un espace vectoriel normé (E, N) est dit de Banach si toute suite de Cauchy converge.
Une partie A d’un espace vectoriel normé est dite compléte si toute suite de Cauchy d’éléments de A converge dans

A.
Remarque 4.5.4 Un espace préhilbertien complet est appelé espace de Hilbert.

Exemple 4.5.5 1. (R,|-|) est complet.
2. (C,|-|) est complet.

3. Soit (E;, N;), pour i compris entre 1 et n, des espaces de Banach alors (E,N) est un espace de Banach avec
E=FE x--E, et N=sup;<;<, N;.

4. K™ muni des normes N1 ou Ny ou No (cf. exemple 4.1.2) est un espace de Banach.

5. (C([a,b]), Noo) est un espace de Banach (cf. exemple 4.1.2). La convergence pour cette norme correspond a la
convergence uniforme sur [a,bl.

6. (C([a,b]), N;) pour i = 1, 2 n’est pas complet (considérer par exemple C([0,1]) et la suite (f,) de fonctions
affines par morceaux telles que frn(x) =1 pour x € [0,1/2] et fn(x) =0 pour z € [1/2+4 1/n,1]).

7. (1Y, Ny), (I, N2) et (I°°, Nu) sont des espaces de Banach. Lequel est un espace de Hilbert ?

Proposition 4.5.6 (i) Toute partie fermée A d’un espace de Banach est compléte.

(i) Toute partie compléte d’un espace vectoriel normé est fermée.
Démonstration : & faire en revenant aux définitions et penser que toute suite convergente est de Cauchy.

Proposition 4.5.7 (Fermés emboités) Soit (F, N) un espace de Banach et (F,,) une suite décroissante de fermés
non vides de E de diamétre 6(F,) := sup{N(a — b), (a,b) € F?} tendant vers 0. Alors Uintersection NpenF, est
réduite a un point.

Démonstration : Considérer une suite (z,,) avec x,, € F, et montrer qu’elle est de Cauchy.

Théoréme 4.5.8 (Théoréme du point fixe) Soit A une partie compléte d’un espace vectoriel normé (E,N) et f
une application contractante de A dans A. Alors f admet un unique point fize dans A.

Démonstration : f contractante de A dans A signifie que f(A) C A et il existe k € [0, 1] tel que
V(z,y) € A%, N(f(z) - f(y)) < kN(z —y).

Pour l'existence construire la suite (z,,) définie par xg € A et x,41 = f(z,), vérifier qu’elle est de Cauchy et conclure.
L’unicité découle directement de f contractante.

4.6 Compacité

Définition 4.6.1 (séquentielle) Une partie A d’un espace vectoriel normé est dite compacte si elle est vide ou si
toute suite d’éléments de A admet une valeur d’adhérence dans A.

Proposition 4.6.2 (i) Une partie compacte est fermée.
(ii) Un fermé dans une partie compacte est compact.

(i11) Une union finie de compacts est compacte.

(iv) Une intersection quelconque de compacts est compacte.

(v) Si F,, est une suite décroissante de compacts non vides alors NyenF), est un compact non vide.
Démonstration : a faire.

Proposition 4.6.3 Dans un espace vectoriel normé, tout compact est borné.
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Démonstration : sinon construire une suite (z;) telle que pour tout i # j, N(z; — z;) > 1 et en déduire une
contradiction.

Proposition 4.6.4 — Soit E un espace vectoriel muni des normes équivalentes N1 et Na, alors les compacts de
(E, N1) sont les compacts de (E, N3).
— Un produit fini de parties compactes est compact.

Proposition 4.6.5 Une partie compacte est compléte.

Démonstration : Que penser d’une suite de Cauchy qui a au moins une valeur d’adhérence ?
Remarque 4.6.6 La réciproque est fausse, on peut considérer par exemple (R, |- |).
Théoréme 4.6.7 Les compacts de R sont les fermés bornés.

Démonstration : On sait déja que les compacts sont fermés et bornés. Il reste & montrer que dans R tous les fermés
bornés sont compacts, c’est une conséquence du théoreme de Bolzano-Weiestrass.

Corrolaire 4.6.8 Les compacts de KV sont les fermés bornés.
Démonstration : Conséquence de la proposition 4.6.4 et du théoreme 4.6.7.

Théoréme 4.6.9 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Soit A une partie compacte de E et une application
f continue de A dans F' alors

1. f est uniformément continue sur A. (Th. de Heine)

2. f(A) est une partie compacte de F.

3. f est bornée et atteint ses bornes.

4. Dans le cas ou F = R, [ est majorée et minorée et il existe a et b dans A tels que f(a) = mingea f(x),
f(b) = maxgea f(x).

5. Si de plus f est injective alors elle réalise un homéomorphisme de A sur f(A).

Démonstration : A faire. Pour le (1) supposer le contraire et en déduire une contradiction. Pour (2) revenir aux
définitions, (3) et (4) s’obtiennent en utilisant la définition du sup et inf et en utilisant la continuité de f. Pour (5),
f est donc une bijection de A sur f(A), il reste & montrer la continuité de f~!, qui s’obtient en montrant que pour
tout fermé F' de A (fermé dans un compact donc compact) alors f(F') est un fermé de f(A) (compact comme image
de compact par une application continue).

Exercice 8 : Soit (z,,) une suite d’un espace normé F, convergeant dans E vers x. Montrer que I’ensemble {z, }U{x}
est compact dans E. Quelle autre démonstration peut-on donner si E est de dimension finie 7

Exercice 9 : Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,7] muni de la norme ||fllz =/ [o | f(t)|2dt.
Posons f,,(t) = sin(nt), n € N, t € [0,7]. Calculer || f,|2 et || f, — f4ll2 pour (p,q) € N2 Montrer que la boule fermé

B(0,+/7/2) n’est pas compacte et en déduire qu’aucune boule fermée de E n’est compacte. Quelle propriété de E
explique cette situation ?

4.7 Connexité

Définition 4.7.1 Une partie A de E est dite connexe par arcs si, pour tout couple (x,y) de points de A, il existe
une application f continue de [0,1] dans A telle que f(0) =z et f(1) =y.

Proposition 4.7.2 1. Une partie étoilée est connexe par arcs.
2. Un conveze est connexe par arcs.
3. Les connezes par arcs de R sont les intervalles.

4. Soit A une partie conneze par arcs de E et une application g continue de A dans F alors g(A) est connexe par
arcs.

5. Soit A une partie connexe par arcs de E et une application g continue de A dans {0,1}, alors g est constante.

Démonstration : (3) est une conséquence du théoreme des valeurs intermédiaires.

Pour (5), considérer deux points x et y de A, f I'application continue de [0, 1] dans A telle que f(0) = z et f(1) = y.
Par composition g o f est continue de [0, 1] dans {0, 1} donc constante et g(x) = go f(0) = go f(1) = g(y).
Exercice 10 : Redémontrer a I’aide de la connexité par arcs que toute fonction f continue et injective de R dans R est
strictement monotone. Pour cela on pourra considérer I'application F' définie de R? dans R par F(z,y) = f(z) — f(y)
et C={(z,y) €R? : x>y}, que dire de F(C)?
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4.8 Applications linéaires continues

Définition 4.8.1 (Application linéaire) Soit E et F' deuz espaces vectoriels, une application f de E dans F est
dite linéaire si
V(A z,y) e Kx B2 f(Az +y) = Af(x) + f(y).

L’ensemble des applications linéaires de E dans F sera noté L(E, F).
Remarque 4.8.2 L(E, F) est un K espace vectoriel.

Proposition 4.8.3 (Caractérisation des applications linéaires continues) Soit (E,N) et (F,N’) des espaces
vectoriels normés et f une application linéaire de E dans F' alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) [ est continue sur E.
(i) f est continue en 0.
(i1t) f est bornée sur la boule unité fermée Bf(0,1).
(iv) f est bornée sur la sphere unité S(0,1).
(v) [ est lipschitzienne, c’est-d-dire qu’il existe k tel que pour tout x de E, N'(f(z)) < kN(z).

L’ensemble des applications linéaires continues de E dans F sera noté L(E,F).
Démonstration : a faire.

Remarque 4.8.4 L(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F).
Lorsque E = F nous noterons l'espace des applications linéaires continues de E dans E : L(E).

Exercice 11 : Montrer que les normes Ny et Ny sur E sont équivalentes si et seulement si ’application linéaire
identité de (F, N1) dans (E, Na) est bi-continue.

Théoréme 4.8.5 (Norme subordonnée) Soit (E,N) et (F,N') des espaces vectoriels normés et f € L(E,F)

alors N ()
x
[fllvnr == sup N'(f(z))= sup N'(f(x))=sup —=—
N(z)<1 N(z)=1 20 N(x)
et || - ||n,ne est une norme sur L(E, F) appelée norme subordonnée.
Démonstration : a faire.
Remarque 4.8.6 Afin d’alléger les notations nous noterons en général || - || mais il ne faut pas oublier que cette

norme dépend des normes de E et F'.

Proposition 4.8.7 1. Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés, f € L(E,F) et g € L(F,G) alors
gofeL(E,G)etlgofll <Ifllgll-
2. La norme subordonnée est une norme d’algébre sur L(E).

Démonstration : a faire.
Théoréme 4.8.8 Si F' est un espace de Banach alors L(E, F) est un espace de Banach.

Démonstration : prendre une suite de Cauchy (f,) dans L(FE, F), en déduire que pour tout = € E (f,(x)) est de
Cauchy dans F' complet et ainsi que la limite f(x) existe. Bien faire attention que I'on n’a pas fini, reste & montrer
que f € L(E,F) et que la convergence a lieu pour la norme | - .

La linéarité résulte de celle des fonctions f,, et d’un passage & la limite ponctuelle.

Pour la convergence au sens de || - ||, il résulte de la définition de la norme subordonnée et du fait que la suite (f,)
est de Cauchy pour cette norme que

Ve>0 dng Yn,p>ng VreSg(0,1) Np(fu(r)— fp(z)) <e
Puis en faisant tendre p vers +oo
Ve>0 3ng VYn>ng Vre Sg(0,1) Np(fulz)-—f(z)) <e

soit || fn, — f]| < €. On a ainsi que f est bornée sur Sg(0,1) donc continue et que la convergence a lieu pour la norme
subordonnée.
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Définition 4.8.9 (Application bilinéaire) Soient (E;,N;) (i = 1,2) et (F,N') des espaces vectoriels normés
alors Uapplication u : Ey1 X By — F est dite bilinéaire si pour tout (x1,x2) de Ey X Es les applications partielles
x = u(z,x2) et © — u(xy,x) sont linéaires.

Proposition 4.8.10 (Caractérisation des applications bilinéaires continues) Soient (E;,N;) (i = 1,2) et
(F, N') des espaces vectoriels normés et u une application bilinéaire de F1 x E5 dans F alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) u est continue sur E1 X Es.
(i) u est continue en (0,0).
(iii) Il existe k tel que pour tout (x1,x2) de By X Ea, N'(u(x1,x2)) < kNy(x1)Na(x2).

L’ensemble des applications bilinéaires continues de E1 X Eo dans F sera noté L(E1, Eo; F).

Exemple 4.8.11 — L’application (A\,xz) — \x de K X E dans E est bilinéaire continue.

- Si E est un espace préhilbertien de norme, la norme associée au produit scalaire, alors Uapplication (x1,x2)
(z1]|z2) de E X E dans R est bilinéaire continue.

- L’application (f,g) — fog de L(E) x L(E) dans L(E) est bilinéaire continue.

4.9 Cas particulier des espaces vectoriels normés de dimension finie

Théoréme 4.9.1 (Equivalence des normes) Sur un espace vectoriel E de dimension finie toutes les normes sont
équivalentes.

Démonstration : On note (e;)1<i<, une base de E alors I'application définie par N (3 7" ; Aie;) = sup;<;<,, |Ai| est
une norme sur E et (E, N) est isomorphe & (K", N), via Iapplication définie par ¢(> i, Aie;) = (A1,...,A,). Une
conséquence importante de cet isomorphisme est que les fermés bornés de (E, N) sont des compacts.

On prend une autre norme N’ sur E et on montre que N et N’ sont équivalentes.

L’inégalité N’ < aN est facile & obtenir et permet aussi d’en déduire que V'application N’ de (E, N) dans (R, |- )
est continue (a faire).

Pour 'inégalité N < SN’ on utilisera que N’ est bornée et atteint ses bornes sur le compact S(0,1) de (E, N) (c’est
ici que 'on a besoin de savoir que les fermés bornés de (E, N) sont compacts).

Terminer avec I’équivalence de deux normes quelconques.

Théoréme 4.9.2 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.
Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les compacts sont les fermés bornés.

Démonstration : A faire.

Théoreme 4.9.3 (de Riesz) Un espace vectoriel normé est de dimension finie si et seulement si les compacts sont
les fermés bornés.

Démonstration : La condition nécessaire a déja été vue.

Pour la condition suffisante on suppose que ’espace n’est pas de dimension finie et on construit alors par récurrence

une suite (z,) de la sphere unité S(0,1) telle que pour tout i # j, N(x; —x;) > 1 ce qui permet de dire que le fermé

borné S(0,1) n’est pas compact.

Montrons I'hérédité, on suppose x1,...,x, construits comme ci-dessus et on pose F' = Vect{z,...,z,} Despace

vectoriel engendré par x1,...,2,. E n’étant pas de dimension finie, la sphére unité de E n’est pas incluse dans F'

(sinon puisque F' est un espace vectoriel F serait inclus dans F'), on note y un point de S(0,1) \ F'.

F' est un espace vectoriel de dimension finie donc complet (toutes les normes sont équivalentes), en conséquence il

existe x dans F tel que dist(y, F') = N(y — ) > 0. Le point 2,41 := % convient.

Proposition 4.9.4 (Continuité des applications linéaires, bilinéaires) .

(i) Soit (E,N) un espace vectoriel normé de dimension finie et (F,N') un espace vectoriel normé, alors toute
application linéaire de (E,N) dans (F,N') est continue.

(ii) Soit (E1, N1) et (Fa, N2) des espaces vectoriels normés de dimension finie et (F, N') un espace vectoriel normé,
alors toute application bilinéaire de (Ey x Eo, N) dans (F, N') est continue.

Démonstration : a faire.
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4.10 Exercices

Exercice 12 : Soit F' un fermé de R™, on note N une norme sur R"”.

a) Soit z un point de R™, montrer qu'’il existe y dans F tel que N(x — y) = dist(z, F).

b) Soit K un compact de R™, montrer qu’il existe a dans K et b dans F tels que N(a — b) = dist(K, F).

Exercice 13 : Soit C([0, 1]) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] muni des applications N; : X — Rt
f= fol [f(t)]dt et N : X — RY, f = supyepq) | f(t)]. Vérifier que ces deux applications définissent bien des
normes sur C([0,1]). On définit une suite de fonctions (fy,), par

! L€ [0, ]
flt) =4 1=n(t=3) telg g+
0 tely +5.1]

a) Calculer Ni(f,, — fntp) pour tout (n,p) € N2 Est-ce que la suite (f,,), converge dans I'espace C([0,1]) muni de
la norme Nj (notons cet espace (C([0,1]), N1))? Est-ce que (C([0,1]), N1) est un espace complet ?

b) Est-ce que la suite (f,), converge dans (C([0,1]), Nso) ?

c) Les normes N7 et N, sont-elles équivalentes sur C([0, 1]) ?

d) Soit (gn)n la suite définie par f,,(x) = 2™ sur [0, 1]. Converge-t-elle dans (C([0, 1]), N1) ? Le cas échéant, quelle est
sa limite ?

Exercice 14 : Soit X = C*([0,1]).

1) X est-il complet si on le munit de la norme de la convergence uniforme sur [0, 1] ?

2) Pour f € X, on pose ||f|l1 = sup,ejoq) [f(2)] + sup,epo,1) |/ ()] L'espace (X, [|.|l1) est-il complet ?

Exercice 15 :

Soit I I'espace des suites {z = (z,), € RN : [|z] = />0, (n + 1)][z,]? < o0}. On admet que I muni de || - || est un
espace vectoriel normé.

1) Soit (™), une suite de Cauchy dans (I, - ||). Montrer que pour tout k € N, (xgcn))n admet une limite, on

note xj cette limite. Soit € > 0, montrer que pour tout m € N il existe un N € N tel que pour tout n > N :

o (k+ 1)|x,(€") — zx|? < e. En déduire que z = (x1)r € | (on pourra utiliser le fait qu'une suite de Cauchy est

bornée), puis que lim,, ;o (™ = 2 dans (1, | - ||). Conclusion ?

2) Soit S : 1 =1, (x1,29,...) — (0,21, 22,...). Montrer que S est une application linéaire et continue. Calculer sa

norme.

3) Soit T : I = R, (x1,22,...) = >, 5 an®y avec a € . Montrer que S est une application linéaire et continue.

Calculer sa norme.

Exercice 16 : On munit R™ de sa structure d’espace vectoriel euclidien. Calculer les normes induites par la norme

de R™ des applications suivantes.

1.L; : R*" >R, z+ (a,z), ot a € R™ est fixé.

2.Ly : R*=R3 2 aAz, ol a € R? est fixé.

3. Soit n = 2, et soient Dy, Dy deux droites de R? passant par (0,0) non-confondues et non-orthogonales. Si P est la

projection oblique de R? sur D; parallelement & Dy calculer || P||.

Exercice 17 : Soit A € M,,(R) et fa : R* - R", X — AX. Déterminer la norme induite de f4 si on muni R" de
n

a) [ Xl = 5=y [l (véponse [|falli = max (37 |aky[))-
<j<n =1

n

b) | Xloo = maxg=1,__n [zx| (réponse [|falloc = max (3 |ax;]))-
1§k§n j=1

Exercice 18 : Soit E = R[X], Pespace vectoriel des polynomes réels. On consideére sur E 1’application

N P> PO

n!
n>0

1) Montrer que c’est une norme sur E.

2) Soit D : E — E, P+ P'. En calculant N(ey) et N(Dey) pour e, = X*/k, montrer que D n’est pas continue en
0. En déduire que D n’est continue en aucun point.

Exercice 19 : On munit C([0,1]) de la norme sup et R de la valeur absolue. a) Montrer que 77 : C([0,1]) — R,
f— fol tf(t) dt est linéaire et continue. Quelle est sa norme induite ?

b) Soit 15 : C([O, 1]) — R, f — f1/2

o f(t)dt — f11/2 f(t) dt. Apres avoir vérifié que T5 est linéaire et continue, calculer

sa norme induite.

Exercice 20 : Soit X = C([0, 1]) avec la norme ||f| = fol | f(t)] dt. Montrer que la forme linéaire L définie sur X par
L(f) = f(0) n’est pas continue.

Exercice 21 : Soit E = C([0,1]), muni de la norme sup. Pour f € E et n € N* on pose T(f) = fol f@)dt et

To(f) =3 2o [ (%)
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1) Vérifier que T et T, sont des applications linéaires. Calculer ||T|| et ||T7,]|.

2) Montrer que pour tout f € E, T,(f) = T(f). A-t-on |T,, = T|| =07

Exercice 22 : Soit E = C(]0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme sur [0,1] (]|.||co) €t soit F = {f €
E; f(0) =0}. Pour f € E, on pose T f = g ou g est définie par g(x f f)dt, z € [0,1].

1) Montrer que T est une application linéaire continue de (E, ||. ||oo) dans (F, ||.||cc) et calculer sa norme.

2) Soit 7" =T o T o ... o T n—fois. Montrer que (T"(f))(z) = [ %)f(t)dt.

3) Calculer ||T™|.

4) Montrer que la série de terme général T converge dans L(E) et calculer sa limite S =3 > | T
5) Soit g € E. Montrer qu’il existe f € E unique tel que (Idg —T)f = g.

Exercice 23 : Soit X = {f € C(R) : z — (1+2?)|f(x)| soit bornée}. On pose N(f) = sup,cp(1+z?)|f(z)]. Vérifier
que c’est une norme, puis montrer que la forme linéaire L : X — R, f — fj;o f(t)dt est continue et calculer sa
norme.

Exercice 24 : Soit E = C([0,1]) muni de la norme [|flloc = sup,cp,) |f(@)], f € E. Pour f € E, soit ¢(f) la

fonction définie sur [0, 1] par o(f)(x fo V14 |f(t)|dt. Montrer que ¢ admet un unique point fixe fo € E (on
pourra montrer que ¢ est contractante) Déterminer fo (se ramener & une équation différentielle).

Exercice 25 (Fonction exponentielle sur un espace de Banach.) : Soit A € (M,,(R), || -||). On suppose que la norme
vérifie la condition de sous-multiplicativité ||AB]| < ||Al/||B]| pour A, B € M,,(R). Montrer que

1. exp(A) := Y, ¢ A" converge normalement et que || exp(A4)|| < exp || A||. En déduire que exp(A4) € M, (R).

2. exp(Opq,r)) = I et exp(A + B) = exp(A) exp(B) si AB = BA.

3. (Bonus) Montrer que lapplication R — M,,(R), t — exp(tA) est différentiable et calculer sa dérivée.

4. si A est valeur propre de A alors exp(\) est valeur propre de exp(A4).

5. Calculer exp(A) pour les matrices suivantes

n

0 1 1 1 0 0 -1 1 2 1 1 0
A=|o o 2|, B=|o 2 0|, ¢=(0 o 1], D=|0o 1 0],

0 00 0 0 1 -1 1 1 0 0 2
Exercice 26 : (extrait du CAPES 1990) Soit I? Pespace des suites complexes z = (z;,),, telles que [|z]|2 = />, — [2n|?
converge. Soit 1 : 1% — 1%, (up)n = (2t ).
a) Démontrer que v est un endomorphisme de /2. Calculer sa norme.
b) Déterminer les nombres complexes \ tels que ¢ — A soit non injectif (olt I est 'identité sur [?).
¢) Montrer que 1) —I n’est pas surjectif, puis que, si A n’appartient pas & {(n+1)/(n+2) : n € N}JU{1}, alors ¢)— AT est
inversible dans I’algébre £(I?) des opérateurs linéaires continus sur /2. En déduire le spectre o () = {\ € C: 1 — A\
n’est pas inversible dans £(1%)}.
d) Calculer ||y~ (ot || - || est la norme induite par || - [|2). Vérifier enfin que o () C [||[vo =171, ||¥]]]-
Exercice 27 : Polynémes de Legendre) Nous munissons R,,[X], Pespace des polyndmes de degré au plus n (ou n est

un entier naturel fixé) de la norme ||p||2 = (fil Ip(t)|? dt)'/2. Justifiez rapidement que 'on obtient ainsi un espace de
Hilbert. Soit P;(t) = 5% (¢2 — 1)3. Calculer Py, Py, Py.

2] ‘dt]

a) Apres avoir justifié q]ue P; € R,,[X] pour 0 < j < n, montrer que la famille {P;}}_, forme une base orthogonale

e (Rp[X], |- ll2). Soit K; = P;/||Pjll2, 0 < j < n. Existe-t-il un autre moyen de retrouver les fonctions K; sans
utiliser la dérivation ?
b) Montrer que P; possede exactement j zéros dans l'intervalle | — 1,1[ (par I’absurde on pourra supposer que P;
change de signe en | < j — 1 points de ] — 1,1], il existe alors un polynéme g(t) = (t —t1)--- (¢t — t;) tel que Pjg
est de signe constant sur | — 1, 1], conclure en se rappelant que la famille {P;}7_, forme une base orthogonale de
alXL - 12)-

c) Soient t1 < --- < t; les j zéros différents de P;. Soit Ly () = Hf Litk tk t , 1 <k <7, les polynéomes de Lagrange
associés a {ti,--- ,t;} et \p = f Ly(t) dt. Exprimer p en fonction des polynémes de Lagrange puis montrer que
pour tout p € Rj,l[X}, f_l (z)dx = i’:l Aep(tg)-

d) Montrer que pour tout p € Ro;_1[X], filp(:c)dx = fi1 r(x)dx, ou r est le reste de la division euclidienne de
p par P;. En déduire que f p(t)dt = i:l Aep(tx) (c’est la formule composite de Gauss-Legendre pour le calcul
approche d’intégrales, on obberve que l'on “double” le degré des polyndémes qui sont exactement intégrables).
(Remarque : Pour plus de renseignements, consulter J.P. Demailly, Analyse numérique et équations différentielles.
On y trouvera aussi que la méthode ne donne en général plus I'intégrale exacte quand f est un polynéme de degré

supérieur a 25 — 1.)

Suite (extraite du CAPES 2000) :
Nous considérons R,,[X] comme sous-espace vectoriel de C([—1,1]). Ce sous-espace étant de dimension finie, on note
7, le projecteur orthogonal de C([—1,1]) sur R, [X].
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e) A l'aide du Théoreme de Stone-Weierstrass, montrer que, quelle que soit la fonction f € C([—1,1]), la suite
(7 (f))n converge vers f au sens de la norme || - ||2.

On rappelle (voir a)) que (K;)o<j<n est une base de R, [X].

f) Montrer que pour tout entier naturel n et tout élément f € C([—1,1])

() = D _(FEGEG et [ma(DIE = >_(F. Ki)*.

J J
g) Montrer que quelle que soit la fonction f € C([—1,1]), la série de terme général (f, K;)* converge et que l'on a

+oo

> K =113

n=0

Quelle est la limite quand n — 400 de f_ll FOK,(t)dt?
Exercice 28 : Polynémes de hermite)
Pour tout entier naturel n, on définit la fonction H,, sur R par

2,5 d™ 2
—(_1\* y</2 —y“/2
Haly) = (1) 35 (e7002).

a) Rappeler la valeur de fR e V2,

b) Calculer Hy, Hy et Hs.

¢) Pour tout n € N, montrer que H,, est une fonction polynomiale et en préciser le degré et le coefficient dominant.
On note E l’ensemble des fonctions f continues sur R telles que x +— f2(x)e*“’2/ 2 soit intégrable sur R. Pour deux

fonctions f et g de E on note
ey /2

(f,9) ::/Rf(y)g(y) W dy

d) Vérifier que l'application (-, -) est un produit scalaire dans E.
e) Montrer que pour tout n € N, H,, est dans E.

f) Montrer que (Hy,)nen est une famille orthogonale de E.

g) Calculer la norme de H,, pour tout n € N.




Chapitre 5

Suites et séries de fonctions - Séries
entieres - Séries de Fourier

5.1 Suites et séries de fonctions

Dans tout ce qui suit A désigne une partie d’un espace vectoriel normé E de dimension finie sur K = R ou C.

5.1.1 Convergence simple, convergence uniforme, convergence normale

Définition 5.1.1 (Suites) Soit (f,) une suite de fonctions définies sur une partie A de E a valeurs réelles ou
complezxes.
On dit que la suite (f,,) converge simplement vers f sur A, si pour tout x de A la suite (f,(x)) converge vers f(z).

)
On dit que la suite (f,) converge uniformément vers f sur A, silim (sup |fn(z) — f(z)] ) =0.
no\zeA

Remarque 5.1.2 On dit que | - || := supy| - | est la norme de la convergence uniforme sur B(A,K)
l’ensemble des fonctions bornées de A dans K.

Définition 5.1.3 (Séries) Soit (u,) une suite de fonctions définies sur une partie A de E a valeurs réelles ou

complezes.
n

On dit que la série Y uy converge simplement vers S sur A, si la suite des sommes partielles (Z uk> converge
k=0 n

simplement vers S sur A.
n

On dit que la série Y uy, converge uniformément vers S sur A, si la suite des sommes partielles (Z uk> converge
k=0 n

uniformément vers S sur A.

On dit que la série > uy, converge normalement sur A si la série numérique Y ||ug|loo converge.

Proposition 5.1.4 Si une série est normalement convergente sur A alors elle est absolument et uniformément
convergente sur A.

Preuve : A faire.

Remarque 5.1.5 La convergence uniforme des séries étant un cas particulier de celle des fonctions nous n’énoncerons
les propositions suivantes que dans le cadre des suites de fonctions. Ne pas oublier qu’elles s’appliquent aussi aux
séries uniformément convergentes et donc en particulier aux séries normalement convergentes.

Théoréme 5.1.6 (Interversion des limites) Soit une suite de fonctions (fn) qui converge uniformément vers f
sur A et a € A. On suppose pour tout entier n, lim f,(z) = b, alors
Tr—ra
— la suite (by) converge vers b,
- lim f(z) =b.
r—a

Ce qui se traduit encore par

lim (hm fn(x)> = lim (lim fn(x))

Tr—ra n n r—a
Preuve : a faire, on pourra commencer par montrer que la suite (b,) est de Cauchy dans K =R ou C.

Théoréme 5.1.7 (Continuité) Soit (f,) une suite de fonctions continues sur A qui converge uniformément vers
f sur A. Alors f est continue sur A.

Preuve : c’est une conséquence immédiate du théoréme d’inversion des limites.

49
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5.1.2 Lien avec l’intégration et la dérivation

Théoréme 5.1.8 (Intégration) Soit (f,) une suite de fonctions, a valeurs réelles ou complexes, continues sur
[a,b], qui converge uniformément sur [a,b] vers f alors [ est continue sur |a,b] et

/ab f(t)dt =1lim /ab fu(t) dt.

Preuve : faite dans le chapitre intégration.

Théoreme 5.1.9 (Primitivation) Soit (f,) une suite de fonctions continues sur un intervalle I, a valeurs dans R
ou C et a un point de I. Pour tout entier n, on note hy, la primitive de f, sur I qui s’annule en a. Si la suite (f,)
converge uniformément sur tout segment de I vers f alors la suite (hy,) converge uniformément sur tout segment de
I vers la primitive h de f qui s’annule en a.

Preuve : c’est en partie une conséquence du théoréme 5.1.8 en remarquant que pour tout = de I, hy,(x) = fax fn(t)dt.
On a ainsi la convergence ponctuelle de (h,,) vers h. Pour [, 5] segment inclus dans I, quitte & prendre un segment
plus grand on peut supposer que a € [«, 3] et on a

sup |hn, — h| < (8 — @) sup | fn — f|
(e, ] [, 8]

et le terme majorant tend vers 0 lorsque n tend vers +oo par hypotheése de convergence uniforme de la suite (f,,)
vers f sur tout segment de I.

Théoréme 5.1.10 (Dérivation) Soit (f,,) une suite de fonctions C* sur un intervalle I convergeant simplement
sur I vers f et telle que la suite des dérivées (f]) converge uniformément sur tout segment de I vers h. Alors [ est
de classe C' sur I et f' = h.

Preuve : découle du théoréme d’intégration en remarquant que f,(z) = f,(a) + [ f4(t) dt.

5.2 Séries entieres

5.2.1 Rayon de convergence

Définition 5.2.1 Soit (a,,) une suite complexe, la série entiére de la variable complexe (resp. variable réelle), notée
STanz™ (resp. Y ap,x™) est une série de fonctions Y u, telles que pour tout n, u,(z) = anz™ (resp. u,(x) = a,z™).
Lensemble I = {r > 0| > |a,|r™ converge} est un intervalle de Ry contenant 0. R la borne supérieure de I dans
R est appelé rayon de convergence de la série entiére > anz".

Proposition 5.2.2 La série entiére Y a,z™ (resp. Y anx™) est absolument convergente sur le disque (ouvert) de
convergence D(0, R) (resp. ] — R, R|).

Preuve : pour tout z tel que |z| < R, |z| € I.

Lemme 5.2.3 (Lemme d’Abel) S’il existe rg > 0 tel que la suite (|ay|ry) soit bornée alors alors > |a,|r™ converge
pour tout r satisfaisant 0 < r < ry.

n
Preuve : comparer la suite (Ja,|r™) avec la suite géométrique ((%) ) puis conclure.

Corrolaire 5.2.4 Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R alors pour tout complexe z tel que
|z| > R la série > a, 2" diverge.

Preuve : la divergence est grossiere puisque l'on déduit du lemme d’Abel que pour |z| > R, la suite (a,,2") est non
bornée (et ne peut donc en particulier tendre vers 0).

Corrolaire 5.2.5 Soit Y a,z™ une série entiére, son rayon de convergence R est donné par l'une des définitions
équivalente suivante :

1. R=sup{|z|, z€ C| ) |an||z|" converge}
2. R=sup{|z|, z€ C| > a,z" converge}
3. R=sup{|z|, z € C| (a,z™) est bornée}
4. R=sup{|z|, z€C | li7rlnanz” =0}
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Preuve : conséquence de la définition et du lemme d’Abel.

Théoréme 5.2.6 Une série entiére Y anz", de rayon de convergence non nul, est normalement convergente sur
tout compact inclus dans son disque de convergence. De plus sa somme f est une fonction continue sur son disque
de convergence.

Preuve : la continuité de f est une conséquence de la normale convergence (donc de I'uniforme convergence) sur tout
compact du disque de convergence puisque les fonctions z — a,z"™ sont continues sur C.
Soit K un compact inclus dans le disque ouvert D(0, R), alors

Jro € [0,R[: K C D(0,7).

En effet dist(K, D(0, R)°) = a > 0 (elle est atteinte voir chapitre sur les espaces vectoriels normés) et 1o = R — «
convient.
La convergence de Y |ay|r{ implique la normale convergence de 3 a,z" sur K.

Proposition 5.2.7 (Calcul du rayon de convergence dans un cas particulier) Sila suite (a,,) est telle qu’il
existe ng tel que pour tout n > ng, a, # 0 et (%) converge dans R alors

1
— = lim 7|an+1|
R nag]

; 1 1 _
avec la convention T = 0 et 5 = too.

Preuve : penser au critere de d’Alembert.

Théoreme 5.2.8 Soient > anz™ et Y byz" deuz séries entiéres de rayons de convergence Ry et Ry alors

i La série > (a, +b,)z™ a pour rayon de convergence R = min{ Ry, R} si Ry # R, R > min{R;, Rs} si Ry = Ras.
De plus pour tout z, |z| < min{Rq, Ra}, > (an +b,)2" =D anz™ + > by2™.

it Pour A € K*, >~ Aanz™ a pour rayon de convergence Ry et de plus pour tout z, |z2| < R1, > Aanz™ = A anz"

Wi On pose ¢, = > p_o Akbn_g, alors la série entiére produit Y c,z™ a un rayon de convergence R > min{Ry, Ry}
et de plus pour tout z, |z| < min{Ry, Ra}, > cnz™ = (O anz™) (O bpz™).

Preuve : revenir a la définition du rayon de convergence et penser au produit de Cauchy pour le ii.

5.2.2 Série entiere d’une variable réelle

Théoréme 5.2.9 Soit > a,x™ une série entiére de la variable réelle x et de rayon de convergence R > 0, alors sa

L. ;. .\ n+1 . , N
somme f admet une primitive sur | — R, R[. La série entiére ) an " - obtenue en intégrant terme a terme ) ana™
est une primitive de f, elle a méme rayon de convergence R.

Preuve : I’existence et I’expression d’une primitive de f est une conséquence immédiate du théoreme de primitivation
des suites de fonctions uniformément convergentes (on travaille sur [—r,r] avec 0 < r < R).
Commengons par remarquer que pour montrer que les deux séries entieres ont méme rayon de convergence on ne

. s , . , . . . an
peut pas utiliser le critere de d’Alembert puisque 'on ne sait pas en général si le rapport | =2+

’ est bien défini et le

cas échéant, s’il converge.
/ n+1
Notons R’ le rayon de convergence de » a, 5o,

Tﬂ‘ < |anp| donc R’ > R.

Pour montrer I'inégalité contraire, prenons r < R’ alors la suite (|an|h) converge vers 0 ce qui implique que pour
tout € > 0 la suite (|a,|(r — €)™) converge aussi vers 0. D’ot 7 — € < R pour tout € > 0 soit r < R. On a obtenu que
pour tout r < R', r < R donc R’ < R.

Théoréme 5.2.10 La somme [ d’une série entiére Y an,z™ de rayon de convergence R > 0 est une fonction de
classe C™ sur | — R, R] et

- Vz €] - R,R[, f'(z) =Y na,a"t,

- VneN, fM(0)=nla,

Preuve : c’est une relecture du théoreme 5.2.9 puisque la série entiere > na,x" ! a pour rayon de convergence R > 0
et sa somme a pour primitive Y a,z™. Le deuxiéme point s’obtient par récurrence.

Corrolaire 5.2.11 (Unicité) Soient > anz™ et > b,z™ deux séries entiéres de rayon de convergence Ry et Ry
strictement positifs.
Sl existe 0 < r < min{Ry, Ro} tel que

Vo €] — 1,7, Zan :anm‘"

alors pour tout entier n, a, = b,,.
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5.3 Séries de Fourier

Joseph Fourier ( 1768-1830)

5.3.1 Coefficients de Fourier

Définition 5.3.1 Soit f une fonction définie de R dans C, continue par morceaux et 21 périodique. On appelle
coefficients de Fourier exponentiels de f les nombres complexes

27
Vn € Za .]?(’I‘L) = Cn(f) = % ) (Sﬂ)eiinw dx.

On appelle coeflficients trigonométriques de f les nombres complexes

1 2m 1 2m
Vn €N, a,(f):=— (x) cosnzdx, b,(f):=— (2) sin nz dx.

™ Jo ™ Jo

Exercice 1
a) Exprimer les coefficients trigonométriques & l'aide des coefficients exponentiels et réciproquement.

b) Lien entre ¢, (f) et ¢, (f)?
¢) On note g application définie par g : = — f(z + a), exprimer ¢,(g) en fonction de ¢, (f).
d) On note h I’application définie par h : = — f(—x), exprimer ¢, (h) en fonction de ¢, (f).

Définition 5.3.2 Soit f une fonction continue par morceauz et 27w périodique. On considére pour tout p de N, les

sommes partielles
P

Sp(F)(@) = Y calf)e™

n=—p

Lorsque en un point x de R la suite des sommes partielles (Sp(f)(x))p converge on dit que la série de Fourier de
f est convergente au point x et

F(H)(z) = lim 5, (f) ().

Exercice 2
Exprimer S,(f)(x) & 'aide des coefficients trigonométriques.

Proposition 5.3.3 1. (Lemme de Lebesque) Les suites (cn), (c—n), (an) et (by) convergent vers 0.
2. Si f est 2w périodique, continue sur R et C* par morceauz alors pour tout n de Z, c,(f') = inc,(f).

3. Si f est 2m périodique, de classe CP~' sur R et CP par morceauz alors pour tout n de Z, c,(fP)) = (in)Pc,(f).

Preuve : Le premier point a été vu dans le chapitre intégration (exercice 12). Le deuxiéme point s’obtient par
intégration par parties et le troisieme par récurrence.

5.3.2 Convergence en moyenne quadratique

On a vu lors de 1’étude des espaces vectoriels normés que l'ensemble Cor(R) des fonctions continues sur R et 27
périodiques est un espace préhilbertien lorsqu’on le muni du produit scalaire

27

(flg) :=% i f(x)g(x) dz.

Si on note pour tout n, e, la fonction définie par e,(x) = ¢, la famille {e,,n € Z} est orthonormale. On note
| - |l2 la norme associée au produit scalaire.

Proposition 5.3.4 (Inégalité de Bessel) Soit f € Cox(R) alors pour tout entier p, Sy(f) est la projection ortho-
gonale de f sur le sous espace vectoriel P, engendré par {e,, |n| < p}. De plus

p
D lealHP < IS

n=—p

Preuve : la clé : pour tout entier relatif n, ¢, (f) = (e,|f).



5.3. SERIES DE FOURIER 53

Théoréme 5.3.5 (Convergence en moyenne quadratique) Pour tout f de Cor(R)
lim 1 = 8,/ = .

Preuve : pour € > 0 fixé arbitraire, on sait avec le théoreme de Weierstrass (on peut aussi utiliser le théoréme de
Fejer, voir les exercices) qu’il existe P polynéme trigonométrique tel que ||f — Plls < €. Soit py tel que P € P,
alors pour tout p > pg

1f = Sp(Nll2 < If = Pllz2 < |If = Plloo

d’ou le résultat.

Théoréme 5.3.6 (Formule de Parseval) Soit f € Car(R) alors les séries > |cn(f)|? et 3 le—n(f)|? sont conver-

gentes et
—+o0

2T
> lealNP=IfIE = 5= [ @) e

n=—oo
Preuve : ¢’est une conséquence du théoreme de convergence et de 'orthogonalité.

Remarque 5.3.7 Ces résultats sont encore vrai si 'on suppose seulement f continue par morceaux sur R et 2w
périodique. Nous en aurons besoin pour la suite.

5.3.3 Convergence ponctuelle
Définition 5.3.8 Lorsqu’elle existe, on note f(x 4 0) := limy_,o+ f(x + h) et f(z —0) := limy_,o+ f(x — h).

Théoréme 5.3.9 (Théoréme de Dirichlet) Si f est C! par morceauz sur R, 27 périodique alors la série de Fou-
rier de f converge en tout point de R et

FU@) = 5(F(z +0) + f(z ~0).
En particulier en tout point z o f est continue F(f)(z) = f(x).

Preuve : elle est complexe. Les étapes sont les suivantes

calcul du noyau de Dirichlet
sin %x

P
Vo € R\ 277Z Z e =

n=—p

n
SlIl2

dont on déduit que

1 (7 sin 224
S0 = 5 | T a0+ S

. +1
Onaque £ [T = Ldt=1 (repenser & la somme qui a donné le noyau de Dirichlet) ce qui permet d’écrire que
2

7 JO si

T in2p+1
Spl@) = 2 (f@+0)+ flx —0)) 1/0Siit[f(ert)Jrf(fc—t)—f($+0)—f($—0)}dt

2 ~on sin
Puis on déduit du fait que f est C' par morceaux que la fonction

fa+t)+flz—t)— f(z+0) - f(z - 0)

t—

est prolongeable en 0 par une fonction continue par morceaux et on conclut avec le lemme de Lebesgue.

Théoréme 5.3.10 (Convergence normale) Si f est 21 périodique, continue sur R et C' par morceauz alors les
séries > cn(f) et . c_n(f) sont absolument convergentes.
De plus la série de Fourier de f converge uniformément vers f sur R.

Preuve : ’absolue convergence de Y ¢, (f) et > c_,(f) est une conséquence de la convergence en moyenne quadratique
de > cn(f') et > c_n(f") (f est continue par morceaux et 27 périodique). En effet avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz

, n /2 , . 1/2
() (52
k=1 k=1

et les séries majorantes convergent. On procede de méme pour Y ;_, c_x(f).
Nous avons donc la normale convergence de > ¢, (f)e™® et > c_p(f)e "™ sur R donc 'uniforme convergence des
sommes partielles (S,(f)) sur R. La limite est f grace au théoreme de Dirichlet.

n

DolenNl=3

k=1 k=1
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5.4 Exercices

Exercice 3

a) Soit fy, : [0,1] = R, & — a™. Déterminer, si elle existe, la limite simple de la suite (f,,)n.

b) Est-ce que (f,), converge uniformément ?

¢) Que dire de (fol fa(t)dt), ?

d) Donner une condition nécessaire et suffisante sur h : [0,1] — R continue pour que la suite (g,), définie par
gn = hf, converge uniformément sur [0, 1].

Exercice 4

a) Soit (fn)n une suite de fonctions continues sur un intervalle I, convergeant uniformément sur I vers une fonction

f, et soit (x,), une suite de points de I convergeant vers a er. Que peut-on dire de la suite (fy,(2n))n ?

b) Soit (fy)» une suite de fonctions continues sur [a, b] convergeant uniformément sur |a, b[. Montrer qu’elle converge
uniformément sur [a, b].

¢) Soit (fn)n une suite de fonctions convergeant simplement sur [a,b] et non uniformément sur [a,b]. Peut-elle
converger uniformément sur |a, b[ ?

d) Montrer que toute fonction limite uniforme sur R d’une suite de fonctions polynémes est un polynéme (on pourra
utiliser le fait que (P,), est de Cauchy et que penser d’une fonction polynome bornée sur R ?).

e) Montrer que toute fonction continue sur un segment est limite uniforme de fonctions en escaliers.

Exercice 5

Soit f, : RT = R, z + (1 4 x)~1+/) Montrer que (f,), converge uniformément sur Rt vers une fonction f &
déterminer, mais que f n’est pas intégrable sur RT.

Exercice 6

a) Soit fp, : R = R, x — (1 + )", n € N*. Montrer que la suite (fy), converge simplement vers une fonction f a
déterminer. Montrer que la convergence est uniforme sur tout intervalle [a, b], (a,b) € R?, a < b, mais pas sur R.

b) Soit fr : [0,7/2] = R, z — (n + 1)sinx(cosz)™. Montrer que la suite (f,,), converge simplement vers une limite,
laquelle ? Est-ce que la convergence est uniforme ?

Exercice 7

Soit fr, : R—=> R, z — %ace"”z/”2 (n € N*). Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,,), sur R. Apres
avoir justifié que l'intégrale I,, = fooo fn(t)dt converge pour tout n € N*, étudier la suite (I,),,. Conclusion ?
Exercice 8

a) Soit [a,b] un intervalle de R et f, : [a,b] = R, x — nsin(z/n). Montrer que (f,), converge uniformément vers
une fonction f & déterminer. Montrer que (f), converge uniformément vers f’ sur [a,b]. Soit g, : [a,b] — R,
T — %sin(nm). Montrer que (g )n converge uniformément vers une fonction g a déterminer. Que peut-on dire de
(g)n ?

b) Soit f, : [0,+00], © — arctan(xz/n). Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,),. Faire de méme
pour (f/)n. Commentaire ?

c) Soit fp, : [-1,1] = R, z — /22 + 1/n. Justifier que f,, est de classe C* sur [—1,1]. Montrer que la suite (fy,)n
converge uniformément vers une limite & déterminer. Commentaire 7

Exercice 9 (Unité approchée)

Soit (In,)nen- une suite de fonctions continues positives sur R, telle que I,,(z) = 0 pour |z| > L et j;j I, (z)dx = 1.
Soit f une fonction continue sur R. Montrer que la suite (h,),, définie par h,(x) =1, * f(x) = fj;: I,(t) f(x —t)dt
converge uniformément vers f sur tout intervalle compact.

Exercice 10 (Polynémes de Bernstein)

On considére f une fonction continue sur [0, 1] et = un réel arbitraire fixé de [0, 1]. (X,,), une suite de variable
aléatoire indépendantes de méme loi de Bernoulli de parametre x.

a) Montrer que )
B (1 ) - kZ_()f(fj) (3)a -

on note P, (f)(z) le polynéme ainsi obtenu.
b) Justifier que
Ve >0, 3n >0, V(z1,22) € [0,1)% 21 — 2| <= [f(21) — f(za)| <€

¢) Montrer que

f@) =A@ el S (7)etamar

k, lz—k/n|>n
puis en déduire que
)

[f(2) = Pu(f)(2)] < €+ 2] flloc P

— X

X+ + X,
n
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d) En utilisant I'inégalité de Markov, montrer que les polynémes P, (f) convergent uniformément vers f sur [0, 1]
Exercice 11

1) Soit w, : [0,1] = R, & — In(1 + 2/n) — z/n. Etudier la convergence simple et uniforme de la série > . u, sur
[0,1]. -

2) Montrer que la fonction uw =Y | u,, est dérivable sur [0,1] et déterminer sa dérivée. Calculer u'(1).

Exercice 12

a) Montrer que ¢, définie pour x €]0, 1] par p(z) = zlnz et ¢(0) = 0, est continue et bornée sur [0, 1].

+oo (p(x))"
n=0 n!

b) En déduire que converge uniformément sur [0, 1].
too (—1)nt
n=1 nn

+oo g™
n=0 n!’

¢) Sachant que pour tout z € R, e* = montrer que fol ¥ dr = . (Indication : poser I, , =
fol 2"(lnx)™ dx et trouwver une relation entre Iy, et L1, pour m > 1 et n>0.)
Exercice 13

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

a) (:lla)” z"™, que se passe-t-il au bord de l'intervalle de convergence en fonction de a?

b) X 272", ) X (cosd)™ 27, ) Lsin (557) 2 @) X 2en, ) ¥ oy

Exercice 14

a) Soient Y a,z" et Y b,z™ deux séries entiéres de rayon de convergence Ry et Ry respectivement. On suppose qu’il
existe un entier ng tel que |a,| < |b,| pour tout n > ng. Comparer Ry et Rs.

b) Montrer que si la série ) a,2™ a un rayon de convergence non nul, la série ) %+2" a un rayon de convergence
infini.

¢) Soient Y a,z" et > b, 2" deux séries entieres de rayon de convergence Ry et Ry respectivement. On définit ¢, par
Can = ap €t Cany1 = by. Quel est le rayon de convergence de la série > ¢, 2" 7

d) Si R est le rayon de convergence de la série Y a,2z™ quel est celui de la série > a,n*2™, olt « est un réel ?

e) Soit (ay,),, une suite dans R** telle que lim,,_, 4 a;“ = 3. Quel est le rayon de convergence de la série > a, 2" ?
Exercice 15

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ano %z", on note e(z) sa somme.

1)Montrer que e(z + w) = e(z)e(w).

2) Montrer que e est dérivable sur R et que ¢’ = e.

3) Montrer que pour tout réel x, e(x) > 0.

4) Montrer que pour tout entier n, lim,_,  cz"e(—z) = 0.

Exercice 16

Développer en série entiére les fonctions suivantes et préciser le domaine maximal de convergence (a, b£0) :

(1) £(=) = e, (i) 9(2) = sy (i) A(z) = —giite .

Exercice 17

1
2"(n+1)(n—2)"

Calculer la somme de la série numérique E
n>3

Exercice 18 (Théoreme Taubérien)

1) Soit }_, - anz™ une série entiere de rayon de convergence 1. On suppose que la série ), - a, converge.

7:4-5 a;z" en utilisant la méthode de sommation d’Abel associée aux sommes Ay (n) = Z:’In i-

1.2) En déduire que ), -, a,x™ converge uniformément sur [0, 1].

1.3) On note f(x) =3, ~qana™ pour x €] — 1,1]. Montrer que f est continue sur | — 1, 1].

1.4) Donner un exemple de série entiere ) ., a,z™ de rayon de convergence 1 pour laquelle ) a, diverge et
> ns0ane™ admette une limite lorsque « tend vers 1.

2) Soit > ay et Y b, deux séries convergentes et Y ¢, la série produit de Cauchy. Montrer que si ) ¢, converge
alors Y-, 50 Cn = D50 n Dpso ba-

Exercice 19

Pour tout entier j > 1, on pose \; = fol Nj(u)du avec N;(X)=X(1-X)(2—-X)---(j —1—X). On se propose de

calculer les nombres \,, par emploi d’une série génératrice.
(n—1)!
6

1.1) Exprimer

1) Prouver que, pour tout entier n > 1, < Apt1 < %!. En déduire le rayon de convergence de la série entiere
L+3,51 (-t 2azm. Soit G(z) la somme de cette série.
2) Ecrire le développement en série entiere de la fonction x — (1 + z)" ol u est un réel strictement positif, et olt

|z| < 1. Prouver que, x étant fixé, on peut intégrer terme & terme par rapport & u sur Uintervalle [0,1]. En déduire
que, si ©#£0, G(z) = m

3) Expliciter un systéme linéaire triangulaire permettant de calculer les nombres \,, par récurrence.

4) Calculer A1, Mg, Az, 4.

Exercice 20

1) Montrer que la fonction f définie par f(x) = e=1/7" pour 20 et f(0) = 0 est C* sur R, f(0) = 0 pour tout
entier n. f est-elle développable en série entiere ?
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2) A Taide de la formule de Taylor-Lagrange, montrer qu'une condition suffisante pour qu’une fonction réelle f soit
développable en série entiere au voisinage du point a € R est qu’il existe un intervalle ouvert I contenant a sur lequel

f est C™ et tel qu'il existe M > 0 et ¢t > 0 tels que, pour tout x € I, Vp € N ‘Z%f(p)(x)‘ < MtP.

Exercice 21

Soit f la fonction définie sur | — 1,1[ par f(x) = % En déterminant une équation différentielle dont la fonction
f est solution, trouver son développement en série entiere.

Exercice 22 (extrait capes 1996).

On cherche a déterminer les solutions de I’équation différentielle

—t2y" — 2ty 4+ y = arctant

qui sont développables en série entiere au voisinage de 0.

1) On suppose qu’une solution y de I'équation différentielle est, sur un intervalle | — R, R[, somme d’une série entiére
Z >0 a,t?. Montrer que agr = 0 et exprimer agr41 en fonction de k.

2) Quel est le rayon de convergence de la série ainsi obtenue ? Conclure sur I'existence d’une solution développable
en série entiere au voisinage de 0.
3) La série est-elle uniformément convergente sur [—1, 1] ? Les fonctions dérivées y’ et y” sont-elles sommes des séries
dérivées sur [—1,1]?
Exercice 23

Soit f la fonction 27 périodique définie sur | — 7, [ par f(z) = 2. Montrer que f(z) = % . 4Zn 1 — COS(M)
T R S e
En déduire que 3372, ;5 =5, 300 o = 15, X0l maT = B et T = g* t Yoni1 DT = 56

Exercice 24
Développer en série de Fourier la fonction 27 périodique f(z) = sin® 2.
Exercice 25
Soit f(2) = >,>0anz™ une série entiere a coefficients complexes, de rayon de convergence R > 0, montrer que pour
tout r €0, R[
1 2m 9 2n
g |f( d9 = Z |an|

n>0

Exercice 26

a) Soit a € C\Z, déterminer la série de Fourier de la fonction f de période 27 telle que f(z) = €'“® pour z €] —,7);
étudier sa convergence

b) En déduire 327 L. e DT

n=0 a27n2 ) n=0 a?2—n?"
1

¢) Pour « réel, déterminer lim,,_ Zp__n [CESLE

Exercice 27

1) Soit f une fonction 27-périodique, continue, telle que la restriction de f & [0, 27] soit de classe C'. Exprimer le
coefficient de Fourier de f’, ¢, (f’), en fonction de celui de f, ¢, (f).

2) En déduire que si f est de classe C” sur R alors ¢, (f) = o (-5).

3) Soit f une fonction 27-périodique, de classe C! telle que fo% f(t) dt = 0. Montrer que fo 2dt < f 2 dt.
Préciser les cas d’égalité.

Exercice 28

Soient f une fonction continue sur R, de période 27 et >
F(z) = —cox + [ f(t)dt.

1) Montrer que F est perlodique de période 27 et de classe C! sur R. Calculer les coefficients de Fourier de F.
2) Montrer que la série de Fourier Z\nlzl n ein®converge uniformément sur R, quelle est sa limite ?

cpe™® sa série de Fourier. On pose pour tout réel x,

nez

n
2m Inn
Fourier d’'une fonction continue sur R.
Exercice 29 (extrait capes 1997)
Pour x € R* fixé, on consideére la fonction 2m-périodique f telle que pour ¢ €] — 7, 7] on ait f(t) = ch(zt).
1) Montrer que la fonction f est paire, continue et de classe C! par morceaux sur R.
2) Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
3) Justifier 1’égalité entre f et la somme de sa série de Fourier. En écrivant cette égalité pour ¢ = 7, montrer que
pour tout z € R*, on a

3) Montrer que >, 5, & = 2 027T (t — ) f(t) dt. En déduire que la série Z:z sline o neut pas étre la série de

o0

1 2z

Exercice 30 (extrait capes 1986)
Approximation par la méthode de Fejer. On désigne par C l'espace vectoriel des fonctions continues sur R, 27-
périodiques & valeurs complexes, et on munit C de la norme Nog @ f + Noo(f) = supse[—r ] |f(1)].
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Pour tout entier relatif p, on note e, la fonction ¢ — e’P*. Pour tout entier n, on note s, = E|P|§" ep-

1) Montrer que pour tout couple (f,g) d’éléments de C, la fonction f * g définie sur R par la relation (f * g)(z) =
= ffw f(x —t)g(t) dt appartient encore & C Vérifier que fxg=g* f.

Pour tout entier naturel n, on pose k, = n+1 Zp o Sp et, pour tout élément f de C’ K,.(f)= f

. . t
sin ((Qn + 1)2> 1 sm (n+1) 2)

puis que k,(t) =

. [t n+1
sin (2> sm

3) Montrer que 5= [k, (t)dt = 1.
4. 1) Soit f un élément de C. Montrer pour tout entier naturel n et pour tout nombre réel z, f(z) — (f * k,)(x) =
27r = D (f@) = fa = ))kn(t) dt.

4.2) Etabhr que, pour tout élément a de ]0,7], Noo(f — Kn(f)) < wy(a) + D) [T kn(t)dt, on wy(a) =
SUP|g—z/|<a |f(.’II) - f($/)|
4.3) Prouver que, pour tout élément a de ]0, 7], limp— o0 [ kn(t) dt = 0.
4.4) Montrer enfin que limp, — coNoo(f — K (f)) = 0. Conclusion ?

2) Montrer que si t € 277 s, (t) =
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Chapitre 6

Equations différentielles

6.1 Equations linéaires - cas des fonctions a valeurs dans R ou C

K désigne R ou C.

6.1.1 Equations linéaires du premier ordre

Définition 6.1.1 Soient a et b deux fonctions continue sur un intervalle I de R, I’équation fonctionnelle

y' = a(t)y +b(t) (E)

est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre.
L’équation
y' = a(t)y (H)

est I’équation homogéne associée.
Résoudre (E) ou (H) revient & trouver I’ensemble des fonctions dérivables sur I solutions de ces équations.

Théoréme 6.1.2 L’ensemble des solutions de (H), noté Sigy, est un K espace vectoriel de dimension 1.
S(H) = Ke:cp(A)

avec A une primitive de a sur I.

Preuve : Vérifiez que 39 = exp(A) est bien solution puis pour y solution de (H), considérez la fonction ¢ — y(t)e=4®),
Théoréme 6.1.3 L’ensemble des solutions de (E), noté S gy est un espace affine de dimension 1, d’espace vectoriel
associé S g .

Preuve :
S(g) n'est pas vide, vérifier que la fonction y; définie sur I par

y(t) = e®exp ( / b(u)e= AW du)

ou u)e~ u désigne une primitive sur et b(t)e™ est une solution de .
U [ bu)e A du désig primitive sur I de ¢ = b(t)eA®) lution de (E)

La structure d’espace affine se déduit du fait que y solution de (E) équivaut & y — y; solution de (H).

Remarque 6.1.4 La solution y1 peut se retrouver a partir d’une solution de l’équation homogéne avec la méthode
dite de “variation de la constante”.

En pratique ce théoréme se traduit par : la solution générale de ’équation (E) est somme d’une solution particuliére
de (E) et de la solution générale de I’équation homogéne associée (H).

Proposition 6.1.5 (Principe de superposition) Soient a, by et bs des fonctions continues sur I, pour i = 1,2,
y; solution de y' = a(t)y + b;i(t) alors y1 + y2 est solution de y' = a(t)y + b1(t) + ba(t).

59



60 CHAPITRE 6. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Théoréme 6.1.6 (Unicité) Soient a, b deuz fonctions continues sur I, to un point de I et v un élément de K alors
il existe une unique solution de
{ y' = alt)y +b(t)
@

y(to) =

La condition y(tg) = « est appelée condition initiale.
Preuve : A faire.

Remarque 6.1.7 Une conséquence importante de ce résultat est que si y1 et yo sont deuz solutions différentes de
(E) alors leurs courbes représentatives sont disjointes.

Exercice 1 Retrouver l'expression de yy et y; lorsque a et b sont des constantes.
Exercice 2 Montrer que les fonctions dérivables sur R solutions de 1’équation fonctionnelle

V(t,u) € R f(t+u) = f(t)f(u)

sont la fonction nulle et les solutions de
{ Y =ay
y(0) =1

avec a € K.

6.1.2 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Définition 6.1.8 Soient a, b et ¢ trois éléments de K, a # 0 et f une fonction continue sur un intervalle I de R,
l’équation fonctionnelle
ay” +by' +cy = f(t) (E)

est appelée équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.
L’équation
ay” +by' +ey=0 (H)

est I’équation homogéne associée.

Résoudre (E) (resp. (H)) revient & trouver I’ensemble des fonctions deux fois dérivables sur I (resp. R) et solutions
de ces équations.

Théoréme 6.1.9 L’ensemble des solutions de (H), noté Sy, est un K espace vectoriel de dimension 2.
L’équation (C) ar? + br + c = 0 est appelée équation caractéristique associée et une base de S(m) est donnée
par :

1. dans le cas ou K=C
— 51 (C) a deuz racines distinctes r1 et ro, {t — €™, t > et}
~ 51 (C) a une racine double r, {t — e, t — te"'}
2. dans le cas ou K =R
— 51 (C) a deux racines réelles distinctes r1 et ro, {t — €™, t s et}
~ 1 (C) a une racine réelle double v, {t — e, t — te™}
si (C) a deux racines complezes conjuguées o+ i3 (o et 8 réels, B #0), {t — e* cos(ft), t — e*tsin(Bt)}

Preuve : Il est immédiat que ’ensemble des solutions a une structure d’espace vectoriel.

Vérifier que ces solutions conviennent et que dans chaque cas on a bien une famille libre. Les résultats pour le cas
coeflicients réels se déduisent des résultats pour le cas coefficients complexes.

Montrons que toutes les solutions sont combinaisons linéaires des vecteurs de ces familles libres (et ainsi que I’espace
vectoriel des solutions est de dimension 2).

Soit g une solution de (H) et considérons h définie sur R par h(t) = e "g(t) avec r solution de 1’équation ca-
ractéristique. On obtient (faire le calcul) que h solution de

ah” + (2ar +b)h' =0

puis on termine connaissant les solutions d’une équation différentielle du premier ordre a coefficients constants, pour
cela on sera amené a distinguer r racine simple ou double de (C).

Théoréme 6.1.10 L’ensemble des solutions de (E), noté S(gy est un espace affine de dimension 2, d’espace vectoriel
associé S -
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Proposition 6.1.11 Dans le cas particulier ot f(t) = eMP(t) avec A\ dans K et P polynéme alors une solution
particuliere de (E) : ay” + by +cy = f, est

~ si X\ n'est pas racine de l’équation caractéristique, t — eMQ(t) avec Q polynome, deg(Q) = deg(P),

~ si X est racine simple de I’équation caractéristique, t — teMQ(t) avec Q polynéme, deg(Q) = deg(P),

~ si A est racine double de I’équation caractéristique, t — t2eMQ(t) avec Q polynéme, deg(Q) = deg(P).

Preuve : a faire.
Proposition 6.1.12 On a encore le principe de superposition des solutions.

Proposition 6.1.13 (Variation des constantes) Soit f une fonction continue sur I et {y1,y2} une base de len-
semble des solutions de

ay’ +by +cy=0 (H)

Alors une solution particuliere de
ay” + by’ +cy = f(t) (E)

est de la forme t — ©1(t)y1(t) + p2(t)y2(t) avec w1 et o dérivables sur I et solutions du systéme

{ @ (L)y1(t) + oo (t)ya(t) =0
@ (L)Y (t) + oh(t)ys(t) = f(t)

Preuve : Vérifier que {y1,y2} base de I'ensemble des solutions de (H) implique que w(y;(t), y2(t)) le déterminant
du systéme ne s’annule en aucun point de R (on appelle ce déterminant le Wronskien). Ainsi le systéme admet
toujours une solution puis vérifier qu’une telle solution convient.

Théoréme 6.1.14 (Unicité) Soient a # 0, b et ¢ trois éléments de K, f une fonction continue sur I, tg un point
de I et o, B deux éléments de K alors il existe une unique solution de

{ ay" + by +cy = f(t)
y(to) = a, y'(to) =

La condition y(to) = a, y'(tg) = B est appelée condition initiale.

Preuve : a faire.

6.2 Equations différentielles linéaires - cas des fonctions a valeurs vec-
torielles

K désigne R ou C.

6.2.1 Equations linéaires d’ordre 1

Théoréme 6.2.1 (Existence et Unicité) Soient A et B deux fonctions continues sur un intervalle I, A & valeurs
dans Uensemble des matrices carrées My (K), B a valeurs dans K™. Soit to un point de I et Vi un élément de K"
alors il existe une unique solution définie sur I et a valeurs dans K" de

{ Y' = A(t)Y + B(t)
Y(to) = Vo

La condition Y (tg) = Vi est appelée condition initiale et la recherche de solutions au systéme ci-dessus est appelé
probléeme de Cauchy.

Preuve : admis. L’existence d’une solution locale peut se montrer a l’aide du théoreme du point fixe. Dans le cas
des équations linéaires toute solution locale se prolonge en une solution globale définie sur I (voir cours de L3,
démonstration au-dela du programme de ’écrit du capes).

Théoreme 6.2.2 Soit A une fonction continue sur un intervalle I o valeurs dans M, (K) l’ensemble des solutions
de
Y = A@)Y (H)

est un K espace vectoriel de dimension n.
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Preuve : Il est clair que ’ensemble des solutions est un espace vectoriel. Grace au théoreme d’unicité, pour ¢y un
point fixé de I, 'application
L : S(H) — K"
Y — Y(to)

est un isomorphisme d’espace vectoriel, S(y) est de dimension n.

Théoreéme 6.2.3 Soit A et B deuz fonctions continues sur un intervalle I a valeurs respectivement dans M, (K) et
K", I’ensemble S gydes solutions de

Y' = A@)Y + B(t) (E)
est un espace affine de dimension n, d’espace vectoriel associé S .

Proposition 6.2.4 Soit {F,..., F,} une famille de solutions de (H). On considére la fonction w définie sur I par
w(t) = det(Fi(t),..., Fn(t)), il y a équivalence entre les assertions suivantes

1. {Fy,...,F,} est une base de S,

2. il existe un point tg de I tel que w(ty) # 0,

3. pour tout t de I, w(t) # 0.

Preuve : conséquence du théoreme d’unicité.

Définition 6.2.5 Soit A et B deux fonctions continues sur un intervalle I a valeurs dans respectivement dans
M, (K) et K™ et

Y' = A@t)Y + B(t) (E)
Une base {F,...,F,} de Scgy est appelée systéeme fondamental de solutions de (E).
La fonction w définie sur I par w(t) = det(Fyi(t),...,F,(t)) est appelé wronskien du systéeme fondamental de
solutions par rapport a une base fixée.

Proposition 6.2.6 (Variation de la constante) Soit A et B deux fonctions continues sur un intervalle I o va-
leurs dans respectivement dans M, (K) et K™ et

Y = A@)Y + B(t) (E)

Si{Fy,...,F,} est un systéme fondamental de solutions alors il existe une solution de (E) de la forme
Y = Z i F;
i=1

Preuve : notons W(t) = (Fi(t) ... F,(t)) la matrice Wronskienne associée au systéme fondamental. Il existe n
fonctions continues a;, 1 < i < n, telles que B = Z?:l a; F;. Elles sont données par

a(t)

: =W(t)"'B(t)
an(t)

Les fonctions ¢; solutions de ¢ = a; pour 1 < i < n conviennent.

6.2.2 Equations linéaires a coefficients constants

Théoréme 6.2.7 Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K alors la solution de

Y' =AY
Y (0) =V
est donnée par Y (t) = et V.
L’équation
Y' = AY (H)

admet pour systeme fondamental de solutions
( Yi(t)...Y,n(t) ) = exp(tA)

Preuve : Le fait que toute solution soit de la forme t + !4V, avec V un élément de K", découle du fait que
%e“‘ = Ae'” et €94 = I la matrice identité. Nous avons un systéme fondamental de solutions en prenant pour V;
les vecteurs de la base canonique.

Exercice 3

Cet exercice peut se faire sans connaitre ’exponentielle d’une matrice. On suppose que la matrice A est diagonali-
sable, une base de vecteurs propres est {V7,...,V,,} avec pour valeurs propres associées Ag, ..., A,. Montrer qu’alors

{eMtVy, ..., eV, } est un systeme fondamental de solutions.
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6.2.3 Equations linéaires scalaires d’ordre 2

Théoréme 6.2.8 (Unicité) Soient a, b, ¢ et f des fonctions continues sur un intervalle I, on suppose de plus que
a ne s’annule pas sur I. Soit tg un point de I et o, B deux éléments de K alors il existe une unique solution de

{ a(t)y” +b(t)y + c(t)y = f(t)
y(to) =, y'(to) =B

Preuve : on se rameéne au systeme linéaire d’ordre 1 en posant

v=(y) 0=ty ) 0= ) x=(5)

puis on conclue avec le théoreme d’unicité des systemes linéaires d’ordre 1.

Exercice 4

Retrouvez les résultats des équations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants. Lien entre équation
caractéristique et matrice A, méthode de la variation de la constante, etc ...

6.3 Equations différentielles non linéaires

Théoréme 6.3.1 (Cauchy-Lipschitz) Soit Q un ouvert de R? et f une application de classe C* de 2 dans R.
Pour tout (tg, xo) de Q, léquation

' = f(t, ) (E)
admet une unique solution maximale x telle que x(tg) = zo. Cette solution est définie sur un intervalle ouvert J
contenant to et ne peut étre prolongée a un intervalle contenant strictement J.

Preuve : résultat admis en grande partie. On peut montrer qu’il existe une unique solution locale avec le théoréme
du point fixe, puis que toute solution locale peut étre prolongée en une solution maximale (voir cours de L3).

Pour montrer que J est ouvert supposons le contraire, par exemple J = (a, b] on peut alors résoudre le probleme de
Cauchy de donnée initiale (b, (b)) la solution Z est telle que Z(b) = x(b) et Z’'(b) = f(b, Z(b)) = 2/(b). On pourrait
ainsi prolonger la solution x a droite de b, contradiction avec la maximalité de la solution.

Remarque 6.3.2 Ce résultat est encore vrai pour Q un ouvert de R"*! et f une application de classe C' de Q dans
R™.

Théoréme 6.3.3 (Cauchy-Lipschitz) Soit Q un ouvert de R3 et f une application de classe C* de Q dans R.
Pour tout (tg, zo,x1) de Q, l'équation
2 = f(t,z,x) (E)

admet une unique solution x telle que x(to) = xo et x'(tg) = x1. Celte solution est définie sur un intervalle ouvert J
contenant tg et ne peut étre prolongée a un intervalle contenant strictement J.

6.4 Exercices

Exercice 5 On donne le systeme différentiel , ot y et x désignent deux fonctions de ¢ :

2\l g 942
{(lth):E te —y=2t*—1 (6.1)

(1+)y +z—ty=3t
a) Soient ¢1(t) = (1, —t), ¢2(t) = (¢, 1). Montrer que ¢; et ¢o sont deux solutions du systéme homogene. Donner leur
Wronskien.
b) Soit f(t) = (2t — 1, 3t), écrire f(t) dans la base {¢1(t), ¢2(t)} puis en déduire toutes les solutions de (6.1) en

utilisant la méthode de la variation des constantes.

Exercice 6 Résoudre

Déterminer les solutions de

) 1 2 o 2
X—<_1 4)X—|—elnt L)
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Exercice 7 Résoudre
¥=—dz+y+z
y=x—y—2z
2 =-2r+y—=z

Exercice 8 Résoudre sur R%

-6 5 3 1
X=-874|x+[0
-2 11 2

Exercice 9 (extrait capes 1996)

a) Soit ¢ un réel strictement positif, montrer que les fonctions Yy et Y7 définies par Yy (t) = sh(ct) et Y1(t) = sh(e(1-t))
forment une base de l’espace vectoriel des solutions de 1’équation différentielle —y”" + ¢y = 0.

b) Déterminer en fonction de Yy et Y7 les solutions de 1'équation différentielle —y”" + c*y = f(t) avec f continue sur
[a, b].

c) Déterminer v € R tel que si z est solution sur [, 8] (avec 0 < o < 8) de I'équation différentielle —t22" —2t2' + 2z =
g(t) avec g continue sur [, ] alors la fonction y définie par y(x) = e " z(e”) est solution d’une équation différentielle
de la forme de la question b).

d) Y a-t-il unicité des solutions sur [0, 1] de I’équation différentielle 3 + 72y = 0 vérifiant y(0) = X et y(1) = p?
Exercice 10 Résoudre xy’ + zy = 1 + 222,

Exercice 11 Résoudre 1'équation différentielle t?y’ + y + y? = 0 posée dans |0, +oo[xR*. (ind. on pourra faire le
changement de fonction z = 1/y)

Exercice 12 Résoudre

a) (14 2)y"” — 2y + (1 — x)y = 0 (vérifier que x — €” est solution).

b) x(x + 1)y” —y' — 2y = 32% (chercher une solution monome de I’équation homogene).

Exercice 13(extrait capes 2005)

a) Soient I = [a, b] un intervalle réel compact avec a < b, a, 8 deux fonctions continues de I dans R et f une solution
sur I non identiquement nulle de I’équation différentielle :

vy +ay + By =0.

Montrer que I’ensemble des zéros dans I de la fonction f est fini.
b) Soient I = [a, 400, 8 une fonction continue de I dans R et f une solution sur I non identiquement nulle de
I’équation différentielle :

y' + By = 0.

On désigne par r la fonction définie sur I par : Vo € I, r(z) = /(f(2))2 + (f'(x))2.

Montrer que la fonction 7 est a valeurs strictement positives et contintiment dérivable sur I.

Exercice 14 Soit (I,¢) la solution maximale de I'équation différentielle 2’ = 22 — 1 telle que p(ty) = xo (to €
I, xg € R)

a) On suppose que zg €] — 1, 1[. Montrer que pour tout ¢ € I, ¢(t) €] — 1,1[ et que ¢ est décroissante. Déterminer
(1, ).

b) Déterminer (I, ) dans les cas xo < —1 et 29 > 1.

Exercice 15* Soient f : R — R de classe C! et I’équation différentielle 2’ = f(x) notée (E).

a) Justifier que pour toute condition initiale (¢g,x) il existe une unique solution maximale que 1’on notera dans la
suite (z,I).

b) On suppose que a; et ag sont deux zéros de f avec a; < as et que f ne s’annule pas sur Ja, as[. Quelle est la
solution maximale si xg = a; ou g = ag ? Montrer que si ¢ €|ay, as| alors z(t) €]ay, as| pour tout ¢ € I. En déduire
que z est monotone et que I =R. Que vaut limy _, 4 oz(t)?

¢) On suppose toujours que f(az) = 0 et que f est strictement positive sur |as, +00[, on choisit zg dans ]ag, +00l.
Démontrer que 1/f admet sur Jas, +o0o[ une primitive qui s’annule en xg, notée F, et que F réalise une bijection de

Jaz, +oo[ sur | — oo, t4[ avec t4 = 400 si et seulement si f;;oo f(lu) du diverge. En déduire qu’alors T =] — 00, tg + 4|

et déterminer limy 4, 1 t+:c(t).
d) Résolution explicite de I’équation différentielle 2’ = x(x — 1) de condition initiale 2(0) = zo.
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Exercice 16 Vérifier que I’équation différentielle 22 + zy + v — 22y’ = 0 est une équation de type homogene puis
Iintégrer apres avoir fait le changement de fonction y = zz.

Exercice 17. (Croissance de population)

On considere une population formée de N individus et évoluant en fonction du temps t.

1) Dans le modele de Malthus on suppose que le taux d’accroissement de la population est proportionnel au nombre
d’individus. On suppose N dérivable, justifier que N vérifie 'équation N'(t) = kN (t) avec k constante (égale & la
différence entre le taux de natalité et de mortalité qui sont supposés constants dans ce modele).

a) Déterminer N si & U'instant ¢ = 0 la population est de Ny individus.

b) Comment évolue cette population lorsque ¢ tend vers l'infini ?

2) Le modele de Verhulst prend en compte que les ressources de I’environnement ne sont pas illimitées et suppose
que le taux k n’est plus constant mais proportionnel a la différence entre une population maximale et la population
a Uinstant ¢. On a alors k(t) = r(N* — N(t)) et N est solution de 1’équation N'(t) = rN(¢)(N* — N(t)) (appelée
équation logistique).

a) Justifier que l'on peut faire le changement de fonction y(t) = ﬁ, résoudre 1’équation précédente.

b) En déduire que N(t) = % avec K constante réelle.

¢) Comment évolue cette population lorsque ¢ tend vers l'infini ?

Exercice 18. (Loi de refroidissement de Newton)

Cette loi de refroidissement (ou de réchauffement ...) suppose que le taux de variation de la température d’un objet
est proportionnel a la différence de température entre I'objet et le milieu ambiant. Le coefficient de proportionnalité
k dépend essentiellement de la surface de contact entre 'objet et son milieu (on le considérera constant). On note
T'(t) la température de 'objet a l'instant ¢.

1. Donner 'équation différentielle dont est solution la fonction 7' si 'on suppose que le milieu ambiant est a
température constante Tj,.
2. Déterminer T'(¢) si I'objet possede une température initiale 7(0) = Tp.

3. On suppose maintenant que la température ambiante varie avec le temps (par exemple cas du sol exposé aux
rayons du soleil). Déterminer T'(t) lorsque Ty (t) = T, sin(wt).

Exercice 19 (Masse suspendue & un ressort)

On considere un corps ponctuel M de masse m suspendu a un ressort et plongé dans un milieu ayant une certaine
viscosité (air, eau, huile, ...). On repere la position de M sur un axe vertical, repéré par un vecteur 7 orienté vers le
haut, et on prend pour origine la position d’équilibre de M. On note y(t) la cote de M sur cet axe & U'instant ¢ (soit
OM = y(1)7).

1. En l’absence de force d’excitation agissant sur M , trois forces interviennent pour déterminer le mouvement
de M, la force d’inertie proportionnelle & 3" (coefficient la masse m), la force de viscosité proportionnelle & y’
(coefficient de viscosité b > 0) et la force de rappel proportionnelle & y (coefficient de raideur du ressort ¢ > 0).
Alors y vérifie I’équation

my” + by’ +cy=0.
Résoudre cette équation en cas de
(a) Viscosité nulle (b = 0).
(b) Viscosité faible (b petit tel que b2 — 4mce < 0).
¢) Viscosité grande (b grand tel que b? — 4mc > 0).
(d)

d) Dans chaque cas comment se comporte y(t) lorsque ¢ tend vers 'infini ? (Pour avoir une idée de I’allure de la

courbe lorsque b2 —4me < 0 on pourra utiliser, en ayant vérifié, que A cos(wz)+ B sin(wz) = C'sin(wz+¢)
avec C = v/ A? + B2 et ¢ tel que cos p = \/ﬁ et sinp = ﬁ.)

2. On suppose maintenant de plus que M est soumis a une force sinusoidale de pulsation A, soit
my” + by’ + cy = ksin A\t

ou k est une constante. Résoudre cette équation dans chacun des cas précédents.
3. Que peut-on dire maintenant sur y(t) lorsque ¢ tend vers 'infini ? A quoi correspond le phénomene de résonance ?

Exercice 20 (Proie-Prédateur, modele de Lotka-Volterra)

On pourra consulter agreg-maths.univ-rennesl.fr/documentation/docs/volterra.pdf ou “Mathématiques et statistique
pour les sciences de la nature” de G. Biau, J Droniou et M. Herzlich, EDP sciences ou “Mathematical Biology” de
J. D. Murray, Springer
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On considere le systeéme différentiel suivant :

' =z(l—y)
(6.2)
y =ylz—1)

Ce systéme modélise I’évolution au cours du temps d’une population de lapins (représentée par z), et d’'une population
de renards (représentée par y) : plus il y a de lapins, plus les renards ont & manger et plus ils se reproduisent. D’un
autre coté, plus il y a de renards, plus les lapins se font manger et moins ils se reproduisent.

Soient zg > 0 et yo > 0. On s’intéresse au probléme de Cauchy (P) pour I’équation (6.2) avec comme données initiales
2(0) = o, y(0) = yo.

1) Montrer qu’il existe une solution maximale unique & ce probléeme de Cauchy. On note (I , (x,y)) la solution
maximale de (P).

2) Montrer que pour tout ¢ € I, z(t) > 0 et y(¢) > 0. Ind : supposer qu'il existe to dans I tel que z(tg) = 0 et trouvez
alors une solution globale distincte de (z,y).

3) Pour t € I, on pose ¥(t) = Inx(t) + Iny(t) — x(t) — y(¢).

Montrer que pour tout ¢ € I, la fonction ¢ est constante (sa valeur dépend bien slir de la donnée initiale). ¢ est
appelée intégrale premiere du systeme 6.2.

4) Soit C' € R. On définit K¢ par

KC:{(u,v)eR*"’xR*Jr, lnu—l—lnv—u—v:C}

Montrer que K¢ est borné. En déduire que les fonctions x et y sont bornées sur I puis que I = R. (Sinon on suppose
que I = (a,b) avec b < +00, alors de z et y bornées on déduit que 2’ et y’ bornées puis que x et y sont prolongeables
par continuité en b, obtenir alors un prolongement & la solution maximale, contradiction).

5) On suppose que zp = yo = 1. Résoudre (P). Ce point est appelé point d’équilibre du systeme.

6) On divise le quart de plan R*T x R** en quatre zones :

A:{(u,v),0<u<1,0<11<1},B:{(u,v),u>l,0<v<1}
C={(uv),u>1Lv>1},D={(u,v),0<u<1l,0>1}

a) Déterminer le le signe de 2’ et 3y’ dans chacune des parties A, B, C et D.
b) On suppose que (zg,yo) € A et que pour tout ¢ de [0, +oo[, (z(t),y(t)) reste dans A, en déduire alors que z et
y admettent une limite finie lorsque ¢ tend vers -+oo, notée [ et I’. En déduire que z’ a alors une limite non nulle
lorsque t tend vers 400 et en déduire une contradiction.
¢) Montrer que si (zg,y0) € A, alors la solution passe successivement de A & B & C et & D pour revenir dans A.
Enoncer le cas général.
7) a)On définit f par

f: ]0,1] =R

u— Inu—u—1

Montrer que f est injective.

b) On note ¢; le plus petit réel tel que (z(t1),y(t1)) entre dans B et t5 le plus petit réel strictement plus grand que ¢;
tel que (z(t5),y(t5)) entre de nouveau dans B. On a z(t1) = z(t5) = 1, déduire de ce qui précede que y(t1) = y(ts).
(ind. penser a utiliser la fonction )

¢) En notant (Z,7) le couple de fonctions définies par

(Z(t),9(t) = (x(t +t5 — t1),y(t + t5 — t1))

montrer que (Z,§) est solution du probleme de Cauchy de donnée initiale (x(t1),y(t1)).
d) En déduire que si (zg,yo) # (1,1), la solution du probléme de Cauchy (P) est périodique.
8) Tracer l'allure des courbes solutions.



Chapitre 7

Calcul différentiel et intégrales multiples

Dans ce chapitre les fonctions considérées sont des fonctions définies sur un ouvert U d’un R-espace vectoriel E, de
dimension n, et a valeurs dans un R-espace vectoriel F' de dimension p. Pour des bases de E et F fixées, f s’identifie
a une application définie sur un ouvert de R™ et a valeurs dans RP. Nous travaillerons avec de telles fonction dans ce
qui suit, nous désignerons sans distinction || - || des normes sur R™ et R? (rappel sur un espace vectoriel de dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes) et par e; les vecteurs de la base canonique.

7.1 Applications continiiment différentiables

Définition 7.1.1 Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R™ et a valeurs dans RP. Soit a un point de U et
h un vecteur de R™, il existe alors § > 0 tel que a+th soit dans U pour tout t de [—6,6]. On dit que f est dérivable
au point a selon le vecteur h si l’application partielle

on : [-6,0] — RP
t —  f(a+th)

est dérivable en 0. On note alors Dy, f(a) = ¢},(0).
Lorsque h = e; pour 1 < j <mn, on note les dérivées partielles premieres D; f(a) ou %(a).
J

Définition 7.1.2 Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R™ et a valeurs dans RP. f est dite de classe C'
sur U si les applications dérivées partielles D; f, pour 1 < j < n, sont continues sur U.

Proposition 7.1.3 Si f est de classe C' sur U ouvert de R™ alors pour tout point a de U et tout vecteur h =
(h1,...,hy) tel que le segment [a,a + h] soit contenu dans U on a

fla+h) = f(a)+ Z hiD; f(a) 4 o(|[A]]).

En particulier, Dy f(a) = > i hiD; f(a).

Preuve : non exigible en classes préparatoires. Une idée pour n = 2 et p = 1 (le cas général se traite de méme),
flar +hi,a2 + he) = flay,a2) + (f(a1 + he, a2 + he) — f(a1, a2 + h2)) + (f (a1, a2 + ha) — f(a1, az))

puis on applique les accroissements finis dans chaque parenthése et enfin on utilise la continuité des dérivées partielles.

Définition 7.1.4 Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R™ et a wvaleurs dans RP. On dit que f est
différentiable au point a s’il existe une application linéaire, notée df (a), de R™ dans RP, telle que pour tout vec-
teur h tel que le segment [a,a + h| soit contenu dans U on ait

fla+h) = f(a) +df(a)(h) + o([|n]]).
Exercice 1 Que vaut df(a) lorsquen=p=17

Proposition 7.1.5 Si f est différentiable en a alors f est continue en a et elle admet des dérivées selon tout vecteur

h, de plus Dy, f(a) = df (a)(h).

Preuve : a faire.

67
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Théoréme 7.1.6 Si f est de classe C' sur un ouvert U alors f est différentiable en tout point a de U et
df(a)(h) =Y h;D;f(a)
i=1

De plus lapplication a — df (a) est continue sur U.

Preuve : I'expression de df (a)(h) est une reformulation de la proposition 7.1.3. La continuité de a — df (a) découle
du fait que

ldf (a) = df (D)|| < Z 1Dif(a) — Dif ()]

puis de la continuité des dérivées partielles.
Exercice 2

Soit L une application linéaire de R™ dans RP, montrer que L est différentiable en tout point a de R™ et que dL(a) = L.
Que vaut D;L ? En déduire que L est de classe C'.

Théoréme 7.1.7 (Composition) Soit f une application de classe C' sur un ouvert U de R"™ & valeurs dans RP,
soit g une application de classe C' sur un ouvert V contenant f(U) de RP a valeurs dans R™. Alors go f est de
classe C* sur U et pour tout point a de U, tout vecteur h de R"

d(g o f)(a)(h) = dg(f(a)) (df (a)(h))
Preuve : revenir a la définition de la différentiabilité,
fla+h)=f(a) +df(a)(h) +o([|n]]) g(b+ k)= g(b) + dg(b)(k) + o(|[Kl])

avec b = f(a) et k = f(a+h)— f(a). Pour conclure, pensez que les applications linéaires df (a) et dg(b) sont continues.

Remarque 7.1.8 Ceci nous permet de voir que pour une application de E dans F, la propriété étre C1 est indépendante
du choizx des bases sur E et F.

Exercice 3 Ecrire la différentielle de la composée a ’aide des dérivées partielles dans le cas ou n = p = 2.
Exercice 4 Rappelez les résultats sur somme, produit (cas p = 1), inverse (cas p = 1) d’applications de classe C!.
Préciser dans chaque cas ’expression de la différentielle.

Définition 7.1.9 Soit f = (f1,..., fp) une application différentiable en un point a de R™ et a valeurs dans RP, on
appelle matrice jacobienne de f au point a la matrice p X n

ofi

Tac(f)(a) = (55 1z;

<p
<n

Lorsque n = p, on appelle jacobien de f en a, le déterminant de la matrice jacobienne.

Exercice 5 Exprimer & l’aide de produit de matrices faisant intervenir les matrices jacobiennes, df (a)(h) et d(g o

Ha)(h).
Exercice 6 Lorsque f est une application de R™ dans R? et ¢ une application (vectorielle) définie de R dans R",
exprimer d(f o ¢)(a)(h) & l'aide des dérivées partielles de f et des dérivées des applications coordonnées de .

Définition 7.1.10 Soient U et V deuz ouverts de R™, on dit que f est un C difféomorphisme de U sur V si f est
une bijection de U sur V et si f et f~1 sont de classe C'.

Théoréme 7.1.11 Soit f une application injective et de classe C' sur un ouvert U de R™, alors f est un C!
difféomorphisme de U sur f(U) si et seulement si le jacobien de f en a est non nul (c’est a dire si et seulement si
df (a) est inversible) en tout point a de U.

Preuve : admis.
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7.2 Fonctions numériques continiiment différentiables
Dans ce paragraphe les applications sont a valeurs dans R, c’est a dire p = 1.

Définition 7.2.1 On suppose R™ muni d’une norme euclidienne, f une fonction numérique différentiable sur un
ouvert U de R", le gradient de f en a est défini par

df (a)(h) = (gradf(a)[h)
ot (-|-) est le produit scalaire associé a la norme.

Théoreme 7.2.2 (Inégalité des accroissements finis) Soit U un ouvert convexe de R™, f une fonction numérique
de classe C1 sur U. S’il existe M > 0 tel que pour tout a de U, ||df (a)|| < M alors

V(z,y) € U* |f(z) — f(y)| < Mllz —y]|
Preuve : appliquer 1’égalité des accroissements finis & la fonction ¢ définie sur [0,1] par ¢(t) = f(tz + (1 — t)y).

Remarque 7.2.3 On notera que I’hypothése de convexité sert “uniquement” & avoir le segment [x,y] inclus dans U
pour tous points x et y de U. On a donc une inégalité comparable pour tout ouvert U et les points x et y choisis de
sorte que [x,y] C U.

Théoréme 7.2.4 Soit U un ouvert étoilé, f une fonction numérique de classe C* sur U et de différentielle nulle sur
U alors f est constante sur U.

Preuve : Notons a un point par rapport auquel U est étoilé, alors pour tout « de U le segment [a, z] est inclus dans U
et on peut appliquer I'inégalité des accroissements finis sur [a, 2] avec M = 0. Ainsi pour tout  de U, f(x) = f(a).

Proposition 7.2.5 Soit f une fonction numérique de classe C* sur un ouwvert U de R™. Si f admet un extremum
local en un point a de U alors df (a) = 0.

Preuve : appliquer le résultat analogue des fonctions numériques d’une variable réelle aux applications partielles
T; — f(al, BN o P I I ¢ VT PN ,an).

Définition 7.2.6 Soit f une application définie sur un ouwvert U de R™ et différentiable en un point a de U. Si
df(a) =0, on dit que a est un point critique de f.

7.3 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Définition 7.3.1 Soit f une application admettant une j°°™¢ dérivée partielle sur un ouvert U de R™, si D;f admet

une k**™e dérivée partielle en un point a de U, on dit que f a une (k,j)—dérivée partielle seconde en a, notée
82

Diﬁjf(a) ou axkgzj (a).

f est dite de classe C* sur U lorsque pour tout (k,j) € {1,...,n}?, elle admet des (k, j)—dérivée partielle seconde

continues sur U.

Remarque 7.3.2 Généralisation par itération de la définition ci-dessus pour les dérivées partielles d’ordre k.
Théoréme 7.3.3 (de Schwarz) Soit f une application de classe C* sur un ouvert U de R™ alors

V(k,j) € {1,....,n}* Di,f=Di.f
Preuve : admis.

Théoréme 7.3.4 Si f admet des dérivées partielles d’ordre k continues sur un ouvert U, alors f est dite de classe
C* sur U et pour toute permutation o de {1,... k} et tout k-uplet (j1,...,5x) de {1,...,n} on a sur U

ok f ok f

alea‘rjz T amjk 8xj0(l)axjo(2) T 8$ja(k)

Exercice 7 Soit f : R? — R telle que f(0,0) = 0 et f(z,y) = xy’:Q*yQ si (z,y) # (0,0). Montrer que f est

x2+y?

différentiable sur R?; calculer g’%gy(o, 0) et B‘fa’; (0,0) ; que peut-on en déduire ?
Exercice 8 Rappeler les résultats pour la somme, produit, inverse d’applications numériques de classe C*, compo-

sition d’applications de classe C*.
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Théoréme 7.3.5 (Formule de Taylor-Young) Soit U un ouvert de R™ et f une fonction numérique de classe C?
sur U, alors pour tout point a de U et tout vecteur h tendant vers 0

Flath) = Fla)+ S mDif(a) + 5 [ SWED2f@) +2 S0 hyheDZf(a) | +olA?)
j=1 j=1 1<j<k<n

Preuve : Grandes lignes a compléter.
Pour h suffisamment petit afin que le segment [a,a + h] soit contenu dans U, appliquez la formule de Taylor avec
reste intégral & l'ordre 2 & la fonction g définie sur [0,1] par g(t) = f(a + th).

1
mn:mm+ﬂm+A<L%WWMt

En calculant les dérivées secondes de g, pensez a utiliser le théoreme de Schwarz.
L’égalité finale s’obtient a l'aide de

1 1
1
| a-ngwa =g+ [1-owo - g o)
0 0
la derniere intégrale étant un o(||h||?) grace a la continuité des dérivées partielles secondes.

Proposition 7.3.6 (Cas n = 2) Soit U un ouvert de R? et f une fonction numérique de classe C* sur U, on suppose
que le point a de U est un point critique et on note

r=Di,f(a) s=Diyf(a) t=Dj,f(a)

alors si

1. 2—rt<0
—etr >0 on aun minimum local
—etr <0 on aun mazimum local

2. 82 —rt >0, on a un point col (ni mazimum local, ni minimum local)
Preuve : Dans le cas particulier n = 2 et avec a point critique la formule de Taylor-Young s’écrit
1
fla+h) = fla) = 5(rhi + 2shahs + 1h3) + o(||1]*)
et on s’intéresse au signe de la forme quadratique
q(h1, he) = rhi + 2shyhs + th3

Les différents cas de la proposition correspondent a

1. 82 —rt <0
— et 7 > 0 ¢ est une forme définie positive
— et 7 < 0 ¢ est une forme définie négative

2. s2 —rt > 0, ¢ est une forme non dégénérée, ni positive, ni négative.

Exercice 9 Soit f définie de R? dans R par f(x,y) = 2® + 32y? — 15z — 12y, déterminer ses points critiques et les
classer.
7.4 Intégrales multiples

7.4.1 Intégrales doubles

Théoréme 7.4.1 Soit f une fonction continue sur le pavé P = [a,b] X [c,d] d valeurs réelles ou complexes. On a

/Cd (Lbf(x,y) dz) dy/ab </Cdf(z,y) dy) dz = //P f(a,y) dedy
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Preuve : Grace aux résultats des intégrales a parametre on sait que les fonctions A et B définies par
d b

0= [ fandy Bw)= [ fewds

(&

a

sont continues sur respectivement [a, b] et [c, d]. Les intégrales doubles sont bien définies.
Notons H la primitive de A sur [a,b] qui s’annule en a, ainsi

H(b):/abA(x)dx:/ab (/Cdf(x,y)dy) do

Notons K la fonction définie sur [a,b] par

K () =/Cd (/atf(ar,wdx) dy

Avec le théoreme de dérivation des intégrales a paramétre (vérifier que les hypothéses sont bien satisfaites) nous

avons que K est dérivable sur [a,b] et K'(¢ f f(t,y)dy = A(t). Comme K(a) = H(a) = 0, nous avons K = H
soit K (b) = H(b) ce qui est le résultat attendu

Définition 7.4.2 Soient I et I' deuz intervalles non vides ou non réduits d un point, f continue positive sur
I x I alors f est dite intégrable sur I x I' s’il existe M > 0 tel que pour tout segment J C I, tout segment J' C I'
ona [[, . flx,y)dedy < M. On pose alors

/ f(z,y) dedy —sup{// flz,y) dxdy}
IxI’ 7,J! IxJ!

On suit alors le méme cheminement que pour la définition de I'intégrale d’une fonction sur un intervalle quelconque.
Nous en donnons les grandes lignes.

1. f continue & valeurs réelles ou complexes est dite intégrable sur I x I’ si |f| lest.

2. f & valeurs réelles continue et intégrable alors f* et f~ sont intégrables et

//le’f:/lxl’f+_/1x1’f_

3. f & valeurs complexes continue et intégrable alors Re(f) et Im(f) sont intégrables et

ot [ s [ s

Théoréme 7.4.3 (Fubini) Soit f une fonction a valeurs complexes, continue et intégrable sur I x I'. Si pour tout
x de I la fonction f(x,-) est intégrable sur I' et si Uapplication g : x fI, f(z,+) est continue par morceauz et

intég7 a/ble Sur I, on a
x1’

De plus, si la fonction f(-,y) est intégrable sur I pour tout y de I' et si Uapplication h : yw— [, f(-,y) est continue
par morceauz et intégrable sur I', on a
Jo=
I ’

Preuve : admis.

7.4.2 Intégrale sur une partie simple du plan, notion d’aire

Définition 7.4.4 Une partie A du plan R? est dite élémentaire si elle admet les deuz définitions suivantes

A={(z,y) €R? a<z<b pi(z) <y < po(x)}
A={(z,y) €ER? c<y<d, ¥1(y) <z <oy}

ou p1, Q2 (resp. Y1, a) sont des fonctions continues sur [a,b] (resp. [c,d]) vérifiant p1(x) < pa(x) pour tout = de
la,b] (resp. vérifiant 1(y) < Pa(y) pour tout y de ]c,d]).
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Proposition 7.4.5 Soit f une fonction a valeurs réelles ou complexes continue sur une partie élémentaire A du
plan. On note f la fonction, définie sur R?, obtenue en prolongeant f par 0 sur le complémentaire de A. Alors les
intégrales ci-dessous sont bien définies et

[ (L) o= [ (fems) - [

Lorsque f =1, laire de la partie élémentaire A est le réel

A) = / / |
A
Exercice 10

Ecrire les intégrales doubles a ’aide des fonctions ¢; et ;.

Proposition 7.4.6 Ces résultats s’étendent au cas ot A est une partie simple du plan, c’est a dire, la réunion de
partie élémentaires dont les intérieurs sont deux ¢ deux disjoints.
On a additivité de l’aire pour une réunion finie de parties simples dont les intérieurs sont deux d deux disjoints.

Théoréme 7.4.7 (Formule de changement de variable) Soit U et V deux ouverts de R? et ¢ une application
de classe Ct de U dans V. Soit D et A deux compacts simples, tels que p(D) = A, f une fonction continue sur A,
si de plus 'ensemble des points de A qui ont plusieurs antécédents par ¢ est d’aire nulle alors

[ s@yasay= [ [ oot o)ljoctotu, ) dud

Preuve : admis
Exercice 11
Retrouver la formule de changement de variables lors du “passage en coordonnées polaires”.

7.5 Exercices

Exercice 12
a) Soit I'application f définie sur R? par £(0,0) = 0 et pour (x,y)#0 f(z,y) =
f est-elle continue en (0,0) ?

b) On suppose que I'on a une application f de R? dans R dont les dérivées partlelles e et
Montrer que f est continue.
c) Soit I'application f définie sur R? par £(0,0) = 0 et pour (z,y)#0 f(z,y) =
bornées sur R2. f est-elle différentiable ?
Exercice 13
Soient f une application C' de R? dans R, a et b deux fonctions C' sur R. On définit la fonction F sur R par
F(x) = [o) f(t,2)dt.
a) Soit G I'application de R* dans R définie par G (u, v, z) = qu f(t,z)dt, montrer que G est de classe C* sur R3.
b) En déduire que F est de classe C! sur R et calculer F.
Exercice 14
Soit f une application de classe C! de R™ dans R, montrer l’équivalence entre les deux assertions suivantes :

g7 Calculer 3—f(0 0) et J;(O,O).

f sont bornées sur R2.

2 vl Montrer que a—i et g—g sont

(i) Il existe p € N* tel que pour tout ¢ > 0 et tout = € R" flxy, - tay) =P f(x1,- ,xy).

(ii) Il existe p € N* tel que pour tout = € R, Y | x5+ ax ( ) =opf(x).

Indication pour montrer que (i) implique (i) : fixer (x1,--- ) et considérer la fonction g définie sur R par
g(t) = f(txy,- - ,txy,). Trouver une équation différentielle linéaire du premier ordre dont g est solution puis conclure.
Exercice 15

a) Soit Pensemble Q des (n — 1)-uplets vérifiant 1 > 0,--- ,x,—1 > 0, 22;11 xp < 1. Justifier que Q est ouvert et

que Q est compact.

b) Montrer que lapplication f : (21, -+ ,Zp_1) (1 > xk) Hz;ll ) possede un maximum sur € et
déterminer ce maximum.

Exercice 16

Soit f : R? — R Iapplication définie par f(z,y) = (z + y)e’x2’y2. Déterminer les extrema locaux de f et préciser
leur nature.

Exercice 17
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Soit f une application C* de R dans R? telle que pour tout réel ¢, || f(¢)|| = 1; ot ||-|| désigne la norme euclidienne
standart de R®. Montrer que pour tout réel ¢, (gradf(t) | f(t)) = 0 ot1 (- | -) est le produit scalaire associé a ||-||.
Interprétation géométrique ?

Exercice 18

Soient R > 0, Dg = {(z,y) € (Ry)? | 2?2 +y? < R?*} et Ag = [0,R] x [0, R]. On pose I(R) = Joa e~ @) d dy
et J(R) =[x, e~ @) da dy.

a) Calculer I(R).

b) Montrer que I(R) < J(R) < I(Rv/2) et en déduire que limg_, oo [(R) = limpr_, 1 J(R).

¢) En déduire que f0+oo e~ dt converge et donner sa valeur.

Exercice 19

Calculer [[}) zydxdy ot D est la partie bornée du plan limitée par les paraboles d’équations y = 22 et 2 = y°.
Exercice 20

En utilisant le théoreme de Fubini, calculer

2 x 4 2
I:/ (/ sinmdy> dx+/ (/ sinmdy) dx
1 Nz 2y 2 Vz 2y



Analyse M1-ENSM Ch. Menini

Devoir 1
A rendre au plus tard lundi 13 février

Exercice 30 du chapitre “Suites et Séries numériques”

Probléme
1. On définit deux suites (ay,) et (b,) de réels strictement positifs par les relations de récurrence

{ apy1 = %(an + bn)

anrl = bnanJrl

et la donnée des premiers termes ag et by tels que 0 < ag < bg.

a) Montrer que la suite (a,) est croissante, que la suite (b,,) est décroissante et que pour tout entier n, a, < by,.
b) En déduire que les suites (a,) et (b,) convergent. Que peut-on dire de leur limite ?

c) Montrer que pour tout entier n

2 2 An+1
bn+1 - an+1 = 9 (bﬂ - an)'

En déduire que

1 . 1
brtr1 — apt1 < i(bn —ay) puis que b, —a, < 4—“(3)0 —ag)-
2. On pose pour tout entier n, ¢, = z—” Montrer que pour tout entier n, c,+1 = H% et que by4+1 = bpcpya.
3.
a) Justifier qu'il existe un réel o compris entre 0 et 7 tel que ¢y = cos a. Montrer que

«Q ¢ b b sin
€1 =cos— € = .
' 2 P %26 g
b) Donner les expressions en fonction de n, « et by de ¢, b, et n.
c¢) Montrer que la limite commune aux suites (a,) et (bn) est bo>52.
— 1 - _2_ i
4. On prend ag = 33 et by = 3./3» On pose pour tout entier n
1 1
Pn=— et q,=—.
by, an

a) Montrer que les suites (p,,) et (¢,) convergent vers .
b) Montrer que pour tout entier n

3V3

3vV3
OSQn_pn<i puis que OSTF—pHSF_

S
A partir de quel rang ng est-on assuré que p, approche 7 & moins de 10~8 pres ?

5. On considere un cercle C de rayon 1 et pour tout entier n, deux polygones réguliers P, et @), ayant 3 x 2™ cotés.
P, étant inscrit dans C et @), exinscrit a C. Voir les cas n = 0 et n = 1 au dos de la feuille.

a) Evaluer en fonction n une mesure de 'angle au centre qui intercepte 1'un des c6tés de P, ou de Q.

b) Vérifier que p,, est la valeur du demi-périmetre de P, et que g, est la valeur du demi-périmetre de @,, (on pourra
penser & la formule d’Al-Kashi pour p,,).



FIGURE 1 — Les polygones P, et Qg
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FIGURE 2 — Les polygones P; et (1
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Analyse M1 ENSM Ch. Menini

Devoir surveillé - lundi 12 mars 2012
Durée Sh - Documents non autorisés. Calculatrice autorisée.

Exercice 1.
On considere la suite (uy,), définie, pour n > 1, par

n!le™

n"y/n

Up =

et la suite auxiliaire (v, ), définie, pour n > 2, par
v, = Inu, —Inu,_q

1) Exprimer simplement v,, en fonction de n et donner un développement limité & l'ordre 2 en 1/n de la
suite (vy,).

2) En déduire que la série ) v, est convergente.

3) Montrer alors que les suites (Inwuy, ), et (u,) convergent. En déduire qu’il existe un réel K > 0 tel que

n n
!~ K (f) Jn
e
Exercice 2.
Soit (up)n>1 une suite de nombres réels non nuls. On lui associe la suite des produits partiels (py,)n>1
définie par :

n
Yn>1, p,= l_Iu;,C
k=1

On dira que le produit infini de terme général u,, (noté [ [ u,) converge, lorsque la suite des produits partiels
(Pn)n>1 admet une limite finie non nulle. On notera alors

+oo
H Uk = ngrfoo Pn-
k=1
Lorsque la suite des produits partiels (py)n>1 n’a pas de limite, ou bien lorsqu’elle tend vers 0, on dira que
le produit infini []uy diverge.
la) Montrer que si le produit infini [[uy converge alors la suite (uy),>1 converge vers 1.
1b) La réciproque est-elle vraie ? (On pourra considérer la suite de terme général u, =1+ %)
2) Donner un exemple de suite de réels non nuls (v,),>1 telle que la suite des produits partiels (pp)n>1

tend vers 0.
“+o00

3) Montrer que le produit infini kH1(1 - ﬁ) converge et déterminer sa valeur.

4a) Si pour tout n > 1 u, > 0, montrer que [ [ u, converge si et seulement si > In(u,) converge.

4b) On suppose que u, = 1 + €, avec (€,), suite de termes de signe constant, qui converge vers 0 et telle
que pour tout n > 1 |e,| < 1.

Montrer que [] u, converge si et seulement si > €, converge.

5) On note (gn)n>1 la suite strictement croissante des nombres premiers (q1 =2, g2 =3, ¢3 =5, ... ). Le
but de cette question est de montrer que > qin diverge.

5a) Justifier la convergence des séries ci-dessous, puis les calculer

00 1
Vn Z 1, Ay = Z qfk
k=0 *™
+oo
5b) Si on suppose que qi converge, montrer qu’alors le produit infini [[ a, converge.
" n=1



5¢) Montrer que
S D S
k=0 ki+ko= kql a°
puis que pour tout n de N*
1
R M
k=0 ky+-thko=k Q1 """ dn

qn
5d) En déduire que a; - - a, > Z puis conclure. (On rappelle que tout entier naturel supérieur ou égal

]—1
a 2, N, admet une décomposition unique (a l'ordre prés) en produit de nombres premiers.)

Exercice 3.
Pour (a,b,n) € (N*)3, on note P, la fonction polynomiale définie sur R par

2" (br — a)”

Fulz) = n!
et I( = Jo Pa(t)sin(t) dt.
la) Justlﬁer que pour toute fonction polynomiale P de degré inférieur ou égal a IV,
N
PM(0)
Vz e R, P(x):z o
k=0

1b) En déduire que pour tout entier k, P(k) (0), les dérivées successives de P, en 0, sont des entiers relatifs.
1c) Montrer de méme que pour tout k de N, piF )( ) est dans Z.
2) Montrer qu’il existe un réel strictement positif M tel que

VYneN supl|P,| < — ‘
(0,7] s

3a) Montrer, sans utiliser la formule de Stirling, que la suite (%)n converge vers 0.
3b) En déduire que lim I,(a, b) = 0.

n
Le reste de I’exercice a pour but de montrer par ’absurde que 7 est irrationnel.

4) Soient f et g deux fonctions C* sur [0, 7], démontrer, pour tout N de N*, la formule d’intégration par
parties généralisée :

T N - T
(V) — _1\k-1 (k—1) (N—k) _1\N (V)
[ s 00yt = S0 [0 00V P w] T+ (-0 [T

k=1

5a) On suppose que 7 = § avec (a,b) € (N*)2, montrer que pour tout n de N*, I,,(a,b) est dans Z.
5b) Conclure que 7 est irrationnel.

Exercice 4.

1) Justifier que pour tout réel z > 0, la fonction ¢ — S2Le~! est intégrable sur |0, +ool.
On note o
int
Ve>0 F(x)= / ST et gy,
0 t
2) Montrer que la fonction F' est dérivable sur |0, +oo[ et que F'(x) = — fo (sint)e™* dt.

3) Montrer que pour tout x de ]0, +oo[, F'(z) = 1+z2.
4) Montrer que lirJlrn F(x) = 0 puis en déduire une expression simple de F'.
T—+00
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Analyse M1 ENSM Ch. Menini

Examen - jeudi 3 mai 2012
Durée Jh - Documents non autorisés. Calculatrice autorisée.

Exercice 1.
1) a) Montrer que
Vr e [0,+00] € >z+1

a) Quel est le domaine de définition de la fonction f donnée par f(x) = % ?

)
)

b) Montrer que f est croissante sur [0, 1] et que pour tout = de [0, 1], f(z) est dans [0, 1].
)

4) On définit la suite (u,) par la relation de récurrence

[
Unt1 = f(un)

Montrer que pour tout entier n, % < up < Upyr < 1.
5) Montrer que la suite (uy) converge et déterminer sa limite.

Exercice 2.

On note P l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Pour tout n de N*, on note e, les fonctions
polynomiales définies par e, (x) = z™; ey est définie par ep(x) = 1.

Soit A : P — P lopérateur de différence premiere défini par

Yz eR, (AP)(z)=P(z+1)— P(x), ol AP =A(P)

1) Montrer que A est une application linéaire de P dans P.

2) Déterminer A(eg), A(er) et A(ez). A est-elle injective ?

3) Justifier que si P est un polynome de degré p alors A(P) est de degré inférieur ou égal a p — 1.

4) On note A* = Ao---0 A (k fois) et A? = id. Que vaut APT(P) si P est un polynoéme de degré p?

On définit de nouvelles fonctions polynomiales H,, par
1) (g — 1 1
Ho(w)=1; VneN, Hy(p)=@=D@=nth lyp 4

n! n!

5) a) Montrer que AHy =0, AH, = H,_1 sin > 1.

b) Montrer que (A*H,,) (0) = 6,

6) Démontrer que (Hy,)y<, <y st une base de Ry[X], le sous-espace vectoriel des polynémes a coefficients
réels et de degré inférieur ou égal & N.

7) a) Montrer que pour tout P de Ry[X]

b) Déterminer le noyau de A

c) Montrer que A : P — P est surjective.

) a) Pour P € P, on pose || P| = sup,cp ) |P(x)]. Démontrer que I'on définit une norme sur P.

b) Calculer pour tout entier n, ||e,|| et [|A(ey)]|-

c) L’application linéaire A : P — P est-elle continue pour cette norme ?

9) a) Pour P € P, on pose N(P) = 3.2 | (A"P) (0)|. Démontrer que I'on définit une norme sur P.

b) Montrer que I'application linéaire A : P — P est continue pour cette norme N et de norme égale a 1.

oo



Exercice 3.
Pour n entier supérieur ou égal a 2, on note u, le nombre de matrices réelles a n lignes et n colonnes
ayant exactement deux 1 dans chaque ligne et chaque colonne et des zéros ailleurs, on peut vérifier assez
facilement que uz = 1, ug = 6 (il n’est pas demandé de le faire). On pose ug = 1 et u; = 0, on a alors la
relation de récurrence (admis)

n(n — 1)

Vn>2 u,=n(mn—1)u,_1+ — gy Un-2

1) On pose pour tout entier n, w, = (n,) Montrer que la suite (w,,) vérifie la relation de récurrence

-1 1
Vn>2 w,= Lwn_l + —wp_o
n 2n

2) Montrer que pour tout entier n, w, € [0, 1].

3) Montrer que pour tout n > 2, w, > %

4) Déduire des questions 2 et 3 que le rayon de convergence de la série entiere > wy,z" est 1.

5) Pour z €] — 1,1], on note W (x) = >_./°% w,2"™. Montrer que W est solution sur | — 1,1[ de I'équation
différentielle

y(z) = )y(w)

21—z
6) Résoudre sur | — 1, 1] cette équation différentielle et déterminer W.

Exercice 4.

Questions préliminaires

A- a) Pour tout y > 0 et tout entier non nul n, on pose ¢,(y) = arctan(n,/y) — arctan(y/y/n). Montrer
que

" 1 1
= gy

b) Montrer que
1
Yy € [E,n], arctan(y/n) — arctan(1/yv/n) < o, (y) < 7/2

B- Montrer que pour tout n > 1

n 1
/Un m dy = 2 (arctan(y/n) — arctan(1//n))

Indication : on pourra faire le changement de variable u = /y.

C- Pour tout entier n, montrer que fol 22" Inz dx converge et que

1 1
/ nzdr = ————
0 (2n—l— 1)2
1

Pour tout n > 1 on note D, = [+, n]? le pavé de R? et

= //D T

1) a) Justifier que I, fl/n
b) En déduire que

1+y)f

1 ™ [" 1
(arctan(v/n) —arctan(l/f))//nwdy == 2/1/n(1+y>\/ﬂdy

2
T
c) Puis en déduire que la suite (I,,) converge et a pour limite -



2) Pour = # 1, trouver a(zx) et (b(x) tels que

1 a(x) b(x)
(1+y)(1 +yz?) T 1ty2? 14y
3) Montrer que pour tout z # 1 et pour tout n > 1

/” 1 J 1 | <1+nﬂc2>
= n
i ) (A +y2) Y " 21 "\t a?

1 1 2 -1 In(x2
lim ln< +nx>:n et que lim n(x)_l

Yy >0

4) Montrer que

e—122 -1 n + x2 n+1 a—la2—1
5) Justifier que l'intégrale fll/n ﬁ In (1;1‘;”22) dx est bien définie puis montrer que

1 2 n 2
1 1 1 1
/ 3 ln< +nx2>dx:/ 5 ln< —I—nx2>d$
1/n s —1 n+x 1 a2 —1 n+x

1 2
1 1
In:2/ ; ln< +”””2>d:c
1nx®—1 n+x

7) Montrer que pour tout x de [0, 1] et tout n de N*

6) En déduire que

2 1 + na?
~ n+4a?

puis que (en prenant le prolongement par continuité pour x = 1)

2 2
0 < 1 m(l—l—nm)gh;(a:)
e —1

T <1

2?21 n + a2
8) a) On note 1 la fonction indicatrice de l'intervalle I. On pose pour tout tout n de N* h, (1) = ”—_% et

n+
pour tout z de [0, 1]
hn (@) =

1 1+ na?
2 —1 i < n+ z2 > BERIC)
Déterminer la limite de la suite (hy,).
b) Montrer que

c¢) En déduire que

On rappelle le résultat suivant

Soit (uy) une suite de fonctions positives, continues par morceaux sur l'intervalle I. Si la série Y u,, converge
simplement sur I vers f continue par morceaux et intégrable sur I alors la série de terme général | 7 Un est
convergente et

9) Montrer que

1 +oo .1
/ S(m) dx:—Z/ 22" Inx dx
0o z°—1 =Jo

10) A P’aide des questions précédentes, calculer

= 1 |
$= et $H=3 —
! nE:O(Zn—i—l)2 ¢ 2 ;:1”2
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