Eléments de correction du Devoir surveillé du 10 Novembre 2015.

Exercice 1 : (1) Soit f,(z) = n%z" In(x). Calculer

lim fo(z)dx et / lim f,(z)dx.

n—-+oo [671,1] [871,1] n—-+o0o

Existe-t-il une fonction g intégrable sur [e=!,1] telle que pour tout n € N* et pour tout x € [e7!,1],

[fn(2)] < g(x) 7
Pour tout entier n, f, est continue sur [e~!, 1] donc intégrale de Lebesgue et de Riemann coincident et avec
une intégration par parties
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lim fo(z)de =—1
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Pour tout = de [e™1, 1], lirf n?z"™ = 0 (croissance comparée avec |x| < 1) et pour tout entier n, f,(1) = 0,
n—-—+0oo

d’oul

(fn) est une suite de fonctions mesurables qui converge en tout point de [e™!, 1] et

lim fn(x)dx # lim f,(x)dx

oo ey [e=ty nEe

par contraposée du théoréme de convergence dominée il n’existe pas de fonction g intégrable sur [e~!, 1] telle
que pour tout n € N* et pour tout x € [e=1, 1], | fn ()] < g().

(2)Calculer

lim [ (1+ (sim(ac))”):):e_gc2 dx.

n—-+4o0o R

Pour tout entier n et tout réel z, on pose fn(z) = (1 + (sin(z))™)ze .

Vn € N, f, est continue sur R donc mesurable.
Vo # Z[r], |sin(z)] < 1 et ll}l}_l (sin(z))™ = 0. L’ensemble 7 + 7Z est dénombrable donc de mesure de
n oo

Lebesgue nulle, soit , ,
lim (14 (sin(z))")ze™™ =ze™™ p.p.

n——+oo
Vn e N, Vo € R, |fu(x) < |:U|e_5‘52 et la fonction x — |90|e_’c2 est intégrable sur R.
(e 9]
En effet par parité [ \a:|e‘9ﬂ2 de =2 f[o oo ze " = [—e‘xz] = 1 (on pouvait aussi utiliser les théorémes
: 0

de comparaison entre fonctions positives des intégrales généralisées).
Avec le théoréme de convergence dominée

1 oo
nll)r_ir_loo R(l + (Sin(:ﬂ))”)xe_rQ dx = /R:ce_wrz de = [26_11 N =0

(3)Pour n > 1, soit f,(x) = arctan(nz)e=*".



Calculer la limite simple de la suite de fonctions (fy,), sur [0, 4+oo[ puis lim, 4o f[o oo fn(x) do.
Pour tout n > 1, f,(0) =0, lim f,(0)=0.
n—-+o0o
Pour tout # > 0, lim arctan(nz) = § d’oit avec le produit de limites
n—-400

pour tout z de ]0, 1], lirf " =0 et hrf fo(z)=Z;
n—+4o0o n——4o00

=1, I 1)=2L;
pour x , Jm Jn(1) = 55
pour z > 1, lim 2" =+occet lim f,(x)=0.

n—-+00
Nous allons utiliser le théoréme de convergence dominée.
Pour tout entier n, f,, est continue sur R donc mesurable.
Avec ce qui précede, lim  f,(z) = §x)0,1[ P-D-
n—+00 ’

Vo > 1, —2" < —, la fonction arctan est majorée par § sur Ry, d’ou
s
Vn e N* Vo € [0,+00] 0< fo(x) <g(z) avec g(z)= { 2
2

La fonction g est intégrable sur [0, +o00[ et avec le théoréme de convergence dominée
i fu)do = [ (@)dr =7
11m €T €Tr = 7X 0 1 xr = —
n—+400 [0,4+00[ " [0,4-00] 2 J0.1[\¥ 2

Exercice 2 : Soit (2, T, 1) un espace mesuré avec j1(€2) # 0 et soit f : Q@ — [0, +oo[ une fonction mesurable.
(1)Montrer qu’il existe un ensemble A € T tel que u(A) > 0 et f soit bornée sur A.
On pourra considérer les ensembles A,, = {x € Q; f(z) < n}.
A, = f71([0,n]), [0,n] est fermé donc est un borélien et f mesurable; A, est un élément de 7 pour tout
entier n.
(Ay)n est une suite croissante d’éléments de 7 et |J A, = Q car f ne prend que des valeurs finies, d’ou

n

lin p2( A (UA > >0

La limite est strictement positive donc il existe un entier n tel que p(A4,) > 0 et f bornée sur A4,, € T.
(2)Montrer que si p({z € ; f(x) > 0}) > 0, alors il existe B € T tel que u(B) > 0 et f soit minorée sur B
par une constante strictement positive.

On pose pour tout entier n > 0 B, = {z € Q; L < f(z)}, By = f~! (]1,400[) est élément de T comme
image réciproque d’un ouvert par f mesurable.

(Bp,)n est une suite croissante d’éléments de T et |J B, = {z € ; f(z) > 0}. On termine de fagon analogue

n
a la question précédente

lim (B (UB)-u{er f(x) >0})>0

La limite est strictement positive donc il existe un entier n tel que u(B,) > 0 et f est minorée par %

sur B, € T.

>0

Exercice 3 : Soit (2, T, 1) un espace mesuré, X un ensemble et h : ) — X une application.
On note M = {B C X; h™(B) € T}.
(1) Montrer que M est une tribu sur X.
MCP(X) et
—fPdeMcah (D) =0eT;



— soit (B;)ies une famille au plus dénombrable d’éléments de M alors h~! <U BZ') =UJrtB)eT
car T est une tribu donc stable par union au plus dénombrable ; ! !
— soit B € Malors h™1 (X \ B) = Q\h™1 (B) € T car T est une tribu donc stable pour le complémen-
taire.
(2) Pour B € M, soit up(B) = u(h~1(B)).
Montrer que uy, est une mesure sur M.
pp, est définie de M dans [0, +00] et
— un(0) = p(h=1(0) = (0) = 0;

— soit (B;)ier une famille au plus dénombrable d’éléments de M deux & deux disjoints, alors

() 2o (U)oU) ==

car (h*I(BZ-))ZEI
une mesure sur 7 .
(3) Soit B € M. Montrer que [ xB dun = [ xB o h du, ot xp est la fonction indicatrice de B.
Indication : remarquer que xp o h = xj,-1(p)-

est une famille au plus dénombrable d’éléments deux & deux disjoints de 7 et u est

/XXB dpn = pn(B) = p (h1(B)) :/QXhl(B) dM:/QXBOhd,U

(4) Montrer que pour toute fonction mesurable f : (X, M) — ([0, 4o0[, B(]0, +o0l),

/deuhz/ﬂfohdu.

Avec la linéarité des intégrales on a I’égalité pour toute fonction étagée puisque c¢’est une combinaison linéaire
finie d’indicatrices d’ensembles mesurables.

Toute fonction mesurable positive est la limite d’une suite croissante de fonctions étagées, on obtient I’égalité
demandée avec le théoréme de convergence monotone.

Exercice 5 : Dans cet exercice 1 désigne la mesure de Lebesgue sur R.

(1) Soit F C [0,1] un fermé de [0, 1] tels que 1 (F) = 1. Montrer F' = [0, 1].

(considérer [0,1] \ F' qui est un ouvert...)

Si [0,1] \ F' n’est pas vide alors il existe 0 < a < b < 1 tel que a,b[C [0,1]\ F' et p1([0,1]\ F) >b—a >0,
nous avons une contradiction avec pq (F) =1 = pq([0, 1]).

(2) Le résultat du (1) reste t-il vrai en remplagant j11 par une mesure finie sur [0, 1] muni de la tribu borélienne
de [0,1] 7

La réponse est non, on peut prendre comme contre-exemple la mesure de Dirac dg et le fermé F' = [0, %], on
a bien do(F') = dp([0, 1]) mais F' # [0, 1].

(3) Soient (an)n>1 une suite dense dans [0, 1], c’est-a-dire ’adhérence de I'ensemble {a,; n € N} est égale a
[0, 1]. Soit ¢ une constante avec 0 < ¢ < 1. On pose

C C
U :]0, 1[m (Un21]an - 2n+1a Gn + = on+1 [)

(i) Montrer que U est un ouvert et que u1(U) < 1.
Une union quelconque d’ouverts est ouverte donc Uy, >1]a, — SAFTs An + Qn—cﬂ[ est ouvert, une intersection finie
d’ouverts est ouverte donc U =0, 1[N (Up>1]an — 557, @n + 5rar[) est ouvert.

= 2c
<Z'u1( n 2n+1’ ”+2n+1[):§:2n+lzc
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or0<ec<1doum(U)<Ll
(ii) Déterminer U. Est-ce que u1(U\U) =07

{an; n €N} c U C|]0,1[= [0,1] = {an; n €N} cU C [0,1] = U = [0,1]

pi(UN\U) = pa([0,1]) = pa(U) 2 1 — ¢ > 0 soit pun(U\U) #0

(iii)Si F est un fermé de [0, 1], a-t-on toujours p1(F') = sup{u1(V); V ouvert inclus dans F'} ?
La réponse est non. Prenons comme fermé F' = U \ U et V un ouvert inclus dans F, nous allons montrer
qualors V' = () bien que uq(F) > 0.

VcU\U=VnNU=0=Vn{a,; neN}=0

or tout ouvert non vide d’'un espace F a une intersection non vide avec une suite dense de F, la contraposée
nous permet de conclure que V = ()



