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Examen (durée 3 h)

I. On définit la fonction

F (x) =

∫
R

ext

cosh t
dt

où cosh t = et+e−t

2 .
0) Pour quelles valeurs α et β les intégrales suivantes sont-elles convergentes :∫ +∞

0
eαtdt et

∫ 0

−∞
eβtdt.

1) Déterminer l’ensemble de définition D(F ) = {x ∈ R, F (x) <∞} de F .
2) Montrer que F est dérivable sur tout intervalle ]a, b[ où −1 < a < b < 1. En dénduire
qu’elle est dérivable sur ]− 1, 1[ et donner l’expression de F ′(x).
3) Rappeler le lemme de Fatou.
4) Soit xn ∈]− 1, 1[ une suite qui converge vers 1. Que vaut limn→∞ F (xn) ?

II. On considère la suite de fonctions fn définies pour x ≥ 0 par

fn(x) =

n∑
k=1

(−1)k

(x+ k)3
.

1) Justifier que la suite fn est convergente sur R+ vers une fonction mesurable f .
2) Justifier que fn ∈ L1(R+, dx).
3) Montrer que fn converge vers f dans L1(R+, dx).
4) Montrer que fn et la fonction g définie par

g(x) =
∞∑
k=1

1

(x+ k)3

sont dans Lp(R+, dx) pour tout p ∈ [1,+∞].
5) Montrer que fn converge vers f dans Lp(R+, dx) pour tout p ∈ [1,+∞[.

III. Soit Ω un ensemble non vide muni d’une tribu T . Soient µ et ν deux mesure
positives sur (Ω, T ). On dit que ν est absolument continue par rapport à µ si

A ∈ T , µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0.
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Dans ce cas, on note ν << µ.
On considère la propriété suivante :

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que :A ∈ T , µ(A) < δ =⇒ ν(A) < ε (∗)

1) Montrer que si (∗) a lieu alors ν << µ.
2) Supposons que ν(Ω) < ∞ et que ν << µ. Nous allons montrer que (∗) a lieu.
Supposons que (∗) n’est pas vérifiée.
i) Expliquer pour quoi il existe ε > 0 et une suite An ∈ T tels que µ(An) < 2−n et
ν(An) ≥ ε.
ii) On considère l’ensemble Bn = ∪k≥nAn. Dire pourquoi Bn ∈ T puis majorer µ(Bn)
et minorer ν(Bn).
iii) En considérant B = ∩nBn, montrer que l’on aboutit à une contradiction.
3) Soit µ une mesure positive sur (Ω, T ) et φ une fonction positive et mesurable sur Ω.
On définit pour tout A ∈ T

ν(A) =

∫
A
φ dµ.

Montrer que ν est une mesure positive sur (Ω, T ) et que ν << µ. En particulier, si φ
est µ-intégrable sur Ω alors µ et ν vérifient (∗).
4) En choisissant Ω =]0, 1[, µ = dx et φ(x) = 1

x montrer que (∗) n’est pas vérifée.

IV : Soit p ∈]1,∞[, on notera q son conjugué, 1
p + 1

q = 1. On définit pour tout

f ∈ Lp(R+, dx) et x > 0 :

F (x) =
1

x

∫ x

0
f(t) dt.

1) Soit 0 < α < 1
q . En écrivant F (x) = 1

x

∫ x
0 f(t)tαt−α dt, montrer que

|F (x)|p ≤ x−1−αp

(1− αq)p/q

∫ x

0
|f(t)|ptαp dt

2) En appliquant le théorème de Fubini-Tonelli, montrer que∫ ∞
0
|F (x)|pdx ≤ 1

αp(1− αq)p/q

∫ ∞
0
|f(t)|p dt.

3) Montrer que ‖F‖p ≤ q‖f‖p (indication : on pourra minimiser la fonction α 7→
1

(αp)1/p(1−αq)1/q sur ]0, 1q [).


