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Examen (durée 3 h)

I. On définit la fonction

6xt
F(z) = dt
(z) /R cosht

ou cosht =
0) Pour quelles valeurs « et 3 les intégrales suivantes sont-elles convergentes :

+o00 0
/ edt et / ePldt.
0 —00

1) Déterminer ’ensemble de définition D(F') = {z € R, F(z) < oo} de F.

2) Montrer que F' est dérivable sur tout intervalle Ja,b[ ot —1 < a < b < 1. En dénduire
qu’elle est dérivable sur | — 1, 1] et donner l'expression de F’(x).

3) Rappeler le lemme de Fatou.

4) Soit x,, €] — 1, 1] une suite qui converge vers 1. Que vaut lim, oo F'(xy)?
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I1. On considere la suite de fonctions f, définies pour = > 0 par

~ (-1*
fn(x) = Z m .
k=1
1) Justifier que la suite f,, est convergente sur RT vers une fonction mesurable f.
2) Justifier que f, € LY(R*, dx).
3) Montrer que f, converge vers f dans £!(R*, dx).
4) Montrer que f, et la fonction g définie par

[e.e]

g(z) = !

(x+ k)3
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sont dans LP(RT, dz) pour tout p € [1,+00].
5) Montrer que f, converge vers f dans LP(R™,dx) pour tout p € [1,+o0].

ITI. Soit 2 un ensemble non vide muni d’une tribu 7. Soient p et v deux mesure
positives sur (€, 7). On dit que v est absolument continue par rapport a p si

AET, u(A) =0 = v(A) =0.



Dans ce cas, on note v << pu.
On considere la propriété suivante :

Ve > 0,30 >0tel que: A e T,u(Ad) <o =v(A) <e (%)

1) Montrer que si () a lieu alors v << p.
2) Supposons que v(2) < oo et que v << pu. Nous allons montrer que (x) a lieu.
Supposons que () n’est pas vérifiée.
i) Expliquer pour quoi il existe € > 0 et une suite A, € T tels que u(A,) < 27" et
v(A,) > e.
ii) On considere l'ensemble B,, = Ug>pAy,. Dire pourquoi B,, € T puis majorer u(B;,)
et minorer v(B,,).
iii) En considérant B = N, B,,, montrer que ’on aboutit & une contradiction.
3) Soit 1 une mesure positive sur (£2,7) et ¢ une fonction positive et mesurable sur §2.
On définit pour tout A € T

= / o du.

A

Montrer que v est une mesure positive sur (£2,7) et que v << u. En particulier, si ¢
est p-intégrable sur € alors p et v vérifient (x).
4) En choisissant Q =]0, 1[, u = da et ¢(z) = 2 montrer que () n’est pas vérifée.

IV : Soit p €]1,00[, on notera g son conjugué, % + % = 1. On définit pour tout
feLP(Rt,dx)etz>0:
1 x
= — t) dt
: / (1
1) Soit 0 < « < . En écrivant F(z) = 1 fo t)t“t~* dt, montrer que

—1 ap
F(o)P < / FOPEer dt

aq p/q

2) En appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli, montrer que

o0 1 o0
/0 |F(2)[Pdz < OMl_aq)p/q/O |f()[F dt.

3) Montrer que [[F||, < ¢|/f]|, (indication : on pourra minimiser la fonction o —
1 1
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