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Exercice 1 : 1) Enoncer le théoreme de Beppo-Levi.
Cours.

2) Soient (2, T, 1) un espace mesuré et (f,,), une suite décroissante (f,, 11 < f,,) d’ap-
plications mesurables de (€2, 7) dans R,. On suppose que fQ fo du < 4+00. Montrer

que limy, 4o fQ Jndp = fQ limy, oo fr dpu.

— Premiere méthode : Pour tout n, f, mesurable, 0 < f,, < fo et fy intégrable donc, par le
théoreme de convergence dominée, f = lim,,_, | f5 intégrable et

lim /fnd,u:/fdu.
n—+oo Q Q

— Deuxiéme méthode : la suite g, = fo — fn de fonctions mesurables positives est croissante,
donc par le théoreme de Beppo-Levi, sa limite simple g est positive, mesurable et

/gd/i: lim /gndp
Q n—+oo Q

lim </ fodu—/ fndu> car fy est intégrable.
Q Q

n—-+oo

Donc limy, 4o [, fudp existe et vaut

/Q Jodp — /Q gdp.

La suite f, est décroissante et positive et fy est intégrable donc f,, a une limite simple f
intégrable. Comme g = fo — f, [, 9dp = [, fodu — [, fdp et donc

lim /fnd,u:/fdu.
n—-+oo Q Q

Exercice 2 : (1) Soit f,(z) = n*re . Calculer

lim fa(z)dz et / lim f,(z)dz.
(0,1] [

n—-+o0o 0,1] n—-+o0o

Existe-t-il une fonction g intégrable sur [0, 1] telle que pour tout n € N* et pour tout
z €[0,1], fu(z) < g(2)?



Intégrons par parties :

fn(z)dr = [-nxe "]} —|—/ ne "dx
[0.1]

=1—-(n+1)e"

[0,1]

Par le théoréme des croissances comparées, pour tout polynéme P on a P(n) < e™ lorsque n — 00,
donc

—  lim f01]f" x)dr = 1.

n—-+oo

— pour tout x > 0, f,(z) = (Z:ff 71 —— 0 (et f,(0) =0). D’on

n—oo

lim f, dxr = / 0.dz = 0.
j;u"ﬁ+“ " 0.1

La suite f,, est donc une suite de fonctions qui converge simplement dans R mais

lim falx)de # lim f,(z)dz.

n—+oo [071] [0,1] n—+o00

Par contraposition du théoréeme de convergence dominée, il n’existe pas de fonction g intégrable sur
[0,1] telle que pour tout n € N* et pour tout = € [0,1], | fn(x)]| = fn(z) < g(z).

(2) Soit f une application mesurable positive sur [0, 1]. Déterminer
. dz
im _.
n—too Jio ) 1+ (f())

On considere les ensembles A = {z € [0,1], 0 < f(x) < 1}, B={x € [0,1], f(z) =1}, C ={z €
[0,1], f(x) > 1}. La suite f,(x) = W converge vers 1 si x € A, vers 1/2 si x € B et vers 0

sinon. Les fonctions f,: [0,1] — R* ainsi définies sont majorées par la fonction intégrable x| 1]. Par
théoreme de convergence dominée,

lim dix _ / lim ;dm‘
n=toe Jio,1] 1+ (f(x))n [0,1] P00 14+ ( ”

/m+/—+/om— %l
ol u est la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 3 : Soit (€2, T, ) un espace mesuré et f : 2 — R une fonction intégrable.
L’ensemble R est muni de sa tribu borélienne.
(1) Pour n > 1, on pose

A, ={zeQ,1/n<|f(x)] <n}.

Montrer que A,, est mesurable (A, € T).



L’ensemble A,, = f~!([-n,—1/n] U[1/n,n]) est préimage d’un ensemble fermé, donc borélien, par

I’application mesurable f. Donc A,, est mesurable.

(2) Soit g, = | f|xa,- Montrer que

Gn = |f| p—p.p et /gndu—>/lf|dﬂ-

Soit z € Q tel que |f(z)] < +o0.

— Si f(z) = 0 alors g, (z) = 0 pour tout n.

— Sinon, il existe ng € N tel que n > ng =z € A, = |f(z)| = gn(x).
Dans les deux cas, g, () converge vers |f(x)].

Comme f est intégrable, |f| < +oo p-presque partout, et donc g, converge vers |f| p-presque
partout.

Par construction, chaque fonction g,, est mesurable a valeurs dans R™ et la suite (g,,) est croissante.

Donc par théoréme de convergence monotone, [ g,du croit vers [ |f|dp.
En déduire que pour tout € > 0, il existe A € T, tel que

p(A) < oo
f bornée sur A
Joa lfldp < e

D’apres la question précédente, pour tout € > 0, il existe n tel que

/ | fldp :/Ifldu— /gndu <e.
O\ A,

Par définition, f bornée sur A,,. Enfin, |f| > % sur A, et f intégrable impliquent que u(A,) < +oo
avec 'inégalité de Markov. Donc A = A,, convient.

(3) Montrer alors que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

VBET,/L(B)<77:>/ |fldp < e.

B

D’apres la question (2), on trouve M € Ret A € T tels que |f| < M sur A et
/ \fldp < ¢/2.
Q\A

Si u(B) < 557, on a

Luwémmw+éwﬂw

< Mu(B)+¢€/2 <e.



Donc n = 53; convient.

(4) Soit [a, b] un segment de R et f une fonction intégrable sur [a, b]. Montrer que la
fonction définie par

F(z) = / " fe)t,

est uniformément continue.

Soit € > 0 et fixons un 7 > 0 donné par la question (3). Alors pour tous z,y € [a,b] tels que x < y
et [y — x| <, comme u([z,y]) <7, on a
/ fdp
[z,y]

< / Fldp < e,
[z,y]

ou p est la mesure de Lebesgue sur R. Donc F' est uniformément continue sur [a, b].

[F(y) — F(z)] =

Exercice 4 : Soit (2, T, ;) un espace mesuré. On suppose que p(§2) < +o00.

Soit (f,,), une suite d’applications mesurables de (€2, 7) dans (R, B(R)).

On dit que (f,,), converge presque uniformément vers 0 sur €2 si pour tout € > 0, il
existe A € T tel que pu(Q2\ A) < e et (f,), converge uniformément vers 0 sur A.

1) Soit (Ay)x une suite d’éléments de T telle que pour tout k, u(Q\ Ay) < +.
(a) Montrer que p (Q\ UgAg) = 0.

Pour tout n € N*, Q\ Uy A C 2\ 4, donc

w2\ UpAg) <

S|

Par passage a Uinf, u (2\ UgAg) = 0.

(b) On suppose que, pour tout k, (f,), converge uniformément vers 0 sur Ag. Dire
pourquoi (f,,), converge simplement vers 0 sur Uy Ag.

La convergence uniforme implique la convergence simple : pour tout k& € N et tout « € Ay, fn(z) — 0.

Donc f,, converge simplement sur Uy Ay.

2) Déduire de 1) que si (f,,), converge presque uniformément vers 0 sur €2, alors (f,,)»
converge presque partout vers 0 sur €.

Si (fn)n converge presque uniformément vers 0 sur €2, il existe une suite (Ag) de 7 telle que Vk,
1(Q2\ Ay) < 1 et (fn) converge uniformément vers 0 sur Ay. D’apres (1), (f,) converge simplement
vers 0 sur la réunion Ugen Ay et 1 (Q\ UgAx) = 0. Donc f, — 0, u-presque partout.



3) On veut montrer maintenant que la réciproque de 2) est vraie, c’est-a-dire que la
convergence presque partout entraine la convergence presque uniforme.

On suppose que (f,), converge presque partout vers 0 sur €2. On note

1
Avy = {Ifnl < 5}, NeN.peN,

n>N
a) Vérifier que pour tout N,p, Ay, € T et que u(Un>1An,p) = p(£2).
On pourra introduire 'ensemble B = {z € Q, f,(z) — 0} et montrer que B C
Un>1ANp-
L’ensemble [%, %] est fermé donc borélien et f,,: (2,7) — (R, B(R)) est mesurable donc Ay, =
nnZN fn_l([_?l, %]) est une intersection dénombrable d’ensembles de T, donc Ay, € 7.
Pour tout p > 1 et tout z € B={x € Q, f,(x) — 0}, IN € N tel que
>N = |fule) < 1/p
=z € {|fal <1/p}
donc z € Anp.
Donc B C Un>1A4n,p et i (Un>14N,p) > u(B) = u(Q), car d’apres (2), u(Q2\ B) = 0. On en déduit

I’égalité recherchée.

b) Soit € > 0. Montrer que pour tout p € N*, il existe N, = N,(e) > 1 tel que
1(€2) = (AN, p) < 5.
Comme la suite (An,)n>1 est croissante, on a d’apres le cours :
pUN>14ANp) = Nh_rarloO (AN p)-

Comme p(Un>1A4n,p) = () < 400, il existe donc N, € N tel que

€
pO) — (A, p) < o

c¢) On note A, = ) An, - Montrer que p(Q\ Ac) <e.

p>1

p(Q\ Ao) = p (U (€@ ANp,p))

p>1

< ZM (Q \ ANp,p)

p>1



d) En déduire que (f,), converge presque uniformément vers 0 sur € (Théoreme
d’Egorov).

Pour tout p et tout n > N, si x € A alors € Ay, , et donc |f,(z)| < %. La suite f, converge
donc uniformément sur A.. On a vu en ¢) que p(Q2\ Ac) < e. Ceci vaut pour tout € > 0 : la suite f,

converge donc presque uniformément vers 0.



