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Université Bordeaux 1, N1MA5012 Intégration

Devoir Maison I

Exercice I. On définit l’ensemble

C = {A ∈ B(R) tel que A = −A},

où −A = {−x, x ∈ A} désigne l’ensemble des opposés des éléments de A.
1) Montrer que C est une sous-tribu de B(R).
2) Décrire les intervalles [a, b] qui appartiennent à C.
3) Décrire les ensembles {a, b} qui appartiennent à C.
4) Les fonctions suivantes sont-elles mesurables de (R, C) dans lui même ?

f1(x) = ex, f2(x) = x5, f3(x) = cosx f4(x) =

{
x si x ∈ [−1, 1]
3x2 sinon

Exercice II. On considère sur Ω = N la tribu T = P(N) et la mesure de comptage µ
définie par :

µ(A) = le nombre d’éléments dans l’ensemble A.

(a) Montrer que µ définit bien une mesure sur (Ω, T ).
(b) Soit f : N→ N définie par f(x) = 3x− 5.
(i) Justifier que f est mesurable de (Ω, T ) dans (R,B(R)).
(ii) Soit B = {2, 3, 4}. Calculer

∫
B fdµ.

Maintenant on définit pour tout A ∈ T ,

ν(A) =

∫
A
x2dµ(x).

(c) Montrer que ν est une mesure positive sur (Ω, T ).
(d) Expliciter ν(A) pour tout A ∈ T .
(e) Expliciter

∫
Ω\{0}

1
x4 dν(x). Cette intégrale est-elle finie ?
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Exercice III. 1) Soit f : (R,B(R)) dans (R,B(R)) une fonction intégrable.
a) Montrer que limn→∞

∫∞
n fdµ = 0.

b) Montrer que {x ∈ R, f(x) > 0} est σ−fini.

Exercice IV. 1) Soit fn la fonction définie par

fn(x) = − 1

n
χ[0,n](x).

1) Montrer que, pour tout n, la fonction fn est mesurable, et intégrable sur R pour la
mesure de Lebesgue.
2) Montrer que la suite (fn) converge uniformément sur R vers la fonction nulle. Cal-
culer lim inf

∫
R fndx. Est-ce que le résultat contredit le lemme de Fatou ?


