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Exercice I. On définit I’ensemble
C={A € B(R) tel que A =—A},

ou —A = {—z,x € A} désigne I'ensemble des opposés des éléments de A.
1) Montrer que C est une sous-tribu de B(R).

2) Décrire les intervalles [a, b] qui appartiennent a C.

3) Décrire les ensembles {a, b} qui appartiennent a C.

4) Les fonctions suivantes sont-elles mesurables de (R,C) dans lui méme ?

x  sixe[-1,1]

Re) = & fala) =, fole) oz futa) = { 50 ST

Exercice II. On considére sur 2 = N la tribu 7 = P(N) et la mesure de comptage p
définie par :
1(A) = le nombre d’éléments dans I'ensemble A.

(a) Montrer que p définit bien une mesure sur (2, 7).

(b) Soit f: N — N définie par f(x) =3z — 5.

(i) Justifier que f est mesurable de (2, 7) dans (R, B(R)).
(ii) Soit B = {2,3,4}. Calculer [, fdpu.

Maintenant on définit pour tout A € T,

V(A):/A:czdu(x).

(c) Montrer que v est une mesure positive sur (2, 7).
(d) Expliciter v(A) pour tout A € T.
(e) Expliciter fﬂ\{o} %4 dv(z). Cette intégrale est-elle finie ?



Exercice III. 1) Soit f : (R, B(R)) dans (R, B(R)) une fonction intégrable.
a) Montrer que lim, o0 [~ fdpu = 0.
b) Montrer que {z € R, f(z) > 0} est o—fini.

Exercice IV. 1) Soit f, la fonction définie par

fn($) = - % X[0,n] (l’)

1) Montrer que, pour tout n, la fonction f,, est mesurable, et intégrable sur R pour la
mesure de Lebesgue.

2) Montrer que la suite (f,,) converge uniformément sur R vers la fonction nulle. Cal-
culer liminf [ frdx. Est-ce que le résultat contredit le lemme de Fatou ?



