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Devoir Maison 1

Exercice 1. On définit I’ensemble
C ={A € B(R) tel que A =—A},

ou —A ={—z,x € A} désigne I'ensemble des opposés des éléments de A.
1) Montrer que C est une sous-tribu de B(R).

C est bien inclus dans B(R), reste a vérifier que c¢’est une tribu.
0ec.
Soit A € C. On remarque que —A = A revient & dire que x € A & —x € A ce qui est
équivalent a l'assertion x € A < —x € A ou encore x € A° & —x € A°. Cela montre
que —(A€) = A, soit A° € C.
Soit {A;,i € I} une famille au plus dénombrable d’éléments de C alors
- UAi)=U(—A;) = 4 et | A; appartient a C.
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2) Décrire les intervalles [a, b] qui appartiennent a C.

Tout intervalle est élément de la tribu des boréliens de R et —[a,b] = [—b, —a]. D’ou
[a, b] est dans C si et seulement si b = —a.

3) Décrire les ensembles {a,b} qui appartiennent a C.
De méme {a,b} € B(R) et —{a,b} = {—a, —b} = {a, b} si et seulement si a = —b.
4) Les fonctions suivantes sont-elles mesurables de (R,C) dans Iui méme ?

x  size[-1,1]

hi) =%, o) =%, o) =eose fulo) = { 3

sinon

On peut commencer par remarquer que ces fonctions sont continues ou continues par
morceaux donc I'image réciproque d’un borélien est un borélien, il suffit de se concentrer
sur Iégalité f;1(A) = —f; 1(A).

f1 West pas mesurable de (R,C) dans lui méme, en effet f;*({—2,2}) = {In2} qui n’est
pas un élément de C.



f2 est mesurable de (R,C) dans lui méme car c’est une fonction impaire. En effet
a€ fy(A) & fola) € As fo(—a) = —fola) € —A= A& —a€ fi ' (A).

f3 est mesurable de (R,C) dans lui méme car c’est une fonction paire. On peut remar-
quer de plus que pour tout ensemble B borélien fgl(B) = —fgl(B) car f3(—z) = f3(x).
fa est mesurable, pour cela considérons A € C et a € f, 1(A). Deux cas sont a distin-
guer :

siac[-1,1] alors fy(—a) = —fi(a) € —A = Aet —a € f (A);

si |a| > 1 alors fy(—a) = fa(a) € Aet —a € f; ' (A).

On a bien —f; 1(A) = f; 1 (A).

Exercice II. On considére sur 2 = N la tribu 7 = P(N) et la mesure de comptage p
définie par :
1(A) = le nombre d’éléments dans I’ensemble A.

(a) Montrer que p définit bien une mesure sur (2, 7).

11 faudrait montrer que (1)u(0) = 0, vraie car () contient 0 éléments; et (2) si (A )nen
est une famille dénombrable d’ensembles deux a deux disjoints, alors p(Upen4,) =
> nen M(Ap). S’il y a une nombre fini d’ensembles non-vide qui contient un nombre fini
d’éléments dans la famille, ceci est évident, et c’est aussi clair que, dans le cas ou il y a
une infinité d’ensembles non-vides, ou un ensemble qui contient une infinité d’éléments,
alors les deux cotés de I’équation sont égal a co.

(b) Soit f: N — N définie par f(x) =3z — 5.

(i) Justifier que f est mesurable de (£2,7) dans (R, B(R)).

N’importe quelle fonction est mesurable quand l’espace de départ €2 est muni de la
tribu P(£2) car I'image réciproque de n’importe quel ensemble est nécessairement dans
la tribu.

(ii) Soit B = {2,3,4}. Calculer [ fdpu.

L’intégrale sur B de f est égale a l'intégrale sur {2 de f-xp qui est une fonction étagée,
qu’on peut écrire comme 1x(9y +4x¢3) + 7x{4}- Et, par définition,

Donc fB fdp =12.



Maintenant on définit pour tout A € T,
v(A) = / 22dp(z).
A

(c) Montrer que v est une mesure positive sur (2, 7).

L’application v est positive car ses valeurs sont des intégrales d’une fonction positive
par rapport & une mésure positive. Par définition de I'intégrale v(()) = f@ 22du(z) = 0,
et l'additivité de p suit immédiatement de I'additivité de l'intégrale.

(d) Expliciter v(A) pour tout A € T.

Par la méme raisonnement que dans 1c; on voit que v(A) = Y, 4 k2.

(e) Expliciter fQ\ (0} %4 dv(x). Cette intégrale est-elle finie ?

Par le théoreme de convergence monotone on a
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d’/(x) = lim f- X{LQ"..n}dl/ = lim — k2 = E — = < .
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Exercice III. 1) Soit f : (R, B(R)) dans (R, B(R)) une fonction intégrable.
a) Montrer que limy, o [° fdu = 0.

Posons pour tout entier n, fn := [X[n,+oo[; fn €st mesurable comme produit de deux
fonctions mesurables et f;oo fdu= fR fn dp. Nous allons utiliser le théoreme de conver-
gence dominée,
(frn) suite de fonctions mesurables ;
pour tout réel z, lim f,(x)=0;

n—-+00
pour tout entier n, |f,| < |f| et |f| intégrable sur R.
On a avec le théoreme de convergence dominée

oo

lim fdu:nll)n;o/ﬂgfndu:/ﬂggggofnduzo.

n—o0 n

b)Montrer que {z € R, f(z) > 0} est o—fini.

L’énoncé aurait ici besoin d’étre précisé. En effet on peut remarquer que cet ensemble
étant un élément de la tribu des boréliens de R, il est o —fini pour la mesure de Lebesgue.
Il faut comprendre ici que 'on a muni B(R) de la mesure u de la premiere question et
alors R peut ne pas étre o-fini pour cette mesure. Un raisonnement qui s’appliquerait
quelque soit la tribu de départ est le suivant

reR f(z) >0} = | {z R f(z) > %}.

neN*

Avec I'inégalité de Markov

u(teers@ > 1) <n [ Ifldn< o0



car f est intégrable.
{z € R, f(z) > 0} est une union dénombrable d’ensembles de mesure finie, il est o —fini.

Exercice IV. 1) Soit f, la fonction définie par

fn(x) = - % X[0,n] ($)

1) Montrer que, pour tout n, la fonction f,, est mesurable, et intégrable sur R pour la
mesure de Lebesgue.

Pour tout entier non nul n, f, est une fonction étagée donc mesurable. De plus par
définition de lintégrale [; |fn|dA = 2A([0,n]) = 1 ot A désigne la mesure de Lebesgue
sur R. Donc f, est intégrable sur R pour la mesure de Lebesgue.

2) Montrer que la suite (f,) converge uniformément sur R vers la fonction nulle. Cal-
culer lim inf fR frndx. Est-ce que le résultat contredit le lemme de Fatou ?

Supg | fn| = 1 et nll)gl_loo% = 0 donc la suite (f,,) converge uniformément sur R vers la

fonction nulle.

Pour tout entier non nul n, [; fodA = —1X([0,n]) = —1 donc liminf [, f,d\ = —1.
On a une suite de fonctions mesurables ( f,,) telles que fR liminf f, dA > liminf fR fndA,
ceci ne contredit pas le lemme de Fatou car les fonctions f,, ne sont pas positives.



