Probabilité conditionnelle ; indépendance de deux événements (on se
limitera au cas ot 'ensemble d’épreuves est fini). Application a des
calculs de probabilités.

Chantal Menini
13 mai 2009

1 Introduction.

Nous commencerons par un exemple.
En 2005-2006 les effectifs (exprimés en milliers) en classes préparatoires se répartissaient de la fagon suivante (Source
Insee : Regards sur le parité www.educnet.education.fr/insee/).

Filles | Gargons

Scientifique | 13.8 33.5

Economique 8.8 7.2
Littéraire 8.5 2.9

On peut alors se poser les questions suivantes : si ’on prend au hasard un éléve de classe préparatoire quelle est la
probabilité que ce soit une fille ? Quelle est la probabilité que ce soit une fille et qu’elle soit en préparation scientifique ?
Sachant que c’est une fille qu’elle est la probabilité qu’elle soit en préparation scientifique ?

Pour répondre & ces questions il faut compléter le tableau en calculant les effectifs totaux suivants

Filles | Gargons | Total
Scientifique | 13.8 33.5

Economique 8.8 7.2
Littéraire 8.5 2.9
Total 31.1 43.6 74.7

Pour le calcul des deux premiéres probabilités on modélise en prenant pour univers I’ensemble des éléves de classes

préparatoires que ’on munit de la probabilité uniforme. La probabilité qu’un éléve pris au hasard soit une fille
(nous noterons F' cet événement) est alors la fréquence des filles soit P(F) = % =~ 0.42 et la probabilité quun

éléve pris au hasard soit une fille et en préparation scientifique (nous noterons F' NS cet événement) est de méme

P(FNS) =42 ~0.18.

Pour le troisiéme calcul la modélisation se fera en prenant pour univers ’ensemble des filles de classe préparatoire
muni de la probabilité uniforme et la probalité qu’une fille prise au hasard soit en préparation scientifique est alors

p= g—:? ~ 0.44.
On remarquera alors que p = %, on appellera cette probabilité probabilité conditionnée par F' ou encore

probabilité sachant F'.

2 Probabilité conditionnelle

Dans tout ce qui suit nous travaillerons sur un espace probabilisé (2, P(£2), P).

Définition 2.1 Soient A un événement tel que P(A) > 0 et B un autre événement. On appelle probabilité de B
conditionnée par A ou probabilité de B sachant A le réel, noté Py(B), défini par

Remarque 2.2 P4(A) =1

Proposition 2.3 P4 est une probabilité sur (2, P(Q)).



Preuve. P4 est bien une application définie sur P(£2) et a valeurs dans R, .

Ps(Q) = P](Dsa,)q) = % = 1 et si B et C sont deux événements incompatibles, alors BNA et C'NA sont incompatibles
et

Papu0) = TEEENA)  PIERGRIE0A)  PERS o« TEG = Pa() + PA(O),

O

Remarque 2.4 Une conséquence importante est que toutes les propriétés connues des probabilités sont valables pour
une probabilité conditionnée selon un événement.

Proposition 2.5 Soient A et B deux événements tels que P(AN B) > 0 alors (Pa)g = Panp)-

Preuve. Commencgons par remarquer que P4 est bien défini puisque P(A) > P(AN B) > 0 et P4(B) > 0.

Pour tout événement E, (Pa)p (E) = P?Difégf) = P(A;Ei)ﬂE)) PFA(;:}B) = Pianp)(E). O

3 Indépendance.

Définition 3.1 Soient A et B deux événements d’un espace probabilisé (2, P(2), P) avec P(A) > 0. Alors B est
indépendant de A si Py(B) = P(B).

Remarque 3.2 Avec la définition de la probabilité conditionnée par A on voit que Pa(B) = P(B) équivaut a
P(BNA) = P(B)P(A) ce qui nous conduit a la définition plus générale suivante.

Définition 3.3 Soit (2, P(Q), P) un espace probabilisé, alors
1. Deux événements A et B sont dits indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).
2. N événements Ay, ...,An sont dits indépendants dans leur ensemble si pour tout k compris entre 2 et

N, tous indices 1 <i3 < -+ <i <N ona P(4;,N...NA;)=P(A;) - P(A;).

Remarque 3.4 — Indépendance et incompatibilité sont deux choses différentes, en effet si deux événements A et

B de probabilité non nulle sont incompatibles alors P(AN B) = 0 # P(A)P(B).
- L’indépendance dans leur ensemble de N événements implique l'indépendance deux o deux (faire k = 2 dans la

définition) mais la réciproque est fausse. Pour s’en convaincre on peut faire l’ezercice suivant.
Ezxercice 1. On jette deux dés de fagon indépendante et équiprobable. Soient A I’événement “le chiffre du
premier dé est impair”, B l’événement “le chiffre du deuziéeme dé est pair” et C' I’événement “les deux dés ont
la méme parité”. Montrer que A, B et C sont indépendants deuzr & deux mais ne sont pas indépendants dans
leur ensemble.

Proposition 3.5 Soient A et B deuz événements indépendants alors A et B sont indépendants.
Cette propriété se généralise & un nombre fini d’événements.

Preuve. P(ANB) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B). O

4 Deux résultats de décomposition.

4.1 Probabilités conditionnelles composées.

Proposition 4.1 Soient (2, P(2), P) un espace probabilisé, A et B deuz événements avec P(A) > 0 alors P(ANB) =
P(A)Pa(B).

Preuve. Ceci résulte directement de la définition de la probabilité conditionnée par A. O

Proposition 4.2 Soient (Q, P(Q), P) un espace probabilisé, (A;)1<i<n une suite finie d’événements tels que
P (ﬂlgign—l Ai) >0;0na

P () Ai| = P(A1)Pa, (A2)Playnag) (As) - Playn..na,_o) (An).

1<i<n



Preuve. Commencons par remarquer que toutes les probabilités conditionnées introduites sont bien définies puisque
pour tout entier k compris entre 1 et n — 1, P (ﬂ1<i<k A,») > P <ﬂ1<i<n_1 A,») > 0.

La preuve se fait par récurrence sur n. Soit (H,,) l’h_ylgothése de récurrence : “(A;)1<i<n une suite finie d’événements
tels que P (ﬂ1gign—1 Ai) > 0 alors P (mlgz‘gn Al-) = P(A1)Pa, (A2)Pa,nay)(A3) - Piayn.na, ) (An)

(H3) est vérifiée (c’est la prosition 4.1). Montrons que (H,,) implique (H,,+1) pour n > 2.

P {Ni<i<n Ai) > 0 et avec la proposition 4.1

p ﬂ A | = P(AiN...NA))Pan..na,) (Ansr).
1<i<n+1

Puis en utilisant (H,,) (cf. P(A1N...NA,—1)>P(A1N...NA,) >0)ona (Hyy1).
(H2) est vérifiee, (H,,) implique (H,,+1) pour tout n > 2 donc (H,,) est vérifié pour tout n > 2. O

4.2 Formule des probabilités totales.

Définition 4.3 Une famille finie d’événements (A;)1<i<n deuz & deux incompatibles et tels que | J, ., Ai = 2 est
appelée systéme complet d’événements. o

Théoréme 4.4 Soient (2, P(2), P) un espace probabilisé et (A;)1<i<n un systéme complet d’événements ayant tous
une probabilité strictement positive, alors pour tout événement A

P(A) = 3 P(4) Py, (A).
i=1
Preuve. P(A) = P(AN (U;<;<, 4i)) = 221 P(AN A;) et le résultat final avec la proposition 4.1. O

4.3 Arbre de probabilité.

PA(E ANE

A
P(A) Pa( ANE
Pp(E) - BNE

P(B)
Py(E) ~BNE

P(C)

P:(E) CNE

C

Po(FE) CNE

Les régles de calculs dans un arbre de probabilités sont les suivantes :

— Pour calculer la probabilité d’un événement figurant au bout d’une branche, on fait le produit des probabilités
figurant sur les branches conduisant & cet événement (on parlera de la probabilité du chemin). Cette régle n’est
autre que la propriété des probabilités composées. Par exemple ici P(AN E) = P(A)P4(FE).

— La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des chemins conduisant & cet événement. Cette
régle est la formule des probabilités totales. Par exemple ici P(E) = P(A)Pa(E) + P(B)Pg(E) + P(C)Pc(E).

— La somme des probabilités des branches ayant méme origine vaut 1. Ceci provient du fait que sur les branches
figurent des probabilités et que I’on a un systéme complet d’événements. Par exemple ici Pa(E) + Pa(E) = 1.

Exercice. 2 Une expérience est conduite pour étudier la mémoire des rats. Un rat est mis devant trois couloirs. Au
bout de I'un d’eux se trouve la nourriture qu’il aime, au bout des deux autres, il re¢oit une décharge électrique. Cette
expérience élémentaire est répétée au plus 50 fois et s’arréte dés que le rat a trouvé le bon couloir. Sous chacune des
hypothéses suivantes :



(H1) le rat n’a aucun souvenir des expériences antérieures,

(H2) le rat se souvient de l’expérience immédiatement précédente,

(Hs) le rat se souvient des deux expériences précédentes,
avec qu’elle probabilité la premiére tentative réussie est-elle la premiére 7 la deuxiéme ? la troisiéme ? la k-iéme ? Avec
qu’elle probabilité aura t-il échoué & chacune des 50 tentatives ?

5 Probabilité des causes.

Trés souvent lorsque 'on connait P4(B), ’événement A est considéré comme la cause et ’événement B comme
la conséquence ; par exemple si on considére un test de dépistage d’une maladie A sera I’événement “la personne
est malade” et B “le test est positif”. Mais souvent on a besoin de connaitre la probabilité de la cause sachant
la conséquence; si on reprend I'exemple du test de dépistage, sachant que le test est positif on veut connaitre la
probabilité que la personne soit malade. Nous utiliserons pour cela la formule de Bayes.

Lemme 5.1 Soient (2, P(2), P) un espace probabilisé, Ay et Ay deux événements de probabilité non nulle alors

F (AQ)
Py, (Az) = Pa,(A .
Al( 2) A2( 1)P(A1)
Preuve. D’apreés la proposition 4.1 P(A1)Pa, (Az) = P(A1 N Ay) = P(A2)Pa,(Ay). O

Théoréme 5.2 (Formule de Bayes) Soient (Q,P(Q2), P) un espace probabilisé et (A;)1<i<n un systéme complet
d’événements tels que pour tout i P(A;) > 0. Alors pour tout événement A de probabilité non nulle et pour tout

i)Pa, (A)

PA(A’L'): n ( :
55 PUP ()

Preuve. Avec le lemme ci-dessus P4 (A;) = %ﬁf‘f(m et on termine avec la formule des probabilités totales. [

Exercice 3. On considére un test servant a dépister une maladie. Soient les événements M =“I'individu est malade”

et Py =“le test est positif”. On sait expérimentalement que Py (Py) = 1072 et que Pyr(Py) = 2 x 1072 appliqué a
une maladie qui touche un individu sur 10000. Calculer la probabilité que l'individu soit malade lorsque le test est
positif.

6 Modélisation d’un sytéme évolutif.

Un exercice type que 'on trouve dans tout chapitre sur les probabiltés conditionnelles est le suivant

Exercice 4. On dispose de deux urnes U; et Us, dans I'urne Uy il y a 7 boules noires et 3 blanches et dans 'urne U,
il y a 9 boules noires et 11 blanches, les boules sont indiscernables au toucher. On choisit une urne au hasard puis
on tire une boule, qu’elle est la probabilité de tirer une boule noire ?

Exercice que I'on résolvera de la fagon suivante. On note U; I’événement “choix de I'urne U;” et N (resp. B) I’événement
“choix de la boule noire (resp. blanche)”.

Le choix des urnes est équiprobable donc P(U;) = P(Usz) = 1/2. Dans chaque urne les boules sont indiscernables au
toucher donc il y a encore équiprobabilité, d’ou Py, (N) = %3 et Py,(N) = Avec la formule des probabilités
totales P(N) = (& + ) = 0.575.

On constate que 'information donnée par ’enoncé induit la connaissance de Py, et non celle du modéle probabiliste
(Q,P(Q2), P) pour lequel Py, est la probabilité conditionnée par 1’événement U;. On doit donc se poser la question
de lexistence d’un tel modéle.

9+11

Proposition 6.1 Soient Q;, 1 <1i < n des ensembles finis; on suppose connu
— la probabilité sur Q)1 notée py,
— pour tout 2 < k < n et tout (wi,...,wk—1) € Q1 X -+ X Q_1, la probabilité sur Qy, notée pkwl""’w’“’l).

Alors il existe un espace probabilisé (Q, P(2), P) tel que

P({w1} x Q2 x - Q) = pr1({w1})
P({WI}X"'X{Wk—l}XQkX"‘XQn)({wl} X X {wk} X QkJrl XX Qn) = pl(cw17 ukil)({wk}) (1)

On peut prendre Q = Qy X -+ -xQ,, et P défini par P({w1} x - x{w,p}) = pl({wl}) 1)({w B e w”'_l)({wn}).



Remarque 6.2 Lorsque pour tout k p(wl’ wwnm1) e dépend pas de (wq,...,wk_1) mais uniquement de k, alors,

la probabilité P obtenue est la probabilité produit et les événements Oy X -+ X Q1 X {wr} X Qpy1 -+ X Qpy et
Oy X x Qo1 x {wj} X Qi1 -+ - x Q, sont indépendants pour tout k # j.

Preuve.
P est donné sur les événements élémentaires de €) et est & valeurs positives. Rappelons que ’application définie sur

P(2) par P(E) = Z P({w}) sera bien une probabilité si et seulement si > P({w}) =1 (cf. legon 04). En utilisant
weN
(w1, SWk—1)

que pour tout k, p,

> P{w}) = Z)pﬂhnb< > 5 ({ws)) - ( ) d?“““”q%go.”>:1.

weN w1 €L w2 €Q2 wn €Qyn
En outre la relation (1) se vérifie aisémént. O
Si l'on revient & notre exemple avec les urnes, ; = {1,2} et p1({1}) = p1({2}) = 1/2 (modélisation du choix

{2
®mm)2*@@“?GMF&M@W”Z%MWQ:W»HWH b),(2,0)} et P({(1,n)}) =
1 15ete...En utilisant que U; = {(i,n), (i,b)} pour i = 1 ou 2 et que N = {(1,n),(2,n)} on a bien que P(U;) = 1/2

et PUl(N) = %

est une probabilité nous avons que

etc...

Remarque 6.3 0n notera que dans les exercices 2 et 8 aussi l’enoncé nous donne des indications directes sur les
probabilités conditionnés par la ou les étapes précédentes.

7 Quelques classiques.

7.1 Ruine du joueur.

Un joueur a a euros en poche et il décide de jouer & un jeu pour lequel il mise & chaque partie k euros, s’il perd
la partie il perd sa mise, s’il gagne la partie il remporte le double de sa mise. Les parties sont indépendantes et il a
la probabilité p de gagner une partie. Il s’est fixé comme objectif de gagner 2a euros, il arréte de jouer et repart avec
cette somme dés qu’il a atteint cet objectif ou bien il repart ruiné dés qu’il n’a plus d’argent disponible. Le but est
de calculer la probabilité P(n) que le joueur atteigne son objectif de gagner 2a euros lorsqu’il a n euros en poche.
Avec la formule des probabilités totales (en admettant que la probabilité qu’il atteigne son objectif lorsqu’il a n euros
en poche sachant qu’il gagne la partie suivante est égal a la probabilité qu’il atteigne son objectif lorsqu’il a n + k
euros en poche)

P(n) =pP(n+k)+ (1 —p)P(n—k).

En prenant pour simplifier ¢ un multiple de k, nous obtenons que la suite de terme général u; = P(lk) satisfait la

relation de récurrence
1 1—p
U2 — ];uz+1 +

UZZO

avec pour conditions “aux bords” ug = P(0) =0 et uz2s = P(2a) = 1.
Nous avons une relation de récurrence d’ordre 2 et pour déterminer le terme général de la suite il faut chercher les
racines de ’équation du second degré
2 1 L—p
zt— -4+ —=0
p p
qui sont 1 et =2

Elles sont distinctes pour p # 1/2 (pour tous les jeux de casino p est strictement inférieur & 1/2) et alors u; =

l
a+p (1%)) , a et 3 étant déterminés par les conditions uy = 0 et Uze = 1. Ce qui donne

1 (B)e/ 1
P(a):ua/k: ~ =

1— (1%17)%/1@ 1+ (1 P)a/k

probabilité qui est maximale lorsque I’on mise le tout pour le tout c’est a dire k¥ = a et vaut alors p (ce qui n’est
guére surprenant).

Si on refait les calculs dans le cas d’un jeu équitable (p = 1/2), ’équation z?2

- %x + I_Tp = 0 admet alors 1
pour racine double et u; = a + (3, les conditions “aux bords” nous permettent d’en déduire que w; = l5- k

P(a) = uq/, = 1/2 quelque soit le montant & de la mise que 'on a décidé de mettre a chaque partie.

~ puis que



7.2 Difficulté d’interprétation des résultats.

Un test médical a pour but de comparer deux méthodes de traitements de calculs (rénaux), la méthode par
chirurgie notée C et la méthode par ultra-sons notée U. 700 patients ont été traités, 350 par chirurgie et 350 par
ultra-sons. 273 traités par la méthode C ont guéri et 289 par la méthode U. On en déduit donc, en prenant pour
univers ’ensemble des patients traités muni de la probabilité uniforme et en notant R I’événement une personne prise
au hasard parmi les patients traités a été guérie, que Po(R) = % ~ 0.78 et que Py(R) = % ~ (0.83. Nous sommes
donc tenté d’en conclure que la méthode par ultra-sons est plus performante.

Une analyse plus fine tenant compte de la taille des calculs traités donne les valeurs suivantes :

Méthode C Méthode U
Gros calculs C; | 191 réussites/71 échecs | 60 réussites/26 échecs
Petits calculs C), | 82 réussites/6 échecs | 229 réussites/35 échecs

Nous avons alors les probabilités conditionnelles Pcmcg(R) =1L ~ 73 et PUng (R) =

262 —
ultra-sons est moins performante sur les gros calculs.
Ainsi que les probabilités conditionnelles Pcrc, (R) = 82 ~ 0.93 et Pync, (R) =
est aussi moins performante sur les petits calculs...

60

36 = 0.7, la méthode par

% ~ 0.87, la méthode par ultra-sons

8 Commentaires.

— Compte-tenu du titre il n’est pas indispensable (et méme peut-étre a éviter) de parler de I'indépendance de
N événements dans leur ensemble puisqu’il est indiqué indépendance de deux événements. Il est bon tout de
méme d’avoir un minimum de connaissance dessus.

— La partie modélisation d’un sytéme évolutif est techniquement complexe, il est bon de ’avoir comprise au
moins dans le cas de ’exemple des urnes puisque vous l'aurez constaté la plupart des énoncés nous donnent
des probabilités conditionnées sans se préocuper du modéle probabiliste sous-jacent.
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