
Relations métriques dans un triangle re
tangle. Trigonométrie.Appli
ations.Chantal Menini12 juin 2008Dans tout l'exposé lorsque nous parlerons de triangle, il est sous-entendu que le triangle est non aplati.1 Relations métriques dans un triangle re
tangle (niveau 
ollège).Nous supposons 
onnus la notion d'angle géométrique, les symétries 
entrale et orthogonale et leurs propriétés,le théorème de Thales (fa
ultatif voir à la �n), la 
aratérisation des parallélogrammes et des re
tangles.1.1 Dé�nition et premières relations.Dé�nition 1.1 Un triangle ABC est re
tangle en A si l'angle géométrique B̂AC est droit. Le 
oté opposé [BC]est appelé hypothénuse.Un triangle est re
tangle s'il est re
tangle en l'un de ses sommets.Proposition 1.2 Les deux angles d'un triangle re
tangle qui ne sont pas droit sont 
omplémentaires.Preuve. La somme des angles d'un triangle est l'angle plat. �Théorème 1.3 Soient ABC un triangle et I le milieu de [BC] alors, le triangle ABC est re
tangle en A si etseulement si IA = IB = IC.Preuve. Soit A′ le symétrique de A par la symétrie 
entrale de 
entre I. Par 
onstru
tion le quadrilatère ABA′Cest un parallélogramme.
ABC est re
tangle en A si et seulement si ABA′C est un re
tangle (parallélogramme ayant un angle droit) soit si etseulement si ses diagonales sont de même longueur. �Corrolaire 1.4 Un triangle ABC est re
tangle en A si et seulement si A est sur le 
er
le de diamètre [BC] privédes points B et C.Théorème 1.5 (Théorème de Pythagore) Un triangle ABC est re
tangle en A si et seulement si AB2+AC2 = BC2.Preuve. Montrons que ABC est re
tangle en A implique AB2 + AC2 = BC2. Notons a = BC, b = AC et c = AB.
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cLes �gures parlent d'elles mêmes ; il reste juste à justi�er que dans la �gure de gau
he le quadrialtère de 
oté aest bien un 
arré, 
e
i résulte du fait que dans un triangle re
tangle les deux angles qui ne sont pas droits sont
omplémentaires.Une autre démonstration 
lassique 
onsiste à 
al
uler l'aire A du trapèze 
i-dessous de deux manières di�érentes1
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aen utilisant la formule somme des bases fois hauteur divisée par 2 soit i
i A = (b+ c)× b+c

2 puis en utilisant que 
'estaussi la somme des aires des trois triangles ABC, BED et BDC qui valent respe
tivement b+c

2 , b+c

2 et a2/2. Il fautjusti�er le 
al
ul de l'aire de BDC, il résulte du fait que le triangle BDC est re
tangle en B 
ar les angles ÊBD et
ĈBA sont 
omplémentaires.Pour montrer la ré
iproque nous introduisons un demi-
er
le de diamètre [BC]. Nous notons D le point de 
e demi
er
le tel que CD = CA. Grâ
e au théorème pré
édent BCD est re
tangle en D et ave
 la partie dire
te du théorèmede Pythagore BD2 + CD2 = BC2, dont on déduit ave
 l'hypothèse AB2 + AC2 = BC2 que AB = BD. Si A = D
'est terminé, sinon B et C sont sur la médiatri
e de [AD] et don
 le triangle ABC est le symétrique du triangle
DBC par symétrie orthogonale d'axe (BC), la symétrie 
onserve les angles géométriques don
 ABC est re
tangleen A. �Une première appli
ation du théorème de Pythagore estProposition 1.6 Soient (d) une droite et A un point n'appartenant pas à (d). Il existe un unique point H de (d) telque AH = min{AM | M ∈ (d)}. H est le point de (d) tel que (AH)⊥(d) et on dit que d(A, (d)) = AH.Preuve. Soit H le point de (d) tel que (AH)⊥(d), ave
 le théorème de Pythagore pour tout point M de (d) on a
AM2 = AH2 + HM2 soit AM2 ≥ AH2 et il y a égalité si et seulement si HM = 0. �1.2 Triangle re
tangle et hauteur.Théorème 1.7 Soient ABC un triangle et H la hauteur issue de A alors, ABC est re
tangle en A si et seulementsi H ∈ [BC] et HA2 = HB × HC.Preuve. Du théorème de Pythagore appliqué dans les triangles re
tangles AHB et AHC nous déduisons que 2HA2+
HB2 + HC2 = AB2 + AC2 (1). Si le triangle ABC est re
tangle en A alors 2HA2 + HB2 + HC2 = BC2. Nous endéduisons que HB ≤ BC et HC ≤ BC don
 le point H est sur le segment [BC].De plus puisque H ∈ [BC], BC2 = (BH + HC)2 = BH2 + CH2 + 2HB × HC et ave
 (1) nous avons équivalen
eentre HA2 = HB × HC et AB2 + AC2 = BC2 ; soit, entre HA2 = HB × HC et ABC re
tangle en A. �Proposition 1.8 Soient ABC un triangle et H la hauteur issue de A alors, ABC est re
tangle en A si et seulementsi H ∈ [BC] et BH × BC = BA2 si et seulement si H ∈ [BC] et CH × CB = CA2.Preuve. Nous savons déjà ave
 la proposition pré
édente que ABC re
tangle en A implique H ∈ [BC].Du théorème de Pythagore appliqué dans le triangle re
tangle AHB nous déduisons que HA2 + HB2 = AB2, ainsisous l'hypothèse H ∈ [BC], HA2 = HB × HC équivaut à HB × (HB + HC) = AB2 et la première équivalen
e. Ladeuxième se traite de même en partant du triangle re
tangle AHC. �Proposition 1.9 Soient ABC un triangle et H la hauteur issue de A alors, ABC est re
tangle en A si et seulementsi HA × BC = AB × AC.Preuve. Nous 
al
ulons l'aire A du triangle de deux façons di�érentes.Ave
 la formule base fois hauteur divisée par 2, A = HA × BC/2.Si ABC est re
tangle en A, alors A est le pied de la hauteur issue de B et A = AB×AC/2 et on a l'égalité annon
ée.Ré
iproquement si on a HA× BC = AB ×AC, notons B′ le pied de la hauteur issue de B. L'aire du triangle ABCest don
 A = HA×BC/2 = B′B ×AC/2 = AB ×AC/2, d'où B′B = AB. Par 
onstru
tion B′ est le point de (AC)tel que d(B, (AC)) = BB′, A ∈ (AC) don
 par uni
ité de 
e point A = B′ et le triangle est re
tangle en A. �Proposition 1.10 Soient ABC un triangle re
tangle en A et H la hauteur issue de A alors 1

AH2 = 1
AB2 + 1

AC2 .Preuve. Ave
 les propositions pré
édentes
HA×BC = AB ×AC implique HA2 ×BC2 = AB2 ×AC2 et ave
 Pythagore HA2 × (AC2 + AB2) = AB2 ×AC2.On 
on
lue en divisant par AH2 × AB2 × AC2. �2



1.3 Appli
ations.� Savoir re
onnaitre si un triangle est re
tangle ou non lorsque l'on 
onnait la longueur de ses 
otés (
f. le 3-4-5des maçons).� La 
onstru
tion des ra
ines des entiers su

essifs (en parti
ulier √2 est la longueur de la diagonale d'un 
arréde 
oté 1).
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1� a et b étant deux entiers, la 
onstru
tion à la règle et au 
ompas de √
ab. On utilise le 
orrolaire 1.3 et lethéorème 1.7. I
i BH = a, HC = b et le point A à l'interse
tion du demi-
er
le de diamètre [BC] et de laperpendi
ulaire en H à [BC] est tel que AH =

√
ab.

B H C

A

� Constru
tion des tangentes à un 
er
le C de 
entre O, passant par un point extérieur A à 
e 
er
le (la tangenteà C en un point M de C est la perpendi
ulaire en M au rayon [OM ]). On tra
e le 
er
le de diamètre [OA], il
oupe C en T et T ′, les droites (AT ) et (AT ′) sont les tangentes 
her
hées.
A

T

T’

0
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� Cal
ul de la hauteur dans un triangle équilatéral de 
oté a : √
3

2 a.2 Relations métriques dans un triangle re
tangle (niveau ly
ée+).Nous nous plaçons dans le plan a�ne muni d'un repère (O, I, J) et nous supposons que le plan ve
toriel asso
iéest muni d'un produit s
alaire. Par exemple pour tous ve
teurs −→u et −→v de 
oordonnées respe
tives (x, y) et (x′, y′)dans la base (
−→
OI,

−→
OJ) nous dé�nissons le produit s
alaire de −→u et −→v , noté −→u · −→v par −→u · −→v = xx′ + yy′.Deux ve
teurs sont dits orthogonaux si leur produit s
alaire est nul.La norme asso
iée au produit s
alaire est ‖−→u ‖ =

√−→u · −→u et nous noterons AB = ‖AB‖.2.1 Dé�nition et premières relations.Dé�nition 2.1 Un triangle ABC est dit re
tangle en A si −−→AB · −→AC = 0. Le 
oté opposé au sommet A est appeléhypothénuse.Un triangle est re
tangle s'il est re
tangle en l'un de ses sommets.Théorème 2.2 (Théorème de Pythagore) Un triangle ABC est re
tangle en A si et seulement si AB2+AC2 = BC2.3



Preuve. Ave
 la relation de Chasles et la bilinéarité du produit s
alaire
BC2 =

−−→
BC · −−→BC =

−−→
BA · −−→BA +

−→
AC · −→AC + 2

−−→
BA · −→AC

= AB2 + AC2 + 2
−−→
BA · −→ACet le résultat. �Théorème 2.3 Soient ABC un triangle et I le milieu de [BC] alors, le triangle ABC est re
tangle en A si etseulement si IA = IB = IC.Preuve. Ave
 la relation de Chasles, la bilinéarité du produit s
alaire et le fait que −→

IB = −−→
IC = − 1

2

−−→
BC

−−→
AB · −→AC = AI2 − BC2/4et le résultat (nous avons établi pour 
ela une des assertions du théorème de la médiane). �Corrolaire 2.4 Un triangle ABC est re
tangle en A si et seulement si A est sur le 
er
le de diamètre [BC] privédes points B et C.2.2 Triangle re
tangle et hauteur.Théorème 2.5 Soient ABC un triangle et H la hauteur issue de A alors, ABC est re
tangle en A si et seulementsi HA2 = −−−→

HB · −−→HC.Preuve. Ave
 la relation de Chasles, la bilinéarité du produit s
alaire et le fait que −−→
AH · −−→HB =

−−→
AH · −−→HC = 0

−−→
AB · −→AC = AH2 +

−−→
HB · −−→HCet le résultat. �Proposition 2.6 Soient ABC un triangle et H la hauteur issue de A alors, ABC est re
tangle en A est équivalentà l'une des assertions suivantes(i) −−→

BH · −−→BC = BA2(ii) −−→
CH · −−→CB = CA2(iii) HA × BC = AB × AC.Preuve. Les deux premières assertions se montrent toujours ave
 l'utilisation du produit s
alaire et de la relationde Chasles. Par exemple pour (i)

BA2 =
−−→
BA · (−−→BC +

−→
CA) =

−−→
BH · −−→BC +

−−→
BA · −→CA.La troisième 
omme dans la partie niveau 
ollège. �Proposition 2.7 Soient ABC un triangle re
tangle en A et H la hauteur issue de A alors 1

AH2 = 1
AB2 + 1

AC2 .Preuve. Comme au niveau 
ollège. �2.3 Appli
ations.Celles du niveau 
ollège, on peut rajouter� Cal
ul de la hauteur h d'un tétraèdre régulier ABCD de 
oté a : le pied G de la hauteur issue du sommet A estl'isobary
entre de (B, C, D) et BCD est un triangle équilatéral d'où BG2 + h2 = a2 et BG = 2
3

√
3

2 a, h =
√

6
3 a.� Constru
tion de l'inverse d'un point par l'inversion de 
entre O et rapport k. M étant un point du plan di�érentde O on 
her
he à 
onstruire un point M ′ tels que 0, M , M ′ soient alignés et −−→OM · −−−→OM ′ = k.Pour k < 0 on introduit le point A tel que AO =

√
−k et −→AO soit orthogonal à −−→

MO. M ′ est alors le point dela droite (OM) tel que AMM ′ soit re
tangle en A (
f. théorème 2.5).Pour k > 0 il va falloir distinguer trois 
as. Si √k = OM alors M ′ = M . Si √k > OM alors on va 
onstruire
M ′ pour que le triangle OAM ′ soit re
tangle en A ave
 M pied de la hauteur issue de A et OA =

√
k (
f.proposition 2.6 (i)). Si √k < OM alors on va 
onstruire M ′ 
omme pied de la hauteur issue de A ave
 OAMtriangle re
tangle en A et OA =

√
k. �4



3 Trigonométrie.Nous supposons que le plan a�ne eu
lidien est muni d'une orientation et nous supposons 
onnue la dé�nition d'unangle orienté de ve
teurs et de ses mesures. Nous noterons (−→u ,−→v ) l'angle orienté des ve
teurs −→u et −→v et (−̂→u ,−→v )une mesure. Nous supposons 
onnu l'a
tion des transformations usuelles (translation, symétrie axiale et rotation)sur les angles orientés de ve
teurs.Nous appelons (O,
−→
OI,

−→
OJ) un repère orthonormé dire
t du plan a�ne. Le 
er
le de 
entre O, passant par I et orientédans le sens dire
t est appelé 
er
le trigonométrique.3.1 Dé�nitions et premières 
onséquen
es.Dé�nition 3.1 Soient t un réel et M le point du 
er
le trigonométrique tel que (

−̂→
OI,

−−→
OM) = t [2π]. On appelle
osinus et sinus de t (notés cos t et sin t), les 
oordonnées de M dans le repère (O,

−→
OI,

−→
OJ)

−−→
OM = cos(t)

−→
OI + sin(t)

−→
OJ..Dé�nition 3.2 Le 
osinus (respe
tivement sinus) d'un angle orienté de ve
teurs est le 
osinus (respe
tivementsinus) d'une mesure de 
et angle. Nous noterons en
ore cos(−→u ,−→v ) (respe
tivement sin(−→u ,−→v )).La proposition suivante est une 
onséquen
e immédiate de la dé�nitionProposition 3.3 1. Les fon
tions cos et sin sont dé�nies sur R et 2π périodiques.2. Les fon
tions cos et sin sont à valeurs dans [−1, 1].3. Pour tout réel t, cos2(t) + sin2(t) = 1.Proposition 3.4 Valeurs remarquables. t 0 π

6
π

4
π

2 π

cos t 1 √
3

2

√
2

2 0 −1

sin t 0 1
2

√
2

2 1 0Preuve.Les valeurs en 0, π

2 et π sont immédiates. Pour les autres valeurs 
ommençons par remarquer que les 
oordonnéesdu point M sont toujours positives, il su�t don
 de 
al
uler la valeur du 
osinus ou sinus.Introduisons M ′ le symétrique de M par la symétrie orthogonale d'axe (OI).Si (
−̂→
OI,

−−→
OM) = π

6 [2π] alors le triangle OM ′M est équilatéral de 
oté 1 et l'ordonnée de M est la moitié de la lon-gueur d'un 
�té d'où la valeur du sinus puis du 
osinus (pour le 
osinus on peut aussi utiliser la hauteur du triangleéquilatéral).Si (
−̂→
OI,

−−→
OM) = π

4 [2π] alors le triangle OM ′M est re
tangle et iso
èle en O, l'ab
isse (ou l'ordonnée) est don
 lademi longeur de la diagonale d'un 
arré de 
�té 1 soit √
2

2 . �Proposition 3.5 Pour tout réel t1. cos(−t) = cos(t) sin(−t) = − sin(t),2. cos(π − t) = − cos(t) sin(π − t) = sin(t),3. cos(t + π) = − cos(t) sin(t + π) = − sin(t),4. cos(π

2 − t) = sin(t) sin(π

2 − t) = cos(t).Preuve. Dans l'ordre : par symétrie axiale d'axe (OI), axiale d'axe (OJ), 
entrale de 
entre O, axiale d'axe (d)d'équation y = x. �Corrolaire 3.6 cos(π

3 ) = 1
2 et sin(π

3 ) =
√

3
2 .Dé�nition 3.7 La fon
tion tangente (notée tan) est dé�nie sur R \ ({π

2 } + πZ) par
tan(t) =

sin t

cos t
.Remarque 3.8 On véri�e aisément que cos(t) = 0 équivaut à t ∈ {π

2 } + πZ.5



3.2 Trigonométrie et triangle re
tangle.==========si on a 
hoisit une première partie niveau 
ollège===========Proposition 3.9 Soit ABC un triangle, il est re
tangle en A si et seulement si
cos(

−−→
BA,

−−→
BC) =

AB

BC
.Preuve. Le 
osinus étant une fon
tion paire nous pouvons supposer que (

−−→
BA,

−−→
BC) est dire
t.Les translations et rotations ne 
hangeant pas les angles orientés de ve
teurs nous pouvons supposer que B = O et

I ∈ [BA). Nous notons C′ le point interse
tion de [BC) ave
 le 
er
le trigonométrique et A′ son projeté orthogonalsur (BA).Si ABC est re
tangle en A alors cos(
−−→
BA,

−−→
BC) = BA′ (les angles non droits d'un triangle re
tangle sont aigus). Lesdroites (A′C′) et (AC) sont parallèles 
ar toutes deux perpendi
ulaires à (BA) don
 ave
 le théorème de Thales

BA
′

BA
= BC

′

BC
= 1

BC
soit BA′ = AB

BC
.Si cos(

−−→
BA,

−−→
BC) = AB

BC
nous en déduisons que le 
osinus est positif et don
 que A′ ∈ [BA), nous avons déjà par
onstru
tion C′ ∈ [BC), nous 
on
luons ave
 la ré
iproque du théorème de Thales. �Proposition 3.10 Soit ABC un triangle, il est re
tangle en A si et seulement si | sin(

−−→
BA,

−−→
BC)| = AC

BCPreuve. Pour l'impli
ation nous utilisons le théorème de Pythagore et la proposition 3.9.Pour la ré
iproque, en reprenant les notations de la preuve pré
édente nous avons AC

BC
= A

′
C

′

BC′
. Notons A′′ le projetéorthogonal de C sur la droite (AB), ave
 le théorème de Thales A

′′
C

A′C′
= BC

BC′
d'où AC = A′′C et A = A′′ par uni
itédu projeté orthogonal ; le triangle est re
tangle en A. �Corrolaire 3.11 Soit ABC un triangle re
tangle en A alors | tan(

−−→
BA,

−−→
BC)| = AC

AB
.Preuve. Conséquen
e des propositions 3.9 et 3.10 �Remarque 3.12 I
i nous n'avons plus d'équivalen
e, si ABC est re
tangle en A 
onsidérons D le projeté ortho-gonal de A sur (BC) et C′ l'image de C par la symétrie d'axe (AD). Alors AC′ = AC don
 | tan(

−−→
BA,

−−→
BC′)| =

| tan(
−−→
BA,

−−→
BC)| = AC

′

AB
et la triangle ABC′ n'est pas re
tangle en A.Nous rappelons qu'une mesure en radian de l'angle géométrique ÂBC est la valeur absolue de la mesure prin
ipale(mesure appartenant à ] − π, π]) de l'angle orienté de ve
teurs (

−−→
BA,

−−→
BC), d'où le 
orrolaireCorrolaire 3.13 Soit ABC un triangle re
tangle en A. Alors

cos(ÂBC) =
AB

BC
sin(ÂBC) =

AC

BC
tan(ÂBC) =

AC

AB
.==========si on a 
hoisit une première partie niveau ly
ée+===========Proposition 3.14 Soient −→u et −→v deux ve
teurs non nuls alors

−→u · −→v = ‖−→u ‖ × ‖−→v ‖ × cos(−→u ,−→v ).Preuve. Quitte à faire une rotation, nous pouvons supposer que −→u = ‖−→u ‖−→OI et −→v = x
−→
OI +y

−→
OJ , puisque (

−→
OI,

−→
OJ)est orthonormée, −→u · −→v = ‖−→u ‖x + 0y = ‖−→u ‖x. Par dé�nition

cos(−→u ,−→v ) = cos(
̂−→u

‖−→u ‖ ,
−→v
‖−→v ‖ ) = cos(

̂−→
OI,

−→v
‖−→v ‖ ) =

x

‖−→v ‖ .

�Corrolaire 3.15 Soit ABC un triangle, il est re
tangle en A si et seulement si cos(
−−→
BA,

−−→
BC) = AB

BCPreuve. −−→AB · −→AC = AB2 −−−→
BA · −−→BC. �Proposition 3.16 Soit ABC un triangle, il est re
tangle en A si et seulement si | sin(

−−→
BA,

−−→
BC)| = AC

BC
.Preuve. Comme 
i-dessus. On pourrait aussi utiliser que det(

−−→
BA,

−−→
BC) = BA×BC×sin(

−−→
BA,

−−→
BC) mais 
ela dépassele niveau ly
ée. �Corrolaire 3.17 Soit ABC un triangle re
tangle en A alors | tan(

−−→
BA,

−−→
BC)| = AC

AB
.Même preuve et remarque que 
i-dessus. 6



4 Appli
ations.Nous avons déjà donné de nombreuses appli
ations des relations métriques. Quelques appli
ations de la trigono-métrie.� Si on a 
hoisit de parler du produit s
alaire, on peut 
ontinuer à l'exploiter pour montrer cos(a − b) =
cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) : produit s
alaire des ve
teurs −→u et −→v de 
oordonnées respe
tives (cos(a), sin(a))et (cos(b), sin(b)) que l'on 
al
ule à l'aide de la dé�nition analytique et à l'aide de son expression en fon
tionde cos(−→u ,−→v ).� Cal
ul des longueurs des 
otés dans un triangle re
tangle 
onnaissant une mesure de ses angles et la longueurd'un seul 
oté.� Cal
ul d'une hauteur dont la base est ina

essible.

a b

d
l

hOn 
her
he à 
al
uler la hauteur h la longueur l étant in
onnue, la longueur d et les mesures d'angles a et bsont 
onnues. tan a = h

l
et tan b = h

l−d

e qui donne h = d(tan a)(tan b)

tan b−tan a
.� Un mélange de relation métriques et trigonométriques : 
al
ul de la valeur de cos 2π

5 puis 
onstru
tion à la règleet au 
ompas.Il faut 
ommen
er par 
al
uler cos(2π

5 ), une méthode possible n'utilisant pas les 
omplexes est la suivante.Nous appelons (O,
−→
OI,

−→
OJ) un repère orthonormé dire
t du plan a�ne et C le 
er
le trigonométrique de 
entre

O. On 
onstruit sur C les points A, B, C et D tels que (
−̂→
OI,

−→
OA) = 2π

5 , (
̂−→

OA,
−−→
OB) = 2π

5 , (
−̂−→
OB,

−−→
OC) = 2π

5et (
̂−−→

OC,
−−→
OD) = 2π

5 (nous avons un pentagone régulier). En remarquant que A et D ainsi que B et C sontsymétriques par rapport à (OI) nous obtenons que −→u =
−→
OI +

−→
OA +

−−→
OB +

−−→
OC +

−−→
OD est 
olinéaire à −→

OI . Demême I et B ainsi que C et D sont symétriques par rapport à (OA) don
 −→u est 
olinéaire à −→
OA don
 −→u =

−→
0 .De 
ela, en utilisant la parité et la 2π-périodi
ité de cos, nous déduisons que 1 + 2 cos(2π

5 ) + 2 cos(4π

5 ) = 0puis que cos(2π

5 ) est solution de 4x2 + 2x − 1 = 0 (en utilisant cos(4π

5 ) = 2 cos(2π

5 ) − 1). Soit cos(2π

5 ) =
√

5−1
4(solution positive).Constru
tion à la règle et au 
ompas d'un point du 
er
le trigonométrique ayant pour ab
isse cos(2π

5 ).On note I ′ le point du 
er
le trigonométrique ayant pour ab
isse −1 et K le milieu de [I ′O]. On note L lepoint interse
tion du 
er
le de 
entre K et rayon OJ et du segment [OI]. Alors ave
 le théorème de Pythagore
KJ =

√
5

2 puis OL =
√

5−1
2 . Alors H le milieu de [OL] est tel que OL =

√
5−1
4 = cos(2π

5 ). Les points du 
er
letrigonométrique d'ab
isse cos(2π

5 ) sont les points interse
tion de la perpendi
ulaire à (OI) passant par H etdu 
er
le trigonométrique.
I

J

I’ K LHO

5 Commentaires.� Les niveaux indiqués (
ollège-ly
ée) 
on
ernent les outils utilisés mais ne prétendent pas que tous les résultatsannon
és sont 
lassiquement faits à 
e niveau� Nous ne nous sommes pas 
ontenté des relations trigonométriques dans le triangle re
tangle 
ar 
ela nous asemblé rédu
teur (dans le titre il est indiqué trigonométrie sans plus de pré
ision à la di�éren
e de la leçonsuivante où l'on peut lire �Relations métriques et trigonométriqes dans un triangle quel
onque ...�).� Comment déduire la théorème de Thales (dans un 
as parti
ulier) du théorème de Pythagore.Proposition 5.1 Soient ABC un triangle re
tangle en A, A′ ∈ [AB] et C′ ∈ [CB]. Alors la droite (A′C′) estparallèle à la droite (AC) si et seulement si BA
′

BA
= BC

′

BC
= A

′
C

′

AC
.7



Preuve.
B A’ A

C

C’

Supposons (A′C′) parallèle à (AC) alors le triangle BA′C′ est re
tangle en A′ et notons x = BA
′

BA
et y = BC

′

BC
.L'aire du triangle ABC se 
al
ule de deux façons di�érentes

2A(ABC) = AB × AC = A′B × A′C′ + AA′ × (AC + A′C′) = xBA × A′C′ + (1 − x)BA × (AC + A′C′) donton déduit A′C′ = xAC.Du théorème de Pythagore dans le triangle re
tangle BA′C′ on déduit que x2BA2 + x2AC2 = y2BC2 soit(ave
 Pythagore dans le triangle re
tangle BAC) x2 = y2 et x = y.Si nous supposons maintenant l'égalité des rapports de distan
es, appelons C′′ le point de [BC] situé sur laperpendi
ulaire à (BA) issue de A′. Ave
 la partie dire
te du théorème de Thales nous avons BC
′′

BC
= BA

′

BA
= BC

′

BCpar hypothèse. Don
 BC′′ = BC′ et C′′ = C′ 
ar 
es deux points sont sur le segment [BC]. On en déduit que
(A′C′) est perpendi
ulaire à (BA) et (A′C′) est parallèle à (AC). �

8


