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Une introduction à la modélisation
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1. Le modèle de Fear et Stuchly 17
2. Le calcul du TMP dans le domaine du bioélectromagnétisme 19
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CHAPITRE I

Prérequis : les équations de Maxwell et leurs

approximations

Les équations de Maxwell décrivent les phénomènes électromagnétiques dans
un matériau. Nous notons ε, µ et σ respectivement les permittivité diélectrique,
perméabilité magnétique et conductivité électrique de ce matériau.

Les équations de Maxwell relient les champs de vecteurs E, H (appelés champs
électriques et magnétiques) ainsi que les champs de vecteurs D et B (appelés in-
ductions électrique1 et magnétique) à la densité de courant J et à la densité de
charge électrique ρ. Le lecteur désirant de plus amples précisions à ce sujet se
référera au livre de Balanis [2] pour une approche physique ou à ceux de Bossavit
[4] ou Cessenat [5] pour une approche plus mathématique. Le système d’équations
fondamentales s’écrit sous la forme suivante :

Loi de Faraday :∇×E + ∂tB = 0,(0.1a)

Loi d’Ampère :∇×H − ∂tD = J,(0.1b)

Loi de Gauss magnétique :∇.B = 0,(0.1c)

Loi de Gauss électrique :∇.D = ρ.(0.1d)

La relation de conservation de la charge se déduit de la loi d’Ampère (0.1b) et de
la loi de Gauss électrique (0.1d) :

∇.J + ∂tρ = 0.

Afin de modéliser complètement les phénomènes électromagnétiques, il est néces-
saire de rajouter les équations constitutives suivantes :

D = εE,(0.2a)

B = µH,(0.2b)

ainsi que la loi d’Ohm

J = σE.(0.2c)

Remarquons que la dépendance linéaire de B et D respectivement par rapport à H

et E, bien qu’assez générale, n’a pas lieu pour une classe importante de matériaux
(les matériaux ferromagnétiques par exemple). Cependant, dans ce cours, nous ne
considérons que des matériaux vérifiant les équations (0.2), et nous supposons que
les constantes ε, µ et σ sont des quantités positives qui ne dépendent que de la
variable d’espace et sont indépendantes des champs électromagnétiques. De cette
modélisation, nous déduisons les équations satisfaites par E et H, en éliminant les
inconnues D et B.

1
D est aussi appelé vecteur de déplacement.
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4 I. PRÉREQUIS : LES ÉQUATIONS DE MAXWELL ET LEURS APPROXIMATIONS

L’électrostatique (resp. la magnétostatique) décrit le champ électrique (resp. le
champ magnétique) lorsque les champs sont indépendants du temps.

Exercice 1. Ecrire les équations de l’électrostatique et de la magnétostatique.

1. L’équation vectorielle des ondes en régime harmonique

En régime harmonique, les champs électrique et magnétique s’écrivent sous la
forme suivante :

E(x, t) = E(x)eiωt, H(x, t) = H(x)eiωt,(1.3)

où ω est la pulsation à laquelle se déroule le phénomène étudié. Rappelons le lien
entre la pulsation et la fréquence :

ω = 2πf.

Notons que l’unité du système international (S.I.) de la pulsation est le radian par
seconde (rad/s) et celle de la fréquence le hertz (Hz).

Nous déduisons des équations (0.1) et (0.2) les équations de Maxwell en régime
harmonique :

∇×E = −iωµH,(1.4a)

∇×H = iωεE + σE.(1.4b)

Remarquons que le système de Maxwell harmonique (1.4) est un système d’équa-
tions aux dérivées partielles (EDP) d’ordre 1. Si nous ne nous intéressons qu’à une
seule grandeur (E ou H), il est possible de transformer le système (1.4) d’ordre 1
en une EDP d’ordre 2. Cette nouvelle EDP, appelée équation vectorielle des ondes
en régime harmonique, s’écrit, pour E, sous la forme suivante :

∇×

(
1

µ
∇×E

)
− ω2 (ε − iσ/ω)E = 0;(1.5)

le champ H vérifie quant à lui

∇×

(
1

ε − iσ/ω
∇×H

)
− ω2µH = 0.(1.6)

Ces égalités sont écrites au sens faible, ce qui signifie que des conditions de trans-
mission sont sous-entendues lorsque les paramètres σ, ε ou µ présentent des discon-
tinuités.

Il reste à imposer une condition aux limites du domaine étudié pour déterminer
de manière unique le champ électrique E ou le champ magnétique H . Différents
types de conditions aux limites (C.L.) du domaine sont utilisées, par exemple, celles
de type Neumann

∇×E × n =< C.L. imposées sur le bord du domaine >,(1.7)

ou de Dirichlet

E × n =< C.L. imposées sur le bord du domaine > .

Il existe aussi des conditions d’impédance reliant le champ électrique au champ
magnétique qui traduisent le fait que l’onde ne peut pénétrer dans le matériau que
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sur une faible épaisseur δ appelée épaisseur de peau :

1

µ
∇×E × n − δn × E × n =< C.L. imposées sur le bord du domaine > .

Ces conditions d’impédance sont aussi appelées conditions de radiation lorsqu’elles
permettent de ramener les problèmes de diffraction à des domaines bornés [5].

2. L’équation de Helmholtz

Dans la plupart des matériaux, les paramètres σ et ε sont constants par morceau
et ε − iσ/ω n’est jamais nul, ce qui implique (en prenant la divergence de (1.4b))
que le champ électrique est à divergence nulle presque partout.

De même, si µ est constant par morceau, ∇. H est nul presque partout. Il est
alors judicieux de transformer l’opérateur ∇×((1/µ)∇×) de l’équation (1.5). En
utilisant les relations suivantes2 :

∇×

(
1

µ
∇×

)
= ∇

(
1

µ
∇.

)
−∇.

(
1

µ
∇

)
,

nous obtenons l’équation de Helmholtz sur E :

∇.

(
1

µ
∇E

)
+ ω2 (ε − iσ/ω)E = 0.(2.8)

De manière analogue, nous obtenons pour H :

∇.

(
1

ε − iσ/ω
∇H

)
+ ω2µH = 0.

Différentes conditions aux limites sont utilisés pour déterminer complètement
le champ E. Les plus courantes et les plus simples sont les conditions de Dirichlet :

E =< C.L. imposées sur le bord du domaine >,

ou de Neumann

∂E

∂n
=< C.L. imposées sur le bord du domaine > .

Il existe aussi des conditions mixtes liant E et sa dérivée normale ∂E/∂n, telles
que la condition de Robin par exemple :

a
∂E

∂n
+ bE =< C.L. imposées sur le bord du domaine >,

avec a et b des paramètres à ajuster en fonction des constantes électromagnétiques.

2 Rappelons ∇(E) = [∇(Ex), ∇(Ey), ∇(Ez)] et ∆(E) =

2

4

∆(Ex)
∆(Ey)
∆(Ez)

3

5.



6 I. PRÉREQUIS : LES ÉQUATIONS DE MAXWELL ET LEURS APPROXIMATIONS

3. La formulation diélectrique

Dans cette formulation, aussi appelée approximation quasistatique, les varia-
tions temporelles de l’induction magnétique sont négligées. La loi de Faraday (0.1a)
devient alors :

∇×E = 0.

En régime harmonique, nous obtenons alors :

∇×E = 0,(3.9a)

∇×H = iωεE + σE.(3.9b)

Comme ∇×E est nul, cela revient à supposer que E dérive d’un potentiel V appelé
potentiel scalaire :

E = ∇V.

En prenant la divergence de (3.9b), nous obtenons l’EDP elliptique suivante pour
V , appelée formulation diélectrique :

∇.
(
(ωε − iσ)∇V

)
= 0.(3.10)

Les conditions aux limites usuelles pour cette EDP sont des conditions de Neu-
mann :

∂V

∂n
=< C.L. imposées sur le bord du domaine >,

ou de Dirichlet

V =< C.L. imposées sur le bord du domaine > .

Nous insistons sur le fait qu’à la différence des équations (1.4), (1.5), (1.6) et (2.8)
qui ne négligent aucun phénomène, la formulation diélectrique néglige la partie
rotationnelle du champ électrique.

Deux questions apparaissent alors. La première porte sur les conditions aux
limites. Considérons le champ électrique E satisfaisant à l’équation vectorielle des
ondes (1.5) avec une condition aux limites de Neumann (1.7) et V le potentiel sca-
laire satisfaisant à la formulation diélectrique (3.10). Quelles conditions aux limites
faut-il imposer à V pour que les champs électriques E et ∇(V ) soient comparables ?
Autrement dit, avec quelles conditions aux limites sur V pouvons-nous dire que le
champ ∇(V ) est la partie statique du champ total E ?

La seconde interrogation porte sur l’utilisation de la formulation diélectrique.
Comme nous venons de le voir, cette formulation est une approximation de l’équa-
tion vectorielle des ondes. Dans cette approximation, les variations temporelles de
l’induction magnétique sont considérées comme nulles, c’est-à-dire que le rotationnel
du champ électrique est nul. Est-il possible de quantifier, a priori et en fonction des
paramètres du milieu et de la pulsation, l’erreur faite en utilisant l’approximation
quasistatique et ainsi de savoir a priori quelle formulation il est plus judicieux
d’utiliser ?

Exercice 2. Soit Ω un ouvert borné de R
3, partitionné en deux ouverts connexes

à bord régulier Ω1 et Ω2. Soit ε, µ, σ trois fonctions constantes sur chaque Ωi, i =
1, 2. Pour chaque formulation avec donnée de Neumann aux bords régulière, donner
la formulation variationnelle et démontrer l’existence et l’unicité du problème dans
les espaces fonctionnels appropriés.



CHAPITRE II

Contexte

Durant ces vingt dernières années, en raison de l’apparition de nouvelles techno-
logies, les sources électromagnétiques se sont multipliées et l’exposition quotidienne
de l’homme à ces champs s’est d’autant plus accrue. C’est pourquoi de nombreuses
études se sont orientées vers les interactions entre champs électromagnétiques et
tissus biologiques.

La connaissance de l’influence de ces champs sur le corps humain est d’une
importance considérable, aussi bien dans le milieu médical qu’industriel. D’une part
les champs électromagnétiques sont utilisés à des fins médicales, aussi bien pour les
diagnostics (par exemple, en Imagerie par Résonnance Magnétique (I.RM.) ou plus
généralement en imagerie médicale [3], [16]) que pour les traitements (en oncologie
pour les traitements par électrochimiothérapie [20]). D’autre part, les matériels
électriques sont soumis à une réglementation stricte imposée en vertu du principe
de précaution [18] qui semble excessive à certains, laxiste à d’autres, et reste à
justifier scientifiquement.

C’est pourquoi une modélisation précise de la répartition des champs électroma-
gnétiques dans le corps humain est nécessaire. Cette modélisation doit tenir compte
des particularités du “système” étudié.

– Les propriétés électromagnétiques des tissus sont très différentes de celles
des matériaux habituellement étudiés en électromagnétisme, de plus elles
sont partiellement connues.

– Dans la plupart des cas, les champs électromagnétiques sont à l’origine d’ef-
fets thermiques, eux-mêmes affectant la circulation des fluides des tissus.
Ainsi, un problème couplant ces phénomènes doit être considéré.

– La géométrie complexe des tissus (partiellement connue, elle-aussi) consti-
tue une difficulté majeure, aussi bien dans l’analyse mathématique que dans
l’implémentation numérique.

1. Les tissus vivants : des matériaux complexes

Comparés aux matériaux habituellement étudiés, le corps humain est un milieu
fortement hétérogène composé d’une multitude de constituants ayant chacun des
propriétés très spécifiques. Durant les 50 dernières années, les propriétés électro-
magnétiques de ces “matériaux” ont été largement étudiées pour des fréquences
comprises entre 10Hz et 10GHz. A ce sujet, les travaux de Gabriel et al. [11], [12],
[13] sont actuellement la référence la plus complète et la plus citée, donnant les
propriétés électromagnétiques de plus de 45 tissus différents.

Les tissus biologiques sont principalement constitués d’eau, ils se comportent
comme un matériau diélectrique à pertes. Gabriel et al. ont montré que les pa-
ramètres électriques dépendent fortement de la fréquence à laquelle sont étudiés les
phénomènes (cf figure 1) .

7



8 II. CONTEXTE

Fig. 1. Propriétés électromagnétiques du sang, de la graisse et du
muscle en fonction de la fréquence [18].

Comparée aux matériaux diélectriques classiques, la permittivité de la plupart des
constituants du corps humain est élevée. Par exemple à 1kHz, la permittivité re-
lative du muscle est supérieure à 30000. Par ailleurs, bien que faiblement conduc-
teurs, les tissus biologiques ont une conductivité non-nulle et ne peuvent donc être
considérés comme des matériaux isolants. D’un point de vue général, plus un tissu
est constitué d’eau, plus il est conducteur, plus il est sec, plus il est résistant. La
figure 1 montre les variations fréquentielles de la permittivité et de la conductivité
de trois tissus : le sang (contenant beaucoup d’eau), le muscle (contenant de l’eau
mais moins que le sang) et la graisse (contenant peu d’eau).

En raison de ces propriétés peu courantes, les équations décrivant les champs
électromagnétiques (plus précisément les approximations des équations de Max-
well) doivent être utilisées prudemment. En particulier, se pose la question de la
validité de l’approximation quasistatique. Les figures 2 et 3 donnent l’évolution du
rapport1 ωε/σ en fonction de la fréquence. Ce rapport, d’après la loi d’Ampère,
permet de comparer les courants de conduction et les courants de déplacement. Il
est clair, d’après les figures 2 et 3 que pour les trois tissus considérés (sang, muscle
et graisse) les courants de déplacement ne sont pas négligeables devant les courants
de conduction : l’approximation quasistatique est-elle encore valable, ou faut-il lui
préférer l’équation vectorielle des ondes ?

Par ailleurs, les permittivité et conductivité des tissus données par Gabriel et
al. sont des valeurs macroscopiques qui ne décrivent pas les phénomènes micro-
scopiques à l’intérieur d’un tissu. En particulier, comment détecter à partir de ces
données macroscopiques des informations sur des tumeurs dont la taille est pe-
tite devant celle du tissu ? Enfin, notons que les données macroscopiques publiées

1ω est la pulsation, égale à 2πf , où f est la fréquence. ε et σ sont les permittivité et conduc-
tivité du milieu.
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dans la littérature peuvent varier significativement d’un article à l’autre pour un
même organe, ce qui pose la question de leur validité. Les différences sont dues à
la difficulté d’effectuer des mesures sur des corps vivants. La plupart du temps,
une ablation du tissu est effectuée avant la mesure. Se pose alors la question de la
préparation du tissu, de la date de la mesure après la mort du tissu, et des chan-
gements métaboliques chez un tissu mort. De plus les propriétés des tissus varient
d’un sujet à l’autre. Il est donc impossible d’obtenir exactement les mêmes résultats
expérimentaux.

Fig. 2. Evolution du rapport ωε/σ en fonction de la fréquence [18].

Pour modéliser précisément la distribution des champs électromagnétiques dans
un organe du corps humain, une approche consiste à partir d’une modélisation mi-
croscopique (c’est-à-dire au niveau cellulaire) afin de construire un modèle macro-
scopique de l’organe par des méthodes d’homogénéisation ; un modèle électrique
ainsi qu’une connaissance précise de la distribution des champs dans la cellule bio-
logique sont alors indispensables [18].

2. La cellule biologique

La cellule biologique constitue l’unité de base du vivant. Les cellules que nous
considérons dans ce cours sont des cellules eucaryotes dont la taille est de l’ordre
d’une dizaine de micromètres : c’est le type de cellules dont notre organisme (et la
plupart des organismes animaux) est constitué.

2.1. Présentation générale. De formes très variées2 et de structure plus ou
moins complexe, les cellules vivantes (eucaryotes ou procaryotes) présentent cepen-
dant une organisation universelle, à savoir une membrane plasmique (la plupart du

2La plupart des cellules sont déformables en fonction des contraintes qu’elles subissent.
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Fig. 3. Zoom de la figure 2 pour des fréquences entre 1kHz et 10MHz[18].

temps, cette membrane est formée d’une bicouche lipidique parsemée de quelques
protéines transmembranaires) qui entoure le cytoplasme.

Dans les cellules eucaryotes, le cytoplasme est un milieu complexe très com-
partimenté. Il contient entre autres le noyau (contenant lui même le nucléole), des
mitochondries, l’appareil de Golgi, le reticulum endoplasmique, des ribosomes et
des polysomes, dont les fonctions sont spécifiques et permettent le maintien en vie
de la cellule (cf figure 4 et 5).

Fig. 4. Schéma d’une cellule animale.
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Fig. 5. Vue d’une cellule du foie au microscope.

Dans ce cours, et en conformité avec les travaux de Fear et Stuchly [7], Fos-
ter et Schwan [10] et la plupart des articles en bioélectromagnétisme modélisant
l’influence des champs électriques sur les cellules biologiques, le cytoplasme est
considéré comme un matériau homogène. C’est la structure de la membrane plas-
mique qui va être plus précisément étudiée. Notons que l’étude du modèle de Fear
et Stuchly présente un grand intérêt pour les bioélectromagnéticiens.

Le lecteur désirant une description plus précise de la cellule biologique pourra
se référer au livre d’Alberts et al. “Molecular biology of the cell” [1].

Remarque. Il faut être conscient du fait que modéliser un système complexe
c’est le simplifier de manière à pouvoir décrire un certain type de phénomène.
Nous nous intéressons à l’influence de la membrane sur la répartition des champs
électromagnétiques dans une cellule. En particulier, nous cherchons à calculer les
champs électromagnétiques au niveau de la membrane. Comme nous le verrons
par la suite, le modèle simplifié de la cellule pose déjà des difficultés aussi bien
mathématiques que numériques.

2.2. La membrane plasmique. La membrane plasmique cellulaire joue un
rôle primordial dans la vie de la cellule [1]. Elle entoure le cytosol et les organites
qui y baignent, définit la frontière de la cellule et la protège de l’environnement ex-
tracellulaire. Elle forme un film protecteur très fin (figure 6) constitué de molécules
lipidiques et protéinaires.

Les molécules lipidiques (phospholipides) sont arrangées en une double couche
épaisse d’environ 5 nanomètres (nm). Cette bicouche lipidique fournit la structure
fluide de base de la membrane et forme une barrière imperméable à la plupart des
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molécules solubles dans l’eau. Elle est parsemée de molécules protéinaires (figure 7)
qui permettent notamment, la catalyse de réactions telles que la synthèse d’ATP,
ou le transport de molécules à travers la membrane. Ces protéines jouent ainsi le
rôle de lien structurel entre le cytosquelette et la matrice extracellulaire ou une
cellule adjacente.

Fig. 6. Vues au microscope de membranes plasmiques [1].

Protéines transmembranaires

Phospholipide

5nm

Fig. 7. Schéma bidimensionnel d’une membrane plasmique [1].

La membrane plasmique présente donc une structure moléculaire inhomogène
qui lui permet de jouer un double rôle. Les phospholipides, qui constituent la matière
de base de la membrane, en font un corps imperméable et isolant, protégeant ainsi
la cellule des agressions extérieures, tandis que les molécules protéinaires éparses
permettent, dans certaines circonstances, des échanges entre le cytoplasme et le
milieu environnant (matrice cellulaire, ou autre cellule par exemple).

3. Le potentiel transmembranaire

Le potentiel transmembranaire (TMP3) est la différence de potentiel entre le
potentiel électrique cytoplasmique et celui de la face externe de la cellule. Lorsque
la cellule est au repos, il est de l’ordre de -90mV à -40mV, suivant le type de cellules.
Ce potentiel est dû à un (infime) déficit d’ions positifs dans le cytoplasme, qui est

3TMP pour TransMembrane Potential
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la conséquence du transport d’ions spécifiques à travers la membrane. Les acteurs
principaux de ce transport sont :

– Les pompes Na−K4 qui exportent les ions Na+ hors de la cellule et simul-
tanément importent les ions K+ du milieu extra-cellulaire.

– Les “K leak channels” (canaux potassiques), à travers lesquels les ions K+

peuvent traverser la membrane dans les deux sens.
Le potentiel transmembranaire au repos reflète l’équilibre électrochimique de l’ac-
tion de ces deux mécanismes.

Lorsqu’une cellule est soumise à un champ électrique, l’amplitude du TMP peut
devenir suffisamment grande pour être biologiquement significative. Le potentiel
transmembranaire induit dans une cellule soumise à un champ électromagnétique
est d’un grand intérêt dans diverses applications. Citons entre autres la fusion de
cellules, les réponses des tissus cardiaques à des courants de défibrillation etc.

Nous présentons ici deux phénomènes pour lesquels la connaissance de la ré-
partition des champs dans une cellule et en particulier la valeur du TMP sont
importantes :

– l’électroporation
– la communication inter-cellulaire.

3.1. L’électroporation. L’électroporation [23],[25],[27] est un phénomène
complexe qui permet d’ouvrir des pores au niveau de la membrane lorsque la cellule
est soumise à un champ électrique spécifique. Cette technique, qui déstabilise la
structure de la membrane cellulaire, permet de faire pénétrer au sein de cellules
des molécules ou des gènes qui ne pourraient être “internalisés” naturellement. Par
cette technique, il est possible d’injecter des médicaments efficaces uniquement à
l’intérieur des cellules.

La mise en évidence de pores n’a pas encore été réalisée et le phénomène est
assez mal connu, cependant des simulations d’électroperméabilisation ont montré la
formation de pores irréversibles lorsque la membrane est soumise à un fort champ
électrique.

A la figure 8, nous présentons une simulation de dynamique moléculaire dé-
crivant l’évolution d’une bicouche lipidique immergée dans de l’eau et excitée par
un champ intense de 0.5V/nm. La durée de la simulation est de 100ps. Nous pou-
vons voir que dès que le champ est appliqué (diapositive A), une déstructuration
de la membrane apparâıt. Cette déstructuration permet le passage de quelques
molécules d’eau, et semble dans un premier temps réversible (jusqu’à la diaposi-
tive F). Puis, les têtes hydrophiles des phospholipides des couches supérieure et
inférieure se rejoignent (diapositive G) entrâınant l’apparition du pore. Ce phéno-
mène est irréversible, car l’équilibre à la diapositive H est stable : pour retrouver
la situation de la diapositive A, il faut réinjecter de l’énergie.

Des polémiques subsistent encore quant à savoir si des pores apparaissent ou
non dans des conditions réversibles d’électroporation.

3.2. La communication intercellulaire. Les jonctions communicantes des
membranes cellulaires sont de petits canaux larges de quelques nanomètres (cf
figure 9) qui relient les milieux intérieurs des cellules voisines, permettant ainsi
l’échange d’information entre ces cellules [7], [8].

4Na+ : ions sodium, K+ :ions potassium
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Fig. 8. Simulation (par dynamique moléculaire) de la formation
de pores lorsqu’un champ de 0.5V/nm est appliqué sur une mem-
brane phospholipidique, [26].

Fig. 9. Schéma d’une jonction communicante.

Yamasaki et al. ont montré, par des expériences in vivo et in vitro, que cette
communication était altérée pour des cellules cancéreuses [28], [29], [15]. Par
ailleurs, il a été mis en évidence que les champs électromagnétiques influencent
la communication à travers ces jonctions [21], [14]. Lorsqu’elles sont présentes,
les jonctions communicantes connectent les cytoplasmes des cellules et augmentent
ainsi leur taille globale ce qui induit des variations du potentiel transmembranaire.
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3.3. Un modèle est nécessaire. Les deux précédents exemples nous mon-
trent en quoi la connaissance des champs électromagnétiques dans des cellules, et
en particulier dans la membrane plasmique est primordiale. Cependant les mesures
expérimentales sur des cellules vivantes sont limitées en raison de la complexité
du milieu et de la petitesse des cellules. Par ailleurs, il est difficile de quanti-
fier les perturbations des champs dues aux instruments de mesures. Un modèle
électromagnétique de la cellule est alors nécessaire, afin de pouvoir effectuer des
simulations numériques.





CHAPITRE III

La cellule biologique d’un point de vue

électromagnétique

A l’aide de mesures d’impédance macroscopiques effectuées sur des organes (les
travaux de Gabriel et al. [11], [12] et [13] sont actuellement la référence la plus
utilisée), Fear, Foster, Schwan et Stuchly (voir [7], [8], [10] et [24] par exemple)
ont extrapolé un modèle électromagnétique simplifié de la cellule.

1. Le modèle de Fear et Stuchly

Dans ce modèle, la cellule biologique est considérée comme un matériau élec-
triquement hétérogène composé d’un cytoplasme homogène dont la taille varie de 1
à quelques micromètres (µm) suivant les cellules, entouré d’une fine membrane elle
aussi homogène dont la taille est de l’ordre de quelques nanomètres. Le cytoplasme
présente une conductivité de 1 Siemens par mètre (S/m) alors que la conductivité
de la membrane varie de 10−7S/m à 10−5S/m, suivant le type de cellule. Les per-
mittivités relatives sont respectivement égales à 80 dans le cytoplasme et à 11.3
dans la membrane. La perméabilité dans toute la cellule est égale à celle du vide,
µo. En figure Fig 1 sont résumés les paramètres électriques de ce modèle. Rappelons
les valeurs des perméabilité et permittivité du vide en unités S.I.

µ0 = 4π 10−7,

ε0 =
1

36π
10−9.

1.1. Premières remarques. Les échanges intercellulaires ou les échanges
cellule-milieu extracellulaire ne sont pas pris en compte. Ce modèle est valable
pour une gamme de fréquences allant du hertz à quelques gigahertz [22]. Des re-
cherches sont actuellement menées (en particulier au Laboratoire Ampère de Lyon
ainsi qu’à l’Institut Gustave Roussy du Kremlin-Bicêtre) pour modéliser d’une part
les phénomènes d’électroperméabilisation [23], [25], [27] et d’autre part les échanges
cellule-cellule à travers les jonctions communicantes, [7], [8].

L’analyse du modèle de Fear et Stuchly est cependant très importante car
elle constitue une première approche dans l’étude de la répartition des champs
dans une cellule. Par ailleurs, cette modélisation de la cellule est valide lorsque les
phénomènes d’échange n’ont pas encore eu lieu.

1.1.a. Les courants de déplacement dans la membrane. Savoir si les courants de
déplacement sont négligeables devant les courants de conduction permet de choisir
a priori la bonne formulation (quasistatique, vectorielle des ondes, statique) qui

17



18 III. LA CELLULE BIOLOGIQUE D’UN POINT DE VUE ÉLECTROMAGNÉTIQUE

σc = 1S/m

εc = 80 ε0, µ = µ0

σm = 10−5 à 10−7S/m

εm = 11.3 ε0, µ = µ0

h = 10−3 à 10−2

l ∼ quelques µm

O

Oh

lh

Ωh

Fig. 1. Paramètres de la cellule biologique.

décrit le champ électrique. D’après la loi d’Ampère, il faut étudier l’évolution en
fonction de la fréquence du rapport1 ωε/σ.

Dans la membrane, pour des fréquences comprises entre 1kHz et 1GHz, nous
observons que ce rapport n’est pas négligeable, et donc il faut prendre en compte
les courants de déplacement. En particulier, les équations de l’électrostatique ne
sont pas valables. Nous devons utiliser l’approximation quasi-statique, ou mieux,
l’équation vectorielle des ondes.

1.1.b. Rapport des permittivités complexes. Rappelons que la permittivité com-
plexe ε̃ à la fréquence ω d’un matériau de conductivité σ et de permittivité ε est la
quantité :

ε̃ = ε − iσ/ω.

Suivant la pulsation à laquelle est étudié le champ électrique, le rapport des per-
mittivités complexes varie énormément. Pour des pulsations inférieures à 106rad/s,
nous avons ∣∣∣∣

εm − iσm/ω

εc − iσc/ω

∣∣∣∣ ∼ 10−5,

tandis que pour des pulsations dépassant 109rad/s,
∣∣∣∣
εm − iσm/ω

εc − iσc/ω

∣∣∣∣ ∼ 10−1.

La cellule ainsi modélisée présente donc un double comportement. Pour des
fréquences inférieures à 107Hz c’est un matériau fortement hétérogène à couche
mince, composé d’un milieu intérieur conducteur, le cytoplasme, entouré d’une fine
membrane isolante, la membrane plasmique.

Lorsque la fréquence est supérieure à 108Hz, c’est un matériau diélectrique
faiblement hétérogène car le rapport des permittivités est grand devant l’épaisseur
de la membrane (|ε̃m/ε̃c| ∼ 0.1 tandis que h ∼ 10−3).

1D’où vient ce rapport ? Expliquer.
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2. Le calcul du TMP dans le domaine du bioélectromagnétisme

De nombreuses études numériques utilisant le modèle présenté à la figure 1 ont
été menées pour étudier le champ électrique dans une cellule biologique, [7], [22],
[17], [20], etc.

2.1. La géométrie : un facteur important. En 2001, Sebastián et al. ont
montré, par des calculs par éléments finis, l’influence de la géométrie sur la dis-
tribution du champ dans une cellule. En calculant les champs électromagnétiques
par une méthode d’éléments finis pour des cellules de différente forme (sphérique,
rectangulaire et ellipsoidale), ils ont ainsi mis en évidence l’importance d’utiliser
des modèles géométriquement réalistes de cellules biologiques [22], [17].

Ils se sont heurtés à une difficulté majeure : le maillage de la fine membrane.
Pour s’assurer de la précision de leurs calculs par éléments finis, ils ont calculés les
solutions analytiques de leur modèle. C’est là le point faible de leur étude : comment
calculer les champs électromagnétiques dans des cellules de forme quelconque, avec
des membranes très fines ?

2.2. L’approximation de Pucihar et al. Pour s’affranchir de ces inconvé-
nients, Pucihar et al. [20] ont mené une étude permettant de supposer l’épaisseur de
la membrane nulle : le problème du maillage de la fine couche est alors contourné.

Se basant sur des résultats d’imagerie et des considérations physiques, ils dédui-
sent que la densité totale de courant J dans la membrane est égale à sa composante
normale. En notant κm la conductivité spécifique de surface de la membrane égale
au quotient de la conductivité par l’épaisseur de la membrane, ils obtiennent le
potentiel transmembranaire via la formule

TMP = J/κm,

où J est la densité totale de courant dans la membrane, qui est quasiment égale à
sa composante normale car la conductivité de la membrane est très faible devant
celle des milieux extramembranaires.

L’explication et le problème qu’ils résolvent sont donnés en Fig 2.
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Fig. 2. Extrait de l’article de Pucihar et al. [20]
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Exercice 3 (Analyse du texte de Pucihar et al.).

Lire le texte de Pucihar.

(1) Quel est le problème qu’ils résolvent ?

(2) Ce problème est-il bien posé ? (Faire au moins le cas 2D d’une cellule
circulaire plongée dans un milieu ambiant lui aussi circulaire, les deux
cercles ayant le même centre)

(3) Implémenter dans un code éléments finis le problème de Pucihar et al.

Indications (Indications pour l’exercice 3).

(1) Notons Ω le domaine ambiant dans lequel est plongée la cellule, et posons
Oe le milieu extracellulaire, de conductivité σe et Oc le cytoplasme, de
conductivité σc.

Etudier le problème couplé (Ve, Vc) suivant :

∆Ve = O, dans Oe

Ve|∂Ω = f, sur ∂Ω,

σe∂nVe = κm(Ve − Vc), sur ∂Oc,

∆Vc = O, dans Oe

σe∂nVc = κm(Ve − Vc), sur ∂Oc,

où n est la normale extérieure à ∂Oc, et f représente le potentiel appliqué
aux bords du domaine ambiant.

(2) Ecrire la formulation variationnelle de ce problème, en déduire existence
et unicité pour le problème variationnel.

(3) Montrer l’existence et l’unicité de la solution pour le problème fort.

(4) Implémenter la formulation variationnelle.

3. Pourquoi une étude mathématique ?

L’inconvénient principal de ces études par éléments finis vient des erreurs d’ap-
proximations et de la difficulté à quantifier de manière précise et a priori ces ap-
proximations.

En effet, pour toute une partie de la littérature (cf Sebastián et al. [22], [17]),
les résulats sont sujets à des erreurs numériques dues d’une part aux forts contrastes
entre les paramètres diélectriques de la membrane et du cytoplasme, et d’autre part
à la finesse de la membrane, difficile à mailler. Pour pallier ces difficultés numériques,
différentes approximations sont utilisées. Une première simplification est d’utiliser
des géométries simples (sphériques, ovales etc. ) qui présentent l’inconvénient d’être
rarement réalistes d’un point de vue biologique. Une seconde simplification est de
négliger certains phénomènes électromagnétiques et d’implémenter des formulations
plus simples ; par exemple, à basse fréquence, la formulation diélectrique.

Par ailleurs les modélisations remplaçant la membrane par une surface d’épais-
seur nulle avec des conductivités de surface (cf Pucihar et al.) ne donnent pas de
justification rigoureuse de leur validité.

Dans le chapitre suivant, nous présentons une introduction aux méthodes a-
symptotiques qui permettent de répondre à ces précédentes questions et qui ont
l’avantage d’avoir un large spectre d’applications, car ce sont des méthodes génériques.





CHAPITRE IV

Introduction aux développements asymptotiques

Dans ce chapitre, nous présentons de manière heuristique, comment construire
des conditions de transmission approchées pour le problème des potentiels électriques
dans la cellule biologique. Cette constrution permettra d’expliquer les conditions
de transmission de Puciharet al. présentées dans le chapitre précédent. Bien que
la justification du développement asymptotique soit primordiale, par manque de
temps nous ne la présenterons par ici. Le lecteur désirant de plus amples précisions
consultera la thèse de l’auteur [19].

1. Rappel du modèle et notations

On s’intéresse au problème satisfait par le potentiel électroquasistatique dans
une cellule plongée dans un milieu ambiant. On note Ω le domaine composé d’une
cellule (un cytoplasme Oi entouré d’une fine membrane Oδ) et du milieu ambiant
dans lequel est plongée la cellule (Fig. 1)

Ω = Oi ∪ Oδ ∪Oe
δ .

Soit Γ le bord de Oi, supposé lisse, et soit Γδ le bord extérieur de la membrane Oδ.

ε̃i

ε̃m

ε̃e

δ
Oi

Oδ

Oe
δ

Γ

Γδ

Ω

n

n

n

Fig. 1. Géometrie et constantes électromagnétiques.

23
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On note ε̃m, ε̃i et ε̃e les permittivités complexes des milieux Om, Oi et Oe. Soit
ε̃δ la fonction constante par morceaux suivante :

∀x ∈ Ω, ε̃δ(x) =





ε̃i, si x ∈ Oi,

ε̃m, si x ∈ Oδ,

ε̃e, si x ∈ Oe
δ .

Soit Vδ la solution du problème suivant :

∇ · (ε̃δ∇Vδ) = 0 dans Ω,(1.11)

Vδ|∂Ω = ϕ sur ∂Ω.(1.12)

La fonction Vδ est entièrement déterminée et appartient à l’espace de Sobolev
H1+s(Ω) dès que ϕ est H1/2+s(∂Ω), s ≥ 0.

Exercice 4 (Régularité).

En supposant que les bords des domaines Oi, Oe
δ et Oδ sont des cercles concen-

triques, et en calculant explicitement mes coefficients de Fourier de Vδ, démontrer
la régularité énoncée.

Observons que Vδ est continue et que ses dérivées normales satisfont les condi-
tions de saut suivantes :

ε̃m∂nVδ|Γ+ = ε̃i∂nVδ|Γ− ,(1.13a)

ε̃m∂nVδ|Γr

δ

− = ε̃e∂nVδ|Γr

δ

+ .(1.13b)

On veut remplacer à la limite δ → 0 la membrane par une équation le long de Γ.

2. Changement de variables dans la membrane

Puisque Γ est une courbe fermée lisse du plan, on la paramètre par son abscisse
curviligne :

Γ = {Ψ(θ), θ ∈ R/2πZ} ,

avec |Ψ′(θ) = 1|. Soit

Φ(η, θ) = Ψ(θ) + δηn(θ), (η, θ) ∈ [0, 1]× R/2πZ.

On obtient une paramétrisation évidente de la membrane1 :

Oδ = {Φ(η, θ), (η, θ) ∈ [0, 1] × R/2πZ} .

Pour θ ∈ R/2πZ, les vecteurs Ψ′(θ) et n′(θ) sont colinéaires.

Exercice 5.

En utilisant le fait que |Ψ′(θ)| = 1, démontrer la colinéarité des vecteurs Ψ′ et
n′.

On rappelle que la courbure κ est la fonction (lisse) à valeurs dans R décrivant
cette colinéarité :

∀θ ∈ R/2πZ, Ψ′(θ) = κ(θ)n′(θ).

Le changement de variables (x, y) → (η, θ) nous permet d’obtenir l’expres-
sion du laplacien en coordonnées (η, θ), après de fastidieux calculs. Il existe une
autre manière d’obtenir le laplacien en coordonnées (η, θ). Il s’agit d’utiliser les
formes différentielles et d’utiliser l’expression de la métrique euclidienne écrite en

1
Faire un dessin !
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coordonnées locales. Cette métrique est décrite par la matrice (gij)i,j=1,2, où les
coefficients gij sont définis par :

g11 =< ∂ηΦ, ∂ηΦ >, g22 =< ∂ηΦ, ∂ηΦ >, g12 = g21 =< ∂ηΦ, ∂θΦ >,

où < . , . > est le produit scalaire euclidien de R
2. On a alors

g11 = δ2,(2.14)

g22 =

(
1 + δηκ(θ)

)2

,(2.15)

g12 = g21 = 0,(2.16)

et le déterminant |G| vaut :

|G| = g11g22 − g2
12 = δ2

(
1 + ηκ(θ)δ

)2

.(2.17)

Le langage des formes différentielles (voir les livres de Flanders et Doubrovine [9, 6])
nous permet d’obtenir alors le laplacien en coordonnées (η, θ) :

∆η,θ =
1√
|G|

{
∂η

(
1√
|G|

(g22∂η − g12∂θ)

)
+ ∂θ

(
1√
|G|

(−g12∂η + g11∂θ)

)}
.

(2.18)

Exercice 6 (Formule du Laplacien en coordonnées (η, θ)). Exprimer explici-
tement le Laplacien en coordonnées (η, θ) en ordonnant les termes en puissance de
δ.

Il est par ailleurs nécessaire d’exprimer les dérivées normales le long de Γ et de
Γδ en coordonnées locales :

∂n|Γ oΦ|η=0 =
1

δ
∂η

∣∣∣∣
η=0

,

et sur Γδ,

∂n|Γr

δ
oΦ|η=1 =

1

δ
∂η

∣∣∣∣
η=1

.

3. Asymptotiques formelles

Nous sommes désormais près pour faire le développement asymptotique formel
de Vδ. Choisissons l’ansatz suivant :

ve = ve
0 + δve

1 + · · · ,(3.19a)

vc = vi
0 + δvi

1 + · · · ,(3.19b)

vm = vm
0 + δvm

1 + δ2vm
2 + · · ·(3.19c)

Pour k ≥ 0, nous posons :

∆ve
k = 0, dans Oe,

∆vi
k = 0, dans Oi,

ve
k|∂Ω = δ0,kϕ, sur ∂Ω.
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Ordonnons les termes de mêmes puissances de δ dans l’expression de ∆η,θ. En
utilisant les égalités suivantes

∂η|G|

2|G|
=

δκ(θ)

1 + ηκ(θ)δ
,

∂θ|G|

2|G|
= ηδ

κ′(θ)

1 + ηκ(θ)δ
,

on en déduit :

|G|∆η,θ = ∂2
η + δκ(θ)

(
2η∂2

η + ∂η

)

+ δ2
(
η2κ2(θ)∂2

η + ∂2
θ + ηκ2(θ)∂η

)

+ δ3R(η, θ),

(3.20)

où R est un opérateur différentiel d’ordre 1 sur [0, 1] × T defini par :

R(η) = −
η

1 + κ(θ)ηδ

{
ηκ3(θ)∂η + κ′(θ)∂θ

}
.(3.21)

Pour obtenir les conditions de transmission approchées le long de Γ, nous devons
étendre formellement ve jusque dans la membrane. En utilisant un développement
de Taylor dans la variable η, nous aboutissons développements suivants :

ve oΦ|η=1 = ve
0 oΦ|η=0 + δ

(
ve
1 oΦ|η=0 + ∂nve

0 o Φ|η=0

)
+ · · · ,

et

∂nve oΦ|η=1 = ∂nve
0 oΦ|η=0 + δ

(
∂nve

1 o Φ|η=0 + ∂2
nve

0 oΦ|η=0

)
+ · · ·

Notons K la courbure de Γ en coordonnées euclidiennes :

∀x ∈ Γ, K(x) = κ oΨ−1(x).

Exercice 7 (Récriture du problème avec l’ansatz).

(1) Ecrire le problème satisfait par le potentiel (ve, vm, vi) dans les trois do-
maines, en utilisant les coordonnées locales dans la membrane.

(2) Expliciter les conditions de transmission aux interfaces de Γ et Γδ.

(3) Injecter les expressions de ve, vm et vi dans les équations précédentes2,
en ordonnant les termes de même puissance en δ.

Il nous reste à identifier les premiers termes en puissance de δ
– Termes d’ordre 0. Nécessairement,

∂2
ηvm

0 = 0,

et ∂ηvm
0 |η=0 = 0, ainsi vm

0 = vm
0 (θ). D’où la première condition de transmis-

sion : ve
0|Γ+ = vi

0|Γ− .

2Pensez à utiliser les développements de Taylor formels de ve et de ∂ve le long de Γδ en
fonction de ve et des ses dérivées normales le long de Γ !
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– Termes d’ordre 1. Comme ∂ηvm
0 ≡ 0, nous obtenons :

∂2
ηvm

1 = 0,

et ainsi ∂ηvm
1 est constant par rapport à η. On en déduit alors :

ε̃m∂ηvm
1 |η=0 = ε̃i∂nvi

0|Γ− oΨ,

et

ε̃m∂ηvm
1 |η=1 = ε̃e∂nve

0|Γ+ oΨ.

D’où la deuxième condition de transmission à l’ordre 1 :

ε̃e∂nve
0|Γ+ = ε̃i∂nvi

0|Γ− .

Ainsi, ve
0 et vi

0 sont uniquement déterminés. De plus vm
0 = vi

0 o Ψ et

∂ηvm
1 =

ε̃i

ε̃m
∂nvi

0|Γ− oΨ.

– Termes d’ordre 2. D’après les égalités précédentes, nous obtenons :

∂2
ηvm

2 + κ∂ηvm
1 + ∂2

θvm
0 = 0,

ainsi ∂ηvm
2 vaut :

∂ηvm
2 = −η

(
κ

ε̃i

ε̃m
∂nvi

0|Γ− oΨ + ∂2
t vi

0|Γ− oΨ

)

+
ε̃i

ε̃m
∂nvi

1|Γ− oΨ.

(3.22)

Puisque nous avons :

∂ηvm
2 |η=1 =

ε̃e

ε̃m

(
∂nve

1|Γ+ + ∂2
nve

0|Γ+

)
,

et comme3

∂2
nve

0|Γ+ = −∂2
t ve

0|Γ+ − K ∂nve
0|Γ+ ,

on en déduit alors les conditions de transmission suivantes entre ve
1 et vi

1 :

ε̃e∂nve
1|Γ+ − ε̃i∂nvi

1|Γ− = (ε̃e − ε̃m) ∂2
t vi

0|Γ− ,

et

ve
1|Γ+ − vi

1|Γ− = −

(
1

ε̃e
−

1

ε̃m

)
ε̃i∂nvi

0|Γ− .

De plus, dans la membrane, nous obtenons :

vm
1 = η

ε̃i

ε̃m
∂nvi

0|Γ− oΨ + vi
1|Γ− oΨ.

Ainsi, nous avons obtenu formellement les 2 premiers termes du développement
asymptotique de Vδ (1.11)–(1.12). Résumons les résultats.

3Retrouver l’égalité en utilisant l’expression du Laplacien en coordonnées locales et en l’ap-
plicant en η = 0.



28 IV. INTRODUCTION AUX DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

– Coefficients d’ordre 0. Les potentiels électriques ve
0 et vi

0 sont définies par :





∆ve
0 = 0, dans Ω \ Oi,

∆vi
0 = 0, dans Oi,

ε̃e∂nve
0|Γ+ = ε̃i∂nvi

0|Γ− , sur Γ,

ve
0|Γ+ = vi

0|Γ− , sur Γ.

Dans la membrane, le potentiel vm
0 vaut :

∀(η, θ) ∈ [0, 1]× T, vm
0 = vi

0|Γ− oΨ.(3.23)

– Coefficients d’ordre 1. Les potentiels ve
1 et vi

1 sont solutions du problème
suivant dans Ω : 




∆ve
1 = 0, dans Ω \ Oi,

∆vi
1 = 0, dans Oi,

ve
1|∂Ω = 0,

(3.24a)

avec les conditions de transmission

ε̃i∂nvi
1|Γ− − ε̃e∂nve

1|Γ+ = − (ε̃e − ε̃m) ∂2
t vi

0|Γ− ,(3.24b)

vi
1|Γ− − ve

1|Γ+ =

(
1

ε̃e
−

1

ε̃m

)
ε̃i∂nvi

0|Γ− .(3.24c)

Dans la membrane, nous obtenons :

∀(η, θ) ∈ [0, 1]× T, vm
1 = η

ε̃i

ε̃m
∂nvi

0|Γ− oΨ + vi
1|Γ− oΨ.(3.25)

Remarque 3.1. On remarque que dans l’obtention des termes d’ordre 1, tous
les termes en δ2 sont négligées. En utilisant cette observation, et en regardant le
problème satisfait par v0 + δv1, on peut déduire les conditions de transmission ap-
prochées à l’ordre 1. Si on note Vapp le potentiel approché (attention, Vapp n’est pas
égal à v0 + δv1 ! !), alors on obtient :





∆V e
app = 0, dans Ω \ Oi,

∆V i
app = 0, dans Oi,

V e
app|∂Ω = φ,

ε̃i∂nV i
app|Γ− − ε̃e∂nV e

app|Γ+ = δ(ε̃m − ε̃e) ∂2
t V e

app|Γ+ ,

V i
app|Γ−

c
− V e

app|Γ+
c

= δ

(
1 −

ε̃i

ε̃m

)
∂nV i

app|Γ−

c
.

Exercice 8.

(1) Quelles sont les différences entre les conditions de Pucihar et al. et celles
de Vapp ?

(2) Ecrire et estimer la différence entre l’approximation de Pucihar et al. et
celle que l’on vient d’obtenir.

(3) Pour quelles valeurs de ω l’approximation de Pucihar et al. est-elle va-
lable ?
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Calcul du potentiel électroquasistatique dans une cellule

circulaire

Le but de ce TP est de calculer numériquement le potentiel électroquasistatique
dans une cellule “biologique” circulaire. Pour ce faire, on comparera la modélisation
de Pucihar, au calcul complet.

Dans toute la suite, on considère une cellule circulaire de centre (0, 0) de rayon
1+δ, où δ désigne l’épaisseur de la membrane. Cette cellule est placée dans un milieu
ambiant carré de coté 4 centré en (0, 0) dont les propriétés électromagnétiques sont
celles du cytoplasme. De façon à obtenir un champ électrique dans la direction (Ox)
et de norme 1V/m, on impose des conditions de Dirichlet égales respectivement à
−2 et 2 en x = −2 et x = 2. Sur les bords parallèles à l’axe des abscisses, on impose
des conditions aux limites naturelles.

Préalable

– Rappeler les propriétés électromagnétiques de la cellule.
– Rappeler les équations régissant le potentiel électroquasistatique.
– Donner les conditions de transmission aux bords des différents domaines ainsi

que les conditions aux limites décrites au-dessus.
– Donner la formulation variationnelle du problème satisfaite par le potentiel.
– Mailler l’ensemble “milieu ambiant+cellule” pour des épaisseurs de mem-

brane δ égales à 0.1, 0.05, 0.01, 0.005 et 0.001, et mailler l’ensemble “milieu
ambiant+cytoplasme” (sans membrane,i.e. δ = 0). (Sauver les fichiers de
maillage !)

Le problème de Pucihar et al..

On suppose δ = 1/10.
– Ecrire le problème “fort” résolu par Pucihar et al.
– Ecrire la formulation variationnelle associée.
– Implémenter numériquement le problème.
– Tracer les isovaleurs du potentiel.

Comparaison des résultats

On note V le potentiel exact et Vapp le potentiel approché par la méthode de
Pucihar.

– Ecrire le problème “fort” satisfait par l’erreur V − Vapp.
– Ecrire la formulation variationnelle associée.
– Implémenter numériquement le problème pour δ = 1/10 et tracer les isova-

leurs du potentiel. Comparer avec le calcul précédent.
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– Tracer un diagramme log − log de l’erreur en fonction des différentes valeurs
de δ : qu’en déduit-on ?

– Prendre une conductivité membranaire égale à 4/5 de celle du cytoplasme.
Qu’en déduit-on?

Approximation par développement limité

On suppose maintenant que la cellule est plongée dans le plan R
2 dans lequel

règne un champ électrique dans la direction (Ox) de norme 1.
– A l’aide d’un développement limité par rapport à δ, approchée le potentiel.
– Comparer avec le résultat de Pucihar et al.
– Expliquer l’approximation de Pucihar et al. et proposer une autre approxi-

mation.
On se replace maintenant dans la configuration du départ (milieu ambiant carré de
coté 4 centré en (0, 0).

– Comparer numériquement la solution proposée à la question précédente et le
potentiel exact pour les différentes valeurs de δ ci-dessus, ainsi que pour les
deux conductivités membranaires différentes.

– Conclure.
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