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Introduction

Ce mémoire a pour but de parvenir a la classification (& conjugaison pres) des
groupes de réflexions complexes.

Etat de l’art

Si V un espace vectoriel complexe, un groupe de réflexions G est un sous-groupe
de GL(V') engendré par des réflexions. Il est dit réel (resp. rationnel) si il existe
une base de V' dans laquelle les matrices des éléments de G sont a coefficients réels
(resp. rationnels), si ce n’est pas le cas G sera dit complexe. Les groupes de réflexions
rationnels (que I'on appelle aussi groupes de Weyl) apparaissent dans la classification
des groupes algébriques ou des groupes de Lie. Cependant, lorsqu’on veut étudier
plus en détails les groupes algébriques (par exemple étudier leurs représentations),
on a besoin d’utiliser les groupes de réflexions complexes.

Leur classification fut effectuée par Shephard et Todd dans [ST54]. Ils donnent
directement la classification des groupes de réflexions complexes. Pour classer les
groupes de réflexions complexes primitifs, ils remarquent que si G C GL(V) est
un groupe de réflexions complexe, quand on regarde son action dans PV, il donne
lieu & un groupe de « collineations » (des transformations de l’espace projectif qui
conservent la colinéarité) engendré par des « homologies » (ou « collineations » cen-
trales, a savoir des « collineations » qui laissent stables des hyperplans de I'espace
projectif et d’ordres fini). Ils s’appuient ensuite sur des résultats précédents dissémi-
nés dans la littérature qui ont permis de classifier de tels groupes de « collineations »,
puis ils remontent aux groupes de réflexions : une matrice représentant une homolo-
gie & pour vecteurs propres A, ..., A,y (A, # 0 et A # p) et on peut normaliser une
telle matrice d’une unique maniere si dim V' > 3 pour obtenir une matrice de réflex-
ion (en multipliant par A™!). Le cas dim V' = 2 est un peu plus compliqué puisqu’on
peut normaliser en multipliant par A™! ou ! et Shephard et Todd étudient ce cas
a part.

A partir de la classification, ils constatent une propriété remarquable des groupes
de réflexions (qui explique peut-étre le fait qu’ils apparaissent dans beaucoup de
domaine des mathématiques) : un groupe fini G est un groupe de réflexions si et
seulement si son action sur S(V') a pour invariants une algebre de polynomes. La
classification effectuée par Shephard et Todd est assez insatisfaisante car la preuve
est complétement extrinseque aux groupes de réflexions (on se ramene a des groupes
que 'on connait mieux), et surtout completement éparpillée dans la littérature. Or il
se trouve que depuis on a trouvé une preuve intrinseque du théoréme caractérisant les
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groupes de réflexions en fonction de leurs invariants (voir [Bou68]), ce qui donne un
espoir pour trouver une preuve de la classification utilisant la géométrie des groupes
de réflexions complexes pour se ramener a un probléme purement combinatoire, a la
maniere de la classification des groupes de réflexions réels, ou I’étude des chambres
permet par exemple facilement de montrer qu’un tel groupe est un groupe de Coxeter
(avec comme systéme générateur les réflexions fixant les murs d’une chambre donnée,
on renvoie encore a [Bou68] pour plus de détails).

C’est justement ce que fait Cohen dans [Coh76], ou en généralisant les outils
utilisés dans la classification des groupes de réflexions réels (graphes de Coxeter et
systémes de racines), il parvient a obtenir la classification des groupes de réflexions
complexes de maniére plus « intrinseque » que Shephard et Todd. Cependant, il
faut noter que la classification est plus compliquée dans le cas réel, car il n’y a pas
I’équivalent des chambres et des murs. Du coup, il est difficile de savoir exactement
quelles informations mettre dans un graphe pour généraliser les graphes de Coxeter.
Dans sa preuve Cohen choisit de mettre des informations redondantes (plusieurs
graphes correspondent au méme groupe), ce qui rend le traitement combinatoire de
ces graphes bien plus complexe. En fait, a I'instar de Shephard et Todd, il est obligé
d’invoquer un théoreme (de Blichfeldt) extrinseque aux groupes de réflexions pour
finir la classification. On renvoie aux Chapitres 4 et 5 pour plus de détails a ce sujet.

Ainsi, si la preuve de Cohen est une amélioration par rapport a la preuve originale
de Shephard et Todd, elle n’est pas encore complétement satisfaisante. Récemment,
des nouvelles manieres de représenter les groupes de réflexions ont été introduites
(voir [BMR9S8] et [Bro00]), mais elles n’ont pas encore abouti a une nouvelle preuve.

Plan et commentaire

Dans ce mémoire donc, nous suivons la preuve de Cohen. Dans le Chapitre 1, nous
donnons la définition des groupes de réflexions complexes, et rappelons rapidement
les principaux résultats a leurs sujets (méme si tous ne nous serviront pas par la suite)
pour donner une idée des méthodes que 1'on a pour les étudier. Dans le Chapitre 2,
nous commencons la classification proprement dite en classifiant tous les groupes
imprimitifs (tache relativement aisée, qui ne nécessite pas l'utilisation des outils
introduits dans le Chapitre 4). Il reste a classifier les groupes de réflexions primitifs,
or il se trouve que les outils utilisés par Cohen ne sont vraiment efficaces qu’en
dimension > 3. Ainsi, comme Shephard et Todd, nous traitons le cas des groupes de
réflexions de dimension 2 a part, en utilisant un marteau pilon : on détermine tous les
groupes finis de GLy(C) puis on regarde lesquels sont des groupes de réflexions. Ce
sera l’objet du Chapitre 3. Comme annoncé, on présente la généralisation par Cohen
des outils qui permettent de traiter le cas réel au Chapitre 4, et nous nous en servons
pour terminer la classification dans le Chapitre 5. C’est dans ce dernier Chapitre
que nous donnons le théoréme de Blichfeldt (Théoreme 5.1) sur les groupes primitifs
quelconques qui sert a restreindre les choix possibles pour un groupe de réflexions,
afin d’aider a la classification. Comme il ne s’agit pas a proprement parler d’un
théoreme sur les groupes de réflexions, nous donnons sa preuve dans I’Appendice A.

Nous suivons de tres pres 'exposition donnée par Cohen dans [Coh76], en corri-
geant les petites erreurs typographiques (et en essayant de ne pas trop en rajouter
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nous-méme. ..) ainsi qu'une erreur un peu plus sérieuse mais sans grandes consé-
quences dans le Lemme 4.19. Nous avons cependant considérablement développé les
preuves données par Cohen qui se révelent parfois assez elliptiques (on pourra ainsi
comparer les preuves du Lemme 2.10, de la Proposition 2.12, du Théoreme 4.20 avec
les preuves originales). Nous avons également énoncé quelques résultats triviaux sur
les groupes de réflexions dont se sert Cohen sans les expliciter (il s’agit essentielle-
ment du Chapitre 1, notamment la section 1.3). Il en va de méme pour les résultats
trouvés par Cohen : nous explicitons certaines de leurs conséquences qui servent par
la suite mais que Cohen n’énonce pas forcément (voir par exemple le Lemme 4.13, le
Lemme 4.28 et le Corollaire 4.30). Enfin, nous avons donné la preuve du théoreme
de Blichfeldt dans I’Appendice A, et développé un peu sur comment déterminer tous
les sous-groupes finis de GLo(C) (Chapitre 3).

On trouvera également au début de chaque section un court laius qui sert a
introduire I'objectif de cette section, et les moyens pour y parvenir.
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Chapitre 1

Groupes de réflexions complexes,
définitions et premieres propriétés

1.1 Définition d’un groupe de réflexions complexe

Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension n, que 'on supposera muni
d’un produit scalaire (- |-),,.

Définition 1.1 (pseudo-réflexion): Un élément g € GL(V') est une (pseudo)-
réflexion s’il est d’ordre fini et stabilise un hyperplan de V.

Remarque 1.2: Comme g est d’ordre fini d, il est diagonalisable. Il s’écrit donc dans

une base de V comme
1

¢

ol ¢ est une racine primitive d*™¢ de I'unité. Les vecteurs propres de g associés a
sont appelés les racines de g.

On remarque que g est a coefficient réel (dans une base de V') équivaut a g
d’ordre 2 (et dans ce cas g est une vraie réflexion).

Par la suite, on parlera de réflexions a la place de (pseudo)-réflexions, et on
précisera qu’on a une réflexion réelle, ou d’ordre 2 pour parler d'une vraie réflexion.
Le lemme suivant est trivial, mais nous sera bien utile.

Lemme 1.3: Soit W un sous-espace vectoriel de V' stable par g. Alors soit W est
fixé par g, soit il contient une racine de g. Réciproqguement, si l'un des deuz cas se
produit, alors W est stable par g.

DEMONSTRATION: gy est diagonalisable. [

Définition 1.4 (Groupe de réflexions): G C GL(V) est un groupe de réflexions
s’il est engendré par des réflexions. Un sous-groupe de réflexions de G est un sous-
groupe H de G qui est un groupe de réflexions. On note Ref(G) I'ensemble des
réflexions de G et Rac(G) leurs racines.

Si dim V' = n, on dira que G est de dimension n

7



8 CHAPITRE 1. GROUPES DE REFLEXIONS COMPLEXES

Définition 1.5 (terminologie): Si G C GL(V), on notera V¢ l'ensemble des
points fixes par G. Si ¢ € G, on notera V9 = V{9 l'’ensemble des points fixes
de g (ou (g) note le sous-groupe de G généré par g). Si W C V est un sous-espace
vectoriel, on dira qu’il est stable par G si Vg € G, g.W C W, et qu’il est fixe par G
siW c Ve,

Remarque 1.6: Soit G C GL(V') un groupe de réflexions fini. Il est classique qu’on
peut alors voir G comme un sous-groupe de U(V), quitte a le conjuguer (prendre
une forme hermitienne définie positive et la moyenner par les éléments de G pour
obtenir une forme hermitienne définie positive stable par les éléments de G : (-|-) .
(-|-)q est conjugué a (-|-),,, donc G est conjugué a un sous-groupe fini de U(V)).
Par la suite, quand on parle d'un groupe de réflexions G C GL(V'), on supposera
implicitement qu’il s’agit d’un sous-groupe fini de U(V).

Si W C V est stable par GG son orthogonal ’est aussi, ainsi GG est compléetement
réductible!

Définition 1.7: Soit s une réflexion unitaire de racine a et de valeur propre non
triviale (. On notera s = s, ¢ et on a :

sac(@) =2 = (1 =) (ala) (z|a)a

Si ¢ = exp(2imd~'), on note aussi s, = $,q. Enfin si d = 2, on notera s, = s,2.

Remarque 1.8 (Comportement d’une réflexion par conjugaison): Soit s = s, une
réflexion (avec les notations de la Définition 1.7), et u € U(V) une transformation
unitaire. Alors usa,cu_l = Su.ac est toujours une réflexion. Et les racines de usu~?t
sont les images par u des racines de s.

Définition 1.9 (Groupe de réflexions réel): Soit G un groupe de réflexions. On
dit que G est réel 5’1l fixe un R-sev V[ de V' tel que I'application canonique C®g Vy —
V' est bijective. Autrement dit, G est réel s’il existe une base de V telle que la matrice
de tout élément de G dans cette base soit a coefficients réels.

Si G n’est pas réel, on dira que G est un groupe de réflexions complexe.

Remarque 1.10: Si G est un groupe de réflexions réel, toute réflexion de G est d’ordre
2. On peut montrer (cf. [Bou68]) que les groupes de réflexions réels sont exactement
les groupes de Coxeter. On connait donc la classification des groupes de réflexions
réels ([Bou68§]).

Réciproquement, si G' est un groupe de réflexions dont toutes les réflexions sont
d’ordres 2, pour qu’il soit réel, la Définition 1.7 montre qu’il faut et suffit qu’on puisse

choisir pour toute réflexion s de G une racine a4 tel que {(as a5 ); geret@y f C R

(car alors il suffit de prendre un systéme libre maximal parmi les {as} et de le
compléter par une base de V¢ ; voir le Lemme 1.18, en fait il suffit méme de trouver
de telles racines a,, pour des réflexions qui engendrent G).

IEt Iintérét de prendre un produit scalaire c’est que ’on a un moyen canonique d’obtenir un
supplémentaire stable de W
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La théorie des caracteres nous donne la proposition suivante :

Proposition 1.11: Soit G un groupe fini, p une représentation irréductible de G et
X son caractére. On pose

v(p) = 1G> x(g”)

geG
Alors
1 si p est réel
v(p) =< —1 sip nlest pas réel, mais est conjugué a p
0 sinon, i.e. si x est a valeurs complexes

DEMONSTRATION (RAPIDE): On sait qu'il existe un produit scalaire hermitien G-
invariant sur V. De plus, x est réel < il existe une forme bilinéaire b G-invariante
et non dégénérée sur V. Et p est réel < il existe une forme bilinéaire symétrique
b G-invariante et non dégénérée sur V. Enfin si V est irréductible, 'espace des
formes bilinéaires G-invariantes est de dimension au plus 1, en particulier toute
forme bilinéaire est nulle ou non dégénérée, et dans ce cas est soit symétrique, soit
antisymétrique. Comme C := |G|~" > geq X(g?) est le produit scalaire de Xgyy2(y+) —
Xanz(v+) avec la représentation triviale 1¢ de G, la théorie des caracteres montre
que C' est la dimension des formes bilinéaires symétriques invariantes par G sur V
moins celle des formes bilinéaires antisymétriques, et la proposition découle de ce
qui précede. [ |

Remarque 1.12: On sait que pour un groupe de réflexions, le deuxiéme cas ne peut
se produire, car son corps de définition est donné par son caractere.

1.2 Invariants d’un groupe de réflexions

L’intérét majeur qui pousse a étudier les groupes de réflexions, et par la a com-
prendre leur classification, vient de ce qu’ils ont une caractérisation algébrique ex-
trémement jolie, en termes d’invariants.

Définition 1.13: Soit G C GL(V') un groupe. Il agit sur S = S(V) via g.f : v —
f(g~t.v). On note R = S¢ les invariants polynomiaux par cette action.

On a alors le théoreme suivant, qui fut démontré par Shephard et Todd ([ST54])
en se servant de la classification des groupes de réflexions. Chevalley réussit a le
démontrer sans se servir de la classification, voir pour une preuve [Bou68§].

Théoreme 1.14: Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) G est un groupe de réflexions

i) est une algébre de polynomes, c’est a dire qu’il existe des polynomes homo-
i) R est lgebre de polyno ‘est a di il existe d lyno h
genes fi, ... fn algébriquement indépendants qui engendrent R comme algébre
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(1ii) 1l existe fi,... f, € R des polynomes homogénes algébriquement indépendants
tels que |G| = deg(f1) x -+ x deg(fn)*

Si tel est le cas, soit I l'idéal homogéne engendré par les f;. Alors S/I est iso-
morphe a la représentation réguliére de G.

On note d; les degrés des f; qui apparaissent dans le Théoreme 1.14. On suppose
que d; < dy... < d, Il est facile de voir que les d; ne dépendent pas du choix des f;,
on les appelle les degrés caractéristiques de G.

Corollaire 1.15: Soit G un groupe de réflexions irréductible et d; ses degrés carac-
téristiques. Alors G est un groupe de réflexions réel si et seulement si dy = 2.

DEMONSTRATION: G est réel < il existe une forme bilinéaire symétrique b G-
invariante sur V' et non dégénérée < Sym?(V*)¢ # {0} vu que V est irréductible.
Mais comme Sym?(V*) ~q S?(V), cela équivaut au fait qu’il y ait un polynéme
invariant de degré 2 dans S. Comme V est irréductible, il n’y a pas de polynome
invariant de degré 1 dans S (sinon on aurait un vecteur stable par G), donc cela
équivaut bien au fait qu'un élément de la base algébrique de R soit de degré 2. B

Il y a encore plusieurs autres caractérisations équivalentes d’un groupe de ré-
flexions, mais comme ce n’est pas le but de ce mémoire, nous ne détaillerons pas
davantage.

On peut obtenir des informations numériques sur le groupe G grace aux séries de
Poincaré. Si G agit sur un espace vectoriel gradué £ = @ E,, avec E,, de dimension
finie, on définit le caractere gradué de E par x(g) = Z::S Xn(g)T™, ou x, est le
caractere de 'action de G sur E,,.

Les formules usuelles d’orthogonalité des caractéres se conservent pour les carac-
teres gradués. On obtient ainsi :

Lemme 1.16 (Molien): Soit G un groupe de réflexions et x un caractére irréduc-
tible de G, et X' le caractére gradué de Uaction de G sur S. Alors

=1

grdim SX = (', y) = LZM — P (T)ﬁ#
’ G| e det(1 —gT) % 1—Tdi
ou P, est un polynome, appelé le “fake degré” de x.

DEMONSTRATION: La premiére égalité vient de la théorie des caracteéres (gradués),
la seconde vient de ce que x'(g) = deg(l — ¢g7)!, enfin pour la dernitre égalité
d’apres le paragraphe qui suit le Théoreme 1.14 : S ~ S ® I pour 'action de G
sur S, avec Sg isomorphe a la représentation réguliere de G. Donc SX ~ S¥ @ I or
grdimI = [, - |

En appliquant le Lemme 1.16 au caractere trivial, on obtient les résultats sui-
vants :

'En fait, la Proposition 1.17 montre que f1,... f, vérifient (i) si et seulement si ils vérifient

(iii)
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Proposition 1.17: Soit G un groupe de réfiexions et dy,...d, ses degrés caracté-
ristiques. Alors

(it) Soit h le nombre de réflexions dans G. Alors h =" d; — 1
(i) |2(C)] = pacd(d, ... dy)

Pour d’autres résultats obtenus en utilisant les séries de Poincaré (notamment
la formule de Solomon qui généralise la Proposition 1.17), on pourra consulter les
cours de Broué et ceux de Michel.

Notons que les résultats de cette section ne vont pas réellement servir pour la
classification (a part peut-étre pour calculer des informations numériques une fois
qu’on a exhibé un groupe de réflexion donné, si I'on ne veut pas laisser [GAPOG]
faire le travail), donc nous ne développerons pas plus sur le sujet.

1.3 Sous-groupes de réflexions

1.3.1 Sous-groupes de réflexions fixant un sous-espace vec-
toriel de V'

Soit G C GL(V) un groupe de réflexion. On change un peu la Définition 1.4 en
disant que G est de dimension n lorsque n = dim(V %)+ (ie la dimension de G est
la dimension de tout supplémentaire stable par G des points fixes de V).

De méme, on dit que G est irréductible (resp primitif) en dimension n, si G est
irréductible (resp primitif) sur un (donc tous) supplémentaire de V¢ stable par G.

On emploie cette terminologie pour pouvoir travailler dans C* plus tard lors-
qu’on cherchera les groupes de réflexions de toute dimension.

Lemme 1.18: Soit G C GL(V) un groupe de réflexions engendré par (si,...s,).
Alors W = (V&)L est engendré par les racines des réflexions de G et méme par les
racines de (i, ...,Sp). Donc si on choisit une racine a; pour s;, on a :

(i) dim G = dim(ay, .. .ay)

(i) Sis € G est une réflexion, toute racine de s est combinaison linéaire des (a;).

DEMONSTRATION: En effet, si s est une réflexion de G, et a une racine de s, alors
Ve = at. Comme V¢ = ﬂseRef(G) Ve W est bien engendré par les racines des
réflexions de G. En fait, on a méme V& = V1 (... V*, donc on a bien W =
(81, 58p) [

Définition 1.19: Soit X C V un sous-ensemble. On note Gx = {g € G,gx =z

pour tout x € X }. Alors G x est un sous-groupe de réflexions (théoreme de Steinberg
[SteT4]).

Définition 1.20: Soit v € V et W = v*. Alors Gy est un groupe de réflexions!,
et Gy C GL(C) = C* donc Gy est un groupe fini cyclique.

!En fait le théoréme de Steinberg appliqué & un sous-espace de codimension 1 est bien plus
facile & montrer que dans le cas général, en effet si g € G — {Id} fixe W, il stabilise son orthogonal
Cuv, donc est une réflexion
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On note og(v) = [(Gw)|. C’est I'ordre du sous-groupe de réflexions cyclique de
G engendré par les réflexions de G' qui ont v pour racine.

Remarque 1.21: Ainsi, G est engendré par les réflexions {40, 01l a parcourt les
racines de G}. De plus, par la Remarque 1.8, og est invariant par G.

1.3.2 Décomposition en sous-groupes irréductibles

Soit G C GL(V) un groupe de réflexions!. On définit une relation d’équivalence
sur les racines de G comme la cloture transitive de la relation ~ telle que v ~ w si
et seulement si v et w ne sont pas orthogonales.

Soit R = | |;*, R; la décomposition des racines en classes d’équivalences, G; le
sous-groupe de réflexions de GG engendré par les réflexions ayant des racines dans R;,
et V; I'espace vectoriel engendré par R;. Enfin on note Vg 'espace vectoriel engendre
par les racines de G.

Proposition 1.22: On a les assertions suivantes
(i) V; est stable par G et G; (donc G) est irréductible sur V;
(ii) V=P, Vie Ve

(iii)) G =G1 x Gy x - x G,

On se servira du lemme trivial suivant

Lemme 1.23: Soit g une réflexion unitaire de racine v. g laisse stable W C 'V
si et seulement si w € W W, g laisse fize W si et seulement si v € WL, En
particulier, g fite w € V' si et seulement si (v|w) = 0.

DEMONSTRATION (DU LEMME): Cela vient immédiatement du fait que ¢ est uni-
taire donc stabilise W si et seulement si il stabilise W+, que V = W @& W+ et du
Lemme 1.3. |

DEMONSTRATION (DE LA PROPOSITION):

(i) Parle Lemme 1.23 on remarque déja que G; agit trivialement sur V = B, Vi-
® V. Maintenant soit s € G; une réflexion de racine v. Si w € V; est une
racine d’une réflexion ¢ de G, alors s(w) est une racine de sts~! € G, de plus
(s(w)|v) = (w]s(v)) # 0 donc s(v) € G;. Donc V; est stable par G; et est
laissé fixe par les G, 7 # 4. Or si g € G est une réflexion, g appartient a l'un
des G, or comme G est un groupe de réflexions, G est engendré par les G,
donc laisse stable V.

V; est irréductible car sinon on aurait une décomposition non triviale V; = W&
W+ Or W (et W) contient au moins une racine de G, sinon il serait invariant
par G, or ¢’est absurde car V; est généré par des éléments non invariants?. Donc

on a exhibé deux racines orthogonales dans V;, ce qui contredit la définition
de Rz

'Rappelons que I'on suppose G fini, et par 1A qu’on peut supposer de plus G C U(V)
2En effet si v est racine d’une réflexion g, alors par définition v est un vecteur propre associé
a une valeur propre non triviale de g, donc n’est pas stabilisé par g
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ii) Ona Vg = ... V;, et par le méme raisonnement que pour V;, aucun élément
JFi
de Vg n’est fixe par G. On en déduit que Vi = V¢,

Enfin on a ‘/;ﬂzj#i‘/;’ = 0 car V; est stable par G; pour tout j # i alors
qu’aucun vecteur de V; n’est stable par Gj.

(iii) Pour terminer, on sait déja que G est engendré par les G, et le méme rai-
sonnement nous montre que G;([[;,; G; = {Id} si i # j, ce qui acheve de
montrer la proposition.

Corollaire 1.24 (Extension d’un groupe irréductible): Soit G un groupe de
réflexions de V irréductible en dimension r (c’est a dire que si W = (V)L dim W =
r et G est irréductible dans W ). Soit s une réflexion de U(V). Alors (G,s) est
irréductible de dimension r + 1 < s ne stabilise pas W (ou de maniére équivalent s
ne stabilise pas V) & si a est racine de s, a ¢ W |JV©.

DEMONSTRATION: Rappelons que W est engendré par les racines de G. Si a est une
racine de s, G' = (G, s) est de dimension r + 1 si et seulement si a ¢ W.

La deuxieme équivalence vient du Lemme 1.23. Pour la premiere équivalence,
si G’ est irréductible de dimension r + 1, comme G stabilise W, s ne le stabilise
pas car dim W = r. Réciproquement, si s ne stabilise pas W, on a vu que G’ est de
dimension 7+ 1 et que si a est une racine de s, a ¢ W+. a n’est donc pas orthogonale
a toutes les racines de GG, et G’ est irréductible par la Proposition 1.22. [

Ainsi on a décomposé G en sous-groupes irréductibles. Cela montre qu’il suffit de
se restreindre a des groupes de réflexions irréductibles pour obtenir la classification.

1.3.3 Eléments réguliers

On termine cette section par un théoreme de Springer concernant les éléments
réguliers d’un groupe de réflexions. Encore une fois ce résultat ne va pas nous servir
pour la classification, sauf éventuellement pour simplifier les calculs une fois que I'on
a exhibé un groupe de réflexions donné.

Définition 1.25: Un élément v € V est dit régulier s’il n’est fixé par aucune réflex-
ion de G. (c’est a dire G, = 1 avec les notations de la Définition 1.19). Un élément
g de G est dit régulier s’il a un vecteur propre régulier.

Théoréme 1.26 (Springer [Spr74]): Soit  une racine primitive d"™¢ de l'unité.
Soit g € G un élément régulier ayant v comme vecteur propre réqulier et ( comme
valeur propre associée. Soit W [’espace propre correspondant. Alors

(i) g est d’ordre d, et les autres vecteurs propres de g sont (14 ... (17,
(i) dim W = Card {i,d divise d;}

(17i) La restriction a W du centralisateur de g dans G donne un groupe de réflexions
dont les degrés sont les d; divisibles par d

(iv) La classe de conjugaison de g consiste en les éléments de G qui ont dim W
valeurs propres (
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1.4 Caracteéres linéaires d’un groupe de réflexions

Avant de commencer la classification proprement dite, on va d’abord déterminer
tous les caracteres linéaires d'un groupe de réflexions, car cela nous sera utile pour
la suite (par exemple pour trouver a quoi ressemble 'abélianisé d’un groupe de
réflexions).

Soit a € V' — {0}, on note [, le polynome linéraire ,(z) = (z|a).

Lemme 1.27: Soit a et b des racines de G, ¢ une racine de l'unité. On suppose
qu’il existe ¢ € C* tel que su¢.ly = cly. Alors c =1 ouc= (" et dans ce cas a € Cb

DEMONSTRATION: En effet, cela revient & s,-1(b) = ¢b, donc b est un vecteur
propre de s, -1 de valeur propre associée c¢. On a bien ¢ =1, ou ¢ = ("' et dans ce
cas b est racine de s, -1, donc proportionnel a a. [ |

Soit ~ la relation d’équivalence définie sur les racines de G par a ~ b ssi a et b sont
proportionnels. On prend un systeme de représentant unitaire pour chaque classe
d’équivalence, et on note 7 la fonction qui a une racine associe son représentant. Si
a est une racine de s € Ref(G), on note a; = 7(a). Enfin on note P = {Uaq,a €
Rac(G)} l'ensemble des classes d’équivalences de racines unitaires.

Soit O une orbite dans Rac(G), on définit fo € S par fo =[], lr(z)- On définit
de plus un caractere linéaire

Xo : G — U par xo(g) = H (det s;) ™"

as; €7(0)
oll g = $1S3...8, est une décomposition de g en réflexions de G.

Proposition 1.28:
(i) xo est bien défini et g € G, g.fo = xo(9)fo

(ii) Tout caractére linéaire de G est un produit de tels xo

DEMONSTRATION:

(i) 11 suffit de vérifier que si s € G est une réflexion de valeur propre (, alors

5. fp = fo sias ¢ 7(0)
/o (lfo siaseT(0)

ce qui montrera au passage que Yo est bien défini.

Soit 1, xg, ...z, une orbite de s dans O, telle que s(z;) = ;41 et s(z,) = a1
(pour simplifier les notations, on pose x,,1 = x1). Il existe donc ¢; € C* tels
que s(7(z;)) = ¢;7(x;). Soit h = Hz‘gr (@)

On obtient
s.h = (H 5) h (1.1)

i<r
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et

’T' 361) <H Cz) 7(z1) (12)
i<r

Si[[i, G # 1, alors s™ a 7(x;) comme racine (par (1.2) et le Lemme 1.27),
donc s aussi. Ainsi h = [, et donc par (1.1) s.h = (" *h. Or si 'on décompose
O en orbite sous 'action de s, il y a au plus une orbite réduite a un multiple
de ag, ce qui conclut la preuve.

(ii) Si ¢ est un caractére non trivial de G, et soit f € S un polynéme homogene de
degré minimal tel que g.f = ¢(g)f pour tout g € G (un tel polynéme existe
par le Théoréme 1.14). Soit s € G une réflexion telle que ¢(g) # 1. Pour tout
veat, ona f(v) = f(s~'0) = (5.f)(v) = @(s)f(v), done f(1)=0. Ainsi f
est divisible par [,, = (.|as), et donc par I, pour tout v dans l'orbite de
as par G. Donc f est divisible par fy, et une 1nduct10n immédiate permet de
conclure. |

Si O est une orbite de G dans V', alors og(v) ne dépend pas de v € O, on note
ce nombre og(0).

Corollaire 1.29: m est un produit direct de groupes cycliques d’ordres og(O), ou

O parcourt les orbites par G de Rac(Q).

DEMONSTRATION: ﬁ ~ Hom(G, U) est engendré par les xo d’apres la Propo-

sition 1.28. Il reste a vérifier que si 01,02, ...0,, sont des orbites distinctes et
A1, Ao, ... A\, des entiers tels que X017XOQ7' -Xé =1, alors Xo = X02 . -Xé’,’; =
1

Mais cela vient de ce que si s € Ref(G) a une racine dans O (et que s est d’ordre
0c(01)), alors xo, agit fidelement sur < s; >, et les xp,(s) = 1 si i # 1 (toujours
d’apres la Proposition 1.28) [ |



Chapitre 2

Classification des groupes de
réflexions imprimitifs

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de déterminer tous les groupes de réflexions impri-
mitifs (mot que 'on va bientét définir), tdche qui se révele bien plus facile que la
classification des groupes de réflexions primitifs. Ceci sera 1’objet de la section 2.2,
ou 'on verra que les groupes de réflexions imprimitifs irréductibles forment une fa-
mille infinie G(de, e,n) a 3 parameétres. Enfin dans la section 2.3 on utilisera cette
classification pour obtenir des résultats lorsqu'un groupe de réflexions contient un
sous-groupe de réflexions primitif ou imprimitif donné.

Dans la suite du Chapitre, on notera V' un C-espace vectoriel de dimension n > 2.

2.2 Structure des groupes de réflexions imprimi-
tifs

Définition 2.1 (Groupes imprimitifs): Soit G C GL(V) un groupe. Il est dit
imprimitif si 'on peut décomposer V' en une somme directe V=V, Vo @ --- BV,
de sous-espaces vectoriels non triviaux, tels que {V;,1 < ¢ < t} soit stable par G. On
dit alors que les V; forment un systéeme d’imprimitivité de G.

G est dit primitif s’il n’est pas imprimitif. Comme un groupe fini est complete-
ment réductible, si G est primitif, il est irréductible.

Remarque 2.2: Si on a une représentation p : G — GL(V) irréductible, alors p
est une représentation imprimitive si et seulement si p = Ind% o H = Stab(1})
(avec les notations de la Définition 2.1). On rappelle que Ind% = C[G] @cy) - est
le foncteur d’induction, adjoint & gauche du foncteur restriction : C[G]-MOD —
C[H]-MOD. On pourra consulter le Théoreme A.1 et la Remarque A.2 pour plus
d’informations.

Définition 2.3: Un polynome p € S est dit semi-invariant s’il existe un caractere
linéaire x de G tel que g.p = x(g)p pour tout g € G

16
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Proposition 2.4 (Structure des groupes de réflexions imprimitifs): Soit G
un groupe de réflexions irréductible et imprimitif dans V. (n = dimV > 2), et soit
(Vi)1<i<r un systéme d’imprimitivité de G. Alors :

(i) dimV; = 1 et t = n. De plus il existe des polynémes linéaires homogeénes
distincts ly, .. .1, tels que lily .. .1, soit un polynome homogéne semi-invariant
de degré n.

(ii) Si s est une réflexion de G, alors

- soit sV; = V; pour tout i, et il existe un j tel que les racines de s soient dans
Vj

— soit il existe i # j tel que sV; =V}, sV, = Vi, si k # 4, ], les racines de s
sont dans V; @ V; et s est d’ordre 2.

(iii) Soit ¢ : G — S, le morphisme qui a g € G associe la permutation qu’il induit

sur le systéme d’imprimitivité (V;). Alors 1 est surjective et admet une section
(dans la catégorie des groupes).

(iv) Vi LV, sii#)

(v) Si v est une racine d’une réflexion d’ordre 2 de G, et w une racine d’une

réflezion d’ordre > 2 non proportionnelle a v, alors |(v|w)| € {0,272},

DEMONSTRATION:

(i)

(i)

Supposons qu’il existe ¢ tel que dim V; > 1. Comme G est irréductible il existe
une réflexion s € G telle que sV; = V; (i # j). Comme Fix(s) = Ker(s — 1d)
est de codimension 1, dim(V;(V;) > 0, ce qui contredit V;(V; = 0. Pour
établir la derniere partie de (i), il suffit de prendre un vecteur unitaire a; € V;
et de prendre pour /; le polynéme linéaire homogene définit par [;(a;) = 1 et
li(a;) = 0sii# j (en fait ((iv)) montre que [; = (-|a;)). Comme V; = Ca; et
que les (V;) forment un systéme d’imprimitivité de G, on vérifie immédiatement
que g.ly ... L, =Ay...l, ou X € C*.

Soit s une réflexion de GG de racine unitaire a et valeur propre non triviale
(. Si s stabilise chaque V;, alors le Lemme 1.3 montre que a est dans I'un
des Vj. Sinon, on peut supposer que s ne stabilise pas V. Par le Lemme 1.3,
(a|V1) # 0 et a ¢ Vi. On peut supposer que sV; = V5. Il existe x1 € V1 \ 0 et
x9 € Vo \ 0 tel que s(x1) = xo. Il existe j tel que s?(z1) € V;. On a

zo=8(x1) =21 — (1 =() (1 ]a)a (2.1)

s (1) =21 — (1= ¢?) (z1]a)a
=25 — (1 =) (x2]a)a (2.2)

(2.1) montre que a € (V; & V3) \ (V1 JV2). Donc s*(z1) € Vi@ Vo et j =1,2.
Mais (2.2) montre que j # 2 car a ¢ V5. Donc s*(z1) = zy et (* =1ie. ( = —1
et s est d’ordre 2. Si s ne stabilise pas V; pour un 7 > 2, c’est a dire si sV; =V,
J # i (j > 2), le méme raisonnement nous dit que a € (V;@V;) (Vi@ V,) =0
ce qui nous donne la contradiction cherchée.
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(iii) Comme G est irréductible, pour tout j > 1, il existe une réflexion s; telle
que sV; = V;. (ii) nous donne immédiatement que ¢(s) = (1j). Donc G est
surjectif. De plus la preuve de (ii) nous montre que l'on peut trouver z; €
Vi,zg € Va,...x, €V, tel que sj(x1) = xj, s;(z;) = z1 et sj(x;) = x; si
i ¢ 1,7. Donc la restriction de 1 au sous-groupe de réflexions < s, ...s, > de
GG est un isomorphisme, d’otu la section recherchée.

(iv) (z,y) — Sr, Li(z)l;(y) définit un produit scalaire invariant par G (c’est le
produit scalaire qui rend orthonormaux les (a;)) : en effet g.; = Al; avec
A € U vu que (V;) est un systéme d’imprimitivité et que g est unitaire, et
g.l; = le. Il est bien connu que 'espace des produits scalaires sur V' invariants
par G est de dimension 1 si GG est irréductible, donc le produit scalaire ainsi
définit est un multiple de (- |-), et on a donc bien V; L V.

(v) Soit w une racine d'une réflexion d’ordre > 2, alors par (ii) il existe i tel que
w € V;. Si v est une racine d'une réflexion s d’ordre 2, alors soit v € V; pour
un j donné, et alors on a bien (v), soit par exemple v € (V3 & Vo) \ (Vi | V2).
Sij# 1,2, ona (v|w)=0.0n peut donc supposer j = 2 et w = x5, on est
dans la situation de (2.2) et si 'on fait le produit scalaire par xs, on obtient :

0=1-2|(zz]a)
donc |(x9]a)| = 272 |

Remarque 2.5: La preuve de Proposition (v) montre plus généralement que si v est
une racine d’une réflexion d’ordre 2 de GG, et w € V; est non proportionnelle a v,
alors |(v|w)| € {0,271/2}

Si l'on ne spécifie pas une base de C”, lorsqu’on considére la matrice d’une
application linéaire, cela sera par rapport a la base canonique (g1, e9,...,¢,).

Définition 2.6: Soit II, le groupe des matrices de permutations n x n. On note
A(de,e,n) ou d,e € N* le groupe des matrices diagonales & coefficients dans Uy, et
dont le déterminant est dans U,'. Comme II,, normalise A(de,e,n), on peut donc
définir G(de,e,n) = A(de,e,n) x I1,,, c’est un sous-groupe du groupe des matrices
monodmiales.

On vérifie que G(de,e,n) est un groupe de réflexion imprimitif, avec comme
systéme d’imprimitivité (Ce;). En effet, on vérifie immédiatement que A(de, e, n) =
A(d,1,n). A(de,de,n) donc G(de,e,n) = G(d,1,n).G(de,de,n). Or G(d,1,n) est
engendré par les matrices de transpositions (1,47) (qui sont bien des réflexions) et

par la matrice
622‘7r/d 0
0 Id

et G(de, de,n) est engendré par les matrices de transpositions et par la matrice
0 e—2i7‘r/de 0

€2i77/de 0 0 ]
0 0 Id

TAinsi A(de,e,n) est composé des matrices (ai;)i<ij<n OU a;j = (; ;07 avec Cf? =1et
det(a;;)? =1
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(réflexion d’ordre 2 de racine g; — exp(2mi/de)es). O

On posera m = de pour alléger les notations.

Remarque 2.7: Le groupe symétrique pouvant étre engendré par les transpositions
(12),(23),...((n — 1)n), c’est a dire des réflexions d’ordres 2 et de racine &; —
€9,...,En_1 — &, ON vOit que G(de, e,n) est engendré par n + 1 réflexions (et méme
n réflexions si e = 1,m).

Théoréme 2.8: Soitn > 2 et soit G un groupe de réflexions irréductible et imprimi-
tif de V. Alors G est conjugué' a un certain G(de,e,n). Réciproquement G(de,e,n)
est irréductible si et seulement si de > 1 et (de,e,n) # (2,2, 2)

DEMONSTRATION:

— Soit donc un tel G. La Proposition 2.4 nous fournit une base orthonormale

e1,6,...e, telle que V; = Ce; forme un systeme d’imprimitivité de G. De
plus, pour tout j > 1 il existe une réflexion s; € G telle que s(e;) = e;.
Quitte a conjuguer GG, on peut supposer que e; = ¢g;. Toujours d’apres la
Proposition 2.4, II,, est un sous-groupe de G. Soit d = og(e1) c’est a dire d
est I'ordre du sous-groupe de réflexions de G' qui laisse ei invariant. Alors
A(d,1,n) est un sous-groupe de G.
Toujours d’apres la Proposition 2.4, les réflexions de G' qui ne sont pas dans
G(d, 1,n) sont les réflexions s’ € G telles que s'(e;) = Aej ot # jet A € U\1,
avec s'(ey) = eg si k # i,7. On peut supposer que i = 1 et j = 2 quitte a
conjuguer par une permutation. Soit s = s la permutation (1,2). Alors

A0 0
0 Xt o0
0 0 Id

Donc A est une racine de I'unité et H = {st, ou ¢ est une réflexion telle que
tVh = Va} est un groupe cyclique fini d’ordre m. On vérifie que d|m (considérer
2im/d

s <6 0/ I(Zl) : V1 — V3 ). Ainsi si 'on pose m = de, A(de, de, n) est également
un sous-groupe de G, donc G O G(de, e,n). Or tout réflexion s de G est dans
G(de,e,n). C’est le cas si s a une racine dans V; (dans ce cas s € A(d, 1,n),
ou si s envoit V; sur V5 par définition de d et m = de. Mais par conjugaison
par une permutation, on peut toujours se ramener a un de ces deux cas. Donc
G = G(de, e, n)

— On sait que V=W oW+ ot W = C(e; +---+e,) est la décomposition de w
en somme d’irréductibles sous 'action de II,,. Comme chaque représentation
irréductible de II,, n’apparait qu'une fois dans V', ¢’est aussi la décomposition
en composantes isotypiques. Ainsi les espaces non triviaux stables de V par II,,
sont W ou W, Ainsi si G(de, e,n) n’est pas irréductible, comme il contient
I1,,, il fixe W (quitte & passer a 'orthogonal). Or pour que A(de, e, n) stabilise
W, il faut que les coefficients diagonaux des éléments de A(de, e, n) doivent étre

'Rappel : on cherche a trouver les groupes de réflexions & conjugaison prés dans U(V)
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tous égaux. Il est facile de voir que cela impose (de,e,n) € {(1,1,n),(2,2,2)}.
Réciproquement, il est évident que G(1,1,n) et G(2,2,2) sont réductibles sur
V. [

Remarque 2.9:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

La liste des groupes de réflexions réels sera donnée dans Théoreme 4.18.
Les groupes de réflexions imprimitifs réels qui y apparaissent sont W(B,,) et
W(D,). L’action de II,, = G(1,1,n) sur (e; + -+ + &,)* représente W(A, ;)
(n > 2). W(A,) est primitif.

On note Xi,... X, les éléments €1, ..., dans S, on a alors S = C[Xy,..., X,].
Les (n — 1) premiers polyndmes symétriques en les (X;)% (ie. X" + --- +
X7 3 <jXPX, . 3 i =1"]]j #iX]") ainsi que (X1 X5 ... X,,)? sont
invariants sous G(de, e,n), homogenes et algébriquements indépendants, de
plus le produit de leur degré est égal a e '(de)"n! = |G(de,e,n)|. Ainsi
le Théoreme 1.14 montre que les degrés caractéristiques de G(de,e,n) sont
m,2m,...(n — 1)m,dn et la Proposition 1.17 montre que |Z(G(de,e,n))| =
d x pged(e,n) Enfin le polynéme semi-invariant qui correspond a au systéme
d’imprimitivité Cey, ... Ce, dans la Proposition 2.4(i) est X ... X,,.

Le calcul des degrés caractéristiques de G(de, e, n) et le Corollaire 1.15 mon-
trent que les groupes irréductibles imprimitifs réels sont G(2,1,n) = W(B,,) =
W(C,) (n >2) et G(2,2,n) = W(D,) (n > 3)

G(4,4,2) est conjugué a G(2,1,2) et se sont les seuls groupes conjugués par-
mis les G(de, e,n) irréductibles (cela se voit a l'aide de (ii) en regardants les
polynémes invariants).

Enfin, les caracteres linéaires de G(de, e, n) sont déterminés par les orbites de
G dans P (Rappel : P = {Ca, a racine de G} est la classe d’équivalence des
racines de G). Or les racines de G(de, e,n) sont de deux sortes : les racines
qui sont dans Ce; (il n’y en a que si d # 1), qui donnent lieu a une orbite de
longueur n. Et il y les racines qui sont dans V; @ V; \ (V;UVj;) qui sont des
racines (de réflexions) d’ordre 2. Comme G(de,e,n) D II,, on peut supposer
que 1 = 1,7 = 2 et que la racine correspond a la réflexion

0 ¢ O
s=1¢C 0 0
0 0 Id

s a pour racine —(eq + €9. Si n > 3, toutes les racines de ce type sont sur la
méme orbite car :

00 u O —C 0
010 0 1| |1
700 0 0 |—-n¢
0 0 0 Id 0 0

Ainsi on obtient une orbite de longueur de x n(n —1)/2. Sin =2, on a

(1) ()= ()
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0()-(7)

donc on a également une seule orbite de longueur m pour les racines de ce

type, sauf si e est pair et d impair, dans ce cas on a deux orbites de longueurs
de/2

2.3 Sous-groupes de réflexions primitifs

La classification des groupes de réflexions imprimitifs va nous permettre de dé-
duire des informations sur un groupe de réflexions lorsqu’il contient un sous-groupe
de réflexions primitif. Cela nous sera tres utile pour la classification des groupes de
réflexions primitifs.

Lemme 2.10: Soit G un groupe de réflexions irréductible de V. Si G a un sous-
groupe de réflexions H primitif en dimension r > 1 et non conjugué a W(A,), alors
G est primitif.

DEMONSTRATION: Soit W = (V)L Iespace vectoriel de dimension 7 sur lequel H
agit primitivement. Si r = n, G est primitif. Supposons donc que r < n et que G a
pour systeme d’imprimitivité Lq, ... L,. H est primitif, donc irréductible sur W. Si
L; C W pour un certain ¢, alors comme H L; engendre W et que HL; est la somme
directe des L, contenus dans W (par définition d'un systeme d’imprimitivié), on
obtient donc que W est imprimitif, sauf si W = L;. Mais dans ce cas, r = 1, ce qui
contredit notre hypothese. Ainsi

L; ¢ W pour tout 1 <i<n (2.3)

Soit s € H une réflexion de racine a € V. Comme s € H, a € W. Si s stabilise
tous les L;, alors il existe j tel que a € L; par la Proposition 2.4(ii), mais comme
L; est de dimension 1, L; C W, ce qui contredit (2.3). Donc on peut supposer que
sLi = Ly et que s est d’ordre 2. Si ¢’ est une autre réflexion de H qui envoie L; sur
Lo, et a’ une racine de §', alors a ~ @', car si ¢’était le cas, on aurait s,s" € og(a) or
par ce qui précede, |og(a)| = 2, et on aurait s = s'. Donc Ca+ Cda’ est de dimension
2eta,d € Ly + Ly doun W D Ca+ Cd' = Ly + Lo, ce qui contredit (2.3).

Ainsi pour tout ¢ # 7, il y a au plus une réflexion de s € H telle que sL; = L;.
Donc la Proposition 2.4(iii) montre que H est conjugué a un sous-groupe de II,,
engendré par les transpositions (ij) telles qu’il existe une réflexion dans H qui envoie
Vi sur Vj. Il est classique qu'un tel sous-groupe est un produit de groupes symétriques
[y, X -+ x I, 1. Mais H — U(W) est irréductible sur W, donc le théoréeme de
structure des algebres semi-simples nous dit que C[H]| est simple, et donc H est

conjugué a un II;. Comme H est de dimension r, t = r + 1 et H est bien conjugué
a W(A,). |

LConsidérer le graphe de sommets {1,2,...n} et tel qu’il existe une arréte entre i et j ssi la
transposition (ij) fait partie des transpositions qui engendrent le sous-groupe. Alors le sous-groupe
est égal a Il,,,, x --- x II,,, ol les m; sont les cardinaux de chaque composante connexe du graphe
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Lemme 2.11: G(de,e,n) (n > 2) a un unique systéme d’imprimitivité (et est irré-
ductible) si et seulement si (de,e,n) ¢ {(2,1,2),(4,4,2),(3,3,3),(2,2,4)}

DEMONSTRATION: On sait que L; = Cg; constitue un systéme d’imprimitivité de
G(de, e,n). Supposons qu'il existe une orbite de P qui donne lieu & un autre systeme
d’imprimitivité, c’est a dire qu’il y a une autre orbite dans P de longueur n. La
Remarque 2.9(v) nous donne

n=2etn=m x pged(2,d) x pged(2,de) ™" (2.4)

ou
n>2et2n=dexn(n—1) (2.5)

Or (2.4) conduit & (de,e,n) ¢ {(2,1,2),(4,4,2), } et (2.5) est impossible car de > 1
vu que l'on suppose G(de, e,n) irréductible.

Supposons qu’il existe un systeme d’imprimitivité Vi, ..., V,, différent de L4, ...,
L,.Vq,...,V, nevient pas d'une orbite de P par ce qui précede. Soit Iy, ..., [, les po-
lyndmes linéaires homogenes définis par rapport a Vi, ...V, dans Proposition 2.4(i)
et posons f = lily...l,. C’est un polyndéme semi-invariant. Ainsi f = I fo, fo, - - - fo,,
ou I est invariant et les O; des orbites de G dans P (voir la Proposition 1.28). Si f
n’est pas invariant, il existe i tel que l;|fo, (car S est factoriel), mais G étant irré-
ductible, pour tout j il existe g € G tel que g.l; = [; (en fait il suffit de prendre la
réflexion qui correspond a (i7)), donc [], ;¢ lilfo,, [ = fo, et deg fo, = deg f=n
ce qui contredit ce qui précede. f est donc invariant. La Remarque 2.9(ii) nous dit
que f est un polynome en les X et (X ... X, )% Mais comme deg f = n, f n'est
pas un polyndme en (X ...X,)? sauf si d = 1, et dans ce cas f est proportionnel
a Xi...X,, ce qui contredit le fait que les V; forment un systeme d’imprimitivité
différent des L;. Donc f est un polyndéme homogene en les X%m, d’ott de|n.

On écrit [} = a1 Xy + Xy + -+ + a, X, et I'on pose r; = |{i,0; = o;}| et
ro = |{i,a; # 0}]. Si g € I, stabilise Cly, il doit permuter entre eux les a; égaux
a «a;, donc Staby, Cl; < 7;!(n — 7;)!. Cette inégalité est toujours valable, si j = 0.
Mais comme l'orbite est de longueur au plus n, on obtient

n = nl(r) 7 ((n— )t = (n)

T

Donc r; = 1,n —1,n. Or ry # 1. Supposons que 79 = n — 1. Comme le stabilisateur
de Cl; dans G(de,e,n) est d’ordre < d?e x (n —1)!'! | d’ou

d(de)"1n! _ (de)™2n

D R N ——
"= d?e(n —1)!

'En effet, on regarde d’abord le stabilisateur dans A(de, e, n) : il faut multiplier tous les éléments
non nuls de [ par le méme élément pour stabiliser Cly, ce qui donne de choix, et on peut multiplier
I’élément nul de Iy par le coefficient que 'on veut, du moment que le déterminant est respecté, ce
qui donne d choix. Ainsi [Staba(ge,en) lo| = d?e et |Stabr, lo| < (n — 1)! et I'on vérifie facilement
que l'on a |Stabg(d€,e7n lo| = |StabA(de7e,n) lo| x |Stabp, lo| < d?e(n — 1)! (Attention, il n’est pas
vrai en général que pour un groupe G = H.K, Stabgr = Stabgxx x Stabgz, mais pour ce cas
particulier c’est vrai).
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et n=2,etl; € CX;oul; € CX; ce qui contredit le fait que Vi,...V,, est différent
de Ly,...L, (& permutation pres). Donc 1o = n. Par les mémes arguments que la
note 1 page 25 on a que !Stab(;(dw,n l0| < (de)n! d’ou

d(de)"1n! L
> _— n
L (de)"=d
Comme de|n, cela donne (de,e,n) € {(2,1,2),(2,2,4),(3,3,3)} [ |

Proposition 2.12: Soit G un groupe de réflexions primitif de V', et H un sous-
groupe de réflexions irréductible et imprimitif de dimension m, avec 1 <m <n. Si
H a un unique systéme d’imprimitivité Ly, ... Ly, dans (V)L alors il existe une
réflexions so de G tel que (H,sg) est primitif de dimension m + 1.

DEMONSTRATION: Posons W = (VH)L: dim W = m. On proceéde par récurrence
sur n — m.

Supposons m = n — 1 et posons L, = V. Alors Li,...,L,, est un systéme
d’imprimitivité de H dans V. C’est I'unique systeme d’imprimitivité de H dans
V' constitué d’espaces de dimensions 1. En effet, supposons que l'on ait un autre
systeme d’imprimitivité V,...,V, avec dim V; = 1. Alors si

Vi ¢ W pour tout 1 <i < n (2.6)

le preuve du Lemme 2.10 montre que H est conjugué a II, = G(1,1,n). Mais ce
dernier groupe agit primitivement sur W (il agit comme W(A,_1)), ce qui contredit
le fait que H est imprimitif. Donc on peut supposer par exemple que Vi C W.
Comme H est irréductible sur W, HV; = W et W est la somme des V; C W (et on
peut supposer que ce sont Vy,...,V,, 1 car dimW =n —1). Comme H a un unique
systéme d’imprimitivité, {V3,...,V,_1} = {L1,..., L,_1}, et comme W est stable
par H, on a aussi V,, = W+ = L,.

Comme G est primitif, il existe une réflexion s de G qui ne respecte pas ce
systéme d’imprimitivité (par exemple sL; # L;(Vi)). Cependant (H, s) n’est pas de
dimension n si s a ses racinesdans W, donc s ne convient pas forcément. Mais dans
ce cas, s stabilise W. Comme G est irréductible, il existe une réflexion ¢t de G qui
ne stabilise pas L, (une telle réflexion a alors ses racines dans W JW™). Si ¢ ne
respecte pas le systéme d’imprimitivité L;, sy = t convient!, sinon on a tL, = L;,
L; C W. Mais si on conjugue t par une réflexion de H qui envoit L; sur Ly (cf. la
Proposition 2.4) puis par s, on obtient une réflexion sy qui ne respecte pas le systéme
d’imprimitivité (L;) et qui ne stabilise pas W, ce qu’on voulait.

Maintenant, supposons que n < m — 1 et qu’il n’existe pas de réflexion sy comme
dans la Proposition. GG étant irréductible, il existe une réflexion s de G qui a pour
racine a ¢ W {JW=. H = (H,s) est de dimension m + 1, irréductible dans W +
sW (par choix de s) et imprimitif par hypotheése. La preuve du cas n = m — 1

traitée précédemment montre que H et donc a fortiori H' a un unique systéme
d’imprimitivité (dans W+sW) : Ly, Lo, . .., Ly, Lips1 00 Ly = WE (W +sW) =

'En effet, (H,t) est irréductible de dimension n, donc s’il a un systéme d’imprimitivité (V;),
dim V; = 1 (Proposition 2.4), donc par ce qui précede (V;) = (L;) (& permutation pres), mais cela
contredit le choix de ¢
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WL sW. Comme a ¢ W {JWH+, il existe i tel que sL; = L,,;1. La Proposition 2.4
dit alors que s est d’ordre 2, et quitte a renuméroter on peut supposer que sL; = L;
sii <m, $Ly = Ly41. Choisissons (a; € L;) des vecteurs unitaires tels que sa; = a;
sii < m et sa, = ap.1. L’hypotheése de récurrence nous donne une réflexion s’
de G, de racine unitaire b € V, telle que H” = (H,s,s’) est primitif dans W" =
W + sW + s'W + s'sW. Soit a,,42 un vecteur unitaire de W” (W + sW)L.
Comme H” est primitif (donc irréductible), il existe un ¢ < m + 1 tel que
s'a; ¢ W + sW. La Proposition 2.4 montre qu'il existe g € H' tel que ga; = aa,,
(a € U). Quitte a remplacer s’ par gs'g~!, on peut supposer que s'a,, ¢ W + sW.
Comme (H,s') est imprimitif (de dimension m + 1), le méme raisonnement que
pour H' montre que s’ est d’ordre 2, et s’ laisse stable le systeme d’imprimitivité
(Ly, ..., Ly, WE W), d'ott s'a,, € WEsW € WENW” = Capig @ Capys
Or a, = a, — 2 x 272b (par la Remarque 2.5), donc I\, u € C tels que
b= 2"Y2(ay, — Npmy1 — fmaz). ADSi, 8aym = Gmi1, S'Gmi1 = Gme1 — 2720 et
(553, |am) = (8 @ms1 |ami1) = 1 — |2, Mais (H, ss's) est irréductible! et impri-
mitif en dimension m + 1, donc [(ss'sa, |an )| € {0,1} (selon que ss's stabilise ou
non Ly,). Dot b = 27Y2(a,, — A1) ot 27Y2(ay, — papm12), et donc s'a,, = A1
ou s'a,, = pa,.1. Done s conserve le systeme (Ca;), comme c’est aussi le cas des
réflexions de H' vu que amyo € W”H' on a exhibé un systéeme d’imprimitivité de
H”, contradiction. [ |

'En effet ss’s a pour racine sb qui n’appartient pas & W car b ¢ W + sW puisque H" est
irréductible



Chapitre 3

Groupes de réflexions de rang 2

3.1 Introduction

Comme on 'a dit dans I'introduction, déterminer les groupes de réflexions im-
primitifs est une tache aisée. Les G(de,e,n) donnent ainsi lieu a une famille infinie
de groupes de réflexions irréductibles (et imprimitifs). La classification des groupes
de Coxeter finis et par la des groupes de réflexions réels irréductibles donne lieu a
une seconde famille infinie (et primitive) : les W(A,)

Il reste 34 groupes sporadiques, qui sont des groupes de réflexions primitifs. Or
il se trouve que parmi eux, 19 groupes sont de rang 2 (tous complexes). Les outils
développés dans la suite du mémoire, qui cherchent a généraliser (de maniére pas
totalement satisfaisante) la combinatoire sur les graphes de Coxeter qui aboutit a
la classification des groupes de réflexions réels ne fonctionnent vraiment qu’en rang
> 3 (voir le Lemme 4.19(ii)). Il reste donc le probléme de trouver ces 19 groupes
sporadiques de rang 2. Pour cela, il semble que le plus simple est de donner la liste
de tous les sous-groupes finis de Uy(C), puis de déterminer lesquels parmi ceux-ci
sont des groupes de réflexions.

Or il se trouve que PSU,y(C) ~ SO3(R) et les sous-groupes finis de SO3(R)
sont bien connus. Comme PSUy(C) = SU,(C)/ {£1d}, on remonte facilement aux
sous-groupes finis de SU3(C). Enfin, Uy(C) est engendré par SU,(C) et les matrices
scalaires AId, A € U, ce qui va nous permettre de remonter aux sous-groupes finis
de Uy(C) par le Proposition 3.2

3.2 Sous-groupes finis de SU,(C)

Soit
77/} . R3 — MQ(C)
T )
- z T — 1y
‘Z (x +iy —z )

1) est un isomorphisme de R3 sur 'espace H, des matrices hermitiennes de My (C)
de trace nulle, telle que det ¢(v) = |v]s,.

25
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Et soit
p: SUy(C) — Aut(Ho)
M — (VeMVMY

Or VM € SUy(C), (M) préserve le déterminant, donc si on la voit comme un
automorphisme de R?, (M) est une rotation. Si M € Kerp, M commute a Hy
et donc aussi a 1Hy. On vérifie que Hy + iHp est 'ensemble des matrices de trace
nulle, donc M est une matrice scalaire, d’ou Ker p = {£1d}. Ainsi ¢ : PSU3(C) —
SO3(R) réalise une injection entre deux groupes algébriques connexes et de méme
dimension!, comme l'image est fermée, ¢ est une bijection, donc un isomorphisme
de groupes (en fait c’est méme un isomorphisme de groupes algébriques car on est
en caractéristique nulle).

D’ou PSU,(C) ~ SO3(R). Or les groupes finis de SO3(R) sont bien connus, ils se
déduisent des groupes d’automorphismes des solides réguliers de dimension 2 et 3.
lya:

— Les groupes cycliques de rotations

— Les groupes diédraux d’ordre 2m (m > 1)

— Le groupe du tétraedre, d’ordre 12, isomorphe a 2,4

— Le groupe du cube (isomorphe au groupe de 'octaedre car ce sont deux poly-

gones réguliers duaux), d’ordre 24, isomorphe a Sy

— Le groupe de 'icosaédre (isomorphe au groupe du dodécaedre car ce sont deux

polygones réguliers duaux), d’ordre 60, isomorphe a 2s.

I1 nous reste a remonter a SUy(C). Si H est un sous-groupe fini de PSU(C), on
cherche a trouver les sous-groupes G' de SU,(C) dont il est image. On a :

— Son image réciproque

— Des relevés qui s’envoient bijectivement dessus (a priori plus durs a détermi-

ner)

Mais ici, comme —Id est 'unique élément d’ordre 2 de SUy(C), tout sous-groupe
d’ordre pair de SU,(C) contient —Id, donc est I'image réciproque de son image dans
PSU,(C). Au vu de la liste des sous-groupes finis de PSU,(C), il n’y a que les groupes
cycliques d’ordres impair comme relevés dans SU,(C).

On a donc la liste suivante des sous-groupes finis de SU,(C) :

— Les groupes cycliques d’ordre m, C,, (qui sont réductibles).

— Les groupes diédraux binaires d’ordre 4m (m > 1), D,, (irréductibles mais

imprimitifs).

— Le groupe binaire du tétraedre d’ordre 24, T (imprimitif).

— Le groupe binaire de 'octaedre (ou du cube) d’ordre 48, O (imprimitif).

— Le groupe binaire de l'icosaedre d’ordre 120, I (imprimitif).

Remarque 3.1: La liste précédente est la liste des sous-groupes finis de SU3(C) a
conjugaison pres. En effet ¢’est le cas pour la liste des sous-groupes finis de PSU,(C),
et on vérifie facilement que ga reste le cas pour SU,(C), vu qu’on prend leur image
réciproque.

1dim SO3(R) = dim O3(R) — 1 = dimM3(R) — 3 — 1 = 5, et dim PSU3(C) = dim SU,(C) =
dimM,(C)—2—-1=5
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Donc a conjugaison pres, on a :

C= (73" )
S
S 5)Da) (= expizins)
o-((5 %)
1=k ) (1 B et

3.3 Sous-groupes finis de U (C)

Uy(C) est engendré par SUy(C) et Z(Uz(C)) = {AId,\ € U} ~ U. On va

appliquer a Uy(C) la proposition suivante :

/\

(‘W(T)

Sl

m

O

Proposition 3.2: Soit S un groupe engendré par des sous-groupes H et K, qui
commutent entre eux (ainsi H et K sont distingués dans S). On note : Hx K — S
Iépimorphisme (h, k) — hk. Soit G un sous-groupe de S. On pose A = GH( K,
A=GNK,B=GKHetB =GH (GH = HG et GK = KG sont bien des
groupes car H et K sont distingués). Alors

(i) AJA'~ B/B’
(i) Si de plus K est abélien, alors (B X gja~p/p A) = G*

DEMONSTRATION:

(i) 4 ~ m et B o~ (GKOH)G donc il suffit de vérifier que (GH (| K)G =
(G’KﬂH)G Orsixz € (GKﬂH)G r=kgouk e K(NHG, g € G et
k=hg,h€ Het ¢ € G.Douz = kg ' ¢gg,doncz e (KGNH)G. Par

L
cH €eG
symétrie on a l'autre inclusion. L’isomorphisme de A/A" sur B/B’ est donné
par o' : k=hg € A/A"— h € B/B’, avec des notations évidentes.

(ii) On note G’ le produit fibré B x a/a~p/p A. Ici il convient de noter que G’ va

dépendre de I'isomorphisme qu’on choisit entre A/A’ et B/B'. Comme K est

abélien, on va prendre pour isomorphisme : (k) = ¢/(k~!) On veut montrer
que P(G') = G. Si g € G, on peut écrire g = hk, h € B et k € A. De plus

B Xa/ar~p/p A représente le produit fibré de B par A au dessus de A/A" ~ B/B' :
B X4~/ A B

| |

A AJA' ~ B/B'
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o'(k) = o'(h-1g) = h_:l, donc (h, k) € G'. Réciproquement, si x = hk, h € B
et k € A tels que o'(k) = h~1, alors 3g € G tel que k = h=1lg par définition
de o', doncT=getxedG. [ |

Remarque 3.3: Comme on I'a remarqué dans la preuve, B X 4/a~, g /5 A dépend de
'isomorphisme o entre A/A" et B/B’. On notera

(A|A";B|B"), = ¢(B X a/a~y5/5 A)

Ainsi si on applique ce qui précede a Uy(C), on obtient que ses sous-groupes finis
sont de la forme

(Pwd | 5 A |A/>o'

ol /i, Teprésente le groupe des racines m*™¢ de I'unité, et A’ <& A sont des sous-
groupes finis de SUy(C). Comme fiyq/ 1y st cyclique, A/A" doit 1'étre aussi. Enfin,
comme G = (flyq |ftw ; A|A"), est engendré par A et des matrices scalaires A1d, le
caractere irréductible (resp. primitif) de G ne dépend que du caractere irréductible
(resp. primitif) de A.

Or en regardant la liste donnée dans la section 3.2, on voit que les inclusions
distinguées a quotient cycliques de sous-groupes de SUs(C) sont C,, <, C,u,
Com <2 Dy, <2 Dy, et Dy <13 T <5 O. (ou A’ <, A signifie que A/A’ est cyclique
d’ordre 7). Comme on se restreint a des sous-groupes finis irréductibles, A # C,,, et
on vérifie que dans ce cas la classe de G' = (ftwq | ; A|A"), ne dépend pas de 0. De
plus —1 € G, donc —1 € p,, = G Z(Uy(C)), d’ott w est pair. On a ainsi (presque)
démontré :

Théoréme 3.4: Tout sous-groupe fini irréductible de Uy(C) est conjugué a l'un des
groupes sutvant :
B /~52qu7 MQqu; N?qom; MZqu-
= (tag 112 s D |Com ), (pag (129 5 D2m [Dam ), (Hag l#g ;D [Cr) (simA2=1)
= (t6q 112 ; T [Da), (pag [p124 ;O[T)

Parmi ces groupes, les groupes de réflexions imprimitifs sont :

(fag |ft2g ; D |Cap ) si e est pair, d impair
Glde, e, 2) conjugé A (N2q |t ; D ‘Dm/g) si e est impair, d pair
7 f2gDi, si e est pair, d pair

(ftag |ftg s Dim |Cr) si e est impair, d impair

les autres groupes sont imprimitifs. Pour trouver lesquels sont des groupes de ré-
flexions, on calcule les invariants de T, O et I, et on regarde les racines de 'unité a
ajouter pour que ces invariants forment une algebre de polynémes.

On obtient

Théoréme 3.5: Les groupes de réflexions primitifs de dimension 2, sont a conju-
gaison pres :

= pomT, (Hom |pt2m ; T [Dg) (m = 1,2).

= pan O, (ftam [p2m ;O |T) (m = 1,2,3,6).
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— pud (m = 2,3,5,6,10, 15, 30).

29

On trouvera ci-dessous un tableau récapitulatif, ou les groupes sont ordonnés
suivant la numérotation de Shephard et Todd, et ot on donne leurs degrés caracté-
ristiques, leurs ordres, et 'ordre des centres.

Nombre de
réflexions
Ordre d’ordres
Numéro Groupe Degrés | Ordre | ducentre | 2 | 3 | 4 | 5
1 (46 112 ; T [Ds) 16| 24 2 N T I
5 1T 6,12 72 6 - |16 - | -
6 (,LL12 |/L4 ,T |D2> 4,].2 48 4 6 8 - -
7 p12T 12,12 144 12 6 | 16 | - -
8 (,ug |,U4 ,O|T2) 8,12 96 4 6 - 12 -
9 1O 8,24 192 8 18| - |12 ] -
10 | (poa |12 ;O |To) | 24,12 | 288 12 6 16|12 -
11 1240 24,24 | 576 24 18116 | 12| -
12 (pa |2 : O |T3) 68| 48 2 120 -] -1 -
13 140 8,12 96 4 18 - | - | -
14 (112 |6 : O | T2) 6,24 | 144 6 1216 - | -
15 1120 12,24 | 288 12 18 | 16 | - -
16 1ol 20,30 | 600 10 - -] - 148
17 Lol 20,60 | 1200 20 30 - | - |48
18 e | 30,60 | 1800 30 - 140 ] - |48
19 ol 60,60 | 3600 60 30 |40 | - | 48
20 el 12,30 | 360 6 - 140 - | -
21 121 12,60 | 720 12 30 40| - | -
22 i 12,20 240 4 30 | - - -

TAB. 3.1 — Groupes de réflexions primitifs de rang 2



Chapitre 4

Graphes de racines et systemes de
racines

4.1 Introduction

Il nous reste maintenant a classifier les groupes de réflexions complexes primitifs
de rang > 3. Avant de le faire, nous allons introduire des outils généralisant les
graphes de Coxeter et les systemes de racines qui permettent la classification des
groupes de réflexions réels. C’est ici qu’apparait la difficulté, on n’a pas vraiment de
bonne généralisation des graphes de Coxeter. Rappelons sur un exemple comment
on construit les graphes de Coxeter : si 'on a un groupe G engendré par des (vraies)
réflexions {s,, s, .}, on choisit des racines {a, b, ¢} correspondantes, et 1’on relie par
exemple la racine a a la racine b par une arréte valuée, la valuation correspondant
a lordre de sys, (qui est nsi |(a|b)| = cos(km/n), k premier a n).

l: ;m
&

L’exemple précédent contient déja beaucoup d’informations sur G, par exemple il
est fini si et seulement si 1/a+1/b+1/c¢ > 1, ce qui implique déja que a,b ou ¢ < 2.

Si par contre G est un groupe de réflexions complexe, il peut déja contenir
des réflexions d’ordre > 3. De plus, méme si s € Ref(G) est d’ordre 2, il existe
une infinité de racines unitaires de s (alors que dans le cas réel, si v est racine
unitaire de s, seul —v l'est aussi, et on peut choisir canoniquement entre v et —v
en mettant un ordre sur les racines, cf. [Bou68]). Ainsi il nous faut rajouter un
parametre supplémentaire (qui varie dans U) pour chaque racine d'une réflexion
qui engendre G. Ces parametres supplémentaires, on les représentera en mettant
directement le produit scalaire des deux racines sur ’arréte du graphe. De plus, si
pour un groupe de réflexions réel, il existe un moyen quasi canonique de considérer
un systeme de réflexions génératrices (grace aux chambres), ce qui aboutit a des
graphes de Coxeter sans cycles, il n’en est absolument pas de méme pour les groupes
de réflexions complexes (et en fait le Lemme 4.15 montre que si G est complexe,
on ne peut pas le représenter par un graphe sans cycles). Autrement dit, un groupe

30
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de réflexions complexe ne possede pas la géométrie d’'un groupe de réflexions réel,
qui permet de se ramener d'un groupe de réflexions réel a un groupe de Coxeter
(grace aux murs des chambres), c’est a dire d'un groupe qui vérifie une condition
combinatoire sur les mots que 1’on peut former avec, puis du groupe de Coxeter fini
en question a un graphe de Coxeter, correspondance qui est bijective, ce qui fait
qu’il n’y a plus ensuite qu’a classifier les graphes de Coxeter (et ces derniers sont
suffisamment simple pour que leur classification se fasse assez facilement).

Ainsi on généralise les graphes de Coxeter en construisant des graphes (que 'on
appellera graphes de racines) qui contiennent trop d’information, puisque plusieurs
de ces graphes peuvent conduire au méme groupe de réflexions complexe. De méme
on va généraliser les systemes de racines réels, sauf qu’on n’aura pas de condition
(v,vV) € Z, condition qui n’a pas vraiment de sens dans le cas complexe. Pour
nous un systéme de racines sera juste un ensemble fini de vecteurs, stables par le
groupe qu’ils engendrent. Dans le cas réel, les systémes de racines n’interviennent
pas vraiment dans la classification, a part une fois que l'on a classifié les graphes
de Coxeter, pour exhiber un groupe de réflexions réel représenté par ce graphe.
Pour le cas complexe, leur réle est plus important, notamment a cause de la notion
d’extension propre, voir la Définition 4.32 et I'explication au début du Chapitre 5.

Il faut noter que comme pour les graphes de racines, il n’y a aucun espoir de
pouvoir classifier les systemes de racines directement, ils ne sont pas assez rigides
puisqu'un méme groupe de réflexions complexe peut étre représenté par énormé-
ment de systémes de racines (cela vient du fait que 'on a abandonné la condition
(v,vV) € Z)), ce qui fait que 1'on sera obligé d’utiliser un théoréme sortant du cadre
combinatoire pour finir la classification. La encore, voir le Chapitre 5 pour plus de
détails.

Pour simplifier les notations, on va travailler a partir de maintenant dans C*°,
muni du produit scalaire canonique (-|-). Si G C U, (C), on peut voir G comme un
groupe de réflexions dans C* en identifiant C" avec le sous-espace de C* engendré
par les n premiers vecteurs de la base canonique : &1,...,&,. Ceci nous permet
de travailler dans C* pour chercher la liste des groupes de réflexions. Comme on
cherche les groupes de réflexions finis, on obtient bien des groupes de réflexions de
dimension finie. C’est ici que la notation introduite dans la section 1.3.1 va nous
étre utile : si un groupe de réflexions G est de dimension r, alors r est le plus petit
entier tel qu'un conjugué de G est contenu dans U, (C).

4.2 Graphes de racines

Définition 4.1 (graphe de vecteurs): Un graphe de vecteurs (unitaires) est la
donnée d’'un couple (B, w) ou B (I’ensemble des points du graphe, que I’on appellera
les racines du graphe) est un ensemble fini de vecteurs unitaires de C*, et w (la
valuation) est une fonction de B dans N \ {1}. Si a € B, w(a) est appelée I'ordre
de a.

Deux graphes de vecteurs (B, w) et (B’,w’) sont dits isomorphes s’il existe une
transformation unitaire ¢ de C*> qui envoie B sur B’ et w sur w'. (i.e. tB = B’ et
w'(ta) = w(a) pour tout a € B)
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Remarque 4.2: On fera souvent ’abus de notation qui consiste a parler d'un graphe
de vecteurs (B,w), ou B est un ensemble fini de vecteurs pas forcément unitaires
(mais non proportionnels). Lorsqu’on parle d'un tel graphe de vecteurs (B,w),
on considére en réalité le graphe de vecteurs (B',w’) o B’ = {a/|a|,a € B} et
w'(a/ Jal) = w(a).

Un graphe de vecteurs (B, w) peut étre représenté par un graphe valué orienté I
de la maniere suivante : les points de I' sont les éléments de B, valués par w. Pour
tout couple {a,b} C B on fixe une orientation (a,b) et on trace une arréte de a vers
b valuée par (a|b) si (a]b) # 0.

Ainsi on a plusieurs représentations de (B, w) selon 'orientation que I'on a choi-
sie. On a besoin de définir une orientation entre deux vecteurs complexes a et b pour
pouvoir définir correctement la valuation de l'arréte qui les relie car (a|b) = (bla).
Cependant si (a |b) € R*, alors la valuation de I'arréte ne dépend pas de I'orientation
choisie, et donc pour simplifier on ne choisira pas d’orientation pour cette arréte.

Pour imiter les graphes de Coxeter, on fera de plus les simplifications suivantes :

— Si un point a € B est d’ordre 2, la valuation de a dans le graphe I" sera omise.

— Si(a|b) = —1/2, w(a) = 2 et w(b) = 2, la valuation —1/2 de I'arréte connec-

tant a et b sera omise.

Ezemple 4.3: Soit a = e3 et b = i37Y2(g; + €5 + £3). Alors le graphe de vecteurs
Ly = {a,b} ,w(a) = 3,w(b) = 3 peut étre représenté par le graphe orienté suivant :

Z‘3—1/2

BB

b a

Fi1G. 4.1 — Le graphe Lo

Soit (B,w) un graphe de vecteurs et I' le graphe orienté associé. Comme la
donnée de I' permet de retrouver (B, w), on commettra ’abus de notation consistant
a identifier I" et (B, w). Par exemple, un cycle de (B, w) sera un cycle de I, et on
dira que (B, w) est connexe ssi I" Iest. (on ne prend pas on compte l'orientation des
arrétes de I' lorsqu’on regarde les cycles et la connexité). Un triangle de I" est un
cycle de 3 points.

Un graphe de vecteurs I' = (B, w) permet de représenter un groupe de réflexions
si 'on pense a a € B comme une racine d'une réflexion d’ordre w(a).

Définition 4.4 (Groupe de réflexions engendré par un graphe):

Soit I' = (B,w) un graphe de vecteur. On note dim(I") la dimension de 1’es-
pace vectoriel engendré par I et W(I') le groupe de réflexions (pas forcément fini)
engendré par les réflexions {s,u(),a € B} (avec les notations de la Définition 1.7).

I' est appelé un graphe de racines si :

— dim(I") = | B| (c’est a dire si les éléments de B sont linéairement indépendants).

— W(I") est un groupe de réflexions fini. O



4.2. GRAPHES DE RACINES 33

Remarque 4.5:

(i) Si G est un groupe de réflexions, il existe un graphe de vecteurs I' tel que
G = W(T'). En effet, si G est engendré par s, ..., S,, on choisit une racine a;
pour chaque réflexion s;, et 'on pose B = {ay,...,a,}, w(a;) = og(a;). I' =
(B, w) est un graphe de racines si et seulement si n = dim(G), c’est a dire si et
seulement si les (a;) sont linéairement indépendants (d’apres le Lemme 1.18).
Ainsi les graphes de racines ne permettent pas de représenter tout les groupes
de réflexions. On a cependant besoin de la condition dim(I') = |B| dans la
définition d'un graphe de racines pour pouvoir travailler efficacement avec.
En fait la classification des groupes de réflexions montre que tout groupe de
réflexions primitif (sauf un) de rang r > 2 peut étre engendré par r réflexions,
donc sera représentable par un graphe de racines. Ceci explique pourquoi la
condition précédente n’est finalement pas un obstacle a la classification des
groupes de réflexions. Bien siir on aura besoin d’un outil pour représenter les
groupes de réflexions qui ne proviennent pas d'un graphe de racines (ne serait-
ce que pour prouver que les groupes de réflexions primitifs de rang supérieur
a 2 n’en font pas partie), ce sera le role des systémes de racines.

(i) Si I' = I'1|]... UL, est la décomposition de I' en cycles, alors W(I') =
W(Ty) x---x W(I',) est la décomposition de W(I') en produit de sous-groupes
de réflexions irréductibles donnée par la Proposition 1.22.

Avant d’étudier plus en avant les graphes de racines, on note déja que la condition
que les vecteurs du graphe de racines soient libres implique que leur matrice de Gram
est non nulle. Ceci nous servira quand on étudiera des graphes de racines explicites
dans le Chapitre 5.

Lemme 4.6: Si ' = (B,w) est un graphe de vecteurs avec B = {ey, ... e,}, alors
det((e; lej))i<ij<n € RT et ce nombre est nul si et seulement si les (e;) sont linéai-
rement dépendants, dans ce cas I ne peut pas étre un graphe de racines.

Définition 4.7: SiT' = (B, w) est un graphe de racines, on dit que I" est réel (resp.
complexe, primitif) si W(I") est réel (resp. complexe, primitif). On dit que I" est
irréductible si W(I') l'est en dimension dim(I'), i.e. si I' est connexe (d’apres la
Remarque 4.5(ii)).

Si IV = (B',w’) est un autre graphe de racines, on dit que I est équivalent a I" si
W(T') est conjugué a W(I'). Si B C B’ et w'|p = w, on dit que I'" est une extension
de I" ou que I' est un sous-graphe de racines de I".

Enfin on dit que I' est congruent a I'' s’il existe une transformation unitaire ¢
de C* qui rend I'" isomorphe a I et telle que les éléments de B sont des vecteurs
propres de t.

Remarque 4.8: Si I' est isomorphe a I', W(I') est conjugué a W(I") donc I' est
équivalent a I, mais la réciproque n’est pas vraie, par exemple si on prend des
réflexions différentes engendrant le méme groupe, les graphes de vecteurs associés
n’ont aucune raison d’étre isomorphes. Enfin, si I' est congruent a I, alors W(I') =
W(I) (en effet, cela revient a constater que si a est une racine d’une réflexion s,
alors Aa, A € U est également racine de s).
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FExemple 4.9: Soit Ly le graphe de vecteur de ’'Exemple 4.3 :

i371/2

) N &)

b a
Ly est un graphe de racines irréductible, et W(Lg) = (g |2 ; T |D2).

Nous allons maintenant introduire un invariant indispensable pour étudier les
groupes de réflexions composés de réflexions d’ordres 2.

Soit I' = (B, w) un graphe de racines, et u,v € B d’ordres 2. Soit G = (s, $,)-
G est un groupe engendré par deux éléments d’ordre 2, ¢’est donc un groupe diédral
D,,! d’ordre 2m. De plus m est l'ordre de (uv), d’ou |(u|v)| = cos(wk/m) pour un
certain k premier a m (cf. le début de [Bou68]).

Définition 4.10: On pose? :
d(T") = max {ordre(uv)|u,v € B d’ordres 2}
Si G est un groupe de réflexions, on pose également :

d(G) = max {ordre(uv)|u, v sont des réflexions de G d’ordres 2} o

Remarque 4.11: SiT est un graphe de racines, on peut avoir d(I') < d(W(I")), comme
le montre I'exemple suivant.

Ezxemple 4.12: (cf. la Définition 2.6 et la Remarque 2.7)
— Soit B, (m) (ou I'(m, 1,n)) le graphe de vecteurs :
_2—1/2
T o R G O (o pointy
Alors B,(m) est un graphe de racines tel que W(B,,(m)) = G(m, 1,n)
— Soit D, (m) (ou I'(m, m,n)) le graphe de vecteurs

e/meos(n/m) | A )»——A )y O

(n points, n > 3)

Alors D,,(m) est un graphe de racines tel que W(D,,(m)) = G(m,m,n)
Or
4 sim =2

3 sinon

d(Bp(m) = {

d(D,(m) = max(3,m)

Tl y a un conflit de notation avec la section 3.2, ici D,, est le groupe diédral d’ordre 2m, pas
le groupe diédral binaire d’ordre 4m
2on convient que max(@) = —oo
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mais
de side>3
d(G(de,e,n) =¢4 side<3etd=2
3 side<3etd=1 o

Le lemme suivant nous sera extrémement utile pour transformer un graphe de
racines représentant un groupe de réflexions G en un graphe de racines équivalent,
mais plus facile a étudier.

Lemme 4.13: Soit I' = (B,w) un graphe de racines, et (a,b) € B. Alors T' est
équivalent a T' = (B, w'), ot B' = {b' = sqw(p} UB\ {b} et

/() = {w(:ic) size B\ {b}
w(b) six=1V

DEMONSTRATION: Il suffit de remarquer que Sy (b)) = sa,w(a)sb@(b)s;iv(a) par la
Remarque 1.8. [ |

Ezxemple 4.14: Si a est d’ordre d, soit ( = exp(2im/d). Alors (s,(b)|c) = (b|c) —
(1 =2¢)(bla)(alc). Ainsi si a n’est pas lié a b, I = I". Sinon, la transformation
précédente I' — I est décrite dans la Figure 4.2.

Ainsi si x n’est pas lié a a, il n'y a pas de changements, si x est lié a a mais
pas a b, il devient lié a b’ dans I, enfin si x est lié a b et & a, x sera lié ou non a
b’ suivant la valeur de p + (1 — ¢)Av (avec les notations de la figure 4.2). On peut
remarquer cependant que si d = 2, i.e. si ( = —1 et que \uv € C\ R, alors p = YA
oty € C\R, donc it/ = pt — 2 v = (7 — 2)Av # 0 et 23 reste lié & 0. De plus on a
toujours A\p'v = (7 — 2) € C\ R (cela nous servira par la suite).

4.2.1 Graphes de racines réels

Le lemme suivant permet de caractériser les graphes de racines réels.

Lemme 4.15: Soit I' = (B, w) un graphe de racines (ou méme un graphe de vec-
teurs).

(i) Soit C ={e1,...,em} un cycle de T't. C est complexe (i.e. W(C') engendre un
groupe complexe lorsqu’on voit C' comme un sous-graphe de racines de ') si
Val(C’)2 = H:il (6,’ ‘€i+1) e C \ R.

(ii) T est réel si et seulement si w(B) = {2}, et pour tout cycle C = {ey,...,em}
de T, TI2, (eileisn) € R

Lorsqu’on notera un cycle C = {e1,...,e,}, on posera e,,11 = e; et on supposera qu’on a
numéroté les e; de telle sorte que e; est relié a e;11 c’est a dire (e; |e;41) # 0

2Val(C) dépend de 'ordre dans lequel on parcours C, cependant si C' est un cycle minimal,
Val(C') ne va dépendre que de 'orientation du parcours de C, et prendre le parcours dans le sens
opposé va changer Val(C') en son conjugué, et donc n’affectera pas le fait que Val(C') € C\ R ou
non, ce qui est ce qui nous intéresse en vertu du Lemme 4.15
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o b a .
Zo y @

X3

&} T2

F1G. 4.2 — T et I sont équivalents

Corollaire 4.16: Soit I' = (B,w) un graphe de racines tel que w(B) = {2}. Alors
si I n’a pas de cycles, ' est réel. En particulier un graphe de racines complexe sans
cycles est de dimension d > 3.

DEMONSTRATION (DU LEMME):

(i)

(i)

Soit C' un cycle comme dans le lemme. On voit facilement que si W(C') est
réel si et seulement s’il existe un graphe de racines C’ congruent a C' tel
que tous les produits scalaires dans C’ soient réels (voir la Remarque 1.10).
Or prendre un cycle congruent C’ ne va pas changer [[", (e;|e;11), donc si
[T, (eileir1) € C\ R, W(C) ne peut pas étre réel.

Par contre, parmi ces m produits scalaires, on peut en changer m — 1 pour
qu’ils soient réels, et le dernier le sera ssi [, (ei|ei+1) € R, ce qui va nous
servir pour prouver (ii).

Si W(I') contient un sous-groupe complexe, il est également complexe, en par-
ticulier si I' contient un cycle C' = {ey,... ey} tel [T", (e;leiy1) € C\RT
est complexe. Il en est de méme si [' contient une réflexion d’ordre > 2, ce
qui est le cas si w(B) # {2}. Réciproquement, si I' vérifie les conditions du
Lemme 4.15(ii), alors la preuve de (ii) montre que I' est congru a un graphe
dont tous les produits scalaires sont réels, donc W(T") est réel. |
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Ezemple 4.17: Si T est un triangle complexe (i.e. un graphe de racines irréductible
complexe de dimension 3) tel que toutes les racines de I' sont d’ordres 2 alors la
transformation décrite dans le Lemme 4.13 donne a nouveau un triangle complexe
comme le montrent le Lemme 4.15 et la discussion a la fin de I’Exemple 4.14.

Si I' = (B, w) est un graphe de racines tel que ses racines sont d’ordres 2, alors
tous les produits scalaires sont de la forme (u|v) = cos(kw/m), avec k premier &
m comme on ’a vu dans la discussion qui a conduit a la Définition 4.10. Quitte
a remplacer u par une de ses orbites sous 'action de la rotation s,s,, on peut se
ramener a un graphe équivalent oti (u [v) = — cos(w/m)*. Sil'on replace — cos(w/m)
par m, on tombe sur un graphe de Coxeter. Donc la classification des graphes de
Coxeter (cf. [Bou68|) nous donne :

Théoreme 4.18: Tout groupe de réflexions réel et irréductible peut étre représenté
par l'un des graphes de Cozeter I' de la Figure 4.3. De plus d(I') = d(W(T")).

En particulier, si ' = (B, w) est un graphe de racines irréductible et sans cycles
tel que w(B) = {2}, alors T est équivalent a un graphe de Coxeter irréductible.”

4.2.2 Graphes de racines complexes

Lemme 4.19: Soit I' = (B, w) un graphe de racines irréductible.

(i) Si G est un groupe de réflexions de dimension n qui contient W(I'), alors T’
peut étre étendu en un graphe de racines I' tel que W(I") est un sous-groupe
de réflexions irréductible de G de dimension n.

(ii) Si T est de plus complexe, w(B) = {2}, d(I') = d(W(I")), et dim(T") > 3, alors
il existe un graphe de racines I'g complexe, irréductible et de dimension 3 tel
que W(T'g) € W(T) et d(Ty) = d(W(I)).

DEMONSTRATION:

(i) Soit W le sev de C™ engendré par les racines de I'. On peut supposer que W est
un sev propre, sinon [V = I' convient. Comme G est irréductible, il ne stabilise
pas W, et il existe une racine unitaire v de G' qui n’est pas dans W |JW+. Si
I'on rajoute v a I' (avec w(v) = og(v)), on obtient un graphe de racines I'y
irréductible (car v ¢ W) de dimension dim(T') + 1 (car v ¢ W). On conclut
par récurrence.

(ii) Soit n = dim(I"). On peut supposer n > 3. Par induction, il suffit de construire
un graphe de racines I'; de dimension < n tel que W(I';) € W(I') et d(I'y) =
d(I")). Soit a,b € B tels que |(a|b)| = cos(m/d(T"). Soit C = {ey,...,e,} un
cycle complexe minimal (c’est & dire qui ne contient pas de sous-cycles) de I'.
Comme C' est minimal, (e;|e;) = 0 si [j —i] > 1 et {i,5} # {1,m}. Gréce
au Lemme 4.15(ii), on peut supposer que [[*; (ei]eir1) € C\ R. Quitte
a permuter les (e;) et (a,b), on peut supposer de plus qu’il existe un chemin

A partir de maintenant, on fera implicitement cette transformation dés que w(u) = w(v) = 2
2En fait T' est méme un des graphes de Coxeter irréductible si 1'on a fait la transformation
décrite dans la note 1



38 CHAPITRE 4. GRAPHES DE RACINES ET SYSTEMES DE RACINES

O—O @y O

Q—cos(w/5)© O O

O—O % O—0O

O—O % O—0O
5

O

()
N

Ex

F1G. 4.3 — Les graphes de Coxeter irréductibles
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minimal reliant C' & {a, b} partant de e; et arrivant a a. Ainsisi {a,b} [ C # &,
alors e; = a.

Supposons que m > 4. Si {a,b} C C, alors a = e; et comme b est lié a a,
b = ey ou b = e,,. Quitte a renuméroter, on peut supposer dans tous les cas
que {a,b} () {ez2,e3} = @. Alors le sous-graphe I'y engendré par {s.,es} | B\
{ea, e3} convient. En effet il vérifie d(T'y) = d(T'), et dim(T';) = dim(T"). Tl reste
a vérifier que I'; est bien complexe et irréductible. Mais s.,e3 = e3—2 (e3 |ez ) ea,
d’out (voir aussi I’'Exemple 4.14) :

(e1]ses€3) = —2(eaes) (e1 |e2) (4.1)
(Ses€3]e4) = (eseq) (4.2
Donc (€7 |Se,e3) X (Sep€3]€s) X -+ X (em—1 |em) € C\ R (donc en particulier

# 0). Ainsi I'; est bien irréductible, et est complexe par le Lemme 4.15.

On peut donc supposer m = 3. Si {a,b} € C, 'y = C convient. Si {a,b} (| C =
@, soit ¢ 'unique point vérifiant (e; [¢) # 0 dans le chemin minimal reliant e,
a a. Si (ea]c) # 0 et (eg|c) # 0, on est dans le situation suivante (ot 'on ne
met pas la valuation des arrétes) :

Et I'on vérifie que Val(C') = Val(Cy) Val(Cs) Val(C3) avec 'orientation donnée
dans la figure. Donc au moins 'un des cycles C; est complexe, supposons que
ce soit (. Le sous-graphe I'; engendré par B\ {e3} convient presque, mais il
n’est pas forcément irréductible, par contre la composante connexe de I'y qui
contient ¢ convient elle, car a et b y apparaissent.

On peut donc supposer (e |c) = 0. Si (e |¢) = 0, 'Exemple 4.14 montre qu’on
peut se ramener au cas (e [¢) # 0 en remplagant e par s., ez (ce qui ne change
pas la nature du triangle {e;, 3, €3} comme le montre I’Exemple 4.17). Si le tri-
angle T' = {ey, g, ¢} est complexe, le graphe I'; engendré par B\ {e3} convient
(quitte & prendre la composante connexe contenant c). S’il est réel, alors on
se ramene au cas précédent en remplagant ey par s.,e;. En effet (c¢|se,eq) =
(cler), (seserlea) = (exfez) — 2 (exles) (eslez) = (exfez) — 2y (exez) ou y =
Val(C) € C\R. Alors si T" = {s.,e1, €2, ¢}, Val(T”) = (1—2v) Val(T') € C\R
et T' est bien complexe.

Enfin, il reste le cas e; = a et b ¢ C. On peut raisonner comme dans le cas
précédent avec ¢ = b : si par exemple (e3|b) = 0, les transformations dé-
crites dans le paragraphe précédent fonctionnent toujours, il faut juste vérifier
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que dans I'; que 'on construit, on a bien d(I'y) = d(I") mais c’est le cas car
(sesa[b) = (a[b).
I ne nous reste plus qu’a traiter le cas (es |b) # 0 et (e3]b) #0 :

€3

Si C ou C5 sont non réels, on raisonne comme dans le cas précédent : on peut
enlever e3 ou e,. Si ce n’est pas le cas, Cy est complexe, mais on ne peut cette
fois enlever a sous peine de risquer de diminuer d(T';)!. On peut supposer que
B = {a, b, eq,e3} sinon le graphe I'; engendré par ces éléments convient. Soit
H = W((Y). d(G) = d(C4) < d(H) < d(G) donc d(H) = d(G). Comme C
est réel irréductible, la classification des graphes de Coxeter du Théoreme 4.18
montre que C; est équivalent a

d = d(H) = d(G)
O O O

e € e

donc I' est équivalent a I :

/
N
\\ /// /// F/
N s
\\ / 7/
s
\\ // //
N / 7
\ / s
Kol
s
€3

Comme G est irréductible et complexe, IV contient au moins un triangle com-
plexe. Si ce triangle contient e} et e}, ce triangle convient. Sinon on est par
exemple dans le cas suivant :

LCest d’ailleurs une erreur que fait [Coh76] dans la preuve du Lemme 4.5, page 401
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e
O

€3

mais ici (¢} ]e) = 0 et l'on revient a un cas connu (a = e, b = ¢€), ce qui

conclut la preuve. [ |

Théoréme 4.20: Soit G un groupe de réflexions complexe irréductible de dimen-
sion n = 3 dont toutes les réflexions sont d’ordres 2. Alors il existe un graphe de
racines I' compleze, irréductible et de dimension 3 tel que W(I') C G et d(I") = d(G).

DEMONSTRATION: On procede par récurrence sur n. Comme les réflexions de G sont
d’ordres 2, les graphes de racines que l'on considere auront des racines d’ordres 2.
Soit A = cos(m/d(G)). 1l existe par définition des racines unitaires e; et e; de G
telles que (e |ea) = A (cf. la discussion qui précede la Définition 4.10 ainsi que celle
qui précede le Théoreme 4.18). On ajoute une racine unitaire e3 de maniére a former
un graphe de racines irréductible I'y (cf. le Lemme 4.19(i)). Si I'y est complexe,
I' =Ty convient. Sinon I'y est réel, donc par le Théoreme 4.18, I'y est équivalent a :

oO—2 0O O

€1 €2 €3

Supposons que n = dim G = 3. Comme (e, €9, e3) sont libres !, ils forment une
base des racines de GG. Si pour tout réflexion s de G il existait une racine a de s telle
que (ale;) € R pour ¢ = 1,2,3, G serait réel. Donc il existe une réflexion s de G
pour laquelle ce n’est pas le cas, c’est a dire il existe une racine unitaire v de G telle
que :

pour tout a € U, il existe un i tel que a(vl]e;) € C\ R (4.3)

On remarque que s.,v satisfait aussi a (4.3), en effet si par exemple v/ = s, v =
v—2(vler)ep, on a (cf. 'Exemple 4.14) :

(v']er) = — (vler)
(v ]e2) = (v]ez) =2 (vler) (exlea)

(v |es) = (vles)

donc si (v'|ey) et (v']es) sont réels, (v|ey) est complexe, et (v'|ey) l'est aussi. Le
méme raisonnement montre que si on change e; par s.e;, v satisfait toujours (4.3).

Comme v satisfait a (4.3), il est relié & au moins deux (e;), s’il n’est pas relié a
e1, il est relié a ey et quitte a prendre v = s.,v, on peut supposer que v est lié a

1On voit ainsi I'intérét d’imposer la condition que les racines soient libres dans un graphe de
racines
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e;. Quitte & multiplier v par un A € U, on peut méme supposer que (v|e;) € R*.
Si v, €1, €5 sont linéairement dépendants, alors v = Ae; + pey car (eq, ez) sont libres.
Alors v, eq, Seyeq sont libres; sinon on aurait v = Ney + p/'se,ea = Ney + ples — ples,
donc par liberté de eq, eq, €3, on aurait p = ' = 0, et v serait proportionnel a e;
ce qui contredit (4.3). Donc quitte a remplacer es par s.,es, ce qui ne change pas
la nature de I'y ni celle de v comme on I’a vu, on peut supposer que v, ey, es sont
libres. Soit

By = {e1,ea,v}, By = {eq, Se,3,0}, By = {Se,€1,€3,0}

By ={ey,e3,v} et Bs = {ea, €3, Se,v}

et I'; le graphe de vecteur engendré par B;. Supposons qu’aucun des I'; ne soit un
graphe de racines irréductible complexe tel que d(I';) = d(G).

Comme I'y est un graphe de racines irréductible tel que d(I'y) = d(G), I'; est réel.
Or (eq |e2), (v]er) € R*, donc (v |eg) € R par le Lemme 4.15(i). Donc (e3|v) € C\R
(par (4.3)), et (v|se,e1) € R.

Si €1, Se,€3,v sont libres, I'y est un graphe de racines tel que d(I'y) = d(G) car
(e1]Se,e3) = (€1 ]e2) vu que se,e3 = e3 —2 X (—1/2)ex = ey + e3. Mais (eg |v) € R*,
(sep€3]e1) € R et (vse,e3) € C\R vuque (v]ey) € Ret (vles) ¢ R. Donc I'y est
complexe, contradiction. Donc

V= )\161 + )\262 + )\263 (44)

Ona (vl|eg) = Ay/2 € C\R donc Ay € C\ R et A\; # 0 sinon o = 1/\y contredirait
(4.3).
Notons que (v]se,e1) € R et que (se,e1|es) = (e1]se,e3) = (eq|e2). Donce si
(v |se,€1) # 0, le méme raisonnement que pour le graphe I'y s’applique au graphe I's
et on obtient que
v = ANer — 22\ ea + Nyes (4.5)

Comme eq, e, e3 sont libres, (4.4) et (4.5) donnent v = A;(se,e1 — 2Xe3) ce qui
contredit (4.3) avec a = 1/\;.

Donc (v [se,e1) = A1(1 —2A%) =0, or \; # 0 donc A = 2712 = cos(w/4). D’ou
d(G) = 4.

On a (v]ey) #0 car (v]er) # 0 et (v|se,e1) =0, dou (v]ea) € R*. v, e, €5 sont
libres par (4.4), donc I'y est un graphe de racines complexe. Si |(v]e;)| = 27'/2 pour
i = 2 ou 3, on obtient & nouveau une contradiction. Donc on peut supposer (quitte
a remplacer v par —v) que (vley) = |(v]es)| = cos(m/3) = 1/2. D’ou 2 (v|ey) =
MV2+ Ay = 1et 2|(v]es)| = | 2] = 1. Le méme raisonnement appliqué au graphe
de racines I's qui est complexe car (s.,v|es) € R et (s,,vles) € C\ R donne
|(se,v]es)] = |(vl]es) + (ex |v)| = |/\1/\/§+ X2| = 1/2. En regroupant ces équations,
on voit que Ay est unitaire et vérifie |1 + Ay| = 1. Ceci implique que Ay € {7, 7%}

Pour résumer, on est dans la situation suivante :

2—1/2

O O O

€1 €3
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avec v = 272(1 — Ag)er + Aaea + Ages ol Ay € {7,5%}. (on rappelle que I'arréte

non valuée entre ey et eg signifie que (ez]es) = —1/2.) On vérifie alors que la
transformation linéaire ¢ telle que te; = —e3, teg = 271/2(e9—¢3), teg = 27Y2(e1 —ey)
est unitaire. De plus tv = 27Y2(\ye; — £3). Donc le groupe (s,, Se,, Sey, Ses) €St

conjugué a G(6,3,3) (cf. cf. la Définition 2.6 et la Remarque 2.7 : avec les notations
de la preuve du Théoreme 2.8, on a d = 2, 'ordre de —1 et m = 6, 'ordre de
—)\2). Mais I'Exemple 4.12 donne d(G(6,3,3) = 6 or d(G(6,3,3)) < d(G) puisque
G(6,3,3) C G alors qu'on a vu que d(G) = 4. On obtient une contradiction, et cela
fini la preuve du Théoreme pour n = 3.

Supposons maintenant que n > 3. Soit H un sous-groupe de réflexions réel
irréductible maximal (pour ces propriétés) de G contenant W(I'g) (ainsi d(H) =
d(Q@)). H étant réel, le Théoreme 4.18, il est représenté par un graphe de Coxeter
'y = (By,w1), By = {e1,...,er,...,e;}. On suppose que I'on a numéroté les e; de
telle sorte que (e1]ea) = — cos(n/d(G)), (ei—1]e;) = —1/2,3 < i < r et e, soit un
point terminal de I'; (c’est a dire que seul e,_; est relié a e,.). C’est toujours possible
comme le montre la figure 4.3 :

Iy Q €r+1

Comme G est complexe, il existe une racine unitaire v telle que s, € G\ H. Si
on pose v\ = s, v = v — 2(e,|v)e,, v est racine de la réflexion s, s,s., € G\ H.
Supposons que v ou v’ soit linéairement dépendant de eq,... e, 1,€.41,...,€;, €t
soit H = ({se¢,,1 # 1}, sy). Si H' est réel, il existe un multiple Av de v qui appartient
aRe;® - -@®Re,_1®Re, 11 DD Rey, done (Mvle,) € Ret (H e,) est réel. Mais
(H' e,) 2 H et cela contredit la définition de H. Donc H' est complexe, de dimension
< dim(G), et I'hypothese de récurrence appliquée a H' permet de conclure.

Donc v,eq,...,€.,€.11,...,6 engendre un graphe de racines I',, et on peut
suupposer que I, est réel grace au Lemme 4.19(ii). De plus v est relié a l'un
des e;,1 # r car sinon e, ..., e, v serait un graphe de vecteurs sans cycle, donc
réel, ce qui contredit la maximalité de H. Comme e, est un point terminal de I'y,
€1,y €r_1,€r11,..,6€ est connexe, donc I', I'est aussi. De méme v, eq, ..., €., €11,
..., e engendre un graphe de racines I',, réel irréductible.

Ainsi, quitte a remplacer v par un multiple, on peut supposer que (vle;) € R
si ¢ # r. De plus il existe un j # r tel que (vle;) # 0. Quitte a changer v par un
élément de (s,,7 # r,r—1) (cf. le Lemme 4.13), on peut supposer que (v|e,—1) # 0.
On a donc (v'|e,—1) € C\Ret (v']e;) € Rsii <r —1 (car alors (e e,) = 0).
Donc (v'|e;) = 0 si ¢ < r — 1 sinon on aurait un cycle complexe dans I', par le
Lemme 4.15(i). D’ou (vl]e;) =0sii <r—1.

Posons u = es + €3 4+ -+ + €21 = SeySey - - - Se,_,€r—1. U €St Une racine unitaire
de H telle que (e; |u) = —cos(n/d(G)). Si v est une combinaison linéaire de ey, u



44 CHAPITRE 4. GRAPHES DE RACINES ET SYSTEMES DE RACINES

et e, alors K = (v, e1,u, e,) est un groupe de dimension 3, irréductible (car ey, u, e,
engendre un graphe de racines irréductible) et complexe (car v, u,e, est un cycle
complexe puisque (v|u) € R*, (ule,) € R* et (e, |v) € C\ R). Or d(K) = d(G),
donc le cas n = 3 précedemment traité nous permet de conclure.

On peut donc supposer que v,ej,u et e, sont libres. Posons v” = s, s,v =
v—2(e,—1 |v)u—2((v]e,) + (er—1 |v)) €. Alors

(v']er) = =2 (ealer) (vle—1) € R et (v"|u) = (v]e,) € C\R

Donc puisque v”, u, e; sont libres, ils forment le triangle complexe I" que 'on cher-
chait. m

Corollaire 4.21: Soit G comme dans le Théoreme 4.20. Supposons de plus que G
est primitif et vérifie n > 8 — d(G) = 4. Alors il existe un graphe de racines T
primitif, compleze, de dimension 8 — d(G) tel que d(I') = d(G) et W(I') C G. (En
fait, ' peut étre obtenu comme une extension de n’importe quel graphe de racines
Lo qui vérifie les conditions du Théoréme 4.20).

DEMONSTRATION: Par le Théoréme 4.20, il existe un graphe de racines I'y complexe,
irréductible de dimension 3 tel que d(I'y) = d(G) et W(I'g) C G. Le Lemme 4.19(i)
nous dit que 'on peut étendre I'y en un graphe de racines I'y complexe de dimension
7—d(G).

Si I'y est primitif, il n’est pas conjugué a A;_g) car il est complexe. Si on étend
I’y en un graphe de racines I' irréductible de dimension 8 — d(G) il sera primitif par
le Lemme 2.10.

Si I'y est imprimitif, il n’est pas conjugué a G(2,2,4) (qui est réel), ni a G(3, 3, 3)
(car d(G(3,3,3) =3, et si T—d(G) = 3, d(W(I'1)) = d(G) = 4). Donc il a un unique
systeme d’imprimitivité par le Lemme 2.11, et donc la Proposition 2.12 permet de
conclure. [

Remarque 4.22: La méme preuve montre que si n > 4 et d(G) = 5, il exsite un
graphe de racines I' de dimension 4, primitif et complexe tel que d(I") = 5 et W(I") C
G.

4.3 Systemes de racines

Définition 4.23 (Présystéme de racines): Un présystéeme de racines est la don-
née d’'un couple ¥ = (R, f) tel que :

(i) R (I'ensemble des préracines du systeéme) est un ensemble fini d’éléments non
nuls de C*.

(ii) f (la valuation) est une application f: R — N\ {0, 1} qui vérifie Va,b € R :

Sa,f@BR =R,  f(Saf@)b= f(b)

et f(a) = f(b) si a,b € R sont proportionnels.
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Si R est inclus dans un sous-espace vectoriel V de C*, on dit que X est un
présysteme de racines de V.

On dit que X est isomorphe a 3’ = (R/, f’) sl existe une transformation unitaire
qui envoie R sur R’ et f sur f’.

Définition 4.24: A un présystéme de racines ¥ = (R, f), on peut associer un
groupe de réflexions W(X)! avec :

W) = (Sas@a € R)

Remarque 4.25:

— Si ¥ est isomorphe a ¥, alors W(X) est isomorphe a W(X').

— A cause de la Définition 4.23(ii), on voit que remplacer v € R par un multiple
Av muni de la méme valuation donne un systéme de racines (si on remplace
aussi les orbites de v sous 'action de W(X) par le méme multiple) essentiel-
lement pareil (« congru ») a X, et qui donne le méme groupe de réflexions. Il
en va de méme quand on rajoute au systéme de racines Av (et son orbite sous
W (X)) avec la méme valuation. Par la suite on identifiera deux systeme de
racines semblable par ses opérations, autrement dit méme on suppose implici-
tement lorsqu’on parle d’'un vecteur non unitaire v du systeme de racines que
I'on consideére en réalité v/ |v|. On ne travaille pas directement sur des vecteurs
unitaires pour simplifier les calculs, voir I'Exemple 4.35.

Définition 4.26 (Systéme de racines): Un présysteéme de racines ¥ = (R, f) est
un systéme de racines ssi Va € R

aceR & aneWX)a (aeC) (4.6)

Exemple 4.27:

(i) Si I' = (B,w) est un graphe de racines, alors R = W(I').Bet f : R - N
induite par la fonction owry donnent un systéme de racines 3 tel que W(X) =
W(T). (Attention: méme si b € B, on n’a pas forcément f(b) = w(b)).

(ii) Soit G est un groupe de réflexions dans V' C C*. Pour toute réflexion s € G, on
choisit une racine unitaire a; € V. Soit Ry = {as, s € Ref(G)}, et définissons
fo : Ry — N par fo(a) = og(a). Alors R = G.Ry, muni de f : R — N qui
étend fy par f(g.a) = fo(a) si a € Ry, g € G? forme un présystéme de racines
de V. (Et si on choisit Ry de maniére a ce que si ag est multiple de ay, alors
as = ay, on obtient méme un systeme de racines.)

Lemme 4.28: Soit ¥ = (R, f) un présystéme de racines.
(i) Ref(W(X)) = {sif(a),a eR0<j< f(a)} En particulier, les racines de
W () sont C.R.

(ii) 1l eziste un systéme de racines Q@ = (S, g) tel que W(Q2) = W(X), S C R et
9="fls

W (X)) est fini car il fixe R, donc c’est un groupe de permutation de R
2f est bien définie, en fait f est la restriction de og & R
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(iii) Si A C R est tel que W(X) = (Sq,5(a),@ € A), alors pour toute racine x

de W(X) est dans CW(X).A. En particulier, toute réflexion de W(X) est
conjuguée d s f(a) POUT certains j € N et a € A, et si x et y sont des racines

unitaires de W(X), alors (z|y) C {((v/|ul)|(v/|v])),u,v € A}

Si de plus X2 est un systeme de racines, alors R est formé des orbites de A par
W(X). En particulier si x,y € R alors (x|y) C {(u|v),u,v € A}

DEMONSTRATION:

(i)

(i)

(iii)

Soit T'= {v € C*,Cv (R # 0}, et u € C> \ T une racine de W () d’ordre
m > 1. W(X) laisse R invariant, et donc 7" aussi. La Proposition 1.28 nous
fournit un caractere linéaire xy : W(X) — C* tel que pour toute réflexion
re W) :

det(r) sir a une racine dans T'
x(r) =

1 sinon

Mais comme W(X) est engendré par les s, fq), a € R, x coincide avec det,
donc 1 = x(Sy,m) = det(s,m), ce qui est absurde. Ainsi 7" est bien ’ensemble

des racines de W(X).
Soit maintenant s une réflexion de W(X), de valeur propre ¢ # 1. On a vu que

s a une racine a € R. Il reste a vérifier que l'ordre de s divise f(a). Posons
Q) = W(X).(C*a). La Proposition 1.28 nous donne & nouveau un caractere
linéaire ¢ : W(X) — C* tel que pour toute réflexion r € W(X) :

det(r) sir a une racine dans Q

x(r) = .

1 sinon
Il existe ay, ..., a; € R (avec multiplicités) tels que s = 54, f(a;) - - - Say, f(ar)> d’OU
¢ = HaieQ det 54, f(a,)- Or si a; € Q, a; est dans l'orbite de C*a par W(X),

donc la Définition 4.23(ii) montre que f(a;) = f(a). Ainsi 'ordre de ¢ est un
diviseur de f(a), ce qu’on voulait.

Soit U = {C*u,u racine de W(X)}, et uy,...,u; € R des éléments tels que
{C*u;} est un systeme de représentants des orbites de W(X) dans U. Posons
Q= (S,g9) ous = U2:1W(E)u,~ et g = f|s. On vérifie immédiatement que
S C R, W(X) stabilise S donc S est un présysteme de racines, W(2) = W(X)
et S est un systeme de racines par le choix des (u;).

On définit un présysteme de racines ¥ = (Ry, f1) avec Ry = W(X).A et
fi = flgr, (ce qui garantit que 3; est bien un présystéme de racines; f; est
I'unique extension a Ry de f|a stable par I'action de W(X)). Par définition de
A, W(X;) = W(X), donc on peut appliquer (i) : si x est une racine, il existe
a € C*tel que ax € Ry = W(X).A, donc il existe a € A tel que ax € W(X).a.
Si ¥ est un systeme de racines et x € R on peut prendre o = 1, donc R est
bien une réunion d’orbites de A par W(3).

Les cas particuliers s’en déduisent immédiatement, car quitte a changer x par
un multiple, on peut supposer que z € R, dans ce cas ax € R; C R donc
f(x) = flax) = f(a) et sy () est conjugué a s, (4 (ce qui donne bien le cas
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général puisque toute réflexion est de la forme si fap T € R d’apres (i)). De
plus W(X) est formé d’automorphismes unitaires, donc son action ne change
pas le produit scalaire. [ |

Comme tout ce qui concerne les éléments réguliers, la deuxieme partie du lemme
suivant sert a calculer les invariants associés a un groupe de réflexions donné. Nous ne
nous en servirons pas (nous renvoyons a [Coh76] pour quelques exemples de calculs
effectifs a la main, et & [GAPO06] pour les calculs automatiques). Nous la montrons
juste par souci de complétude et pour donner une idée de I'intérét des systeme de
racines.

Lemme 4.29: Soit ¥ = (R, f) un systéme de racines.

(i) Soit A comme dans le Lemme 4.28(iii) et soit A un sous-anneau de C tel que
exp(2mi/m) € A pour tout m € f(A), et (ala) € A, (bla)(ala)™" € A pour
tous a,b € A. Alors (bla) (a]a)™" € A pour tous a,b € R et W(X) est défini
sur le corps des fractions de A.

(ii) Si g est un élément régulier de W(X), l'ordre de g est un diviseur de |R)|.

DEMONSTRATION:
(i) On a

(st r@ble) = (ble) = (1 — exp(2mikf(a)~") (bla) (ale) (ala) ™" € A

(pour tout a,b,c € A et k € N), une induction immédiate nous permet de
conclure vu que R = W(X)A.

(ii) Si g € W(X) est régulier, il permute les éléments de R. De plus s'il est non
trivial, il ne fixe pas d’éléments de R, en effet v est un vecteur régulier de g,
de valeur propre (, alors ¢ # 1 par le Théoréme 1.26. D’ou s’il @ € R est fixé
par g, (v]a) = (g.v|g.a) = { (v]a), absurde. Ainsi les orbites de g dans R ont
toutes la méme longueur : 'ordre de g (car c’est l'ordre par (g) de v, cf. le
Théoréme 1.26). |

Corollaire 4.30: Soit I' = (B, w) un graphe de racines tel que w(B) = {2}. Alors
d(T) =d(W(T)).

DEMONSTRATION: En effet, si I'on note ¥ = (R, f) le systéme de racines associé
a I' par I'Exemple 4.27, alors comme G = W(I') n’a que des réflexions d’ordres 2,
f(R) = {2}. Et B vérifie la condition du Lemme 4.28(iii). Comme les éléments de
B sont unitaires, A = Z[exp(2in/d(T"))] vérifie la conditon du Lemme 4.29(i). Donc
les produits scalaires des éléments de R sont dans A, et comme chaque réflexion a
une racine dans R, on voit que d(G) = d(W(I)). [

Exemple 4.51:
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(i) Posons
R(m,m,n) = fiofiy, {e¥™™e; —;,4,5,1 € Nyi # 5,1 < 4,5 <n}

J
et 8oit frmn @ R(m,m,n) — N la fonction constante 2. Alors X(m,m,n) =
(R(m,m,n), fmmn) est un systeme de racines qui vérifie W(X(m, m,n)) =
G(m,m,n) et |[R(m,m,n)| = m?n(n — 1) pged(m, 2)~*

(ii) Posons m = de. Soit R(de,e,n) = R(m,m,n)Jpa{er, 1 <k <n} et fieen :
R(de,e,n) — N lextension de fp,m, qui envoie ¢; sur d. Alors ¥(de,e,n) =
(R(de,e,n), faeen) est un systeme de racines tel que W(X(de,e,n)) =
G(de,e,n).

(iii) Soit R = ue{e1,1/3(2w + 1)(wie; +e2 +e3,7 =0,1,2} et f: R — N la fonc-
tion constante 3. Alors ¥ = (R, f) est un systeme de racines et W(3) = W(Ls)
(cf. 'Exemple 4.9).

Définition 4.32: Soit ¥ = (R, f) un présysteme de racines. Une extension propre
de ¥ est un systeme de racines Q = (5, ¢) tel que S 2 R, glgr = f et

(i) 9() = f(R)
(i)
{Italp)l ol ol 50,0 € S(g7'(2)}
{|cos(mk/m|); k € Z,0 <m < d(W(X2))}

Remarque 4.53: La condition (i) de la Définition 4.32 signifie que Imows) =
Im ow (@) et la condition (ii) signifie que d(W (X)) = d(W(€2)) (cf. le Lemme 4.28(i)).

Lemme 4.34: Si G est un groupe de réflexions, et 2 un systéme de racines tel que
W(X) & G avec Imow sy = Imog et d(W(X)) = d(G), alors il existe un systéme de
racines ¥ tel que G = W(X') et X' est (isomorphe a) une extension propre de X.

DEMONSTRATION: On étend ¥ en un systéme de racines ¥’ qui représente G (cf.
I'Exemple 4.27 et le Lemme 4.28(i)). La Remarque 4.33 montre que X’ est une
extension propre de X. [ |

Ezemple 4.35: Tl n’y a pas d’extension propre dans C? de 3(3,3,3). (En effet, si
r € C*\ X(3,3,3) appartient & une extension propre, alors quitte & changer la
longueur de x on peut supposer que |z| = v/2 et la condition (i) de la Définition 4.32
implique que |(z |g; — €¥™/3¢;)| = 0,1 pour tout 1 < # j < 3, et un calcul rapide
montre que c¢’est impossible.)

4.4 Les graphes de racines primitifs complexes de
rang > 3

On a vu dans le Chapitre 3 qu’il y avait 15 groupes de réflexions complexes
primitifs rang > 3, et le Théoreme 4.18 montre qu’il y en a 9 qui sont complexes. On
va les exhiber en donnant la description des graphes de racines qui les représentent
(ils sont tous représentables par un graphe de racines, sauf un). On conclura au
Chapitre 5 en montrant que ce sont bien les seuls.
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Définition 4.36:
(i) On appelle L3 le graphe de vecteurs
i371/2 i371/2
€1 €2 €3
oll e = €3, €3 = i37/%(g) + 5 4 £3) et e3 = 5.
(ii) On appelle L, le graphe de vecteurs
i3-1/2 i3-1/2 i3—1/2

(3) €) 3) (3)

€1 €9 es €4

ol e] = €3, €3 = 137 Y2(e; + g9+ €3), €3 = €3 et eg = 1372 (—ey + ey + &4).
(iii) On appelle Mj le graphe de vecteurs

_9-1/2 i3-1/2
) 3
€1 €2 €3

oll ey = 272(g5 — £3), ey = 3 et e3 = i37V2(g) 4+ &9 + £3).
(iv) On appelle J3(4) le graphe de vecteurs
€3

€1 1(1+iV7) €2
ot 1/4(1 + iv/7) = 20, avec a une racine de X2 — X +2, ¢ = &9, 3 =
1/2@(52 + 53) et €3 = —1/2(81 + &9 — Oé€3>.
(v) On appelle J3(5) le graphe de vecteurs
€3

€1 —JCcos T €2

ol e; = €1, ea = —(j%cos(m/5)e; — cos(3m/5)eq + 1/2je3) et e3 = —(1/2e1 +
cos(3m/5)eq + cos(m/5)es).
(vi) On appelle Ny le graphe de vecteurs
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oue; = 1/2(141i)(ea4e4), 3 = 1/2(1+1)(e3—€2), €3 = 1/2(—e1+icg—e3+icy)
et e4 = €.

(vii) On appelle K5 le graphe de vecteurs

€3

1 € 5J € 5
ol e; = j27%(e5 4 €¢), €2 = —j273%(—ey + (1 + 2j)eg + €3 + €4 + €5 + €6),
e3=2"12(g) —g3), e4 =272 (g5 — £3) et e5 = 272(e3 — &4).

(viii) On appelle Kg le graphe de vecteurs

€3

R Q
1 e  5J € % 6

olt e; = j27V2%(e5 + e), ea = —j2732(—e1 + (1 + 2j)e2 + &3 + €4 + &5 + &),
€3 = 2_1/2(61—€2>, €4 = 2_1/2(82—83), €y = 2_1/2(83—84) et €g — —2_3/2j2(51+
62+€3+(1+2j)64+€5—66 <>

Théoréme 4.37: SoitI' = (B, w) l'un des graphes de vecteurs de la Définition 4.36,
disons de dimension n. Alors T' est un graphe de racines. De plus, soit ¥ = (R, f) le
systéeme de racines associé a I' (cf. 'Exemple 4.27) et posons G = W(I') = W(X).
Alors :
(i) G est un groupe de réflexions complexe primitif de C", d(G) = d(I') et si
ve RNB, f(v)=w() (autrement dit f est déterminé par w, f est l'unique
extension de w compatible avec l'action de G).

(ii) ¥ n’admet pas d’extension propre dans C", sauf si I' = Ny. Dans ce der-
nier cas, % n'admet qu’une seule extension propre : A = (S,g) ou S =
G.BJG.(e1+e2+¢e3+¢c4) et g est la fonction constante 2. On notera EW (Ny)
le groupe engendré par A.

(iii) G est conjugué a son conjugué compleze G.
On trouvera dans le Tableau 4.1 un récapitulatif des groupes primitifs de rang > 3,

avec leurs numéros de Shephard et Todd, leurs degrés caractéristiques, leurs ordres,
et lordre de leurs centres.

DEMONSTRATION (IDEE): On fait une preuve au cas par cas, voir [Coh76], Théo-
reme 4.15 page 409 pour plus de détails. On vérifie que I' est un graphe de racines en
vérifiant que R est fini, donc G = W(X) 'est aussi (on n’a pas besoin de connaitre f
ici pour savoir que G est fini). On vérifie ensuite que si on note f’ 'unique extension
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de w compatible avec I'action de G (c’est a dire avec 'action des réflections données
par I'), (R, f’) vérifie la condition (ii) de la Définition 4.23, donc X' = (R, f’) est
un systeme de racines. Comme G = W(I'), G = W(Y') et le Lemme 4.28 montre
que si v € R, f'(v) = og(v) d'ou f = f'. G est complexe car pour chacun des
cas, soit I' contient une réflexion d’ordre > 2, soit I' contient un cycle complexe.
Pour montrer que G est primitif, il suffit d’exhiber un sous-groupe de réflexions de
G primitif de méme dimension. Par exemple pour I' = Kj5, on vérifie que X est
une extension propre d’un systéme de racines associé & W(As), qui est primitif en
dimension 5. De plus, d(G) = d(I"), en effet on peut calculer d(G) grace a ¥ d’apres
la Remarque 4.33.

Pour montrer que ¥ n’admet pas d’extension propre (ou une seule dans le cas
[' = N,), on procede comme dans I’Exemple 4.35. Par exemple, pour I' = Ny, suppo-
sons que z € C*\ U.R est un élément d’une extension propre de ¥. Quitte & changer
la longueur de x, on peut supposer que |z| = 2. Comme d(W(N,)) = 4, le pro-

duit scalaire de = avec un élément v de R est dans {0,2 | x 1/2,2]v| x \/(2)/2}

Comme ¢, £¢; € R (si 1 < 4,7 < 4), et on vérifie facilement en faisant les calculs
que x € C(g1+¢e2+¢e3+¢4) (quitte a remplacer  par un conjugué de x sous 'action
de W(Ny)). Donc A est bien I'unique extension propre de 3.

Enfin, on vérifie aussi au cas par cas que G est conjugué a G, ceci ne nous servira
pas pour la suite, cela montre juste que la conjugaison complexe ne donne pas de

nouveaux groupes primitifs (en rang > 3). [
Nombre de
réflexions
Ordre d’ordres
Numéro | Groupe Degrés Ordre | du centre 2 3
24 | W(J5(4)) 16,14 | 336 2 21 -
25 W(Ls) 6,9,12| 648 3 - 24
26 W(M3) 6,12,18 1296 6 9 24
27 W(J3(5)) 6,12,30 2160 6 45 -
29 W(Ny) 4,8,12,20 7680 4 40 -
31 EW (Ny) 8,12,20,24 | 46080 4 60 -
32 W(Ly) 12,18,24,30 | 155520 6 - 80
33 W(KS5) 4,6,10,12,18 | 51840 2 45 -
34 W(Kg) | 4,12,18,24,30,42 | 26127360 2 126 :

TAB. 4.1 — Les groupes primitifs de rang > 3



Chapitre 5

Classification des groupes de
réflexions primitifs

5.1 Introduction

Notre but dans ce Chapitre est de terminer la liste des groupes de réflexions
irréductibles. On a déja classifié les groupes de réflexions imprimitifs dans le Cha-
pitre 2, et on a rappelé quels sont les groupes de réflexions réels primitifs dans le
Théoreme 4.18. 11 ne reste plus qu’a montrer que les 9 groupes de réflexions com-
plexes que I'on a exhibés dans la section 4.4 sont bien les seuls.

L’idée est de partir d’un groupe de réflexions complexe primitif G de dimension n,
et de montrer que son systeme de racines associé est une extension propre d'un des
systemes de racines du Théoreme 4.37. Le Théoreme 4.37(ii) montrera alors que G
est bien I'un des groupes de la liste. Une méthode possible, si G est engendré par
des réflexions d’ordre 2, c’est d’utiliser le Théoreme 4.20 pour obtenir un graphe
de racines I' qui engendre un groupe W(I') C G et tel que d(I') = d(G) (une
condition dont on a besoin pour montrer que le systéme de racines associé a G est
une extension propre du systéme de racines associé a une extension de I'). On pourra
étendre I' en un graphe de racines de dimension n grace au Lemme 4.19(i), mais
en fait on préférera utiliser le Corollaire 4.21 pour avoir un sous-groupe primitif, on
verra pourquoi plus tard. Le probleme du Corollaire 4.21 est qu’il donne un graphe
de racines I' de dimension 8 — d(G), donc plus d(G) est grand, plus I" sera petit, et
plus il y aura de possibilités pour le compléter en un groupe de dimension n. Enfin,
si G contient une réflexion d’ordre > 3, la méthode précédente ne marche pas (on
peut cependant utiliser la Proposition 2.12 pour obtenir un sous-groupe primitif).

Ainsi il nous faut une méthode pour montrer que GG n’a pas de réflexions d’ordres
trop important, et que d(G) est assez petit. On obtiendra ce résultat grace a un théo-
reme de Blichfeldt, qui s’applique a n’importe quel groupe primitif. On voit que I'on
est obligé d’utiliser un résultat qui sort du cadre des groupes de réflexions, c’est
pourquoi I'on peut dire que la preuve de la classification des groupes de réflexions
réalisée dans ce mémoire n’est pas totalement satisfaisante : les constructions com-
binatoires (graphes de racines et systémes de racines) introduites dans le Chapitre 4
ne sont pas assez puissantes pour parvenir a elles seules a la classification (a la
différence des graphes de Coxeter pour la classification des groupes de réflexions
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réels).

Une fois énoncé ce théoreme, il ne nous restera plus qu’a étudier au cas par
cas chacune des possibilités laissée. Comme ce n’est pas vraiment la partie la plus
intéressante de la preuve, on donnera juste quelques exemples pour montrer comment
se servir des outils que I'on a construits jusqu’ici, et I'on renvoie a [Coh76] pour la
preuve en détail des cas restant.

5.2 Le théoréme de Blichfeldt

Théoréme 5.1 (Blichfeldt): Soit V' un espace vectoriel compleze et G un groupe
fini et primitif de morphismes unitaires de V. Soit g € G, et notons {(i,...,(n}
I’ensemble des valeurs propres distinctes de g. On suppose que ‘arg Cijl} < /3
pour tout 1 < j < m. Alors g € Z(G).

DEMONSTRATION: Voir I’Appendice A. [

Ce théoreme a les conséquences suivantes pour un groupe de réflexions primitif, ce
qui va nous permettre d’élaguer considérablement les groupes que 'on a a considérer
pour terminer la classification :

Corollaire 5.2: Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension n > 3, et G C
U(V') un groupe de réflexions primitif fini. Alors :

(i) G ne contient pas de réflexions d’ordres > 4. Si G contient une réflexion
d’ordre 3, alors G contient un sous-groupe conjugué a W(Ls).

(ii) Si H est un sous-groupe de réflexions de G irréductible de dimension r, et que
1 <r<mn;alors Z(H) < 6. Si de plusr =n — 1, alors Z(H) < 4. Dans ce
dernier cas, si Z(H) = 3, alors (G, j1d,,) contient un sous-groupe de réflexions
conjugué & W(Ls).

(iii) Si H est un sous-groupe de réflexions de G primitif de dimension r, avecr < n,
alors |Z(H)| < 4.

(iv) Si H est un sous-groupe de réflexions de G primitif de dimension 2, alors H
est conjugué a W(Lsa) (i.e. a (pg |p2 ; T|D2))

(v) Si G(de,e,r) est un sous-groupe de réflexions de G avec r > 2, alors de < 5
et d < 3. En particulier, d(G) < 5.

(vi) Tout graphe de racines T' irréductible de dimension 2 et tel que W(I') C G est
équivalent a Iy(m) (3 < m < 5), 32(3) ou Ly :

— cos(m/m (3<m<5)
O fm) OW 12 — G(m, m,2) = D,

C—cos(m )C By (3
: ((3)2(3)) =G(3,1,2)
3 i3-1/2 : Lo

=

=

(L2) = (pe|p12; T|D2)
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DEMONSTRATION: Rappelons que si H est un sous-groupe irréductible de GL(V)
et que h € Z(H), alors v € V +— h.v est un H-morphisme, donc h est scalaire (car
C est algébriquement clos).

Si g € G a pour valeurs propres distinctes {1, (}, ¢ ne peut pas étre une racine de
I'unité d’ordre > 6 d’apres le Théoreme 5.1, sinon g serait dans le centre de G, donc
scalaire (on note que la preuve marche ici aussi pour n = 2, ce qui explique ’absence
de réflexions d’ordres > 6 dans le Tableau 3.1). Ainsi les réflexions dans G sont
d’ordres < 6, et si H est comme dans (ii), et h € Z(H), alors h|m). est scalaire (car
H est irréductible), et h a pour uniques valeur propres {1,¢} (car r < n donc VI #
{0}), avec ¢ d’ordre < 6. D’ott comme Z(H) est cyclique (c’est Z(GL((VH)1) N H)),
|Z(H)| < 6', ce qui prouve la premi¢re partie de (ii). Le Tableau 3.1 montre alors
que si H est un sous-groupe de réflexions de G primitif de dimension 2, alors H est
conjugué a (s |pg ; T [D2), (pa2 |pa s T Da), (s |pa ;O|T2), (pa|p2 ;O [Ts), 12O
ou gl .

Mais puisque (ps |pg ;O |Ta), (4 |12 ;0 |T2) et usO contiennent 1’élément

e w1
2 exp(4)(1 —i>ET

(voir la Remarque 3.1) et I contient I’élément

-1 2_ 4 4
_(77 o )GI
VE\1l=n n°—n

chacun de ces quatre groupes contient un élément qui a {—7j, —j?} comme valeurs
propres. Le Théoreme 5.1 montre a nouveau qu’aucun de ces quatre groupes n’est
inclus dans G (car n > 3, donc un élément d’un de ces groupes ne peut étre scalaire).

Supposons maintenant que G contient une réflexion s d’ordre > 3. Soit B 1'or-
bite par G d’une racine de s. Si (z|y) = 0 pour tout couple (x,y) € B? de vecteurs
linéairement indépendants, alors B donne lieu a un systéeme d’imprimitivité de G
(en effet, {Cb,b € B} engendre V car G est irréductible (puisque primitif) et est
formé de sous-espace vectoriel libres car les vecteurs sont deux a deux orthogo-
naux). C’est absurde, et donc il existe z,y € B avec (z|y) # 0 et Cx # Cy. Soit
H le sous-groupe de G engendré par les réflexions ayant x ou y pour racines. H est
irréductible de dimension 2 (si W = (x, %), H stabilise W+ et z,y sont des racines
non orthogonales de H dans W, donc H est irréductible dans W par la Proposi-
tion 1.22). De plus il est primitif, car s’il avait pour systeme d’'imprimitivité Wy, Ws,
on aurait par exemple z € W; et y € W5 puisque z et y sont racines d'une réflexion
de H d’ordre > 2 (cf. la Proposition 2.4(ii)) mais comme (x|y) # 0, on contre-
dirait la Proposition 2.4(iv). H est primitif de dimension 2, il est donc conjugué
a (e |pe ; T|Dg) ou & (p1g g ; T |Dy) par ce qui précede. Mais comme ces deux
groupes ne contiennent pas des réflexions d’ordres > 4, G n’en contient pas non
plus.

Si H est un sous-groupe de réflexions de G irréductible de dimension n — 1, et

lici on ne s’est pas servi que H est un sous-groupe de réflexions de G, la méme preuve marche

pour n’importe quel sous-groupe irréductible de G
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Z(H) =m, il existe h € Z(H) tel que (quitte a changer de base),

67217r/m

—2im/m

1

et (G, e*™/™1d,) est un groupe primitif qui contient des réflexions d’ordre m. D’out
m < 4. Si H est comme dans (iii), on peut supposer que r > 1 (on a déja vu qu’une
réflexion est d’ordre < 4). Si H est conjugué a W(A,), Z(H) =1 < 4. Si ce n’est
pas le cas, on choisit un sous-groupe de réflexions H' de G qui contient H et est
irréductible de dimension r 4+ 1 : un tel groupe existe car GG étant irréductible il
existe une réflexion s de G qui ne stabilise pas VH alors (H,s) convient par le
Corollaire 1.24. La Lemme 2.10 montre alors que H’ est primitif de dimension r+ 1,
on peut appliquer ce que I'on vient de démontrer en remplacant G par H' pour
obtenir Z(H) < 4. On a donc montré (iii).

Comme Z((p12 |pa ; T|D2)) = 4, (iii) montre que ni G, ni (G, j1d,,) ne contien-
nent ce groupe, ce qui fini la preuve de (i) et de (iv). Si H est comme dans (ii) et
r=n-—1, Z(H) =3 alors (G, jId,) contient une réflexion d’ordre 3, donc contient
W(Ly) par (i), ce qui finit la preuve de (ii).

G(de,e,n) = G(d,1,n). G(de, de,n) contient des réflexions d’ordres d. Donc s’il
est inclus dans G, d < 3, et dans ce cas G contient (quitte a changer de base)
I’élément :

€2i7r/m
e~ 2im/m € G(m,m,n) oul'on a posé m = de
Idn—2

Si m > 6, le Théoreme 5.1 (avec (; = 1) montre que cet élément est dans le centre
de G, donc est scalaire, c’est absurde, d’'ou m < 6. En particulier, si d(G) = m, G
contient W(Iy(m)) par définition, or W(Iy(m)) = G(m,m,2), donc m < 5, ce qui
fini de prouver (v).

Si I' est un graphe de racines irréductible de dimension 2, alors si W(I") est pri-
mitif, I est équivalent & W(Ls) par (iii). Sinon W(I') = G(de, e,2), avec de < 5,
d < 3. Or G(2,2,2) n'est pas irréductible, G(4,2,2) n’est pas généré par 2 réflex-
ions, et G(2,1,2) non plus (car il est conjugué a G(4,2,2)). Il reste donc G(3,3,2),
G(4,4,2), G(5,5,2) qui sont représentables par Iz(m) et G(3,1,2) qui est représen-
table par Bs(3), ce qui conclu la preuve de (vi) et donc le corollaire. [

Remarque 5.3: Le Corollaire 5.2 marche également pour n’importe quel groupe G C
U(V') d’automorphismes unitaires fini. En effet, on ne se sert nulle part du fait que G
est un groupe de réflexions dans la preuve du corollaire, sauf pour prouver (iii). Mais
si on considere K le sous-groupe de G engendré par les réflexions de G, il est normal
(car le conjugué d’une réflexion est une réflexion), et irréductible de dimension n
(on peut aussi le supposer non trivial car sinon H C K serait également trivial, et
on aurait immédiatement (iii)). Il suffit alors de remplacer K par G dans la preuve
de (iii) pour obtenir un groupe de réflexions H' O H de dimension r + 1 et conclure
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de la méme maniere. Le seul point délicat est de voir que K est bien irréductible
dans V', mais G étant primitif, le Théoreme de Clifford (Théoréme A.1) montre qu’en
tant que C[K]-module, V' n’a qu’une seule composante isotypique. Il existe donc un
sous-module irréductible W de V tel que V.~ W @ W .- @ W. Mais si s € K est
une réflexion, et que la multiplicité de W dans V est > 2, il existe un W tel que
s agisse trivialement dessus. Comme s agit de la méme maniere sur tous les W, s
agit trivialement sur V', ce qui est absurde. Donc V' = W est bien un C[K]-module
irréductible.

On ne se servira pas de cet énoncé plus général, ce qui explique pourquoi on a
énoncé le Corollaire 5.2 directement pour un groupe de réflexions.

A partir de maintenant, si on a un graphe de racines I' = (B, w), on notera r; la
réflexion s, w(e;)-

5.3 Cas des groupes contenant une réflexion d’or-
dre 3

5.3.1 Cas des groupes ne contenant que des réflexions d’or-
dres 3

Soit G' un groupe de réflexions primitif complexe de dimension 3 engendré par des
réflexions d’ordres 3, toutes les réflexions de G sont d’ordres 3 par le Lemme 4.28. Si
v et w sont des racines de deux réflexions distinctes de G, alors |(v |w)] € {O, 37V 2}.
En effet par le Corollaire 5.2(vi), v et w engendrent un graphe équivalent a Ly et
I'Exemple 4.31(ii) et le Lemme 4.28(iii) permettent de conclure. Et G contient W (Ls)
(par le Corollaire 5.2(i)) :

: 2'3—1/2 : L2
€1 €9

Comme G est irréductible de dimension 3, il existe une racine unitaire ez de G
non contenue dans (Ce; + Cey) [J(Cey + Ceg)t. Si (e3]ez) = 0, alors (e |e;) # 0 et
quitte a remplacer ez par ries, on peut supposer que (e3 |eg) # 0. Soit I' le graphe de
racines engendré par ey, s et es, i.e. I' = (B,w) avec B = {ey, €9, e3} et w(B) = {3}.

Proposition 5.4:
(i) T est équivalent a Ls :
2'3—1/2 2'3—1/2
€1 €2 €3

(i) G est conjugué a W(Ls) :

DEMONSTRATION:



5.3. GROUPES CONTENANT UNE REFLEXION D’'ORDRE 3 57

(i) SiT est sans cycles, I' est clairement congruent a Lg par la discussion qui pré-
céde la proposition. Si I' est un triangle, alors I' est de la forme (& congruence
pres) :

€3

3—1/2 371/2

&1 a3~ 1/?2 &

oua € U.

Si (réel ]62) =0 pour un [ = 1,2, alors I' est équivalent au graphe de racines
engendré par riey, s, €3, mais ce dernier n’a pas de cycles (cf. le Lemme 4.13 qui
marche évidemment si au lieu de remplacer b par r,b, on remplace b par r*b du
moment que k est premier avec w(a) et 'Exemple 4.14), mais ce dernier graphe
est sans cycles donc on revient au cas précédent. Sinon (réel |62) = 3712
pour [ = 1,2 d’apres la discussion qui précede la proposition, soit encore
la = 37Y2(1 = jY)| =1 pour I = 1,2 ce qui est absurde.

(ii) Comme G contient le W(Lj3), le systeme de racines associé a G contient le
systeme de racines associé a Ls. Or ce dernier n’ayant pas d’extension propre
(Théoreme 4.37(ii)), et puisque d(G) = d(L3) = —oo, ces deux systemes de
racines sont égaux et G = W(L3). |

Soit G un groupe de réflexions primitif complexe de dimension 4 engendré par
des réflexions d’ordres 3.

Proposition 5.5:
(i) 1l existe un graphe de racines T équivalent a Ly tel que W(T') C G :

i3-1/2 i3-1/2 i3-1/2

(3) 3) (3) @ L

€1 €9 es €4
(i) G est conjugué a W(Ly) :

(1ii) 1l n'existe pas de groupe de réflexions primitif complexe de dimension > 5
engendré par des réflexions d’ordres 3.

DEMONSTRATION:

(i) Siwv et w sont des racines de deux réflexions distinctes de G, alors |(v |w)| €
{O, 3~V 2} par le méme raisonnement que précédemment. De plus G contient
W(Ls) que l'on peut étendre en un graphe de racines irréductible de dimen-
sion 3 qui engendre un sous-groupe G’ de G. Comme W (Ly) est primitif, le
Lemme 2.10 nous dit que G’ est primitif, donc on peut appliquer la Proposi-
tion 5.4. Ainsi G contient W(L3), or Ls est congru au graphe I'y suivant :

3—1/2 3—1/2
3 3 3
€1 €2 €3
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Comme G est primitif, il existe une racine e, de G tel que le graphe engendré
par eq, g, €3, e4 soit irréductible. Si seul (e; |eg) # 0, ou seul (e3 |ey) # 0, alors
on tombe bien sur un graphe équivalent (et méme congru) a Ly. Si (e2]eq) =0
mais (e |eg) # 0 et (egles) # 0, on se trouve dans la méme situation que
dans la preuve de la Proposition 5.4(i), et 'on sait qu’il existe | € {1,2} tel
que (e1 |rhes) = 0 ce qui nous raméne au cas précédent. Si (e; |es) # 0, alors
encore une fois on peut supposer que (e |es) = 0 quitte a remplacer e, par
rhey. De plus dans ce cas (e3|es) # 0 sinon on aurait det((e;|e;)) = 0, ce qui
contredirait le Lemme 4.6. Encore une fois on obtient un graphe congru a Ly
en remplacant e, par rie,.

(ii) On applique (i) et le Théoreme 4.37(ii).

(iii) Si G est un groupe primitif complexe de dimension > 5 engendré par des
réflexions d’ordres 3, le méme raisonnement qu’en (i) montre qu’il existe un
sous-groupe de réflexions G’ de G primitif et de dimension 4. (ii) nous donne
alors que G est conjugué a W(L,), mais |Z(W(Ly))| = 6, ce qui contredit le
Corollaire 5.2(ii). [

5.3.2 Cas des groupes contenant des réflexions d’ordres 3
et 2

Soit G un groupe de réflexions complexe primitif de dimension 3 contenant des
réflexions d’ordres 2 ainsi que d’ordres 3. Comme on I’a vu dans la section 5.3.1, par
le Corollaire 5.2(i) G contient le sous-groupe W(I'y) ou I'y est le graphe (congru a
Ly) suivant :

@ 3—1/2 @ FO
€1

€2

Le Corollaire 5.2(vi) montre que si v est une racine unitaire d’ordre 2 et w une
racine unitaire d’ordre 3, ils engendrent un graphe de racines équivalent a Bs(3) et
la Proposition 2.4(v) donne alors |(v|w)| € {0,271/2}. 1l existe une racine unitaire
es d’ordre 2 non orthogonale a e; et ey (en effet, si ¢ € G, g envoie une racine
d’ordre k de G sur une racine de méme ordre, donc si toutes les racines d’ordres 2
de G étaient orthogonales a e; et es, elles engendreraient un sous-espace stable par
(). Quitte & permuter e; et eg, on peut supposer que (es |e3) # 0. Soit I' le graphe
engendré par eq, es, e3.

Proposition 5.6:

(i) T' est équivalent a M3, ou Ms est congru au graphe suivant :

371/2 271/2
€) )
€1 €2 €3

(ii) G est conjugué a W(Ms) :
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(1ii) Si H est un groupe de réflexions primitif de dimension n > 3, H ne contient
pas un sous-groupe de réflexions conjugué a W(Ms). En particulier, H ne
contient pas a la fois de réflexions d’ordres 2 et 3.

DEMONSTRATION:
(i) Si(ey|es) =0, T est bien congru a Ms. Sinon I' est congru au graphe suivant :
€3

271/2 042_1/2

& 3712 7

Et comme dans la preuve de la Proposition 5.4(i) on se raméne au cas précédent
si (rheq |es) # 0 pourunl € {1,2}, ce qui est le cas car sinon on a ‘(Tgel le3)| =
2-1/2 pour | = 1,2 ce qui est absurde.

(ii) On applique le Théoreme 4.37(ii), puisque d(G) = d(M3) = —oo (en effet G
est de dimension 3 et contient déja deux racines libres d’ordres 3, e; et es,
donc ne peut contenir deux racines libres d’ordres 2).

(iii) Si G est un groupe primitif complexe de dimension > 3, il ne peut contenir
W(M;) car |Z(W(Ms3))| = 6 (Corollaire 5.2(ii)).
Or si G contient a la fois des réflexions d’ordres 2 et 3, le méme raisonnement
qu’avant la proposition nous montre qu’il contient W(Ls) et qu’on peut étendre
Lo en un graphe I' irréductible en ajoutant une réflexion d’ordre 2, tel que
G’ = W(I') soit un sous-groupe de G. Mais G’ est primitif par le Lemme 2.10,
de dimension 3, donc par (ii) G’ est W(M3), mais on vient de voir que ce n’est
pas possible. [ |

On note que le Corollaire 5.2(i), la Proposition 5.5(iii) et la Proposition 5.6(iii)
montrent que l'on a classifié tous les groupes de réflexions primitifs de rang > 3
contenant une réflexion d’ordre > 2.

5.4 Cas des groupes ne contenant que des réflex-
ions d’ordres 2

(On s’intéresse ici aux groupes de réflexions complexes primitifs, vu que 'on
connait déja tous les groupes de réflexions réels primitifs.)

La méthode employée dans cette section est exactement la méme que dans la
section précédente. Soit G un groupe de réflexions complexe engendré par des ré-
flexions d’ordres 2. On part d’un triangle complexe donné par le Théoreme 4.20, et
on I'étend en un graphe de racines primitif complexe en se servant du Corollaire 4.21,
de la Proposition 2.12 ou du Lemme 4.19(i) conjugué au Lemme 2.10. On obtient
ainsi un sous-groupe primitif complexe G’ de G de dimension inférieure a celle de
G, avec d(G') = d(G). En supposant que l'on a déja effectué la classification pour
les groupes de dimension inférieure a celle de G, on obtient ainsi que G contient I'un
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des graphes de racines I'y donné dans la Section 4.4. On étend I'y en un graphe de
racines irréductible I' de méme dimension que celle de G (en se servant & nouveau
Lemme 4.19(i)), et il ne nous reste plus qu’a montrer que I' est équivalent a 1'un
des graphes de racines donné dans la Section 4.4 pour conclure que G = W(I') (ou
G =EW(I) si I' = Ny) grace au Théoreme 4.37(ii).

Le plus difficile est donc de montrer que I' est bien 'un des graphes de racines
de la Section 4.4. Pour cela on se sert évidemment du Lemme 4.13 pour aplatir le
plus possible ' (i.e. enlever le plus de cycles possibles). On fait ensuite du cas par
cas en fonction des triangles complexes ou réels qui restent grace au Lemme 5.7.

Comme annoncé dans l'introduction, ceci n’est pas la partie la plus intéressante
de la preuve, et donc une fois énoncé le Lemme 5.7 on donnera juste un exemple
pour montrer comment 'utiliser, et pour les cas restants, on renverra a [Coh76].

Lemme 5.7: Soit I' un triangle complexe formé d’éléments de valuations 2 et G =
W(I'). Notons m = d(G) = d(I") (par le Corollaire 4.30). Quitte a prendre un graphe
congruent, on peut supposer que I' est de la forme :

€3

—b —a

€1 —oac €2

avec a,b,c € RT, a € U\ R, ¢ = cos(nm/m). On note p = |(r1ez2|e3)|,q = |(r2€1 |es)|
et r = |(r3eq |ea)|. Alors on a

p,q,r,a,b,c € {|cos(mk/l| , k € Z,1 <1< m} (5.1)

p* = a® + 4b*c® + 4 Re(a)abe
¢* = b + 4a*c® + 4 Re(a)abe (5.2)
r? = ¢ + 4a®b* + 4 Re(a)abe

P = ¢ = (a® = )1 - 4c?)
p?—r?= (a — (1 — 4b%) (5.3)
¢ —r? =" =) (1 - 4d?)

1—a*—b* - — 2Re(a)abe > 0 (5.4)

PP Ha® <14 (1—20%)(1 —26%)

P+ <1+ (1-2a*)(1—2¢%) (5.5)
2+ <1+ (1—2a%)(1—2b%)
pqr #0 (5.6)

Si I est un triangle réel, I' est de la méme forme que précédemment, mais cette
fois a € {—1,1}. Alors on a toujours (5.1), (5.2), (5.3), (5.4) et (5.5). O
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DEMONSTRATION:
— (5.1) vient de ce que p,q,r,a,b,c sont des produits scalaires de deux racines
non linéairement indépendantes et d’ordres 2.
— p? = |(ez|ries)|” = |(ea |es + 2bey )|? = a? + 4b2¢* + 4 Re(a)abe d'ont (5.2).
Si on soustrait les équations dans (5.2), on obtient (5.3).
det((e; lej)) > 0 (Lemme 4.6) donne (5.4).
(5.4) et (5.2) donnent (5.5).
Comme « est unitaire non réel pur, Re(a) > —1, donc p? > (a — 2bc)* > 0
d’ou (5.6). |

Le Lemme 5.7 va nous permettre de déterminer a quoi ressemble le triangle
(complexe ou réel) I" lorsque m < 5.

Proposition 5.8:

(i) SiT est un triangle complexe comme dans le Lemme 5.7, et que m = d(I") < 5,
alors T' est conjugué a4 Ds(m) (m > 3) ou a J3(m) (m >4) :

€3 €3
Ds(m) J5(m)
€1 €2 €1 €92
e™m cos(m/m) —acos(m/m)

(a0 ==2732(1+i/T)sim=4eta=jsim=5).
(ii) Si T est un triangle réel comme dans le Lemme 5.7, alors
—sim<4:p,qgq=0o0upr=0ouq,r=0.
—sim=>5:p=0ouq=0 et il existe v € (r1,r2).€3 tel que (v]e;) = 0.
DEMONSTRATION:
(i) Sim = 3, le Lemme 5.7 nous donne immédiatement que a =b=c=p=¢q =
r=1/2 et Re(ar) = —1/2, ainsi I est le graphe de racines
€3

1
€1 —0 e

avec a € {7, 7%} donc T est équivalent a D3(3).
Si m = 4, une étude au cas par cas en se servant du Lemme 5.7 montre que
quitte & remplacer es par un élément de (r1,73).e3 I' est équivalent a

€3

el—a2 12e
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Si p =1/2 alors Re(a) = =272 et I est équivalent & Ds(4), sinon p = 271/2,

Re(a) = —27%/2 et T est équivalent & J3(4).

Sim = 5, une étude au cas par cas montre a nouveau que I' est équivalent a
€3

€1 —q cos(m/5) €2

Si p = 1/2 alors Re(a) = — cos(7/5) et I est équivalent & Ds(5). Si p = 271/2
alors Re(a) = —1/2 et I" est équivalent a J3(5). Si p € {cos(7/5), cos(27/5)},
on obtient une contradiction.

(ii) La preuve se fait & nouveau au cas par cas en utilisant le Lemme 5.7. |

5.4.1 Cas des groupes de dimensions 3

Proposition 5.9:

(i) Soit G un groupe de réflexions complexe primitif de dimension 3 engendré
par des réflexions d’ordres 2, et notons m = d(G). Alors G est conjugué a

W(Js(m)).

(ii) Il n’existe pas de groupes de réflexions irréductibles de dimensions > 3 conte-
nant un sous-groupe de réflexions conjugué a W(J3(5)).

DEMONSTRATION:

(i) Le Théoréme 4.20 nous donne un triangle complexe I' comme dans la Pro-
position 5.8, avec W(I') C G. Ce triangle est conjugué a Dz(m) ou Js3(m).
Mais si G contient Ds(m), (G,ilds) qui est primitif contient un conjugué de
la réflexion

1
1
qui est d’ordre 4, ce qui contredit le Corollaire 5.2(i). Donc G D W(J3(m))

donc lui est égal par le Théoreme 4.37(ii).

(ii) Si G est un tel groupe, il est primitif par le Lemme 2.10, or Z(J3(5) =6 et le
Corollaire 5.2(ii) permet de conclure. |

Si G est un groupe de réflexions primitif, alors d(G) < 5 par le Corollaire 5.2(v).

Proposition 5.10: Soit G un groupe de réflexions complexe primitif de dimension
n > 3 engendré par des réflexions d’ordres 2 et tel que d(G) = 5. Alorsn =3 et G
est conjugué a W(J3(5)).
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DEMONSTRATION: Par la Proposition 5.9, il suffit de montrer que G' contient un
sous-groupe de réflexions complexe G primitif de dimension 3 avec d(Gp) = 5. Le
Théoreme 4.20 nous donne un triangle complexe I' qui génére un sous-groupe de GG
et tel que d(T") = 5. Si I est primitif, on a gagné, sinon I' est équivalent & D3(5) :

€3

D3(5)

€1 €2
e™/5 cos(m/5)

La Proposition 2.12 nous donne une racine unitaire e; € G telle que eq,es, €4
engendrent un graphe de racines IV primitif. Si I est complexe, on a encore gagné,
sinon I' est réel on utilise la Proposition 5.9(ii) et une étude au cas par cas nous
fournit le graphe de racines cherché. [

5.4.2 Cas des groupes de dimensions 4

Soit G un groupe de réflexions complexe primitif de dimension 4 engendré par
des réflexions d’ordres 2. Posons m = d(G), m < 4 par la Proposition 5.10. Par le
Théoreme 4.20 et la Proposition 5.8(i) il existe un graphe de racines Iy :

€3

€1 €2
—acos(m/m)

avec « € U\ R et W(I'y) C G.

Le Lemme 4.19(i) et le Corollaire 4.21 nous donnent une racine unitaire e, € G
telle que le graphe I' engendré par ey, s, €3, e4 est irréductible, et méme primitif si
m = 4.

Proposition 5.11:
(i) m =4 et est équivalent ¢ Ny :
€3

Ny

“ acos(m/4) ©2
(= (1 1))

(i) G est conjugué a W(Ny) ou & EW(Ny).
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(1i7) 1l n’eziste pas de groupe de réflexions irréductible de dimension > 5 contenant
un sous-groupe conjugué a W(Ny) ou EW(Ny).

(iv) Si H est un groupe de réflexions primitif de dimension > 5, alors d(H) = 3.

DEMONSTRATION:

(i) La Proposition 5.8(i) et la Proposition 5.9 montrent qu’il suffit d’étudier les

cas
- m:3, F0:D3(3>
- m = 4, Ty = D3(4) et G ne contient pas de sous-groupe de réflexions

complexe primitif de dimension 3.

- m = 4, PQ = J3(4)
Une étude détaillée montre alors que dans le premier cas (m = 3), G contient
un sous-groupe de réflexions conjugué a W(Dy4(3)) = G(3,3,4). Mais alors
(G, jIdy) est un groupe primitif qui contient & la fois des réflexions d’ordres 2
et 3, ce qui contredit la Proposition 5.6(iii).
Donc m = 4, et une nouvelle étude montre que I' est équivalent soit a Dy(4),
soit a Ny. La premiere possibilité étant impossible puisque Dy (4) est imprimitif,
I' est bien équivalent a Ny.

(ii) C’est immédiat par (i) et le Théoreme 4.37(ii).

(iii) Si H est un groupe de réflexions irréductible qui contient EW (N,), il contient
W(Ny). Si H D W(N,), comme W(Ny) est primitif, H l'est aussi par le
Lemme 2.10, or Z(W(V,)) = 4 donc cela contredit le Corollaire 5.2(iii).

(iv) Si H est un groupe de réflexions primitif de dimension > 5, on a vu qu’il
ne contient que des réflexions d’ordres 2. Si H est réel, d(H) = 3. Si H est
complexe, la Proposition 5.10 montre déja que d(H) < 4. Si d(H) = 4, alors le
Corollaire 4.21 nous fournit un sous-groupe de réflexions de H primitif de di-
mension 4, donc conjugué a W(N,) ou EW(Ny) par (ii), ce qui contredit (iii).H

5.4.3 Cas des groupes de dimensions > 5

Soit G un groupe de réflexions complexe primitif de dimension 5. On sait que G
ne contient que des réflexions d’ordres 2 (cf. la Section 5.3), et que d(G) = 3 (Pro-
position 5.11(iv)). G contient un sous-groupe de réflexions G complexe irréductible
de dimension 4 (par le Théoreme 4.20 et le Lemme 4.19(i)). G¢ n’est pas primitif
par la Proposition 5.11 (ii) et (iii). D’ou Gy = G(3,3,4) (Go # G(3,1,4) car G ne
contient que des réflexions d’ordres 2), qui est représenté par le graphe de racines
D4(3> :
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Il existe une racine unitaire e de G telle que ey, es, €3, €4, €5 engendrent un graphe
de racines I' primitif par la Proposition 2.12.

Proposition 5.12:

(i) T est équivalent a Ky :

€3

2 .
1 —j cos(m/3) ! 5
(i) G est conjugué a W(K5).

DEMONSTRATION: Comme d’habitude (i) est une étude au cas par cas et (ii) vient
du Théoreme 4.37(ii). [

Soit G un groupe de réflexions complexe primitif de dimension 6. Alors G ne
contient & nouveau que des réflexions d’ordres 2 et d(G) = 3. Le Corollaire 4.21
nous fournit un graphe de racines I'y primitif de dimension 5 tel que W(I'g) C G.
[y est équivalent & K5 d’apres la Proposition 5.12(ii). Encore une fois, il existe une
racine unitaire eg € G telle que I' et eg engendrent un graphe de racines I' primitif
(Lemme 2.10).

Proposition 5.13:

(i) T' est équivalent a K.
€3

K

1 - —j cos(m/3) o

@ @,

€6

(i) G est conjugué a W(Kg).

(1ii) 1l n’existe pas de groupe de réflexions primitif de dimension > 7.

DEMONSTRATION: On proceéde encore une fois comme dans la Proposition 5.12
pour (i) et (ii). Maintenant, si H est primitif de dimension > 6, G est engen-
dré par des réflexions d’ordres 2 et d(G) = 3. Le Corollaire 4.21 montre que H
contient W(K5). On étend K5 en un graphe de racines de dimension 6, il sera pri-
mitif par le Lemme 2.10, donc équivalent a K4 par (ii). Donc H contient W(Kjg),
mais | Z(W(Ks)) = 6| et cela contredit le Corollaire 5.2(ii). |

On a ainsi terminé la classification.
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5.5 Reécapitulatif des groupes de réflexions irré-
ductibles

On récapitule 'ensemble des groupes de réflexions irréductibles dans le Ta-
bleau 5.1. On note qu'il existe deux familles infinies, W(A,,) qui est primitive, et
G(de,e,n) qui est imprimitive (en effet, on peut voir C,, comme G(m,1,1)). On
rappelle que I'on pose m = de. Les 34 groupes sporadiques restants sont primitifs.

Les groupes réels sont ceux qui ont un degré caractéristique égal a 2, il y a
W(An)7 W(Bn) = G(27 17”)7 W(Dn) = G(Q’ 27”)7 W(HS)a W(F4)v W(H4)a W(EG)a
W(E7) et W(Eg)

Ces groupes sont tous engendrés par n réflexions ou n est leur dimension (et
donc représentables par des graphes de racines) sauf G(de,e,n) lorsque e # 1 et
d # 1, EW(V,) et les groupes de dimensions 2 de numéro 7,11,12,13,15,19,22.
On rappelle que G(m, 1,n) est représenté par B, (m), G(m,m,n) est représenté par
D,,(m) et que (ug |2 ; T |D2) est représenté par Lo.
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Ordre
N° | Dim. Groupe Degrés Ordre | du centre
1 n W(A,) 2,3,....,n+1| (n+1) 1
2 n G(de, e, n) m,2m, ..., (n—1)m,dn | dm" 'n! | d(e An)
3 1 C,. m m m
4 2 (g |p2 ; T |D2) 4.6 24 2
5 2 e T 6,12 72 6
7 2 pi2T 12,12 144 12
8 2 | (uslua:O|Ty) 812 96 4
9 2 1O 8,24 192 8
10 2 (24 |12 ;0 |T2) 24,12 288 12
11 2 1240 24,24 576 24
122 | (palpz;O|T2) 681 48 2
13 2 1O 8,12 96 4
14 2 (12 |pe ; O | Ty) 6,24 144 6
15 2 1120 12,24 288 12
16 2 e | 20,30 600 10
17 2 I | 20,60 1200 20
18 2 e | 30,60 1800 30
19 2 Lol 60,60 3600 60
20 2 iy | 12,30 360 6
21 2 fi21 12,60 720 12
22 2 N\ 12,20 240 4
23 3 W(Hj3) 2,6,10 120 2
24 3 W(J3(4)) 4,6,14 336 2
25 3 W(Ls3) 6,9,12 648 3
26 3 W(M3) 6,12,18 1296 6
27 3 W(J3(5)) 6,12, 30 2160 6
28 4 W(Fy) 2,6,8,12 1152 2
29 4 W(Ny) 4,8,12,20 7680 4
30 4 W(H,) 2,12,20,30 | 14400 2
31 4 EW (Ny) 8,12,20,24 | 64.6! 4
32 4 W(Ly) 12,18,24,30 | 216.6! 6
33 5 W(K5) 4,6,10,12,18 | 72.6! 2
34 6 W(Ks) 4,12,18,24,30,42 | 108.9! 2
35 6 W(Eg) 2,5,6,8,9,12 | 726! 1
36 7 W(Er) 2,6,8,10,12,14, 18 89! 2
37 8 W(Ey) 2,8,12,14,18,20,24,30 | 192.10! 2

TAB. 5.1 — Groupes de réflexions irréductibles



Annexe A

Le théoréme de Blichfeldt

Nous prouvons ici le Théoreme 5.1. Pour cela, nous avons d’abord besoin d’énon-
cer le théoreme de Clifford, qui nous fournira au passage la reformulation de la notion
d’imprimitivité énoncée dans la Remarque 2.2. Si G est un groupe, et z,g € G, on
utilise la notation habituelle 29 := grg—?.

A.1 Le théoréme de Clifford

Théoréme A.1 (Théoréme de Clifford): Soit k un corps, G un groupe, V un
k[G]-module irréductible et N un sous-groupe normal de G. Soit W un k[N]|-sous-
module de V. Alors :

(i) Si W #0, alors V = deG gW . Si W est irréductible, chaque gW [’est aussi,
ce qui montre que V' est complétement réductible (semi-simple) en tant que

k[N]-module.

(ii) Soit Wy, ..., W,, des représentants des classes d’isomorphismes des k[ N|-sous-
modules irréductibles de V. Soit V; la somme de tous les k[N]-sous-modules de
V isomorphes a W. Alors V =V @ --- B V,,.

1i) Si g € G, pour tout i il existe j tel que gV; = V. G agit comme un groupe de
g p J que g J g group
permutation transitif sur {Vi,...,V,}.

(iv) Si Hy = {g € G,gVi = Vi}, alors Vy est un k[H|-module irréductible et V ~
Ind% Vi = k[G] @k, Vi

(v) Il existe e € N tel que V ~e(W, @ --- ®W,) (en tant que k[N]-module).

(vi) Si on note x; le caractére xw,, alors

xv = e+ Xm)

et si Wy = g W1 (9; € G), xi(x) = x1(x%) pour tout x € N.
DEMONSTRATION:

68
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(1) Vo= 2_,cqgW est stable par G donc est égal a V' puisque V' est irréductible.
Comme N est normal dans G, les gW sont aussi des k[/N]-modules (car ce
sont des k[NY]-modules). Si W est irréductible, gW lest aussi car s’il conte-
nait un sous-module stable Wy, ¢~ 'W} serait un sous-module stable de W,
contradiction. Ainsi V' est somme directe de sous-modules irréductibles!, donc
est completement réductible.

(ii) V=Vi+---+V,, par (i), il reste & voir que la somme est directe. Mais si L
est un sous-module irréductible de V;, L ~ W,. En effet, par définition V; =
W;®---®W;, si'on note 7; la projection sur le j¢ facteur, il existe jy tel que
7, (L) # 0, donc ;| 1, est un isomorphisme de L sur W;. Comme Vi +---+V;_4
est une somme directe (avec multiplicités) de W;, j < 7, le méme raisonnement
nous montre que si L((Vy+---+Vi_1) # 0, L est isomorphe a 'un des W},
ce qui est absurde car on a vu que L ~ W;. Donc V;(\(V1+--- 4+ Vi_1) =0, ce
qui montre que la somme est bien directe.

(iii) — V; = > {aWi,z € G et W, ~ W;}. En effet, si on note U; = > {zWy,x €
G et Wy ~ W;}, on a U; C V; par définition, mais comme V = Uy +-- -+ U,
par (i), U; = V;.

— Si U et U’ sont deux k[N]-sous-modules de V', et U ~ U’, alors gU ~ gU’
pour tout g € G. En effet, soit ¢ : U — U’ un isomorphisme, @9 : gU — gU’
est une bijection linéaire, il reste a vérifier qu’il commute avec 'action de
N. Mais si z € U : (9pg97")(n.gz) = go((97'ng).z) = g(g~'ng)p(x) =
n.(gpg9~")(g2).

On en déduit que gV; C V; si gW; ~ W;. Si l'inclusion est stricte, V; & g~V

mais comme g~ 'W; ~ W;, g7'V; C V; et 'on obtient une contradiction. G agit

bien sur {Vi,...,V,,}, et action est transitive car V est irréductible en tant
que k[G]-module.
(iv) (On note que (iii) montre que Hy = g € G, gW; >~ W;). Soit x; € G tel que

x; Vi =V}, de tels z; existent par (iii). On vérifie immédiatement que les classes

a gauche de H, dans G sont z1Hy,. .., x,,Hy, en particulier m = [G : Hy].

Ainsi, k[G] @k Vi = (2190V1) @ @ (2, @ V7). Siv = 2,®@v1 € k[G] @, Vi

est un tenseur pur, et ¢ € G, on rappelle que I'action de ¢ sur v est définie

comme suit :
g.2; @1 = x; ® hvy  si gx; = xjh

On définit ¢ : ;. V1 B - P,V 210 VI & - & 2,V par

si g € G est tel que gz; = x;h, alors g(z;.w;) = z;.hu; et g(x; @u;) = z; ® hu;,
donc ¢ est bien un isomorphisme. Ceci montre que V; est irréductible comme
k[H,]-module, car s’il avait un sous-module non trivial V7, Indfl1 V] serait un
k[G]-sous-module non-trivial de V.

1On rappelle que si W est un sous-module irréductible et U un sous-module de V, alors si
WU # 0, W C U (considérer le sous-module engendré par un élément de W\ U), donc en
procédant par induction on peut bien obtenir une somme directe, non canonique, de modules
irréductibles
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(v) W; =z;W; et V; = x;V4, donc dim W; = dim W3, dim V; = dim V} pour tout i.
11 suffit alors de poser e = dim V3 / dim W;.

(vi) Immédiat par (v). [

Remarque A.2: Le Théoréeme A.1(iii) montre que V' est imprimitif si V; # V. De
plus NC{geG,gV;=V, (V1<i<m)}.

Réciproquement, si V' est un k[G]-module irréductible tel que V' admet un sys-
teme d’'imprimitivité {Vi,...,V,,}, posons H = {g € G,gV1 =Vi} et N = {g €
G.gVi=V, (VI <i<m)}. Alors N = (), .o H? est distingué dans H et dans G.

De plus la méme preuve que celle du Théoréme A.1(iii) montre que V ~ Ind% V; et
que V; est un k[H]-module irréductible.

A.2 Les groupes linéaires primitifs finis

Soit V' un C-ev de dimension n et G C GL(V') un groupe linéaire primitif fini. On
suppose que l'on a choisi une forme hermitienne définie positive telle que G C U(V).

Définition A.3 (phases d’une matrice unitaire): Si .S est une matrice unitaire

de M, (C), et que les valeurs propres distinctes de S sont {eiol, e ,eiem}, alors les

angles 6, ...,0,, sont appelés les phases de S.

Lemme A.4: Soit S,T € U,(C) des matrices unitaires. On suppose de plus que S
est diagonale, et que les phases de S sont sur un arc de cercle du cercle unité de
longueur < w. Soit U =T~ 'ST, et notons S = (;0]), T = (a;;) et U = (b;;). Alors

(i) bi; # 0 (pour tout 1 <i<n)

(ii) Sibj; est une racine de l'unité, et que 1,1 sont tels que a;; # 0,a;; # 0, alors
a; = Q.

DEMONSTRATION:
(i) 77! = (@), d’ou

_ 1 _
bij = g Qi 004,y = g i Ol Ol
ol A

En particulier

bi =Y lawil” o

k

. . 2 A AL 2
Or comme T est unitaire, » , |az;|” = 1. Comme les oy, sont du méme c6té du
cercle unité, on a bien b;; # 0.

(ii) Les deux équations
bij = lar o, 1= |aw|”
k k

et le cas d’égalité dans Cauchy-Schwartz montrent que |b;;| = 1 si et seulement
si les oy, sont égaux pour tout k tel que ay; # 0. |
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Théoréme A.5 (Blichfeldt): On choisit une base de V', ce qui permet identifier
G d un sous groupe de U, (C). Soit s € G une matrice diagonale de phases 0y, . .., 0,
telles que |0; — 61| < /3 (V1 < i< m). Alors s € Z(G).

DEMONSTRATION: On note a; = €. Quitte & conjuguer G par une matrice de
permutation, on peut supposer que s = diag(ay,...,a1, 2, ..., Qmy ..., Qy), €t on
note k la multiplicité de la valeur propre «; dans s.

On dit qu’une matrice n x n est k-réduite si elle est de la forme :

C 0
0 D
ou C' est une matrice k x k et D une matrice (n — k) x (n — k). Si (a;;) est une
matrice unitaire, on définit f((a;;)) := |a11 + - - - + axx|. Soit
S = {g_lsg,g € G et g 'sg n'est pas k—réduite}
Si S # &, prenons tg € S tel que f(tg) soit maximal. Alors
tolstg ¢ S (A1)

En effet, si on pose s = (%65) (ainsiy = =y = a1, Yer1 = Q2,...), to = (a;;
et ty sty = (bij) on a
2
bjj = Z |ai;|”
!

De plus 1 = 3, |ay;|* = 3, Jag|* car ty est unitaire. En particulier, si [ap] = 1,
les (ag;) et les (a) sont nuls pour tout 1 < k& < n. Comme ¢y n’est pas k-réduite,
il existe 79 € {1,...,k} tel que |a,,,| < 1. De plus si on pose 3 = e~1v; et que
By = cosg; + 1 ~ ¢y, par hypothese ¢; < m/3 d’ott cosy; > 1/2 (et cosp; = 1 si
1<I<k).Ona:

k n

SO a8

r=1 j=1

n

k
2

Z |age|" | =

r=1

=1 j=1
k

k k n
S ITIICES o DR o{oty
j r=1 i

r=1 ]:

el g )

- 1+|ar,, Z|am~ lai + - + agi| = f(to)

f(tEISto) =lby+ -+ b| =

—_

M» EM»

(\]

r=1

ou l'inégalité stricte vient du fait que %(1 + 2%) > z pour tout z € R, avec égalité

si et seulement si = 1. Ce qui prouve bien (A.1).

S = @, autrement dit tous les conjugués de s dans G sont k-réduits (A.2)
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Sinon, on prend t, comme dans (A.1), on sait alors que t; ' sty est k-réduite. 11 existe
une matrice k X k unitaire U telle que

Uoflt_lst U 0\ (D 0
0 Id) " ”°\o 1d) \0o E
. . . . U 0
ou D est une matrice k x k diagonale. On remarque que conjuguer GG par 0 1d
ne change pas s (puisque s agit comme un scalaire sur les k premiers éléments de la
base), de plus pour tout g € G, si la décomposition en blocs de g est g = (A B)

C F
avec A une matrice k x k, alors

U 0\ '(A B\ (U 0\ (UAU U'B
0 ) \¢ F)\o 1a) "\ cu F

et cette derniere matrice est k-réduite si et seulement si g I’est. Donc on peut conju-
U o0 .
guer GG par ( 0 I d)’ puisque cela ne change pas S.

0
0 F
sont des racines de 'unité puisque t; st est unitaire. De plus o étant un conjugué
de s, le Lemme A.4(i) montre que a; # 0. Soit @ < k et [ > k, alors ; # v; et le

Ainsi on s’est ramené au cas t;'sty = ( ), ou D = (1;0] )1<ij<k et les 7

Lemme A4(11) (avec ] = @) montre que a;; = 0. Ainsi ty est de la forme (61 g)

ou 0 est une matrice (n — k) x k. Mais to étant unitaire, on a :

Id:(tA 0)(A B):(tAA t5B )
ce qui force B = 0. Ainsi ty est k-réduit, ce qui contredit le choix de ¢y, et montre
(A.2).

Si 'on note Gy le sous-groupe normal de G engendré par les conjugués de s,
(A.2) montre que Gy est réductible, et méme completement réductible par le Théo-
reme A.1(i). De plus G étant primitif, le Théoreme A.1(iii) montre que V' n’a qu’une
composante isotypique. Mais on a construit un C[Go]-module de dimension k sur
lequel s agit comme un scalaire. Il existe donc un sous-module irréductible W' sur

lequel s agit comme un scalaire, par ce qui précede V ~ W & --- & W donc s agit
comme un scalaire sur tout V. On a bien s € Z(G). [

Remarque A.6: Soit k un corps algébriquement clos, V' un k-ev de dimension n et
G C GL(V) un groupe linéaire primitif fini. La méme méthode qu’a la fin de la
preuve du Théoreme A.5 montre plus généralement que si A un sous-groupe abélien
et normal de G, alors A est cyclique et A C Z(G).

En effet, par le Théoreme A.1, et comme G est primitif, V' = V] (avec les nota-
tions du théoreme). Ainsi V >~ W; & - - -@&W; ot W est un k[A]-module irréductible.
Comme 'action de A dans V est fidele, c’est également le cas pour son action sur Wj.
Comme W, est irréductible, et que k est algébriquement clos, Endgpa(W;) = kIdyy,.
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Comme A est abélien, A C Endya(W1), donc A agit par des matrices scalaires sur
Wi, d’ou dim W7 = 1 vu que W est irréductible. A agit aussi par matrices scalaires
sur V, donc A C Z(G) et est cyclique car Z(G) l'est (on rappelle que si G C GL(V)
est irréductible, Z(G) = kId[ G est un sous-groupe de k, donc cyclique si G est
fini).
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