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1 Classes d’idéaux entiers

On adopte les notations suivantes pour ce qui suit :

— K est un corps de nombres de dimension n.

— Ok est son anneau des entiers, on a Ok = ZZ:1 Zw;.
— I(Ok) désigne 'ensemble des idéaux de Ok.

— A et B sont des idéaux de Ok, A =) o, Z.

Définition 1. Soit I un idéal de Ok. Ok/I est fini, et son cardinal est appelé
la norme de I.

Démonstration :
lemme : I N Z # 0.
En effet, soit a € I,a" +aja™ ' +---+a, =0 avec (a;) € Z, donc a,, € INZ.
Soit donc @ € I'NZ, on a (a) NI, donc une surjection Ok /(a) — Ok/I.
Montrons que #(Ok/(a)) = a™. Soit w € Ok, w = Y (;aiw; +rw;), 0 < r; < a.
Donc on a un systéme de représentants des classes C' = {>_rw;,0 < r; < a},
qui est de cardinal a™. Donc Ok /(a) est bien fini.
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On introduit maintenant une relation d’équivalence sur les idéaux entiers.

Définition 2. Deux idéaux entiers A et B sont dits équivalents s’il existe deux
entiers algébriques o et B tels qu’on ait (o)A = (8)B. On note alors A ~ B.

On peut alors considérer 'ensemble des classes d’idéaux :
Cl(Ok) =Z(0k)/ ~

Théoréme 1. Cl(Ok) est un groupe fini pour la multiplication entre idéaux.
On note son cardinal hg.

Démonstration :

— le produit d’idéaux est compatible avec ’équivalence, si (a)A = (8)B et
(o)A" = (B")B’ alors (aB)AB = (¢/3')A’B’.

— I’élément neutre est la classe des idéaux principaux. Si (o)A = (8)Ok
alors A = (5 ) C Ok est principal, et la réciproque est évidente.
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On a donc un monoide, il reste donc a montrer 'existence d’un inverse et la
finitude. L’existence d’un inverse a été démontrée lors de la derniere séance,
mais peut aussi étre déduite de la finitude, qui est 'objet du paragraphe sui-
vant. On peut aussi démontrer simplement ’existence de l'inverse dans le cas
des corps quadratiques Q(v/d) en remarquant que pour A = uZ + vZ, I'idéal
AA = (uti,vv,uv,uv) est principal. En effet les nombres wii, v0,ud + 4v sont
entiers relatifs car invariants par conjugaison, donc en notant n leur pged, on
a (n) C AA. Pour linclusion réciproque, il faut montrer que n divise uo et
wv; on remarque pour cela les quotients sont racines du polynome unitaire
X? - urtiv x4 Wi et sont donc rationnels et entiers algébriques, donc en-

n2 bl
tiers, ce qui acheve la démonstration. it

Le nombre de classes hk vaut 1 pour les seuls anneaux principaux, et ren-
seigne sur le caractere plus ou moins principal d’'un anneau. La preuve de la
finitude du nombre de classes explicite ce lien en majorant le nombre de classes
a I'aide d’un nombre 1ié au caractere plus ou moins euclidien de ’anneau.

Donnons quelques exemples pour illustrer ce résultat et comprendre le mé-
canisme a 'origine de la finitude du nombre de classes.

Exemples

— K = Q[i]. Dans ce cas, 'anneau Z[i] est euclidien, donc principal, donc
hqpy = 1.
Le raisonnement est le suivant : On munit Z[i] d’une division euclidienne :
solent av et B # 0 dans Z[i]. Il s’agit de trouver un entier de Gauss w
tel que |a — wp| < [B].t & dire situé dans la boule unité centrée en 5 €
Q(%). Or les parties réelles et imaginaires de tout élémemt du corps sont &
distance inférieure a % d’un entier, donc I’élément est & distance inférieure
a2 x (%)2 = % d’un entier algébrique, et la division est possible.
Ensuite, cette division euclidienne assure que tout élément d’un idéal est
multiple d’un élément de module minimal, donc tout idéal est principal et
le nombre de classes est hq(;) = 1.
~ K = Q(iv/5). L’anneau des entiers Z[iy/5] n’est cette fois pas principal,
mais on peut le munir d’une division euclidienne approchée.
Soit en effet v € Q(i/5), on peut écrire v = E[y]+u(y)+iv(y)V/5, ot E[7]
est l'entier algébrique le plus proche de 7. On a |u(y)| < 1 et |v(y)] < 3,
ce qui donne N(y— E[]) < + + %, ce qui ne convient pas. En revanche,
siona|u(y)] < 3 et [v(y)| < %, alors N(y— E[y]) < 1 + 2 < 1. Sinon, 2y
vérifie ces conditions. Ainsi, pour tout couple o, 3 € Z[iv/5],8 # 0, on a
Iexistence de w € Z[iv/5] tel que soit N(a—wp) < 1, soit N(2a—wf3) < 1.
En suivant le méme raisonnement que dans le cas Q(i), on choisit pour
chaque idéal entier A un élément 5 # 0 de A de norme minimale. Pour
tout élément o € A ,la division nous donne I'existence de w tel que soit
o = wf, soit 2a = wP. Donc dans tous les cas, 2a € (), soit (2)A C (B).
Contrairement & la situation précédente, A n’est pas équivalent & (/3), mais
lest & B = (%)(2)14 Tout idéal est donc équivalent & un idéal contenant



2, et nous pouvons déterminer ces idéaux.

(B, % s B} ~I(Z(V=5)/(2)) ~ I(Z[X]/(2, X*+5)) ~ I(Z/2zpi11/)<x +1)?)
(2,14 +/=5) — (1+ X)

Il reste & vérifier que (2,1 + v/—5) n’est pas principal, or cet idéal a pour
norme 2 qui ne peut correspondre a la norme d’un idéal principal, de la
forme a? + 5b%. Ainsi, hqy/=5) = 2-

Cas général de la finitude du nombre de classes
Proposition 1 (pseudo division euclidienne). Soit K un corps de nombres.

EIMK,Va,ﬁ S OK,,B# 0,3t € [1...MK,E|(.<) S OK,|N(tOZ—wﬁ)| < |N(ﬂ)‘

Démonstration :
11 suffit de montrer que Vy € K, 3t < Mk, |N(ty—w)| < 1. Soit donc v € K, v =
> viwis i € Q- IN()] < I TIS 7w < (max |y,])"C, ot € = [I(S lw”)).

Soit d € N,d > {/c et Mk = d™. On écrit v; = E[y;] +r(y) o 0 < v; < 1
et E[y] =Y E[vi]Jw; est un entier algébrique.

On envoie les d" + 1 points r(kvy) = (r(kv1),...7(kvs)), k € [0; M] dans le
cube [0;1[", que l'on subdivise en d" sous-cubes de coté 1/d. Par principe des
tiroirs, deux d’entre eux au moins sont dans un méme sous cube, donc il existe
k' >k tels que r(k'y) —r(ky) =r(ty) € [0;1/d[*, out =k’ —k € [1; M]. On a
ainsi trouvé un point ¢y suffisemment proche de V'entier algébrique E[tv], et on
a donc : [N (ty — E[ty])| < ()" x C < 1 par définition de C, ce qui constitue
I'inégalité recherchée. i

Théoréme 2. Le nombre de classes d’idéaux de Ok est fini.

Démonstration :

Soient A € Z(Ok) et 3 € A\ {0} tel que |N(B)| soit minimale. Voo € A, 3t €
[1; Mk], 3w € Ok, |N(ta —wf)| < |[N(8)|, donc tov = wf3. Donc pour tout «,
Mla € (8), dou (M)A C (B). En posant B = (%)(M')A € I(Ok), on a donc
A ~ B. Or les idéaux entiers qui contiennent Mgk! sont en nombre fini, car en bi-
jection avec les idéaux de Ok /(M!) qui est fini de cardinal |[N(Mk!)| = (Mk!)™.
Ainsi, Cl(Oxk) est fini. i

2 Lien avec les classes de formes quadratiques.

Rappels et notations :
Dans ce qui suit, K est un corps quadratique Q(\/Zi) de discriminant Ak valant
—d (resp. —4d) si d = 1[4] (resp. = 2, 3[4]).

On considere des formes quadratiques f(z,y) = ax?® + bry + cy?, de méme
discriminant Ag = b2 — 4ac, munies de la relation d’équivalence

Pral-
.

S

f~ge3IpqrseN,flz,y) =gpr+qyre+ sy) et ’



On note Ci(d) 'ensemble des classes de formes quadratiques.

Proposition 2. A tout idéal A =uZ+vZ de Ok, on associe la forme quadra-

tique fup: T,y — W, Alors :

— fu,p @ pour discriminant Ag.
- SiA=uZ+ UIZ, fu’,v/ ~ fu,v-
- Si A~ B, alors fa ~ fB.

Remarque : Le deuxieme point permet de s’abstraire de la base, d’ou ’écri-
ture f4 dans le troisieme.

Démonstration :

— N(uz+vy) = N(u)?2? + (ud + )y + N (v)?y?, donc N(A)2A; = (ud +
)% — 4N (u)?N (v)? = (uv — av)? = A(A) = N(A)*Ak.

— L’écriture du changement de base (u/,v') — (u,v) fait apparaitre un ma-
trice orthogonale, ce qui correspond a I’équivalence des deux formes.

— Il suffit de vérifier ’équivalence pour A et (a)A, qui s’obtient sans effort :
Mﬁ?@g%’y) = N(ﬁ)(g)(xga;’ Y). 1’égalité entre la norme dun entier et de
I'idéal qu’il engendre a été traitée lors du précedent exposé, ainsi que la
multiplicativité de la norme sur les idéaux qui est générale, mais s’obtient
en outre aisément dans le cas particulier de la multiplication par un idéal
principal en remarquant la suite exacte : 0 — Ok /A — Ok/(ad) —
Ok /(a) — 0

i

Cette proposition permet de définir cette application entre les ensembles
quotients d’idéaux et de formes quadratiques, et d’énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3. On a la surjection suivante :

{CZ(OK) — Cl(Ag)

N
A — N(//?)

Démonstration :
L’application est surjective car la forme ax? + bxy + cy? est 'image de aZ +

VAR V2AKZ, qui est de norme a. il

Exemples :

Nombre de classes Formes Idéaux
Qi) hqu =1 2% + 52 (1)
Q(V-5)  hqy=s =2 a? + 5y? (1)

222 + 22y + 3y (2,14 +/-5)



