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ABSTRACT

Let M3 (IF;) be the moduli space of the genus 2 curves defined over FF,. We first compute

modular polynomials with good reduction in any characteristic using Igusa’s arithmetic
invariants. Using the Kronecker condition on these modular polynomials, we give a method
to compute the canonical lift of any ordinary genus 2 curves over [F;. Let p be a prime and
g 1, (p) be the Siegel moduli space with I'g(p)-level structure. We give the general statement
of the Kronecker conditions on the ordinary locus of QLg,ro(p), which extends the well known
result in dimension 1 under the same name. We extend the computation of the canonical lift
to several types of invariants (Theta invariants and Gundlach invariants). In each case, we
introduced a Newton method for lifting the Verschiebung over Z,. Using these results, we
give an algorithm to compute the characteristic polynomial of genus 2 curves in quadratic
time complexity using Siegel polynomials and Hilbert polynomials. Further one can use
these methods to lift modular forms associated to genus 2 curves.
In other hand we propose a new method for computing the canonical lift in general without
modular polynomial, and in dimension 1 we succed to reduce efficiently these computations
to O(pn?). We give a detailed description with the necessary optimizations for an efficient
implementation.

Keywords: Abelian variety, Arithmetic invariants of genus 2 curves, Modular polynomials,
Canonical lift, Point counting.

iii



RESUME

Nous avons calculé des polynomes modulaires en dimension 2 avec bonne réduction
en toute caractéristique en fonction des invariants arithmétiques d’Igusa. En utilisant les
conditions de Kronecker sur ces polyndmes modulaires, nous donnons une méthode pour
calculer le relevé canonique de toute courbe ordinaire de genre 2 en caractéristique paire.
Soient p un nombre premier et 2, r(,) 'espace de module de Siegel des variétés abéliennes,
muni d'une structure de niveau I'g(p). Nous avons établi 1’énoncé des conditions de Kronecker

. 0
sur le lieu 2"
] $To(p) . . .
bien connu en dimension 1 sous le méme nom. D’un autre c6té, nous avons introduit des
méthodes de Newton pour calculer le relevé du Verschiebung sur Z,; dans chaque cas. Ces
résultats nous ont permis de déterminer le polyndme caractéristique d’une courbe de genre
2 en O(n?) opérations sur F,, en utilisant des polyndmes de Siegel et des polynomes de
Hilbert en fonction des invariants Théta et invariants de Gundlach. En outre, on peut utiliser
ces méthodes pour calculer les formes modulaires (vectorielles) associées a ces courbes.
Nous avons réduit considérablement les complexités dans les calculs de relevé canonique
en proposant des méthodes qui n’utilisent pas de polyndmes modulaires et en dimension 1
nous proposons un algorithme qui calcule le relevé canonique en O(pn?). Nous donnons une
description détaillée avec les optimisations nécessaires pour des implémentations éfficaces.

des points ordinaires de 2, (,; cette propriété généralise le résultat

Mots-clés: Variétés Abéliennes, Invariants arithmétiques en genre 2, Polynomes Modulaires,
Relevement Canonique, Comptage de Points.
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— 2, l'espace de module de Siegel en dimension g;
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INTRODUCTION

Dans un monde hyper-connecté et dominé par les échanges d’informations, I'importance
de sécuriser ces flux devient trés evidente pour le commun des humains. Au-cours de leurs
évolutions ces protocoles ont utilisé et utilisent des outils mathématiques diverses, certains
plus simples et d’autres tres sofistiqués. La Cryptographie Asymétrique est la branche de la
cryptographie qui fournit des protocoles d’échange de clés a distance. Elle utilise depuis
plusieurs décennies des protocoles comme RSA basé sur la difficulté de la factorisation des
entiers naturels et d’autre comme le protocole Diffie-Helmann qui utilise des problémes
comme le Logarithme Discret sur les corps finis. Le dévéloppement des outils et techniques
de Gros Calculs imposerent I’exploration d’autres bases mathématiques pour la réalisation
des protocoles cryptographiques.

Les améliorations des Schémas cryptographiques et I’évolution de la Cryptographie a

Clés Publiques ont influencé jusqu’a nos jours, I’orientations des Recherches sur Variétés
Abéliennes surtout en Géométrie Algébrique et en Théorie des Nombres. Ces résultats sont
d’autant plus importants en Théorie Algorithmique des Nombres.
Les Variétés Abéliennes sont devenues des outils mathématiques plus populaires depuis leur
introduction progréssive dans la Cryptographie a Clés Publiques a partir 1985 par N. Ko-
blitz [63] et V. Miller [80]. En effet en Dimension 1, la Théorie sur les Courbes Elliptiques
fournissait les outils nécéssaires a la réalisation d’un Echange de Clés basé sur le Probleme
du Logarithme Discret (DLP). Par comparaison aux groupes des unités de corps finis, les
algorithmes de résolution du Probleme du Logarithme Discret sur les courbes elliptiques
avaient des complexités plus intéréssantes pour la Cryptographie [37, 63, 80].

En plus de servir de groupe pour la réalisation des crystosystémes utilisés actuellement
sur le marché industriel de sécurité des informations, les variétés abéliennes a travers leur
espace de module sont de potentielles candidates pour la standarisation de cryptosysteme
postquantique. En effet 1’algorithme quantique de Shor résoud en temps polynomial le
Probleme du Logarithme Discret sur les groupes abéliens. Dés lors, 1’espace de module
des variétés abéliennes est devenu une alternative tres intéressante en cryptographie post-
quantique. En effet il est montré par des auteurs comme Couveignes que cet espace est un
excellent générateur de graphes de Schreier pour la réalisation d"un protocol "Diffie-Hellman".
Dans les meilleurs cas (cas supersingulier) ces graphes sont de Ramanujan ( aller a [20, 22,
30] pour plus de details).

Et trés récemment des cryptosystémes postquantiques sont élaborés sur les espaces de
modules de variétés abéliennes en dimension 1 (et superieures) avec des propriétés trés
intéréssantes pour la sécurité des informations [54].

Le but de cette these est de réaliser des algorithmes de calcul de rélevés canonique sur 'espace de
module des surfaces abéliennes ordinaires en utilisant des invariants absolus adaptés et utiliser ces
rélévés pour calculer en petites caractéristiques des formes modulaires vectorielles et le polyndme
caractéristique des courbes ordinaires de genre 2, qui sont des éléments éssentiels en Théorie des
Nombres, en Cryptographie et en Théorie de Codes Correcteurs d’Erreurs.



ACRONYMS

Pendant plusieurs siécles les recherches sur les Variétés Abéliennes nourrissent nos connais-
sances sur certaines vieilles conjectures notament en Théorie des Nombres et Géométrie
Algébrique et plus récemment en Géométrie Arithmétique. On peut entre autre citer le
Dernier Théoreme de Fermat et I'Hypotheése de Riemann. Les résultats sur I’étude des variétés
abéliennes sont aussi des outils essentiels dans les recherches sur les Systémes Dynamiques.
Des lors des contributions majeures firent apportées a leurs études sur plusieurs angles par
plusieurs chercheurs comme Riemann, Weierstrass, Frobenius, Poincaré, Picard etc...Il faut
attendre André Weil dans les années 1940 pour voir les formalismes actuels sur les variétés
abéliennes en language de la Géométrie Algébrique.

0.0.1 Variétés Abéliennes

Une variété abélienne sur un corps k parfait est un groupe algébrique lisse sur k complet
et connexe. Des lors, on montre qu’elles sont projectives et que leur loi de groupe est définie
par des fonctions réguliéres. Une maniere simple de construire de telles classes d’objets est
de considérer les Jacobiennes de courbes sur k. Soit C une courbe algébrique sur k de genre
g, on appelle Jacobienne Jac (C) de C 1’ensemble des g-uplets de points de C représentant des
classes d’équivalences de points géométriques de C appelés diviseurs sur C. Alors le nombre
¢ est la dimension de la variété abélienne Jac (C).

De plus lorsque 1'on considére C hyperelliptique c’est-a-dire que C peut étre définie dans
Spec (k[x, y]) par une équation (appelée modele hyperelliptique de C) de la forme:

v+ h(x)y = f(x)

avec f € k[x] de degré 2¢ + 1 ou 2¢ + 2. A partir de la représentation de Mumford et de
la réduction de Cantor on décrit chaque élément de la Jacobienne Jac (C) par un unique
diviseur (appelé forme normale de Cantor) de la forme:

d
Y (P — Pw)

1

avec d < g P € C(k), P; # Pj, P pour tous 1 <i,j < d.

On peut aussi repésenter les diviseurs sous forme normale de Cantor par des couples (u,7v),
ol u est un polynéme unitaire de degré d et v un polynéme tel que deg(v) < deg(u) et
u | (f — v?). Ces représentations ont permit 1'élaboration d’algorithmes d’addition dans le
groupe Jac (C) (aller a [9, 64] pour plus de détails).

Une isogénie (séparable) entre deux variétés abéliennes est un morphisme (séparable)
surjectif et de noyau fini. Un morphisme de variétés abéliennes est a la fois un morphisme
de variétés et un morphisme de groupes. Le cardinal du noyau de l'isogénie (séparable)
entre deux variétés abéliennes est appelé son degré, alors ces variétés seront dites p-isogénes
lorsque ce cardinal est nombre premier p.

Lorsque nous considerons C comme corps de base, une variété abélienne complexe est
un tore complexe muni d’un plongement dans un espace projective associé a l’existence
d’un morphisme appelé polarisation. Dans le cas ou la polarisation est un isomorphisme
on dit que la variété abélienne est principalement polarisée. Le théoreme d’Abel-Jacobi [3,
thm 11.1.3] établit que toute Jacobienne Jac (C) de courbe hyperelliptique sur C de genre g est
canoniquement isomorphe a une variété abélienne principalement polarisée C¢/(QZS + Z8)
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de dimension g oi1 Q) € §; = {Q € M,y(C), ‘Q = Q, Im(Q) > 0} ; on appelle Q) matrice de
période de la courbe et §, ’'espace de Siegel. En dimension inférieure ou égale a 2 et dans
le cas ou la polarisation est indécomposable, la réciproque de cette assertion est vraie [3,
cor 11.8.2].

On définit I'espace modulaire de Siegel des variétés principalement polaisées par Sp, g(Z)\.ﬁ ¢ elle
fournit en dimensions < 2 des outils de tests pour les varétés p-isogenes. En effet on utilise
un paramétrage a partir de polyndmes de 'espace des variétés abéliennes p-isogenes appelés
polyndmes modulaires. Et sur ces espaces, les variétés abéliennes sont représentées a isomorphisme
preés par des invariants qui sont fournis par des formes modulaires.

Cette notion a pris une grande importance du point de vue algorithmique lorsque qu’elle
fat utilisée pour améliorer les algorithmes de comptage de points de variétés et aussi pour
transférer le Probleme de Logarithme Discret d’une variété abélienne a une autre ot il est
plus simple a résoudre.

0.0.2  Espace de Module des Courbes de Genre 2

La Théorie des Invariants joue un role fondamental dans I'étude des variétés abéliennes
depuis le 19¥™¢ sjecle. Cependant elle connait une renaissance a partir d'importantes utilisa-
tions motivées par des applications algorithmiques en cryptographie, robotique, théorie des
codes correcteurs d’erreurs etc...

En considerant les actions linéaires de certains groupes classiques comme GL, (k) sur les
formes binaires comme dans la Théorie des Invariants Algébrique d’Hilbert, Clebsh [16] établit
une étude des invariants et covariants associés aux équations de courbes de genre 2 en
caractéristiques différentes de 2. En utilisant une opération appelée "Ueberschiebung" Clebsh
donna une évaluation des invariants algébriques A, B, C, D qui forment une base de 1’anneau
gradué des invariants pairs des courbes genre 2 en caractéristiques différentes de 2 et 3.
Ces invariants suffisent alors a la caractérisation des classes d’isomorphismes pour ces
caractéristiques. Lorsque y> = f(x) (avec deg f = 6) est le modéle hyperelliptique réduit
d’une courbe de genre 2 en caractéristiques différentes de 2, ].S. Igusa définit des invariants
en fonctions des racines de f. Ces derniers invariants notés I, Iy, Ig, et Ijp sont équivalents
a ceux de Clebsh lorsque la caractéristique différente de 2,3 et 5 d’ou1 leur nom: invariants
d’Igusa-Clebsh [51, 52]. En caractéristique 3 ils sont bien définis mais ne permettent pas une
classification des courbes de genre 2.

D’une autre part sur C, les actions de Sp,(Z) sur l'espace £, des matrices de périodes
de surfaces abéliennes complexes conduisent a la définition des invariants absolus qui sont
des formes modulaires de degré zéro appelées fonctions modulaires. Plus généralement sous
certaines conditions les principes de Koecher permettent d’établir une équivalence entre
les covariants (rationnels en fonction des coéfficients des courbes) et les forme modulaires
méromorphes de méme poids (pour plus de détails voir [98, §3.2]).

Enfin en caractéristique 2 nous avons la construction d”Artin-Schreier d"une courbe de genre
2 que J.S. Igusa [51, §2] utilisa pour étendre les invariants algébriques Ip;’s aux invariants
arithmétiques J»;'s lesquels ont une bonne reduction en toute caractéristique. En utilisant a la
fois I'action du groupe d’Artin-Schreier et le groupe projectif linéaire PGL,, G. Cardona et
autres ont introduit des classes d’invariants spécifiant les mémes classes d’isomorphisme
pour les courbes de genre 2 [33].
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En général I'espace de module des courbes de genre 2: M, (consideré au sens "coarse"

ou au sens "stack") est de dimension 3. En caractéristique différente de 2 son corps de
fonctions est engendré par les invariants absolus d’Igusa ji, j2 et j3 ou par équivalence
birationelle ceux de Streng ou autres... A partir d"un triplet de ces invariants l'algorithme de
J.F. Mestre construit un model hyperelliptique d"une courbe C de genre 2 dont les invariants
correspondent au triplet, mais cette construction n’admet pas une bonne réduction pour les
caractéristiques inférieures ou égales a 5.
Sur C, les classes d’isomorphismes des variétés Jacobiennes génériques de courbes de
genre 2 sont données par des triplets de fonctions modulaires (ji, j2,3) (les invariants
d’Igusa). Lorsque p est un nombre premier, les polyndmes modulaires encodent les surfaces
abéliennes (p, p)-isogenes en fonction des invariants d’Igusa. Plus précisement un model
birationel de ’espace de module (en coarse) 2,(p) = H2/T%(p) est donné par C(A2(p)) =
C(j1, j2, J3, J1ps J2,p/J3,p) OU Jip = ji(T/p). Alors les polynomes modulaires de niveau p
sont définis comme suite: ¢1,(X) est le polynéme minimal de j;, sur K = C(2%) =
Cljrj2:73)s et jop = P2p(j1p)s J3p = $3,(j1p) pour ¢, (X) et ¢3,(X) polyndme unitaire
dans C(j1, j2, j3)[X] de degré inférieurs a deg(¢1,,(X)). Lorsque x parcours les racines de
¢1,p(X) sur C, alors (x, ¢z ,(x), ¢3,,(x)) sont les j-invariants absolus des surfaces abéliennes
principallement polarisées (p, p)-isogenes a celle définie par les invariants (ji, j2, j3) . Ainsi
le lieu schématique des p-polyndomes modulaires en dimension 2:

4)1,p(X1/ XZ/ X3/ Yl) = 0/
Yo = ¢o,(X1, X2, X3, Y1)
Ys = ¢3,,(X1, X2, X3, Y1)

décrit un modele birationnel de 2 (p).

Le calcul de ces polyndmes a été initié par R. Dupont dans sa these de Doctorat [28]. Des
améliorations flirent proposées par d’autres auteurs comme dans [7] et plus recemment ces
calculs ont été étendus a d’autre invariants [78]. Et les invariants théta by, by et b3 qui sont
des fonctions modulaires pour le sous groupe I'(2,4) fournissent les polyndmes plus petits
en taille, mais tous ces différents polynomes pour 2, deviennent vite impraticables apres
p = 5 car leurs degrés en fonctions de ces invariants et leurs coefficients grandissent tres
rapidement.

Cependant des alternatives se présentent sur l'espace modulaire de Hilbert défini par
SL,(Ok)\$3. Lorsque l'on considere un ordre quadratique réel maximal de discriminant Ag,
alors SL,(Ok)\$7? décrit les classes d’isomorphismes des surfaces abéliennes principalement
polarisées avec multiplication réelle par Ok. De plus le plongement de Hilbert de $? dans
$> fournit des coordonnées rationnelles des surfaces Humbert (images de ces plongements)
en fonction des invariants de Gundlach ou sur un recouvrement des surfaces de Humbert
en fonction des invariants théta. Lorsque le discriminant Ax = 2, 3 ou 5 ce paramétrage
permet de calculer les B-polynémes modulaires (pour f = ¢ un premier et pour  un élément
totalement positif de norme /) [79]. Ces polynomes sont tres pratiques jusqu’a des premiers
inférieurs a 100 (voir https://members.loria.fr/EMilio/modular-polynomials/).

0.0.3 Relévement Canonique des Variétés Ordinaires

La Théorie du Relévement des variétés abéliennes a pris depuis la deuxieme moitié du 201me
siecle une considération trés importante en Géométrie Algébrique. Ces interéts sont tres
souvent motivés par les nombreuses propriétés qu’offrent les différents espaces de module
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sur Z,. Et plus particulierement I'une des approches pour définir la cohomologie de Weil sur
une variété A définie sur un corps k de caractéristique p est de le réléver sur 'anneau des
vecteurs de Witt W (k)(en caractéristique nulle) puis prendre la cohomologie de De Rham de
la variété rélévée se réduisant bien sur .4 modulo p. Dans le cas ordinaires ce rélévé est unique
et donné par le relevement canonique. Et par le Théoreme de Serre-Tate la théorie de déformation
d’une variété abélienne A et celle de ses sous-groupes A[p®] sont équivalentes (aller a [55]
pour une dissertation détaillée). En outre comme montre les P. Norman et F. Oort [15, 90]
la théorie de la déformation A[p*] donne assez d’informations sur 'espace de module des
variétés abéliennes.

Ainsi pour toute variété abélienne ordinaire A/IF; (avec q = p"), il existe une variété
abélienne unique A sur Z, telle que la réduction modulo p de A est A et End(A) = End(A)
(comme anneaux).

En dimension 1, lorsque 1'on désigne par j le j-invariant de E pour une courbe elliptique
ordinaire E sur [F;, on a I'équation modulaire: ®,(j,j*) = 0, ot ®, est le polyndome
modulaire de niveau p et = est le représentant dans Gal (Q,»/Q)) du petit Frobenius 0. A
partir de ®,(X,Y) = (X? —Y)(X —Y?) mod p on montre les rélations suivantes appelées
conditions de Kronecker:
D

aaXp(j,j") =0 modp

0P

S £0 mod p

Alors en partant de j mod p, un algorithme de Newton permet de determiner j a une
précision N. C’est le cas de 1'algorithme de T.Satoh [99] qui utilise cette propriété pour
reléver un cycle de courbes conjuguées:

7T 7T

E E” e Eg’”’l _,T[ Ea" ~E

T.Satoh introduisit aussi une méthode de relevement du noyau du petit Verschiebung comme
un facteur h dli polyn~6me de p-division ¥, bien qu'on ait ¥, = h¥ mod p et ord, ¥} (x) = 1
pour (x,y) € E[p]|NE(Z]") # {O} [99, Lemma 3.7.]. Alors l'action du petit Verschiebung
est déduite apres le calcul du Verschiebung normalisé par l'algorithme de Vélu. Par suite
en considérant les bornes de Hasse, on a assez de précision dans le produit des coefficients
des isogénies du cycles des E' (qui est équivalent a un calcul de norme dans Q,/Q, d'un
coefficient) pour rétrouver la trace t du Frobenius et #E(IF;) = 1+4 — ¢.

Cet algorithme de Satoh qui tournait avec une complexité en temps O(n%) et en espace
mémoire de O(n®) (a p fixé) , connfit trés vite des améliorations majeurs. Par exemple Harley
utilisa les conditions de Kronecker pour construire une équation:

¢ +Ae+B=0 avec A=0 modp

appelée "équation d’Artin-Schreier" pour sa ressemblance avec celle-ci. A partir de cette équa-
tion on arrive a réléver les invariants d'un couple de courbes elliptiques conjuguées et ainsi
évaluer les valeurs propres du petit Frobenius [35]. Cette approche connait plusieurs amélio-
rations autant sur la partie rélevement que la partie de calcul de norme et les meilleures de
ces méthodes ont une complexité quadratique en temps et en espace [35, 108].

Par suite, les algorithmes utilisant le relevement canonique seront classés dans une classe
sous le nom de méthodes p-adiques. Dans cette classe on distingue aussi une sous classe
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de méthodes pour les quelles le rélevement de la courbe ordinaire est quelconque . Ces
méthodes p-adiques ont été développé par Kedlaya and al. [56]. Elles utilisent les groupes
de cohomologie de Monsky-Washnitzer ( et Dwork ) et leurs complexités en p est linéaire (un des
avantages du rélevement quelconque) cependant celle en n augmente en cubique.

Dans 'ensemble, les méthodes p-adiques proposent les algorithmes de comptages les plus
pratiques en petites caractéristiques sur les courbes elliptiques. Ces propriétés sont une
grande motivation pour leur généralisation en dimensions supérieures.

Ainsi J.F. Mestre proposa tres tot une méthode généralisant la méthode "AGM" & partir des for-
mules de duplication de Riemann pour les courbes hyperelliptiques ordinaires en caractéristique
2 [75]. F. Vercauteren et J. Denef proserent ensuite une extension de la méthode de Kedlaya
en caractéristique 2 et par suite sur les courbes de classe C,, qui admettent une équation
de la forme y* + Yi=4 £i(x)y 4 fo(x) = 0, ott deg (fo) = b et tel que adeg f; + b; < ab pour
i=1,---,a—1][24, 25]. Apres des améliorations ces algorithmes déterminent le nombre de
points d’une courbe sur un corps fini IF» avec une complexité de O(g°n®). Une comparaison
plus détaillée suit le chapitre 8.

Plus récemment R. Carlz et D. Lubicz décrivirent dans [13] une méthode de reléevement
d’une variété ordinaire basée sur le calcul des invariants arithmétiques des relevés canonique
a partir de systemes de coordonnées fournies par les théta constantes. Cette méthode donne
une complexité quasi-quadratique en n mais trés couteuse en p.

Il existe d’autres avantages du relevement canonique autre que le calcul du polyndéme carac-
téristique. En effet sur les courbes elliptiques I'approche de Satoh consiste au relevement
de la fonction modulaire j-invariants. En genre 2 en plus de pouvoir reléver les j-invariants
modulaires, lorsque 'on sait réléver I'équation d’une courbe, nous pourrions reléver toutes
fonctions modulaires vectorielles & partir des covariants associés et en utilisant les principes
de Koecher [98, § 2.2].

Nous proposons dans nos travaux ci-résumé une généralisation de 1’approche Satoh du
relévement canonique d’une surface abélienne ordinaire. Cette méthode travaille directement
avec les invariants et un systeme d’équations fourni par les polyndmes modulaires en di-
mension 2. Nous proposons aussi des algrithmes de complexité quadratique en 1, pour le
relevement de fonctions modulaires vectorielles et 1’evaluation du polyndme caractéristique
associés a une courbe ordinaire de genre 2.

Ce qui est tres pratique en terme de complexité en n comparer aux autres méthodes p-
adiques basées sur un relevement quelconque (approche de Kedlaya et al.). La méthode de
relevement proposée par R.Carlz et D. Lubicz dans [13] nécessite de prendre une extension
de corps et les fonctions théta ne sont pas rationnelles en général, méme si elle reste pratique
du point de vue asymptotique, le calcul des courbes a partir de relevés de fonctions théta se
complique rapidement en fonction de p. Alors que nos algorithmes calculent le polynéome
caractéristique avec le méme cofit en p que le calcul de la p-torsion de la courbe sur F,.

Lorsque une surface abélienne A n’est pas absolument simple, il est isomorphe a un
produit de deux courbes elliptiques: A = E; X E; et relever A revient a relever les deux
courbes elliptiques. Alors on considéere que A principalement polarisée et absolument simple
sur un corps k. Relever canoniquement A peut signifier différentes choses: relever des
invariants modulaires, des formes modulaires, ou encore la courbe de genre 2 associée. Nous
allons utiliser des polyndmes modulaires en fonction des invariants spécifiques et nous
traitons differemment pour plusieurs raisons qui seront citer plus loin, les cas caractéristiques
paires et impaires.

En effet les espaces modules pour certains invariants absolus comme ceux de Streng cités



ACRONYMS

précédemment ne couvrent pas les caractéristiques 2 ou 3, alors les polynomes modulaires
issus n’ont pas bonne réduction pour ces caractéristiques. Une alternative en caractéristique 2
est d’utiliser les fonctions théta (de niveau 2 et 4 ) comme on peut les définir pour les variétés
abéliennes ordinaires [11, 13, 95]. Alors les polyndmes modulaires en fonctions théta sont
extraites des formules de duplication [74, 75], une généralisation de I’AGM pour calculer le
relevement canonique puis faire du comptage de points [66]. Cependant ces méthodes exigent
de prendre des extensions puisque les fonctions théta ne sont pas modulaires de niveau
I'(2,4) ouT'(4,8), donc elles ne sont pas rationnelles en général. Bien que ceci ne soit pas
nécéssairement un probleme pour les applications en comptage de points (pour un point de
vue asymptotique). Les relevements canoniques de courbes a partir de fonctions théta sont
définis sur des extensions de Z; alors on sera obligé d’appliquer une descente de Galois
délicate tout en controlant la précision p-adique pour retourner sur Z;. En outre I'extension
est facile & manceuvrer seulement lorsqu’on travaille sur les corps finis. Notre méthode
peut étre adapter aux corps de fonctions de caractéristique 2, et dans ce cas nous voudrions
réellement utiliser des invariants modulaire de niveau 1.

Plus précisement notre objectif est de:

e Premierement définir des invariants absolus ayant bonne réduction pour des espaces de
modules non couvert par les invariants connus avant. Et reussir a calculer des polyndmes
modulaires avec de bonnne réduction pour ces invariants.

e Deuxiément étendre 'approche de Satoh au genre 2 c’est-a-dire agir sur les invariants pour
construire les relevements canoniques des surfaces abéliennes ordinaires.

e Et enfin utiliser le relevement canonique pour des applications comme: le calcul du
polyndme caractéristique et les formes modulaires vectorielles sur IF,.

e Nous proposons des méthodes éfficientes pour chaque étape afin de rendre nos algorithmes
plus pratiques.

0.0.4 Résultats

Dans les deux premiers chapitres de ce document nous introduisons des algorithmes de
Newton " bien adaptés " au relevement de la p-torsion des variétés abéliennes principalement
polarisées en général. En dimension 1, I’étape dominante du relevement canonique utilisant la
forme classique du Théoreme de Lubin-Serre-Tate réside dans I'évaluation ®, a la précision N
sur Z, pour un cott de O(p*Nlogq) = O(p*Nn). A la fin du deuxiéme chapitre nous avons
établi un résultat (le théoréme 2.6.2) équivalent au Théoreme de Lubin-Serre-Tate pour le
relevement canonique des courbes elliptiques ordinaires. Et par la suite nous avons le résultat
suivant :

Théoréme 2.6.10: Pour toute courbe elliptique E/IF; on calcule le relevement canonique
E/Z, et la trace du Frobenius a la précision p-adique N en temps O(n.N.p).
En particulier, pour le comptage ott N = O(n), on détermine x avec O(pn?) opérations.

Une courbe de genre 2 en général admet en toute caractéristique, une équation biration-
nellement équivalent a:

XY? 4+ (1+aX +bX?)Y + X*(c+dX +X?) =0
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appelée sa forme normale; et ceci est équivalente a la connaissance du quintuplet d’invariants
arithmetique d’Igusa (]2, J4, Js, Js, J10) avec o] — ]2 —4Jg = 0[51, §3]. En caractéristique 2,
une forme normale de courbe de genre 2 se réduit sur 'une des trois équations :

aX+BX T+y(X-1)7L,  (1,1,1)
Y2y = X3 4 aX + BX1, (3,1)
X° +aX?, (5)

Selon le nombre et degré de ramification des points de Weierstrass [51, §2]. Cette classification
est donnée aussi par le rang de la p-torsion étale sur la Jacobienne. Alors le type (1,1,1)
correspond aux Jacobiennes de courbes ordinaires, le type (3,1) correspond aux Jacobiennes
de p-rang 1, et le type (5) aux Jacobiennes supersingulaires (ou courbes). En outre, J. Igusa
[51, §7] montre que la variété arithmétique M, de 1'espace des courbes de genre 2 est
engendré sur Z par dix invariants (définis en fonctions de J,;’s), notés 7; par Goren-Lauter
[41]. Lorsque char(k) = 2, les invariants arithmétiques absolus a; = J4/ ]%, a = Jg/ ]g et
as = Jio/ ]g définissent sur M, ® k 'ouvert My[]; 1] ® k des courbes birationnellement
équivalent au type (1,1,1). Le triplet (0, J3/]J2, J3,/]2) définit sur ensemble de M>[J; '] ® k
des courbes birationnellement équivalent au type (3,1). Et le type (5) excepté un point
(donné par J, = Js = J¢ = Js = 0) , est contenu dans M[Jg '] ® k est défini & partir du
triplet d’invariants (0,0, J{,/J3). Alors nous utilisons les dix invariants absolus 7;’s pour
démontrer I'un des résultats fondamentaux de cette these:

Théoréme 4.3.2: Les triplets d’invariants (a1, az, a3), (91,02,03), (u1,up, u3) ef (1, 1wy, 3)
induisent un isomorphisme de My[J, ], Ma[J; 1] et My[J. '] vers l'ouvert standard de A3 défini
par as L 0y L us ! vespectivement, sur Z, Z[1/2) et Z. respectivement.

Le dernier systeme d’invariants défini un récouvrement fini de Mo[Jg 1] vers I'ouvert standard
A3[vw3 '] sur Z. En caractéristique 2, ce dernier triplet defini un morphisme radiciel du lieu des
points singuliers (], = Jo = 0) vers AL \ {0} .

Alors a partir des triplets de bonne réduction du théoréme 4.3.2, I'algorithme 6 dans le
chapitre 5 et la section 5.2 (une variante des algorithmes de Dupont et de Milio) nous
permettent de calculer des polyndmes modulaires avec bonne réduction décrivant les
surfaces abéliennes principalement polarisées (2, 2)-isogenes, avec J, non nul modulo 2 et
(3,3)-isogenes, avec J4 non nul modulo 3. Les polyndomes modulaires calculés au-paravant
dans [28, 78] n’avaient pas ces propriétés de bonne réduction en caractéristique 2 (et
caractéristique 3 sur l'espace de Siegel).

Comme dans I’approche originale de Satoh, il existe une propriété généralisant les
conditions de Kronecker sur l'espace de module des variétés abéliennes ordinaires de

0)

dimension g. Nous proposons une preuve génerale sur 1’espace de module fin QI; To(p) dans

le chapitre 6, la section 6.2 et la proposition 6.2.1.

Proposition 6.2.1: Pour tout point géométrique (IT: A/ — AI/Yk, Aa) du lieu nglro (p) des
points ordinaires de ﬂg,ro(p), la fonction vectorielle & satisfait les conditions:

1. g—?{(ﬁ,ﬂ ) s’annule modulo p,

2. 36;(17 ,IT) est inversible modulo p.
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En particulier pour tout point | du sous schéma du module grossier M décrit par le systeme P,
de polyndmes modulaires de niveau p on a:

0X
0P

Sy J5) #0 mod p

(J/5)=0 mod p

Ainsi sur les espaces de module de Siegel (la section 7.1) et de Hilbert (la section 7.4), nous proposons
des extensions de I’algorithme de Harley en dimension 2 pour calculer le relevés des invariants qui
satisfont les conditions de Kronecker par rapport aux polynomes modulaires utilisés.

Comme en genre 1 avec 'algorithme de Satoh, nous travaillons directement sur les invariants
modulaires de niveau 1, avec 1’avantage de rester sur le corps de définition afin d’optimiser
la complexité des calculs. Et différement des autres méthodes p-adiques en genre 2, notre
approche fournit des méthodes de relevement canonique de 1'équation de la courbe.

Des applications: Ces relevements des courbes permettent le calcul de covariants, par suite
des formes modulaires (vectorielles) sur ces courbes, et ceci est utilisé dans le calcul des
polynomes de classe [12]. Nos méthodes de relevement peuvent étre utiliser dans les calculs
de polynéme de classe comme indiqué dans [39], sans passer par les invariants de
Rosenhain ( qui peuvent avoir des valuations négatives).

En dimension 2, le relevé de la p-torsion est donnée par la proposition 7.2.2 (dans la
section 7.1) qui est une extension en dimension 2 du [99, Lemma 3.7.] de Satoh. Ainsi nous
avons les théoremes suivants dans le chapitre 8:

Théoréme:8.2.3 Pour toute courbe hyperelliptique ordinaire C de genre 2 sur [F» dont les
invariants (aj, ap, a3) satisfont les conditions de Kronecker. Notre algorithme (dans le
chapitre 8 et la section 8.2.2) détermine #Jac (C)(IF2:) (ou le polyndme caractéristique du
Frobenius) en O(n?) opérations, a partir du polynéme en fonction des a;, ay et as.

Théoreme: 8.2.5 En caractéristique impaire notre méthode dans le chapitre 8 et la
section 8.2.3 calcule #]Jac (C)(IF;) pour une courbe C de genre 2 vérifiant les conditions de
Kronecker en O(n?).

En utilisant nos méthodes d’évaluation directe du Verschiebung on a:

Théoréeme: 8.2.7 Par la méthode d’évaluation du Verschiebung on calcule le polynome
caractéristique d"une courbe ordinaire de genre 2 en utilisant au plus
O(M(p*)log (p) log (n).n?) opérations binaires.

Ces différents résultats sont résumés en quatre manuscrits:

1. A. Maiga and D. Robert: Computing the 2-adic canonical lift of genus 2 curves.In: Giri, D.,
Raymond Choo, KK., Ponnusamy, S., Meng, W., Akleylek, S., Prasad Maity, S. (eds)
Proceedings of the Seventh International Conference on Mathematics and Computing
. Advances in Intelligent Systems and Computing, vol 1412. Springer, Singapore.
March.2022 https://doi.org/10.1007/978-981-16-6890-6_48

2. A. Maiga and D. Robert: Computing the canonical lift of genus 2 curves in odd charac-
teristic. Dec.2020.http://www.normalesup.org/~robert/pro/publications/articles/
canonical_lift_g2.pdf. Submitted to: Springer Journals Editorial Office The Ramanu-
jan Journal.
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3. A. Maiga and D. Robert: Towards computing canonical lifts of ordinary elliptic curves in
medium characteristic. https://hal.inria.fr/INRIA/hal-03702658v1

4. A. Maiga and D. Robert and D. Sow: Towards computing canonical lifts of ordinary
abelian surfaces in medium characteristic. Preprint

En perpective nous prévoyons des méthodes pour améliorer la complexité en p dans le
calcul de relevé canonique de surfaces abéliennes ordinaires :

e La premiere serait d’étendre aux courbes de genre 2 nos méthodes introduites dans le
troisieme manuscrit et abordées a la fin du chapitre 2. Ces méthodes calculent le relevé
canonique d’une courbe ordinaire de genre 2 sans utiliser respectivement les polyndmes
modulaires et le polynome de division.

e La deuxieme serait d’y associer une évaluation le Verschiebung directement en utilisant
I'approche d’Elkies du calcul d’isogenie qui fournit une meilleure complexité en p, en effet
cela pourrait étre une alternative a ’evaluation de la p-torsion cotite O(M(p*) log(p))
opérations en F,.

0.0.5 Plan de la Thése

Nous organisons le résumé de ces travaux de these: de parties en chapitres et de chapitres
en sections. de la maniére suivante :
e La partie i concerne le chapitre 1 et le chapitre 2. Dans le premier nous rappellons les
constructions de 1'anneau des entiers p-adiques Z; favorables aux calculs de Frobenius
rapides (choix du polynome de Teichmiiller) utilisées trés souvent dans les exemples. Nous
introduisons aussi dans ce chapitre une extension des méthodes de Hensel aux cas ou
ord,(f'(x)) > 0 (pour les cas univariés et multivariés). Le chapitre 2 est un rappel détaillé
des méthodes p-adiques utilisant le rélevement canonique: algorithmes de Satoh [99] et de
Harley [35] dont nous proposons plus loin des extensions en dimension 2. Et aussi une
amélioration considérable de la complexité de ces dites méthodes.
e Dans la partie ii et le chapitre 3, nous abordons les variétés abéliennes principalement
polarisées complexes (comme une généralisation des courbes elliptiques complexes). Une
arithmétique plus pratique (I'usage des fonctions théta ) sur ces variétés est abordé. Nous
étudions ensuite les espaces de module des surfaces abéliennes principalement polarisées
complexes dans le sens de Siegle SL4(Z)\$), et aussi dans le sens de Hilbert SL,(Ok)\$?
avec 'objectif de pouvoir utiliser des variantes des algorithmes d’évaluation de polyndmes
modulaires. Dans la partie ii et le chapitre 4 nous parcourons les structures de M, ® k en
utilisant la Théorie des Invariants Arithmétiques d’Igusa et nous introduisons des invariants
arithmétiques absolus avec bonne réduction sur Z ou sur Z ). A la fin de ce chapitre nous
étudions les différentes contructions de courbes de genre 2 et les conversions entre elles (
en effet, dans les applications certaines formes sont plus avantageuses que d’autres ). Le
dernier chapitre 5 de cette partie concerne le calcul de polyndmes modulaires en fonction
des nouveaux invariants (aj,az,a3) et (ug,up,u3) et quelques détails sur les polynomes
modulaires de Siegel et de Hibert.
e Dans la partie iii, le premier chapitre (6) concerne un bref rappel des résultats fondamentaux
sur la Théorie du Relevement Canonique comme le Théoréme de Serre-Tate [55] et la théorie de
réduction de 1’'espace des schémas de module de Siegel de genre 2 avec une structure de
niveau I'g(p) [15, 90]. En utilisant ces résulats nous proposons une preuve générale des
conditions de Kronecker. Le chapitre 7 concernent respectivement le relevement canonique
sur l'espace de Siegel et sur 1’'espace de Hilbert. Tout le chapitre 8 concerne des applications
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du relevement canonique: du calcul de formes modulaires vectorielles associées aux courbes
de genre 2, au calcul du polyndme caractéristique d'une courbe de genre 2. Et a la fin, nous
faisons une conclusion détaillée sur les résultats et leur impact sur d’autres domaines comme
la cryptographie et nous proposons des perpectives pour des améliorations de complexité
de certains algorithmes.
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EXTENSION NON-RAMIFIEE DU CORPS DES NOMBRES P-ADIQUES

On considere le corps des nombres rationels Q muni de la valuation ord, définie par :

Ordp(O) = o0;
ord,(a) = max{m,a =0 mod p™"} pour tout acZ;
ordp(g) =ordy(a) —ord,(b) pour tout beZ".

Proposition 1.0.1. Alors l'application de | - |, définie sur Q par :

0 si x=0,
d sinon
por pX

est une norme non-Archimedienne sur Q c’est a dire que |x + y|, < max(|x|p,, |y[p).

Démonstration. En effet, ’'homogénité se déduit de la propriété ord,(xy) = ord, x +ord, y .
De plus ord,(x +y) > min(ord, x, ord, y), alors

—ord, (x+y)

[x+ylp=p < max(|x[y, |y[y)

qui implique a la fois I'inégalité triangulaire et que | - |, est non-Archimedienne sur Q . Cette
derniere propriété donne a | - |, une trés grande importance en Analyse. O

En remplagant 1/p par tout p € [0, 1] dans la définition nous obtenons des normes
équivalentes (c’est a dire les mémes suites de Cauchy). Et le Théoréme d’Ostrowski établit
que toute norme nontriviale sur Q est soit équivalente a la norme usuelle | - | ou soit
équivalente a une norme du type | - |, pour un premier p.

L'une des constructions du corps des nombres reéls R a partir de celui des nombres rationels
Q est d’abord de considerer les suites de Cauchy de l'espace métrique (Q, | - |) avec la
rélation d’équivalence : {a;} ~ {b;} si |a; — bj| — 0 quand j — co. Ainsi R est défini comme
I’ensemble des classes d’équivalence des suites de Cauchy sur (Q, | - |). Et on y définit une
addition et une multiplication qui conferent a R une structure de corps.

On considere au début la méme construction que précédemment, avec cette fois-ci la norme
-1y

Soit Q, I'ensemble des classes d’équivalence des suite de Cauchy de (Q, | - |,) par la rélation
d’équivalence ~. Alors nous avons Q C Q, car les suites constantes sont de Cauchy et
représentent chacune une classe d’équivalence et la classe de {0} sera notée 0. La norme | - |,
s’étend aux classes d’équivalence par la définition suivante : Soit a € Qy, |a|, = lim;_,c|a;i|,
pour un représentant {a;} de a . Grace a la propriété que | - |, est non-Archimedienne cette
limite existe pour toute suite de Cauchy.

Par la suite on peut définir I’addition et la multiplication de deux classes d’équivalence a et
b par a+ b et a.b les classes d’équivalence des suites de Cauchy a; + b; et a;.b; ot {a;} et {b;}
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1.1 REPRESENTATION DE TEICHMULLER

sont respectivement des représentants quelconques des classes a et b.

L'inverse d'une classe non nulle a se définit par {1/4;} pour un représentants {a;} dont tous
les termes sont non nuls. Pour cela il est facile de rémarquer qu'une suite de Cauchy {a;}
dont un terme a; = 0 est équivalente a la suite {4;} avec a; = pl. Ainsi les autres propriétés
(—a et a(b + c)) héritent celles des termes et on obtient que Q, est un corps contenant Q.
En considerant une suite de Cauchy {a;} sur Q, oti la suite de Cauchy représentant chaque
classe {a;} est {a;;}. Pour chaque j nous avons |aj; —aji|, < p~/ quand i, i > N;, alors la
classe d’équivalence de {a;y; } est la limite de {a;}. Ainsi (Qy, | - [p) est complet .

Théoréme 1.0.2. Le sous-ensemble de Q, défini par :
Z,={x€Qp/ |x|, <1} = {x € Qyp/ ord,x > 0}

est un anneau local d’idéal maximal pZ, = {x € Q,/ ord,x > 0}, et chaque a € Z, peut s’écrire
de maniére unique {a;} avec : 0 < a; < p' et a; = a; .7 mod p' pouri=1,2,3, ...

Démonstration. Voir [62, chap 3]. O

Les éléments de Z, sont appelés les entiers p-adiques, nous avons Z; = {x € Z,/ |x[, = 1}
et le corps résiduel Z,/pZ, est isomorphe a IF, le corps premier a p éléments.
Nous parlons maintenant d"un résultat tres important sur Z,, qui permet de réduire sous
certaines conditions la résolution d'une équation sur Z, a sa réduite modulo p qui est
beaucoup plus facile.

Théoréme 1.0.3. (Lemme de Hensel). Soient f(x) € Zp[x] et a € Z, tels que f(a) =0 mod p et
f'(a) #0 mod p oir f' est la dérivé de f. Alors il existe un unique  dans Z, tel que :

f(@) =0 e a=a modp
Démonstration. Aller a [62, chap 1, thm 3]. O

Alors nous avons pour toute erreur r telle que : @ —a = p*r, r est solution sur F, de
I’équation:
f(a)+p'r.f'(a) =0 mod p**

c’est-a-dire encore que

f(a)

f'(a)

1

Alors sur une boule de centre a et de rayon p¥, les deux fonctions f et Fla)’ f coincident et
la méme erreur r corrige a pour les deux fonctions. Il existe encore d’autres approximations
de la fonction f sur la méme boule. Nous allons voir dans la section 1.2 que certaines de ces
approximations permettent d’élargir 1’hypothese de Hensel.

+p7.1=0 mod p*

1.1 REPRESENTATION DE TEICHMULLER

Pour ce qui suit nous nous intéressons aux extensions algébriques du corps des nombres
p-adiques c’est a dire des corps K dont tout élément a est solution d"un polynéme sur Q,.

Lorsque K est de dimension finie sur Q, alors l'extension K/Q, est séparable (car
char(Qp) = 0) et K = Qp(a). Ainsi K est isomorphe & Q,[X]/M(X) ott M est un polyndme
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1.1 REPRESENTATION DE TEICHMULLER

irréductible sur Q, avec M(a) = 0 et deg(M) = [K : Q). Alors on peut définir Ny q, () :=

a1y - - &y, ot les a; sont les conjugués de « = a1 sur Q,,.

Dans ce cas il existe une seule norme sur K définie par |a|k := [Nk/q, () ;/ deg(M)
réduisant sur la norme |- |, de Q,. Nous noterons | - g aussi par |- |, et ord,(a) :=
—log, (Jal,).

Soient R = {x € K/ |x[, < 1} I'anneau des entiers de K et M son idéal maximal, alors
nous avons le diagramme suivant :

»

e

Z, Y R
mod p mod p
I, R/ M

Ou mod p est la projection naturelle Z,, sur |F,
¥ est I'inclusion naturelle de Z, dans R.

Proposition 1.1.1. Soient e = ord,((p)) et n = [R/M : Fp] alors [K:Q,] =en.
Démonstration. Aller a [62, chap 3]. O

e est appelé 'indice de ramification de K et n le degré de ramification de K.
Lorsque e = 1, I'extension K/Q), est dite non-ramifiée de degré n et est notée Q,, son anneau
de valuation Z,; pour g = p".

Proposition 1.1.2. Q, est une extension Galoisienne de Q,, unique a isomorphisme pres et
Gal(Q,/Qy) est un groupe cyclique engendré par ¥ se réduisant sur I'automorphism de Frobe-
nius o : x — xP.

Démonstration. Aller a [62, chap 3] et [17] O

L'union de toutes les extensions non-ramifiées finies de Q, est appelée I'Extension Non-
Ramifiée Maximale de Q. Elle sera notée par qur et son anneau des entiers par Zz’ dont
l'idéal maximal est pZj' tel que :

zZ) ={xeQ,)"/|xl, <1} et pZy :={xe€Qy/|x|p <1}

Chaque élément x de [F, admet un unique "représentant de Teichmiiller" X € Z} lequel est une

racine de l'unité et son image ¥ mod p = x dans Z;"/pZj" ~ F,.

Anneau de Vecteurs de Witt

Soit k un corps de caractéristique p > 0 on definit I’anneau W11 (k) de vecteurs de Witt
comme l'ensemble des éléments (ag, - - - ,&,) € k"*! muni des opérations +, - définies de
maniere suivante:

(xOI"' /xn)+(y01"' /yn) = (50/"' /Sn)
(x0,- -, xn) - (Yo, -+ ,yn) = (mg, - -+, my)

tel que pour touti = 0,---,n on a s;, m; sont des polyndmes de Z[xg, -, Xn, Yo, - , Yn)
définis par les propriétés suivantes:
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1.2 RELEVEMENT DES SOLUTIONS D'UN SYSTEME DE DIMENSION ZERO

1. so = Xp + Yo, et mg = XxgYyo,
i i—1 .
2. On définit ¢(zo,- -+ ,z;) =z +pz] +--+pzipouri=1---,n.

3. Pouri=1,---,n,les s; et m; sont donnés par :
$i(s0, -~ - ,8i) = pi(x0,- -+, x;) +Pi(yo, -, Vi),

¢i(mo, -+ ,m;) = ¢i(x0, -+, %) + ¢i(yo, - -+, Yi)-

Alors nous avons les propriétés suivantes:
e L'idéal pW,11(k) de 'anneau W,, 11 (k) est nilpotent de degré n tel que :

W (k) / pWos (k) =~ k

e Lorsque corps k est une extension finie de Z/pZ, alors I'anneau défini par
Wk) = lim Wy (k)

est une extension finie de Z, isomorphe a Zj" .

Ainsi Z} est appelé "anneau des vecteurs de Witt" ou encore le "Lift de F, en caractéristique
zéro".
Les méthodes de relevement canoniques de courbes elliptiques ordinaires avec le polynome
modulaire s’appuient sur l'unicité du lift de I'isogénie Frobenius (qui ne se ramifie pas sur
Z,) . Pour cela ces méthodes utilisent des représentations de Q; dans lesquels 1’automor-
phisme Frobenius X se calcule le plus simplement possible. Ce choix permet aussi un calcul
de norme Ng,/q, trés rapide .
Soient g = p" et IF, donné par IF,[X]/m(X) avec m(X) un polyndme irréductible unitaire sur
IF,. Une maniére naturelle de choisir le relevé M(X) de m(X) est de prendre : M € Z,[X]
avec M(X)|X7 — X et M(X) = m(X) mod p. Cela preserve la structure Galoisienne aussi
simple que possible et nous prendrons M(X) comme relevé de Teichmuller de m(X).

Alors on pourra travailler a la précision k en effectuant les opérations dans (Z/p*Z)[X]/ M(X).

Et dans ces conditions la complexité d’une opération élémentaire sur (Z/p*Z)[X]/M(X)
requiert par exemple O(nklogp) avec la méthode de Kronecker-Schonhage [35].

1.2 RELEVEMENT DES SOLUTIONS D'UN SYSTEME DE DIMENSION ZERO

Dans ce qui suit, nous exposons des résultats répris dans le deuxieme article (Introduction:
la section 0.0.4), sur des extensions aux conditions de Hensel. Ces résultats fournissent des
algorithmes de relevement des éléments de IF; en lesquels la Jacobienne du systeme n’est
pas inversible modulo p avec un controle fin des pertes de précision.

1.2.1  Relevement des Solutions d’un Polynome Univarié

Lorsque f est un polyndme sur Z, et x € IF, tel que ord,(f'(x)) = 0 alors le Lemme de
Hensel donne a la fois I'existence et l'unicité du relevé ¥ de x sur Z,;. Cependant comme nous
allons le voir dans les chapitres 2 et 7.1 nous rencontrons des situations ot ord, (f'(x)) > 0.
Par exemple lorsque p >3 et E:y> = x>+ Ax + Bon a ker(X) = E[p] N E(Zg‘r) ol Zj" est

17



1.2 RELEVEMENT DES SOLUTIONS D'UN SYSTEME DE DIMENSION ZERO

I'anneau de valuation de I'extension non-ramifiée Q;"" de Q, [99, Theorem 3.1]. Et pour tout
P e E(Zy") — {0} le [99, Lemma 3.7.] établit que :

Y,

ordp (T;(Xp)) =1 ou ‘I’; = oz

Bien que l'unicité du relevé soit établie par le relévement canonique, cependant I’algorithme
standard de Hensel n’est pas pratique pour calculer le rélévé de xp a partir de IF, car la
valuation de la dérivée en xp fait perdre de la précision dans les calculs. Cependant, comme
¥,(x) = H(x)? mod p, nous avons ord, ¥, (xp) > 2 pour tout P € E[p] alors les méthodes
détaillées ci-dessous permettent de calculer sans pertes de précisions le relevé x5 de xp.
Pour ce qui suit on pose: f<"> = nl.f") pour tout f = ¥ a;.X* € Z,[a;, X].

Lemme 1.2.1. Soient p un nombre premier, f un polynome sur € Z, et x € Z, tels que ord, f(x) =
k et ord, f'(x) = e avec e < k. Alors pour toute solution r de I'équation

f(x) +f<1>(JC)p(k—e)T—|— . +f<i—1>(x)p(i—l)(k—z)ri—1 =0 mod pi(k—e) (1.1)

oit i=/[(k+1)/(k—e)]

(k=¢)y est une solution de f a la précision p'*—¢),

xX+p
Démonstration. On suppose que ord, f(x) = k et ord, f'(x) = e avec e < k. Le dévéloppe-
ment de Taylor de f est donné par:

fletB) = f(x) + f(x).8+ f7(x) - A2+ f2 ()47 + AT Q(x)

ot Q(x) est dans Z,.

On pose ord,(A) = m, nous voulons déterminer 1’erreur r a la précision au moins p et il
est avantageux de résoudre avec le degré le plus grand possible en r. Nécéssairement f(x)
et f/(x).A doivent étre a la méme précision, alors m = k — e. Par conséquent nous pouvons
résoudre I’équation (en fonction de r) a la précision p'*=¢) telle que: i(k —e) > k +1; par
exemple pouri = [(k+1)/(k—e)].

f(x) +f<l><x>p(k7e)r+ . +f<ifl><x>p(ifl)(k7e)ri71 =0 mod pi(kfe)
0

e Dans le cas ou k > 2¢ c’est-a-dire encore 2(k —e) > k, I'équation (1.1) détermine une
unique solution modulo p2*~¢) (avec i = 1) qui converge vers un unique relevé sans pertes de
précision sur x. Ainsi pour toute solution x modulo p, la condition ord, f(x) > 2ord, f'(x)
assure l'existence et 'unicité a la fois a partir de la précision p?*=¢) du relevé sur Z,. En plus

f'let p9r) = (@) + £ @)pEr -
+f<i> (x)pi(kfe)ri + p(i+1)(kfe)(. . )

ce qui implique ord, f'(x + p*~¢)r) = ¢ car e <k —e.
e Lorsque k < 2¢ la résolution de 1'équation (1.1) dépend des valuations des f</>(x)

pour 2 < j <i(k —e). Alors I'équation (1.1) pourrait avoir une solution sur une extension Z,
ou ne pas avoir de solutions du tout. Par exemple:
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1.2 RELEVEMENT DES SOLUTIONS D'UN SYSTEME DE DIMENSION ZERO

— S'il existe seulement un j € {2, i(k —e)} tel que ord, p/k=¢) f</>(x) est inférieure a k
alors r n’existe pas. Dans ce cas x n’admet pas de relevés sur Z..

— Si ord, p/k=¢) <> (x) est supérieure ou égal a i(k — e) pour tout j € {2, i(k—e)}, alors
dans ce cas chaque solution de I'équation définit un relevé de x sur Z..

Exemple 1.2.2. Soit p un nombre premier impair et E une courbe elliptique sur IF;, nous
rappellons que pour P(xo,yo) € E[p], ord, ¥p(x0) > 1, ord, ¥},(x0) = 1, et nous avons aussi
ord, ¥”,(x0) > 1 car ¥, = h’ mod p.

Alors nous avons ord, ¥p(xp) > 2.ord,(¥)(x)) et en utilisant le lemme 1.2.1 on peut
déterminer 'unique rélévé de xo sur Z,.

Par exemple lorsque ord, ¥,(xp) =2, nous avons k = 2 et ¢ = 1 alors dans le lemme 1.2.1,
I’équation (1.1) devient:

Yy (x0) +‘I’;(xo).p.r =0 mod p®> comme ord, ¥”,(x0) > 1.

Ce qui correspond a un seul relevé modulo p°.
Pour k > 3, alors on est dans le cas 2(k —e) > k et on peut résoudre 'équation du lemme
1.2.1 modulo p?*~¢) comme dans le cas de l’algorithme de Newton standard.

‘FP(X) + \F;(x).p(ka)‘r =0 mod pZ(kfe)‘

Nous rappelons que T. Satoh a introduit dans [99, Lemme 2.1] une variante de 1’algorithme
de Hensel qui calcule le rélévé du polynome h définissant le noyau du Verschiebung sur Z,.
En petites caractéristiques, et avec n assez grand, la méthode précédente (le lemme 1.2.1)
devient plus rapide puisque Satoh utilise a chaque étape 1’algorithme d’Euclide étendu pour
calculer I'erreur r.

Lorsque nous sommes dans le cas ord, f(x) < e on peut appliquer la méthode suivante
pour obtenir une précision suffisante correspondant au lemme 1.2.1. La stratégie est simple
mais elle n’assure aucune convergence pour une solution, le but est d’atteindre la condition
de convergence précédente (décrite dans le lemme 1.2.1). Pour déterminer 1’erreur r nous
pouvons continuer le calcul jusqu'a f </~ (x) telle que ord, (f /> (x)p/*) = ord, f(x) eta € IN.
Nous supposons qu'une racine ¥ € Z; de f existe et que nous connaissons x = ¥ mod p.

Lemme 1.2.3. Lorsque ord, f(x) = k et ord, f'(x) = e tels que 1 < k < e. Soit j le plus petit
entier non nul (s'il existe) tel que ord,(f</> (x)) +j < k. Alors pour toute solution r de I'équation:

F) + f (@) phr 4 4 fI7(2)p =0 mod pUtHe (1.2)
o no K ordp(jf<f>(x))J;

X + p“r est une solution de f  la précision pU+1,
De plus si ordp(f<j>(x)) < « alors Ordpf’(x—i—p"‘r) < (]'—i—l)zx (condition d’application du
lemme 1.2.1).

On peut évidemment remarquer qu’un tel j est inférieur ou égal a (deg f + 1).
La situation ord,(f</>(x)p/*) < k dans le lemme 1.2.3 se produit surtout quand a ce stade
x n’est pas a une bonne précision en tant que approximation d’un possible relevé . Et a
cette précision, f a de nombreuses racines mais elles ne sont pas toutes des réductions du
rélévé inconnu *.
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1.2 RELEVEMENT DES SOLUTIONS D'UN SYSTEME DE DIMENSION ZERO

Démonstration. Dans le dévéloppement de Taylor de I’équation (1.2), nous avons assez de
précision pour diviser par ord,(f</~(x)p/*) et nous obtenons modulo p* une équation:

a]-rj+---a1r+a0:O avec a; € Z,.

les possibles solutions modulo p* de cette derniere équation, sont les erreurs pour les
précisions suivantes. On peut les calculer en utilisant les bases de Greebner.
Pour une racine r de 1'équation précédente, nous avons:

f(x4p*r) =0 mod plithe,
De plus si ord,(f</>(x)) < «, alors la rélation:
flatptr) = @)+ F27 () ptr oo f7 (). pU 05 pi ()

implique que: ‘
ord, f'(x + p*r) = ord(f <7 (x)) + (j — 1)
car seule ord,(pf~/>(x)) <k alors f'(x+p*r) < (j+ 1)

Interprétation:

Nous voulons expliquer d’autre part le lien entre les méthodes précédentes et 1’algorithme
standard de Hensel (qui est utilisé habituellement lorsque ord,, f'(x) = 0).
Dans les deux situations étudiées précédemment (le lemme 1.2.1 et le lemme 1.2.3) le calcul
de l'erreur marche comme dans le cas de la méthode standard de Hensel, sur une fonction
équivalente a f dans un voisinage de 1’approximation x.
Par conséquent, dans le cas o1 un relevé de X existe (comme dans le cas du noyau du
Verschiebung pour le relevement canonique) il est possible d’extraire une approximation de
la fonction f qui satisfait les conditions standard de Hensel. Par exemple:

— Dans le cas ot ord, f(x) > 2-ord, f'(x) la fonction locale définie dans un voisinage
de x (la boule de centre x et rayon p*—¢) est donnée par: ¢ = p~¢f ainsi nous avons
la condition de Hensel standard: ord, g(x) =k —e et ord, g'(x) =0.

— Pour le lemme 1.2.3 la situation est un peu plus complexe puisqu’il est possible d’avoir
plus d’une solutions a partir de 1'équation de l'erreur (I’équation (1.2)) et chaque
solution définit une approximation de la fonction f dans une boule de centre x et de
rayon p*. L'objectif principal étant d’atteindre les conditions d’application du lemme
1.2.1, alors 'erreur correspondante peut étre calculée en utilisant les fonctions d’ap-
proximation de f définies par:

Pour simplifier nous allons supposer ord, f</>(x) = 0, alors la condition ord,, f</~(x) +
ja = k détermine « sachant que celui-ci est nécéssairement > 1.

g=p (bof F b fT 4+ b];1f<j_1>> avec ord,b;_1 =0.

Par suite la fonction déduite g satisfait la condition: ord, ¢'(x) = 0 (en utilisant la
définition de j et le fait que ord, f</~(x) = 0). En particulier les évaluations en x de
ces fonctions d’approximation sont données par une factorisation en facteurs premiers
sur Z,; (en fonction de ) de I'équation "2.5" a la précision p* (la condition de Newton).
Par suite pour chaque " branche de Taylor " (définie par une solution r de 1’équation
"2.5" ) Iétape suivante converge vers un unique rélévé sur Z, de x.
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1.2 RELEVEMENT DES SOLUTIONS D'UN SYSTEME DE DIMENSION ZERO

Nombre de relevés a partir d'une racine sur [F,:
q

En résumé, a partir des lemmes 1.2.1 et 1.2.3 nous pouvons déduire que: pour f € Z,[X]
et x une approximation d’une racine de f sur Z, telle que ord, f(x) = k et ord, f'(x) =e.

— Si k > 2¢ alors seulement une racine de f sur Z, se réduit sur x modulo pF.

— Autrement le nombre des racines de f sur Z, se réduisant modulo p* sur x peut étre
plus d"une racine.

Les méthodes détaillées précédemment permettent sous certaines conditions de calculer
le rélévé canonique d'une racine d’un polyndéme dans Z,[X] sans perte de précision. Dans
I'exemple 1.2.2 on explique le calcule d"un point de torsion p d’un rélévé canonique d"une
courbe elliptique ordinaire. Ensuite, nous voulons généraliser ces méthodes au cas d'un
systeme polynomial multivarié de dimension zéro dans 'objectif de pouvoir calculer le
rélévé de la p-torsion sur une variété abélienne ordinaire.

1.2.2  Relevement de Solutions dans un Systéme Polynomial multivarié

Lorsque F est une fonction vectorielle multivariée associée a un systéme polynomial de
dimension zéro défini par: F(x1,- -, xx) = 0 sur Z, et on note par DF la matrice Jacobienne
du systeme.

Nous supposons que X une racine de F sur Z, existe et que nous connaissons une approxi-
mation X (a précision inconnue) telle que ord, F(X) =k, ord,det(DF(X)) =¢ et X =X
mod p. Générallement les composantes de X peuvent étre a des précisions différentes (
comparées aux composantes de X ). Par conséquent, nous devons d’abord connaitre la
précision de chaque composante de X. Et en séparant les erreurs dans les composantes, nous
pourrions utiliser la méthode (le lemme 1.2.1 ou le lemme 1.2.3) correspondant a chaque
"erreur-équation”.

Soit S la Forme Normale de Smith (SNF) sur Z; de la matrice Jacobienne DF(X) de F
en X telle que DF(X) = M-S-N avec M et N inversibles sur Z,. Alors nous avons
DG(X)=M"'-DF(X)-N!'=SetG(X) =M1 F(XN~!) avec DG(X) sous la forme

DG(X) = diag(p™, p2,..,p™) ou e=e;+ - - +ey.

Proposition 1.2.4. Lorsque I'on suppose que chaque composante X; de X est i la précision pi. Alors
on peut déterminer avec les mémes complexités que I'algorithme de Hensel standard les approximations
des possibles X a la précision N > k; en utilisant:

— la méthode proposée dans le lemme 1.2.1 si chaque k; > e;;

— sinon en utilisant celle proposée dans le lemme 1.2.3.

Démonstration. L'information sur les valuations données par le calcul de SNF est nécéssaire
a defaut d'un résultat connu (comme dans les sections 7.1 et 7.2 et la proposition 7.2.2) sur la
matrice Jacobienne.

Comme le changement de bases n’affectent pas les erreurs que nous voulons déterminer,
on part directement du systeme sous la forme G définie comme précédemment. Ainsi
l'algorithme de Newton en fonction X fonctionnera de facon similaire au cas univarié (des
lemmes précédents). Lorsque nous avons ord, G;(X;) = k; avec k; > ¢; pour tout i, alors
les possibles rélévés sur Z,; de X (a la précision N > max(k;)) peuvent étre déterminer en
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1.2 RELEVEMENT DES SOLUTIONS D'UN SYSTEME DE DIMENSION ZERO

utilisant sur G la méthode proposée dans le lemme 1.2.1.

Dans le cas contraire, certaines équations ont besoin d’informations supplémentaires, alors
globalement on calcule les autres dérivées succéssives comme suggérer dans le lemme 1.2.3.
Ainsi on détermine les approximations de relevés correspondant au lemme 1.2.1 pour les
étapes suivantes.

A partir des équations données par le dévéloppement de Taylor de F en (X + Rp¥), un calcul
de bases de Greebner lexicographique modulo pY permet de déterminer l’erreur R pour
I'étape suivante. O

Il est nécéssaire a chaque étape d’évaluer a la bonne précision sur sa chaque composante
afin d’éviter des pertes de précision.

1.2.3  Amélioration par Evaluation Directe du Syteme

Cependant lorsque que l'on travaille sur certaines charactéristiques p un peu plus grand:
En une précision k, évaluer directement un systeme en des valeurs est de complexités plus légeres que
de déterminer le systeme global.

On considére un systeme polynomial a plusieurs variables S défini sur Z, par une rélation:

R(F, X)

ou F est une fonction qu’on peut évaluer rapidement a une précision k en une valeur X.
Lorsque un élément P satisfait sur Z, la rélation R(F, X); cela signifie que I'évaluation de F
en P s’annulle: F(P) = 0. Alors la méthode de Newton suivante permet de calculer le relevé
de P modulo p a une précision N en remplacant les calculs de dérivées par des évaluations
directes de F.

Supposons que nous connaissons P a précision k et nous sommes dans le cas d'un Newton
ol intervient seulement la Jacobienne | (exemple le lemme 1.2.1: lorsque on a k > 2e out
e = ord, J(P) ) alors on peut déterminer P a la précision 2k —e, en évaluant F en r
déformations spécifiques et distinctes P + R;.pF avec i € {1,2,---r} ol r est le nombres de
composantes de la variable X. A partir du développement de Taylor de F on a :

1
J(P)Ri = [p(p +RpF) — F(p)] mod p*
En posant R; égal au i-iéme vecteur colonne de la base canonique de R”. Alors modulo p¥, la
i-ieme colonne de la matrice Jacobienne | en P est donnée par :

F(P + R;.p*) — F(P)
pk

Dans les cas ot 'on a besoin de la Héssienne en plus de la Jacobienne pour réaliser
un algorithme de Newton (comme c’est détaillé dans les exemples k < 2e, dans les sous-
sections plus haut) nous pouvons prendre d’autres déformations pour déterminer la matrice
Héssienne. Ainsi procéder comme dans ’exemple suivant : On suppose que F(X,Y) =0 est
un systéme d’équation a deux variables et P une solution de ce systéme a précision k que
’on veut relever par une évaluation éfficace de F en P. On pose R; = (1,0), R, = (0,1)
et Rs = (1,1), alors P, = P+ Ryp¥, P, = P+ Ryp*, P3 = P — RypF, P, = P — RopF et
Ps = P+ Rsp~.

G =

]X:F(Pl)Z;ﬂ‘F(P?’) et Jy =

F(P,) — F(Py)
2pk
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1.3 CALCUL DE NORME SUR UNE EXTENSION NON-RAMIFIEE DE Qp

L
p p
How — F(Ps) — F(P) — Jx — Jy — Hx — Hy
Xy =

p2k

Alors Hy est la premiere colonne de la matrice Héssienne H(P, P) modulo p* (représentant
les coefficients en 0X?), Hyy est sa seconde colonne (en 0X0Y) et Hy est sa troisieme
colonne (en 9Y?).

En dimension supérieure notre méthode semble plus pratique qu'une possible généralisa-
tion de la méthode de Satoh, pour calculer le rélévé de la p-torsion d'une variété abélienne
ordinaire. En effet a partir de la dimension 2, le polyndme de division présente une taille et
structure un peu plus complexes nécéssitant des opérations trés cotiteuses.

1.3 CALCUL DE NORME SUR UNE EXTENSION NON-RAMIFIEE DE Qp

Dans cette partie nous faisons un bref rappel sur deux des algorithmes de calcul rapide
de norme Nq,/q,- Ces algorithmes présentent de grands interéts dans la mésure ou elles
remplacent 1’évaluation par tous les conjugués succéssifs ' du Frobenius X dans le calcul
des valeurs propres de I'endomorphisme Frobenius x — x1.

Par définition nous avons :

n—1
Ng,/q,(x) = I}Zi(x)

1.3.1 M¢éthode Analytique

Satoh, Skjernaa et Taguchi ont proposé dans [100] un algorithme de calcul Ng,/q, (x) basé
sur une méthode analytique.
On considere ord,(x —1) > 1/(p — 1), alors :

Nq,/q,(x) = exp (Trq,/q, log(x))

Dans le cas ot1 'on a pas ord,(x —1) > 1/(p —1). Soit & € Z, le relevé de Teichmiiller de
nt(x) € By, alorsona: ordy(x~'x — 1) > 1/(p—1) pour p > 3. Pour p = 2 on peut prendre
le carré de x 'x mod 2N*!. Eton a:

Ng,/q, (%) = Ng,/q,(¥)Ng,/q, (¥ 'x)

Par suite on considere que x vérifie ord,(x — 1) > 1/(p — 1), les méthodes suivantes rendent
performents les calculs de log(x) et exp(x) sur Z,.

Si 'on pose x = Y~ a;X', cela implique : Trq,/q,(x) = Yl Trg, /Qp(Xi).

Trq,/q, (X') sont des valeurs précalculées en utilisant la méthode dite de Newton :

Trg,/q,(X) = —M,_1(modp"),
Trg,/q,(X?) = — Trq,/q, (X)My-1 — 2My—2(modp),

Trq, /o, (X') = — ) Trg,/q, (X'/) My—j — iM,_i(modp™)
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1.3 CALCUL DE NORME SUR UNE EXTENSION NON-RAMIFIEE DE Qp

avec M =YY" M;X' et pour une précision N fixée.
Soit x € Z; le logarithme et ’exponentielle p-adique de x sont définis par :

log(x) = f:(—l)k’1 (x _kl)k et exp(x) = i;ﬁf
k=1 k=1""

log converge pour ord,(x — 1) > 0 et exp converge for ord,(x) > 1/(p —1).
Pour x € Z, avec ord,(x — 1) > 1 il est prouvé que ordp(xpk —1) > kpourk € Net:

N+k)

log(x) = p~* (log(xpk) mod p mod pV

Ainsi log(apk) mod pN** se calcule plus facilement dans Z,/pN *Z,.
Pour le cas de exp(x) on part d"une majoration de la valuation ord, (i!) donnée par : ord, (i!) <
(i—1)/(p —1). Cela implique

_ X' (p—1)N-1
exp(x) = ~ mod pN et =
) 1<zZ'<:5 i § p (p—1ordp(x) — 1

1.3.2 Meéthode du Résultant

Dans une autre approche de calcul rapide de la norme, Harley a proposé [45] un al-
gorithme qui est asymptotiquement parmi les meilleurs. Sa méthode utilise un calcul de
résultant, elle-méme calculée avec une variante de 1’algorithme de calcul rapide du pged de
Mecenck [83].

Lorsque x = Y/ 'a;X' € Z, alors on définit le polyndome A(X) = Y a; X' € Z,[X].
Alors nous aurons :

n—1
No,/q, (1) = TT 4 (E(6)) = Res (M(X), 4())

ou & € Z,; est une racine de M.

1.3.3 Base Normale Gaussienne

Nous avons précédement résumé quelques méthodes rapides de calcul de norme sur Z,;
dans le cas ot le polynome irréductible était de Teichmuller. Cependant lorsque le corps IF» ad-
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met une base normale Gaussienne c’est-a dire une base de la forme {Aa/ A parcourant Gal (F,;/F,)}

pour un « € IF; donné par:
t—
=) v
i=0

[ay

i

ol T est une racine t-iéme primitive de 1'unité dans un corps Z/ (Nt +1)Z avec (Nt+1) # p
et v une racine (Nt + 1)-iéme primitive de 1'unité sur une extension de F,.

o est appelé période gaussienne de (N, t). Et engendre une base normale pour [F x /F; si et
seulement si (Nt/e, N) =1 avec e 'ordre de 4 modulo (Nt +1).

Par exemple il existe 26 valeurs pour un nombre premier N entre 160 et 600 ayant une base
normale Gaussienne de type 2 ou 4 sur l'extension IF,n /IF, [60].



1.3 CALCUL DE NORME SUR UNE EXTENSION NON-RAMIFIEE DE Qp

Comme tout relevement d"une base de IF;/IF, est une base de Q;/Q),, par suite nous allons
considérer le méme générateur & pour la base normale de l'extension Q,(«x)/Q,. Ainsi pour
¥ désignant le Frobenius de Gal (Qg(x)/Q,) on a X(7y) = 47 car YN+ = 1 et g =1
mod Nt + 1.

Exemple 1.3.1. On part de F, comme de corps base avec t =1 et ¥ = a € Qv un élément
normal; 77(a) est un élément normal générateur de la base normale Gaussienne sur F,,.

B = {uc,a(a),--- ,(TN’l(tx)} = {uc,zxZ,--- ,sz}

Pour la multiplication dans Z,x := Z,[X]/m(X) ot m(X) € Z,[X] est le polyndme minimal
de «, la méthode introduite par H.Y.Kim et autre dans [60] consiste a transporter ZpN vers
'anneau Z,[X]/(XN*! — 1) via I'application:

N-1 ‘ N-1 )
Y aiX— Y a4 X +0xN.
=0 =0

Alors pour tous A, B € Z,[X]/F(X) € Z,[X]/F(X):
A-B= (A B mod XNt — 1) mod F(X)

Alors pour tout A(X) = ag+mX + - - +ayXN € Z,[X]/(XN*t! — 1), le Frobenius de A(a)
est donné:
N N } N .
S| Y et ) =) aa =ag+) a0/ avec j/pe(Z/(N+1)Z)".
i=0 i=0

j=1

et pour tout k € Z
N N ‘
Y 4 :ao—f—Zaj/pkzx], avec j/p* € (Z/(N+1)Z)*.
i=0 j=1

Ainsi le calcul de Z¥(A) se fait par simple permutation sur (Z/(N +1)Z)".

Par suite on en déduit un calcul de norme rapide sur QpN /Qp modulo pM .Soit N =Y, n;2!
la décomposition binaire de N.

On pose:

[no,n1,...,njl = ¥i_yni2', M; = (0*217
alors

1

Mi,1> Mi,1 et Mo =A

No /g, (A) =A(A%)... A (AUN*)
=M,_, ﬁ (O.N—[no,nl,.,,,nibMi> n;
i=0

En général lorsque le corps de base admet une base normale Gausienne de type t H.Y.Kim
et autres introduisirent un algorithme du type "diviser pour regner" permettant de calculer
NQpN /Q,(A) & partir de la formule précédente et a une précision m avec une complexité en

temps de O(log(n)(mn)*) et de O(nm) en espace.

25



RELEVEMENT CANONIQUE DE COURBES ELLIPTIQUES
ORDINAIRES

2.1 COURBES ELLIPTIQUES

Au debut de ce chapitre, nous rappellons quelques résultats sur les courbes elliptiques

définies sur un corps quelconque k et ensuite les résultats sur celles définies sur C en
utilisant les reférences suivants: [65, 78, 82, 105, 106]. Aprés nous détaillons les différentes
améliorations de la méthode de Satoh pour le calcul du polyndme caractéristique.
La derniere partie du chapitre concerne nos nouveaux résultats portant sur les algorithmes
(la section 2.6.3) de calcul du polyndme caractéristique en une complexité au plus linéaire en
p. Ces algorithmes constituent une amélioration considérable de la complexité en p dans la
méthode de Satoh.

Une courbe elliptique sur un corps k est une courbe projective lisse de genre 1 sur k avec
un point donné O sur k.
A partir du théoréme de Riemann-Roch on montre qu’il existe des fonctions x, y dans le corps
de fonctions k(E) de E, appelées fonctions de coordonnées de Weierstrass n’ayant pas de
poles en dehors de O et telles que:

ordo(x) = =2, ordo(y) = —3 et y—(O) =1

Les points de la courbe elliptique sont alors solutions d"une équation homogene de IP?(k):
Y2Z + a1 XYZ 4+ a3YZ? = X3+ ap X2 Z + a,X7Z% + a6 2%, a; € k
Ainsi les coordonnées affines x et i sont liées par I'equation affine :
E: y2+a1xy+a3y =3+ apx?® +aax +ag, a; €k
Avec x = X/Z ety =Y /Z et le discriminant

A= —b%bg — 8b2 — 27b% +9bybsbg  non nul.

by = af +4ay, by = ayaz +2ay, be = a3 + 4ag,
be — 2ar — 4 2 2
§ = A10¢ — 110304 + 4a20¢ + aApa3 — ay.

Alors on appelle j-invariant de la courbe elliptique E:

J(E) = (b3 —24b4)°/ A

Exemple 2.1.1. Pour une courbe elliptique E définie sur k, a partir de changement de
variables linéaires sur x et y I’equation de E se réduit comme suite:
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2.1 COURBES ELLIPTIQUES

— Lorsque char(k) =2, et E:y*> + xy = x>+ a alors A = —a —432a% et j(E) = ——

A 7
— Lorsque char(k) =3, et E: y?> = x> + ax? + b alors j(E) = 256
’ 4a3b + 27b%’
— Lorsque char(k) #,2,3, et E : y*> = x> +ax + b alors A = —16(4a> + 27b?) et j(E) =
342(a®)
-

D’autre part une courbe elliptique peut étre munie d’une structure de groupe abélien dont
I'élément neutre est O. Comme toute courbe elliptique est définie par une cubique, par le
théoréme de Bézout, une droite de IP?(k) intersecte la courbe en exactement 3 points ( en
comptant avec multiplicités). La loi de groupe est une conséquence de la colinéarité entre ces
trois points: leur somme est nulle. Alors la somme de 2 points est le symétrique du troisieme
par l'involution hyperelliptique. Et tout ceci s’interprete algébriquement par les coordonnées
de ces points.

Par exemple lorsque 1’on considere que la caractéristique du corps k est différente de 2 ou 3
et y> = x° + ax + b une équation de la courbe elliptique E. Soit P; = (x1,y1) et P, = (x2,2)
deux points de E — {O}, alors: Si x; = xp et y; = —y, alors P; + P> = O, sinon

yz _ yl si P1 #Pz 2
X2 — X1 3= A"—x1—2x,
on pose A= 32 4+ alors
1 . - _ _
sinon Y3 Axs Y1+ Axy.
Zyl

et P+ P, = P;.

Points de n-Torsion et Polynémes de n-Division

Soit E/k une courbe elliptique, pour un point P sur E on note par [m|P = P+ ...+ P
(m-facteurs) pour tout m € Z. Alors le sous-groupe E[m] = {P € E(k)/mP = O} de E est
appelé le sous-groupe de m-torsion.

— Lorsque char(k) = p et E[p"] = O pour un r € N+, la courbe elliptique E/k est dite

supersinguliere, et dans ce cas j(E) € F.

— Et une courbe elliptique non-supersinguliére est appelée ordinaire.

Lorsque char(k) # 2,3 et ne divide pas m > 3 alorsona: E : y2 = x3 4+ Ax + B ainsi,

Pm(x) wm(x,y)
) = (B4,
B )
O P = XY, — Y1 et O = (Prs2t 1~ Pu-2P541)/ (4Y)-
Py, est appelé polyndme de n-torsion (ou polyndme de n-division) et est associé a ’équation
de la courbe. Un point P = (x,y) sur E est un point de m-torsion si et seulement si ses
coordonnées constituent une solution de .

Exemple 2.1.2. Soit E : y?> = x> + Ax + B une courbe elliptique les polynomes de n-division
associés a E sont des polyndmes dans Z[A, B, x, y] définies par :

p1=1, ¥ =2y, 3 =23x"+6Ax>+12Bx — A?,
g = 4y(x® + 5Ax* + 20Bx® — 5A%x* — 4ABx — 8B> — A®)
et par suite on montre que :
Yoms1 = PrsaPy — Y1 g pour m>2

et Yom = (29) P (Yma2Pp 1 — Pm_2h 1) pour m>3.
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Morphismes entre Courbes Elliptiques

Les courbes elliptiques étant des variétés projectives lisses de dimension 1 et de genre 1,
les applications rationnelles entres elles sont des morphismes de courbes algébriques.
Soit ¢ : Ey — E> un morphisme de courbe elliptiques alors il est soit constant ou soit
surjectif. Et on définit son tiré en arriére ("pullback”) par:

¢ :k(E2) — k(E1), ¢ f=fog
et son degré par deg ¢ = 0 si ¢ est constant sinon
deg¢ = [k(E1) : 9"k(E2)].

Ainsi on dit que ¢ est séparable, inséparable, ou purement inséparable si I’extension de corps
k(E1)/¢*k(E;) a la propriété correspondante et on note par deg, ¢ et deg; ¢ respectivement
le degré separabilité et d'inseparabilité de 1’extension. Et lorsque k est un corps fini de g = p"
éléments, ¢ se factorise en :

n‘i 7'[,7 4’5

¢ Eq El E>

ou 71, est le g-ieme puissance Frobenius et le morphisme ¢s est séparable.

D’autre part une courbe elliptique E étant une courbe algébrique projective de genre
1, on note par Pic(E) = Div(E)/Prin(E) le groupe des classes de diviseurs aussi appelé le
Groupe de Picard. Alors il existe un isomorphisme entre E et Picy(E) = Divo(E)/Prin(E) sa
variété Jacobienne, définie par P € E — classe[(P) — (O)] € Pico(E). Et on a la suite exacte
suivante :

1 P K(E)* —+ Div(E) — Picy(E) — 0

Isogénies

Une isogénie ¢ est un morphisme non trivial entre courbes elliptiques qui est aussi un
homorphisme de groupe. Soit ¢ : E; — E; une isogénie de courbes elliptiques. Lorsque
¢$(E1) # {0} on dit que E; et E; sont isogenes et on note par Hom (E1, E;) le Z-module formé
par le morphisme 0 et les isogénies de E; vers E; sur k. L'ensemble End(E;) = Hom (Ey, E;)
muni + et de la loi composition des applications est un anneau.

Proposition 2.1.3. Soit ¢ : Ey — E» une isogénie de courbes elliptiques:
— si ¢ est séparable alors on a #ker(¢p) = deg(¢), sinon on a #ker(¢p) = deg,(¢).

— si ¢ est une {-isogénie (isogénie séparable de degré /), elle admet une unique isogénie duale
¢ : Ey —> Ej telle que pod = [{] sur Ep et ¢ o¢ = [{] sur Ey. Sous ces conditions
¢(E1[(]) = Ker ¢.

— Pour tout premier { # char(k), on a E1[{] ~ Z/lZ X Z/VZ et les { + 1 sous-groupes
cycliques de E[{] sont les noyaux de (-isogenies.

Démonstration. Aller a [65, 105]. O
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Soit E une courbe elliptique dont I’équation de Weierstrass est E : y* + ayxy + azy =
x3 + ayx? + a4x + ag. On appelle invariant différentiel de E, noté w I'élément de Qf ( le
k(E)-espace vectoriel des formes différentielles ) défini par :

dx dy
w = e
2y +aix +asz  3x+2axx +ag — ay

Ainsi pour tout point Q de E le tiré en arrieére de w le long de la translation par Q est w
lui-méme. Et de maniere générale lorsque ¢ : E; — E; est une isogénie entre courbes
elliptiques et ¢ et ¢, les applications coordonnées de ¢, on a:

P wr = a(Px, Py)dpx avec wy = adx € Q,.

Alors on montre que ¢*(w,) = ¢ - wy pour une constante ¢ € k. Et pour ¢ = 1, I'isogénie ¢
est dite normalisée.

Isomorphismes

Soient deux courbes elliptiques
E:y?+aixy +asy = x° + axx® + agx + ag
et E':y?+aixy+asy = 23+ ahx® + ajx + ag

sur k, on dira que E et E’ sont isomorphes lorsque ’on peut obtenir I'équation de Weierstrass
de l'une en appliquant a celle de l’autre une application de la forme:

(x,y) — (wPx +r1, u’y +su’x+t) avec u,rs,tck et u#0.
Ce qui implique :
uay = ay +2s, ulay =ah—say +3r—s>, udaz =ay+ra) +2t,
utay = al — saly + 2ral, — (t + rs)a} + 3r* — 2st
ubag = aj, + ray + r*ah +r® — tal — 2 — rta]
Par conséquent on a:
u?A=A, JE)=j(E) et ulw=d

Ainsi deux courbes elliptiques isomorphes sur k ont le méme j-invariant. On montre dans
[105] que la réciproque est vraie sur k. Et pour tout jy € k il existe une courbe elliptique
définie sur k(jo) dont j est le j-invariant.

2.2 ESPACE DE MODULE

Soit A un réseau complexe, c’est a dire un sous groupe complexe discret admettant une
R-base.

AN = w1Z + wry”Z avec ﬂeé]R
(2%

On associe au réseau A, la fonction p de Weierstrass définie par :

p(Z)zzler Y <(Z_1w)2—£2)

weA—{0}
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— p est une fonction elliptique pour A c’est & dire elle est méromorphe sur C U {oo} et
o(z+w) = p(z) pour tout z € C et w € A.

— de plus elle vérifie I'équation differentielle :
0 (2)* =4p(2)° — @2p(z) — g3, pour tout z¢ A

ot g2(A) = 60E4(A), g3(A) = T40E¢(A) et Exx(A) = Lpen—{o} w~%* la série d’Eisen-
stein de poids 2k.
D’autre part I'équation y?> = 4x3 — gox — g3 définit une courbe elliptique sur C. Et nous
avons le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.1. L'application :
C/A — E C P?(C)
0—[0:1:0]
2 [pa(z) : P (2) : 1]
est un isomorphisme de Surfaces de Riemann et aussi un morphisme de groupes.

Démonstration. Aller a [106, Corollaire 4.3]. O

Réciproquement lorsque 1’on considére une courbe elliptique E sur C avec x et y comme
coordonnées de Weierstrass. Alors

wlz/dx/y et wzz/ﬁdx/y tels que « et B sont des lacets sur E/C
o

sont R-linéairement indépendants et définissent un réseau A. Et I'application :

E/C — C/A
P
p »—>/ dx/y mod A
o

est I'inverse de I'isomorphisme de Surfaces de Riemann du Théoreme 2.2.1 (aller a [106,
Proposition 5.2]).

Ainsi deux courbes elliptiques C/A; et C/ A sont isomorphes si seulement si les réseaux
Aq et Ay sont homothétiques i.e A; = a/A; avec & € C*. Comme tout réseau est homothétique
a un réseau de base [1, t] avec Zm(7) > 0. On en déduit que sur le demi-plan de Pointcaré
H1 = {z € C; Im(z) > 0} chaque point T représente (a isomorphisme pres) une courbe
elliptique.

D’autre part le groupe modulaire I'1 = {y € My(Z); det(y) = 1} agit sur H; par

ab T_ar+b ourt € H
c d)  ct+d P v

Polyndémes Modulaires

Définition 2.2.2. Soit I' un sous groupe de I'y d’indice fini. Une forme I''modulaire de poids
k est une function f : H — C holomorphe sur #; = HUQ U {oo} et modulaire sur I de
poids k c’est a dire :

flr.T) = (et +d)*f(7)

pour v = (a b) el et Te€Hs.
c d
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Une fonction I'modulaire peut étre vu comme quotient de deux formes modulaires de
méme poids.

Exemple 2.2.3. La fonction I';-modulaire appelée fonction j-invariant définie par j(7) =
E 3
1728W' Elle est holomorphe sur H; avec des coéfficients de Fourier entiers.
j(T) = g1 + 744 + 196884q + 214937604> + 8642999707°
+202458562564" + 3332026406004° + 42520233000964° + - - -

Théoreéme 2.2.4. Le corps des fonctions T'1-modulaires notée Cr, est égal C(j) tel que j(H1) = C.

Démonstration. Aller a [101, Théoreme 2.5.1] . O
Corollaire 2.2.5. j(7) = j(T') <= T et T’ sont homothétiques.

Soit p un nombre premier, on définit la matrice R = (é 2) et la fonction j,(7) := j(R.T),

alors j, est une fonction modulaire sur I(p) = {(2%) €Ty, b=0 mod p}.
Nous avons Cro(,) = C(j, jp) et le polynome minimal de j, noté @,(X, j) est élément de
Z[X,j].
Les représentants des classes a droite de I'1 /T%(p) sont: S = (9 ') etles T ou T = (}1) et
i=1,.p—1

Les actions de ces derniers sur T € H; donnent pt et %“i modulo I'y qui sont homothé-
tiques au réseaux définissant les tores p-isogenes a C/(Z + 72Z).
En effet les fonctions holomorphes entre tores, qui envoient 0 sur 0 définies par:

C/(z+7Z) — C/(Z+Z)

z — z

et

C/(Z+71Z) — C/(Z+pT2)
z — z

sont les p-isogenies partant de C/(Z + tZ).

Définition 2.2.6. Le polyndme modulaire classique de niveau p en j(7), noté ®,(X, j(7)) est
le polynéme dont les racines sont les j-invariants de toutes les courbes elliptiques p-isogenes
a la courbe de j(7).

p+1 ‘
®,(X,j(1)) == [(X—jp(Ri-T)) avec R; parcourant {S,T',i=1,..p—1}
i=1

Exemple 2.2.7.

D3(X, Y) = X* — X3Y® +2232X3Y? — 1069956 X>Y + 36864000X°
+2232X%Y? + 2587918086 X2 Y? + 8900222976000X>Y
+ 452984832000000X2 — 1069956 X Y2 + 8900222976000X Y?
— 770845966336000000XY + 1855425871872000000000X + Y*
+ 36864000Y° + 452984832000000Y?
+ 1855425871872000000000Y .
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2.3 ANNEAU DES ENDOMORPHISMES D'UNE COURBE ELLIPTIQUE

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps k. L'anneau des endomorphismes de E
avec la multiplication par 0 muni de 1’addition et de la composition des applications est un
anneau noté End(E).

Les endomorphismes de multiplication par des entiers s’identifient a Z alors Z C End(E).

De plus lorsque le corps k est IF; nous avons : Z[m,] C End(E) ou 71, est 'endomorphisme
de Frobenius.

Théoreéme 2.3.1. Soit E une courbe elliptique définie sur le corps k, alors I"anneau End(E) est
isomorphe :
— soita Z;
— soit a un ordre dans un corps quadratique imaginaire Q(+/—D) avec D > 0, si E est ordinaire;
— soit @ un ordre maximal dans un corps de quaternion ramifié p = char(k) et a co, si E est
supersinguliere.

Démonstration. Aller a [65]. O

Dans le cas ot la courbe elliptique E est définie sur IF;, I’automorphisme de Frobenius 71,
vérifie I'équation quadratique:
X?—tX+4q=0

ol t est appelé la trace de 71, et vérifie la rélation |¢t|< 2, /7 appelée les bornes de Hasse.

Théoreme 2.3.2. Soient E une courbe elliptique ordinaire sur Fq et Dy, = t2 —4q < O alors :
— #E(k) =q+1—t,
— Z[ny] C End(E) C Ok ot K =Q[,/Dr,] .

2.4 CALCUL D'ISOGENIES

Selon les entrées les algorithmes de calcul d’isogénies peuvent se classifier en deux grands
groupes. Les premiers initiés par vélu [115] donnent a partir d"une courbe elliptique E et
un sous-groupe H de E une forme explicite de l'isogenie E — E/H. Et a partir de deux
courbes elliptiques E et E’ et un entier ¢ > 0, Stark [110] introduisit une approche de calcul
de l'isogénie E — E’ de degré £.

2.4.1  Approche de Vélu

Lorsque E/k est une courbe elliptique et H est un sous-groupe fini de E(k), les formules
de Vélu [115] donnent une forme explicite de 1'isogénie normalisée ¢ : E — E/H en
fonction des points de H et aussi une équation de la courbe elliptique E/H.
Ainsi pour tout P € E:

Xppy =Xp+ ), (xpro—XQ) et yypy=vyr+ Y, (Ypro—Yo)-
QeH* QeH*

En considerant les améliorations apportées par D. Kohel [65] on arrive aux mémes résultats
lorsque ker ¢ est représenté par un polynéme.
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Exemple 2.4.1. Lorsque char(k) > 3 et une courbe elliptique E sur k est donnée: E : y? =
f(x) =x%+agx +ag .

Soit h le polyndme définissant le noyau H de l'isogénie séparable et normalisée ¢ de degré ¢
de domaine E.

Posons:

Q(x) = ged (f(x), h(x))

Alors pour tout point P(x,y) de E nous avons:

¢(x,y) = (a(x), ya(x))

ot a(x) = fx —dyx — (3x° +a4).[[))l((;>) —2f(x). (g((j))> .

Et E/H est donné par 1'équation suivante:
y? = x> + (ag — 50)x + (ag — 7w)

ot v=ay(f—1)+3(d?—2dy) et
w = 3aydy +2as(¢ — 1) + 5(d5 — 3d1d, + 3d3).

2.4.2 Approche de Stark-Elkies

Lorsque E et E’' sont des courbes elliptiques (-isogénes sur k (par ¢ : E — E’) avec
char(k) # ¢. On consideére que E et E’ sont données respectivement par les équations
v =x)+ax+bety? =x>+a'x+ 1 etaussi ¢(x,y) = (¢r, cyp,) ol c est la constante de
normalisation.

Alors en utilisant 1’action de ¢ sur les espaces tangents et le fait que ¢, et cy¢, vérifient
’équation de E’ on a:
dtx _ i
Yoy Y
(¥ +ax+0b) ¢y = ¢ +d' ¢+

ou c est la constante de normalisation et les fractions rationnelles ¢, et ¢, sont telles que
N® L, (N

#= b 7 \biw)
L’idée principale de la méthode de Elkies [32] est de calculer une expansion de la fraction

rationnelle N/D a l'infini pour recouvrir la somme des racines de D.En partant de la méme
approche que l'algorithme d’Elkies [32] on pose le changement de variable suivant:

D(1/x?) N(x) 1

W=Na © b T sarve?

Alors la deuxieme equation différentielle devient

A (bx® +ax* +1)S' (x)> =14+ a'S(x)* +1'S(x)°
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Pour plus de simplicité, on peut supposer que ¢ est impair. Le noyau de I'isogénie ¢ noté
H, comme ¢ est separable soit:

hix) =x' — pix® 14 ...

l'unique polyndme dont les racines sont les abscisses des d = ‘5! paires de points de
H — {O}. Ce qui suit résume les améliorations apportées dans [5]. On pose:

1

S=xT(x*) et U(x)= T2 € 1+ x?k[[x]]
N(x) 1
tel que Dlx) ~ xU (x) .
, . : N(x) o
Alors 'algorithme suivant calcule D(x) en O(M(¢)) opérations.

1. Calculer C(x) = c?(bx® +ax* + 1)1 mod x¥+* ¢ k|[[x]];
Calculer S(x) mod x%*5 et déduire T(x) mod x*+2;
Calculer U(x) = 1/T?(x) mod x*+2,

Reconstruire la fraction rationnelle U(x);

Retourner N(x)/D(x) = xU(1/x).

N

A ol

2.5 GENERALITES SUR LES METHODES p-ADIQUES

Dans cette section nous faisons une reconstitution technique du Relevement Canonique de
Courbes Elliptiques Ordinaires definies sur IF;, tout en faisant ressortir les propriétés a partir
desquelles nous proposons une généralisation en dimension 2. Chaque algorithme utilise
tous le Théoreme suivant de Lubin, Serre et Tate permettant de relever canoniquement une
courbe elliptique a partir de son j-invariant lorsque ce dernier satisfait une condition dite de
Kronecker.

Théoreme 2.5.1. (Lubin-Serre-Tate) Soit E une courbe elliptique ordinaire sur IF;, alors il existe une
unique courbe elliptique a isomorphisme prés E sur Z, telle que :

— E est la réduite de E modulo p ,

— End(E) = End(E).

E est appelée le relevement canonique de E et elle est uniquement caractérisée par le relevement de
I'isogénie Frobenius 7t en I1, alors I'équation:

,(j(E), J(E)%)) = 0

- IT -
E E>

mod p‘ Jv mod p
E —— F
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De plus le polyndme modulaire ®, se réduit a :
D,(X,Y)=(XP -Y)(X-YP) mod p

Soit j ¢ IF,» nous avons les rélations suivantes appelées conditions de Kronecker:

0P, . . 0
S )= j"=j?=0 modp
o, . .
sy i j) = j#~j#0 modp

Sil’on pose X = j : alors Y = j¥ est une solution de multipicité 1 de I'équation ®,(j,Y) =0
mod p c’est a dire que le Frobenius ¢ est de multiplicité 1.

D’autre part sil'on pose Y = j7, ®,(X,j?) = (X —j)P (X — j’"z) mod p. Alors X = j est de
multiplicité p dans l’équation ®,(j,Y) =0 mod p, c’est a dire que le Verschiebung & est de
multiplicité p.

En effet nous avons sur Z, deux points de E[Z;] se réduisant sur P et 0 respectivement.
Alors les p noyaux (P + kQ) avec 0 < k < p réduit sur P et le dernier (Q) se réduit sur (0).
Ainsi en utilisant les conditions de Kronecker on peut construire une variante de l’algorithme
de Hensel permettant de calculer le j-invariant des deux courbes p-isogenes E et E*.

Ainsi dans [99] T. Satoh a calculé les relevés des j-invariants d’un cycle de n courbes
conjuguées E% aveci = 1,---n de E en utilisant les conditions de Kronecker. Comme le
Frobenius est inséparable, le cycle est construit dans le sens du Verschiebung qui possede un
noyau étale sur Z,.

On pose E,, ; = E” et m; est I'isogénie entre E;,; et E; définie par (x,y) — (x”, y”). Alors
on obtient le Verschiebung ( le dual de I'endomorphisme Frobenius ) par :

A

g = My-17tp—2 -+ 7o

Comme les courbes E; sont ordinaires on note par E; les relevés canoniques respectives des
E; et par 2; les relevés canoniques respectives des 0;.

N I 3 IT I, I,y
E, E, o E, 1 " E,
mod p | [ mod p
o 1 ) tn—1
0 - 1 - - n-1 — En

FIGURE 2.1 - Le cycle de courbes elliptiques p-isogénes
Soit ® : Z, — Z, I'application définie par :
O(x0, %1, ,xn-1) = (Pp(x0,x1), Pp(x1,X2), - - - Pp(x4-1, %0))
dont le determinant de la matrice Jacobienne est noté : (D®)(xg, x1, - - , x,—1) Nous avons :

O® (j(Eo),j(E1), -+ ,j(Es—1)) = (0,0,---,0) et

(DO)(i(Eo).j(Ex). 1 i(En1) = 52 (Eo,Er) -+~ 522 (B 1, Eo)



2.5 GENERALITES SUR LES METHODES p-ADIQUES

oD
Ou par les conditions de Kronecker tous les —p(EiH, E) = 5y

X (j(E:),j(E;)?) sont non

nuls modulo p.

Alors un algorithme a la Hensel permet de determiner le n-uplets de j-invariants
(j(Eo),j(E1), -+ ,j(Es_1) ala précision N avec une complexité en espace de O(N?).

En utilisant le méme cycle des n courbes conjuguées Vercauteren introduisit dans [117] une
méthode qui cotitait moins en espace de calculs soit O(N?). Cette méthode était basée sur la
propriété suivante :

Pour tout x € Z,; avec x = x9 mod p il existe un unique y € Z, tel que y = yo mod p et
®,(x,y) = 0 (Kronecker). Alors si on part d'un x a précision N, on obtient un unique y a
précision N + 1 tel que y = yo mod pN*+1.

Ainsi partant d'un j-invariant j(Ex_1) mod p, avec la propriété précédente permet d’aug-
menter la précision et atteindre j(Ep) a la précision N apres N itérations.

L’objectif final étant d’évaluer le Verschiebung sur 'espace tangent, avec les algorithmes
de " calcul de norme " rapides, relever canoniquement un seul j-invariant devenait plus
avantageux. En effet si 'on note par < 'information donnée par l’action de 7z, sur la forme

d
différentielle yx Alors 7y se décompose sur Q, en 7; pour chaque 7; et par conjugaison on

obtiendrait v = 'y§ " c’est a dire v = Ng, /q,(70)-
Par la suite nous détaillons 1’algorithme de Harley dont la complexité asymptotique est
parmi les meilleures puisque le temps de calcul est quasi-linéaire en la taille.

2.5.1 L’Algorithme de Harley

On suppose toujours que nous sommes dans un cas ou le calcul du Frobenius X est
éfficient.
Soit j = j + p*e une approximation de j a la précision k pour une erreur e € Z4 que nous
voulons déterminer. Le dévéloppement de Taylor de ®,(j,j7) = 0 en j + p*e nous donne :

0=@,(j+ pe, j” + pre’)

oP 0P
_ PO k P+ o k o Pr: o 2k
0=@p(j,j7) + prems (. 17) + e =G 77) + p7 (),
ot le facteur derriére p?* est dans Z,. Alors ®,(j, j°) a une valuation au moins égale k et on
peut l'écrire comme p*u avec u € Z,. En simplifiant 'expréssion par p* on obtient I'’équation
en e suivante :

a(DP PO UacDP o - k
u+eﬁ(],] )+e W(]’] ) =0 mod p~.

En considérant j ¢ F,», les rélations Kronecker impliquent que :

9, 0,
ax U/7)=0 modp et —=7(j,j7) #0 mod p

Alors l'erreur e est solution sur Z; d'une équation de la forme :
¢+ Ae+ B =0.

ot A = 0 mod p. Cette équation a été appelée équation d’Artin-Schreier a cause de sa
ressemblance avec les équations de la méme forme mais irréductibles. Cependant dans la
présente situation la condition congruence A =0 mod p assure l'unicité de la solution. La
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racine p-ieme de B est I'unique solution de I'équation modulo p. Si 1'on pose & son tour
e = x + p*a avec « € Z,, alors l'erreur « est solution d’une équation du type Artin-Schreier
ainsi de maniere récurssive on aboutit a un algorithme de type Newton 1 pour résoudre
I'équation ¢” + Ae + B = 0 dans Z,.

Entrée: a,b € Z; aveca =0 mod p et une précision N.
Sortie: e tel que e/ +ae+b =0 mod p".

Si N = 1 Retourner —{/b mod p.

X < ArtinSchreier(a, b, N/2).

Relever arbitrairement X a la précision pV.
b« (X7 +aX+b)/pN/2.

e < ArtinSchreier(a,b’, N/2).

Retourner X + pN/2e.

SN S A

Algorithm 1 — Résolution d'une "équation d’Artin-Schreier " avec A =0 mod p

2.5.2  Réconstitution de I'Equation de Weierstrass

L’équation de Weierstrass sous sa forme simple possede au plus deux parametres ayant
une rélation arithmétique réductible modulo p avec le j-invariant. Alors avec un algorithme
de type Hensel et un relevé j de j a une précision N, on peut calculer le relevé d’une équation
de Weierstrass a la précision N.

Par exemple en caractéristique 3, soit E : y?> = x> + ax> + ag I’équation sur Fz:. Comme
. —25645
= 4a3ae + 2702
mod 3 et f/(a6) # 0 mod 3. Un algorithme de Hensel sur f permet de construire une
équation de E se réduisant sur E : y? = x> + ax? + a.
D’autre part en caractéristique > 5 Skjernaa [108] suggérait de considérer simplement
a¢ = 3w et a4 = 2 avec

J(E)

* = 1728 — J(E)

Et j donne une équation de E. Cette éfficiente méthode utilise simplement une inversion sur
Z, a partir de J.

, on considere dy = a; et f(X) = (j(a3X + 27X%/4) + 6448) alors f(ag) =0

2.5.3 Relévement du Verschiebung

Soit E une courbe elliptique dont le j-invariant satisfait les conditions de Kronecker sur
IF;. Le noyau du Verschiebung @ est un sous groupe d’ordre p de E[p] donné par le facteur
unitaire & du polyndme de p-division ¥, et h défini par :

nx) = 1 (x—x(P)

Peker A1\{O}

Soit E le relevement canonique de E, relever End(E) revient a relever ker (0;) et cela revient
a relever h sur Z,.

Lemme 2.5.2. (Satoh)
On considere p > 3, alors ker(IT) = E[p] N E(Zg”) avec Zy" I'anneau de valuation de I'extension
maximale non ramifiée Q" de Q.
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Soit H le relevé de h sur Z;, alors H est un facteur unitaire de degré (p —1)/2de ¥, et
H(x) = h(x) mod p est sans facteur carré. De plus ¥,(x) = H(x)” mod p c’est a dire que
modulo p, les facteurs H(x) et ¥,(x)/H(x) ne sont pas premiers .

Proposition 2.5.3. (Lemme de Satoh)
On considere p > 5 et E : y* = x* + Ax + B tel que E[p] N E(Z}") # {O}. Alors pour tout
P e E(zZy)-{0},

ord, <T;9(Xp)> =1

oY
1, = L
onY, =—
Démonstration. Aller a Lemme 3.7. dans [99]. O

En général soit P = p,, X" + pm_le_l + .. + p1X + po un polyndme sur Z; et a« un
élément non ramifié de Q, tel que P(a) # 0 et ord,(«) = 0. Si p-valuation des coefficients
pr de P sont tous différents cela implique que ord(«) n’est pas "une valeur exptionnelle"* et
ord(P(a)) est fini. Alors d’apres [14, Pages: 2-5] nous avons :

ord,(P(«)) = mkin (ord, (pk) + kord,(a))

alors
ord,(P(x)) = mkin (ordy(p) ) -

Proposition 2.5.4. Lorsque p est un premier impaire et Y, est le polynome de p-division d’une
courbe elliptique sur Z, alors :
ordy(¥},) = 1.
Démonstration. En considerant p un premier impaire et P(xo, yo) € E[p] N E(Z]"), le résultat
précédent sur ¥), et xo donne (ordp(‘l’;)) = ord, (T;,(xo)). Alors la proposition 2.5.3
s’applique et nous avons : ord,(¥},) = 1. O
Le lemme de Hensel originel ne pouvant s’appliquer dans les cas précédents, T. Satoh

introduisit dans [99] une méthode de relevement de Hensel déterminant le rélévé du facteur
d’un polynéme.

Proposition 2.5.5. Considerons p impair, u € N et G(x) € Z,[x] tels que t = ord,(G'(x)). Soit
h(x) € Zg[x] un polynome unitaire tel que :

— modulo p, h(x) est séparable et premier avec p~'G'(x),

— et nous connaissons G(x) = q(x)h(x) mod p**,

Alors le polynome :

h'(x) mod h(x))

est le lift de h(x) a la précision p** et G(x) = Q(x)H(x) mod p® oit v = 2u + min(t, u)

L'algorithme 2.5.1 construit H en O((degh + deg G)?) opérations arithmétiques sur Z, a
la précision p?".

Démonstration. Aller a [99]. O

38



2.6 COMPTAGE DE POINTS RATIONNELS SUR LES COURBES ELLIPTIQUES ORDINAIRES 39

Entrée: Des polynomes G, h satisfaisant les conditions 2.5.5 et un entier N comme précision.
Sortie: Le lift de H a la précision N.
. t=ord,(G'(x));
2. Si N = 1 Retourner h(x);
3. Sinon k = N/2;
a. H(x)=LiftPolyndéme(G, H, k)

G(x H’(x); _
eI mod H(x);

)

b. Retourner H(x) +

Algorithm 2.5.1 LiftPolynome : Méthode de Satoh de Relévement du polyndme de p-torsion

En utilisant 1’algorithme 2.5.1 de Satoh on peut donc relever h en H sur Z,. L’algorithme
2.5.1 construit H avec O((degh + deg G)?) opérations arithmétiques sur Z, a la précision
2n
p".
D’autre part nous avons proposé une méthode dans le chapitre 1, la section 1.2 et le
lemme 1.2.1, pour réléver directement les abscisses des points de torsion de E. Cette nouvelle
méthode est généralisable aux systémes d’équations comme l'illustre les exemples 1.2.2 de la
section 1.2.

2.6 COMPTAGE DE POINTS RATIONNELS SUR LES COURBES ELLIPTIQUES ORDINAIRES

On considere E une courbe elliptique dont E est le relevé canonique sur Z,. Le polyndome
caractéristique de E noté x est le polynome reciproque du polynéme minimal du Frobenius
définie sur Z par :

xX(X)=X2—tX+q

ol t est la trace du Frobenius. Nous avons x(1) = #E(IF;) avec t vérifiant la condition :
|t| <2,/q appelée bornes de Hasse.
Soit -y la valeur propre inversible du Frobenius ¢ alors nous avons :

1
t=7v9+—
v

Pour toute forme modulaire ¢, de poids k définie sur H; nous pouvons déterminer <y par :

()
k_ Yk —
0— ﬂk(E) et y= NQq/Qp (70)

0

2.6.1  Meéthode d'Evaluation par I'Algorithme de Vélu

Nous avons le diagramme suivant de décomposition de Iisogénie IT le relevé de 7t ot
7 est définie par (x,y) € E — (x,y?) € E7 . Ou v est l'isogénie normalizée déterminée
par les Formules de Vélu’s et A est Iisomorphisme entre E/ker(IT) et E%. Comme v est
normalizé son action est trivial sur 1’espace tangent et on a seulement besoin de l’action de
l'isomorphisme A pour avoir celle de l'isogénie I1.

1. c’est-a-dire qu'il ne coincide pas avec les pentes négatives des arétes du polygone de Newton de P
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A

II

mh
™M

E
mod p‘ b mod p
E

<P

E/ker(IT) E

FIGURE 2.2 — Décomposition du Verschiebung IT

Soit E définie par y*> = x> + Ax + B, Satoh montre dans [99] que les Formules de Vélu
déterminant I'équation de E/ker(IT) sont simplement donnée par :

A’ =(6 —5p)A —30(h? — 2hy),
B’ =(15— 14p)B — 70(—h3 + 3hihy — 3h3) + 42Ah,

Ot ; est le coefficient de x(P~1)/2~7 dans le polynéme H(x) et h; = 0 pour (p —1)/2 —i < 0.
Nous voudrions maintenant calculer le coefficient vy de I'isomorphisme A entre les courbes
elliptiques d’équations E/ker(IT) : y*> = x3 4+ A'x + B’ et EIT : y2 = x3 + A”x 4 B”. Sachant
que B’/ A’ et B”/A” sont des formes modulaires de poids 2, alors :

2 B///AII
Yo = B'/A’

Et d’autre part la bonne racine de cette expréssion est le coéfficient de x”~! dans le polynome
(x®+ Ax+ B)(P=1/2 € F,[x] [107] et nous avons : 7 = Ng,/q,(70)-

Remarque 2.6.1. Nous allons conclure cette partie par une comparaison sur quelques
variantes de la méthode originale de Satoh. Leurs points communs résident essentiellement
sur l'utilisation du théoreme de Lubin Serre et Tate 2.5.1 en des courbes elliptiques vérifiant
les conditions de Kronecker 2.5 et ensuite la factorisation du dual de I'isogénie IT en utilisant
les Formules de Vélu. Cependant 1'idée originale de relever le cycle des n courbes conjuguées
était assez cotliteuse en complexité. Sachant qu’il fallait relever la courbe a une précision
k > 4 +1logp(4), cette méthode marchait avec O(n°lognloglogn) opérations binaires et
O(n®) en espace pour p fixé. Les variantes les plus performentes en complexité utilisent
un relevement de seulement deux courbes 7t-isogenes jusqu’a cette précision, ce qui cofite
O(n?), puis effectuer un calcul de norme rapide du coéfficient 7y, ce qui peut se faire dans
les meilleurs cas avec la méme complexité.

2.6.2 Meéthodes d’Elkies Améliorées
Différentiation d’Elkies

Soient E et E' deux courbes elliptiques sur C, ¢ : E — E’ une isogénie de courbes
elliptiques et ®; le polyndme modulaire classique de niveau ¢ = deg ¢.

¢: E—"»C/(Z+72) ——C/(Z+3Z) = F

40



2.6 COMPTAGE DE POINTS RATIONNELS SUR LES COURBES ELLIPTIQUES ORDINAIRES

Alors on a:

9L e) S (0), /) + 2 (002 (), jx/0)) = 0

dj _ :Ee :
et E_A]Ej avec /\EC.

9D,

Ou Ey est la série d’Eisenstein de poids 2k.
La premiere équation est une conséquence de @, (j(7), j(7/¢)) =0 etla seconde est la
i
derivée é mise en fonction des coefficients a et b de E a partir des modules Eg et Ey.
dj

Lorsque 'on remplace les dérivées partielles d—T( T) et 5’( (t/¢) par leurs valeurs en fonction

des coefficients de E et E’, on peut extraire le coefficient de normalisation .

Cette méthode de calcul du coefficient de normalisation 7y de ¢ permet un algorithme de
calcul de la trace du Frobenius a partir de relevé canonique d"une courbe elliptique E/IF,.
Le nouveau algorithme est une combinaison utilisant le relevement canonique pour obtenir
le couple (E, E*), et 'algorithme d’Elkies [32] pour evaluer directement le coefficient de nor-
malisation 7o de l'isogénie 7r. Par la suite un calcul de norme rapide donne y = Nq, /q, (70)-
Et nous avons l'algorithme suivant 2.6.1.

Entrée: g = p", une courbe elliptique E sur [F; et précision N ~ n.
Sortie: La trace t de l'isogénie 71,.
1. Calculer j en utilisant ®,, (7)) =0;
. Calculer les équations de E et £*;
. Calculer g en utilisant la méthode de Différentiation d’Elkies;

2
3
4. Calculer v = NQq/Qp(’)/O);
5. Retourner t = v + %

Algorithm 2.6.1

2.6.3 Relevement Canonique sans Polynome Modulaire

Dans cette sous-section nous supposons p un nombre premier impaire. Le cas p = 2 est
bien traité par J.Mestre en utilisant la méthode de I’AGM (en anglais "Arithmetic-Geometric-
Means") [35] pour calculer les courbes elliptiques 2-isogenes conjuguées par le p!-Frobenius.
Cette méthode dite de I’AGM n’utilise pas de polyndme modulaire.

L’objectif de cette partie est de diminuer considérablement le cofit du relevement canonique afin de
rendre ces algorithmes plus pratiques que possible en dimension 1. Ces nouveaux résultats détaillés
ci-dessous portent sur les algorithmes de calcul du polyndme caractéristique d'une courbe elliptique
ordinaire en une complexité au plus linéaire en p. Les idées sont reprises de la troisieme publication
(Introduction la section 0.0.4).

En effet, pour les méthodes utilisant les polyndmes modulaires, la complexité totale est
de O(p® + p*nN) pour un relevement a la précision N (dans le cas du comptage de points
rationnels N = O(n) ). Ces polyndmes modulaires sont de tailles O(p?) en les invariants et
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leurs hauteurs logarithmiques sont () < 6plog p + 18p (aller a [8]). Puisqu’on les utilise
qu’avec un seuil de précision connu, par évaluation directe de ces polynémes on pourrait
réduire la dépendance en p jusqu’a O(p?nN) dans le cas du comptage de points [97, § 6.6].

Correspondance Modulaire par la Méthode de Décomposition du Verschiebung

En utilisant le diagramme de décomposition du Verschiebung (la section 2.5.1), on arrive a
un résultat équivalent au théoreme de Serre-Tate (la section 2.5.1 et le théoréme 2.5.1) .

Théoréme 2.6.2. Soit E une courbe elliptique ordinaire sur Fy, alors E est I'unique courbe elliptique
(a isomorphisme pres) vérifiant:

— E est la réduite modulo p de E,

— la partie étale de E|p] est la réduction modulo p du noyau kerv et
YN S
— J(E") = j(E)
Démonstration. Comme E est bien définie par les assertions du théoréme de Serre-Tate
la section 2.5.1 et le théoreme 2.5.1, alors 1'isogénie Frobenius 7t et son dual se relevent
caniquement sur Z,. Ainsi E vérifie les trois propriétés du théoréme 2.6.2.
Réciproquement, lorsque £ est une courbe elliptique sur Z, vérifiant les trois propriétés du

théoréme 2.6.2, alors modulo p on a j(£) = j(E) et le noyau du Verschiebung de £ se réduit
a E[p]et ce qui implique que End(€) ~ End(E) et par suite £ ~ E. O

Le théoréme précédent (le théoreme 2.6.2) établit 1'unicité (& isomorphisme pres) du
diagramme de décomposition du Verschiebung pour toute courbe elliptique ordinaire E de
F,az,.

q q

A

¢ 1 gt
X /
£/k

Ainsi, les propriétés suivantes sont équivalentes:

— J(EY) = j(E®);

— End(E) 2 End(E) et ®,(j(E),j(E)*)) =0 ou E estla réduite modulo p de E.
Les propriétés du théoreme 2.6.2 fournissent une méthode de relevement du j-invariant
d’une courbe elliptique ordinaire E définie sur IF; basée sur les formules de Vélu a la place

du polynéme modulaire. Nous détaillons ci-dessous un exemple a partir des formules de
Vélu standard.

Méthodes du Diagramme de Décomposition du Verschiebung

Au départ, on pourra de fagon plus pratique calculer H, sur [F; en interpolant sur O(p)
points 'équation 7t(77(P)) = [p].P pour en extraire H, dans le dénominateur de la fraction
rationnelle coordonnée de 7.
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Supposons que & une précision k nous ayons E : y* = x> + Ax + B et P(xp,y,) € E[p] —
{0}.
Soit (e, 7) le couple d’erreurs tel que: x5 — xp = e.p* et y5 — yp = r.p¥, alors nous pouvons
obtenir un relévement de 1’équation a partir des coefficients A et B + 6.p*. Ainsi les trois
erreurs ¢, r et § forment 1'unique solution du systeme d’équations suivant:

PeE,
¥p(xp) =0,
J(EY) = j(E)*
D’apres la section 2.5.1 et le théoréme 2.5.1 la Jacobienne de systeme est inversible sur Z,,.
Ainsi, de la premiére équation nous avons:

1
r=— [(x% + Axp+B—13)/p" 4+ (Bexd + Ae+ ,B)} .
2yp

Et a partir de la second équation, on pourra extraire p.e de
¥, (xp+epb A B+ ppt) =0

(car d’apres le lemme 2.5.2 de Satoh ¥}, (x, + e.p¥) est de p-valuation 1).

On considere A, et B, les coefficients de I'équation de la courbe p-isogéne E" (par le
petit Frobenius) donnés par les formules de Vélu sur les entrées (A, B + ,B.pk, P,,) ala
précision 2k ot1 P,, = (xp + e.p*, yp + r.p~). Alors 1'égalité entre les j-invariants des courbes
isomorphiques EV et EZ détermine la troisieme équation:

A3.(BE)?2 — (A%PB2=0

Par suite, en considerant les valeurs de r et celle de p.e dans cette derniere équation on
aboutit a une équation en p de la forme :

B=+ap+b=0 avec a=0 modp

que l'on peut résoudre avec la méthode (la section 2.5.1 et I’algorithme 1) ainsi obtenir: j, e
etr.

N.B: Cette méthode s’étend bien au calcul de relevé canonique des courbes elliptiques ordinaires
dont les j-invariants appartiennent a IF 2\ {0, 1728}.
De maniere pratique lorsque Sg exprime les données comprenant les coefficients de 1'équa-
tion et le j-invariant d"une courbe ordinaire, alors I’équation dont I'unique solution est E est
donnée par:
ASE+BSE+C=0

avec A#0 modp and B=0 modp

Comme A # 0 mod p et le systeme est séparable, on pourra toujours se focaliser sur une
ligne pour obtenir une forme d’Artin-Schreier.

Et cela est une conséquence du résultat 6.2.1 dans le chapitre 6 et la section 6.2. En effet
comme nous allons le voir dans le chapitre 6 les conditions de Kronecker en général n’ont
pas de restriction sur les points ordinaires de I'espace de module fin.
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Entrée: Une équation y* = x> + A.x + B de la courbe E/F,: et un entier N = 0(n) comme
précision.
Sortie: Une équation y?> = x> + A.x + B de la courbe E a la précision N.
1. k=1;
2. Tantque k < N/2+1;
a. On pose r = 2;13 (63 + Axp+ B —12)/p + (Bexd + Ae+B)];

b. Extraire p.e del'’équation ¥, (xp +e.pt, A, B+ B.p*) =0
c. A partir de I'équation A3.(B%)2 — (A%)3.B2 = 0 calculer BE +ap+b=0.
d. En utilisant I'algorithme 1, calculer les erreurs f puise, r .
e. B= B+/3.pk, Xp = xP—I—e.pk, yp = yp—i—r.pk et k=2k;
3. Retourner A, Bet P;

Algorithm 2 — Relevement Canonique sans Polynéme Modulaire

Remarque 2.6.3. Remarquons qu’un point de p-torsion P différent du point a l'infini est
défini de maniere équivalente par le systeme:

{f(w) =0 {f(x,w:o

Fplx) =0 glxy) =0

ot ¢(x,y) est une des équations de [k + 1]P = —[k|P. La Jacobienne de ce systeme est donnée
par:

d 9

e Few

Y (x) 0
of e

Comme p # 2, nous avons y (P) non nul modulo p. Alors d’apres le lemme de Satoh (la

proposition 2.5.3), la valuation du déterminant de la Jacobienne de ce systéme en P est 1. En
considerant le second systeme équivalent, la forme de la Jacobienne devient :

* ok

0 p
En considérant le développement de Taylor sur le systéme on déduit que lors du relevement,
les coordonnées du point P sont en rétard d’une précision sur les coefficients de I'équation
de la courbe de E. Plus explicitement lorsque le point P = P mod p* vérifie 'équation de la
courbe de E avec une précision N c’est-a-dire f(P) =0 mod p" ; nous n’aurons besoin que
de P mod p*~! pour atteindre la méme précision N sur les équations de la p-torsion.

Ainsi dans la troisieme équation nous perdrons souvent > une précision sur les formules de Vélu pour
le calcul du Verschiebung.

Exemple 2.6.4. :

2. Cette perte commencera apres les compensations de précisions apportées par les coefficients d’homogéni-
sation dans 1'équation.
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Soit E une courbe elliptique ordinaire sur Fs[T]/m(T) avec m(T) = T +3T® +3T° + T? +
2T +4 donnée par 1’'équation :
V=x>tax+ag ott: ag=T+3 et ag=—(T" +2T% +2T° 4+ T° +-4T% 4 2)
tels que le j-invariant de E est j = 2T + 3;

Le polynome de Teichmuller M de m a la précision 13 est

M =T + 759170540T° + 1187000135T8 + 43592786077 + 1154383168 T° + 11773303031
+512301245T* + 661739075T° + 46449971T2 + 1140095647T + 1220703124

l'algorithme 2 calcule le relevement des coefficients a4, a6, du j-invariant j et de la p-torsion
de E a la précision N.
On obtient pour N = 2:
er =T + 3T 4+ 3T° + T* +4T° + 272 + 2;
rp =T +4T8 4+ 4T + TO +2T° + 2T* + 4T3 +4T> + T+ 3;
B1 =AT? + T8 + 4T + T° + T* + T3 + 3T% +-4T + 3;
Alors a la precision 2
J=5T%+20T7 +5T° + 10T° + 15T* + 15T° 4 12T + 18;
On obtient pour N = 4:

ry = 5T% + 19T + 18T7 + 5T° + 2T° + 24T* + 1773 + 2T% + 17T + 24;
ey = 15T% 4 2T8 +10T7 4 22T® 4+ 19T° 4+ T* + 20T° + T? + 11T + 23;
By = 19T° + 18T8 4 8T7 +22T° + 2T° + 21T* + 20T° 4 18T% + 21T + 16;

Alors a la precision 4
J =100T° 4 30T® + 145T7 + 405T° + 260T° + 40T* + 140T> + 125T? + 137T + 143;
On obtient pour N = 8:

ey = 44T° +42T8 + 97T7 4+ 11T® 4+ 105T° + 15T* + 121T° + 39T2 + 52T + 45;
ra = 500T° + 149T8 + 368T7 + 279T® + 105T° + 390T* + 429T> + 258T2 + 240T + 263
By = 20077 + 6068 + 30077 4 349T® + 599T° + 529T* 4 304T3 + 342T2 + 333T + 366;

Alors on a:

J = 337600T° + 35378078 + 31702077 + 61030T° + 39635T°+
665T* + 378890T° + 15200072 + 199512T + 19518.

Lorsque ¢ est une isogénie séparable de degré / et d est le degré minimal tel que le
polynome de ¢-division ¥, admet toutes ses racines sur I'extension algébrique KK/k de degré
d. Alors les formules d’isogénies de Kohel ont une complexité de O(¢.M(d)) opérations sur k
ot M(d) est le cott de la multiplication dans I'extension K /k. Les mémes formules cotiteront
O(¥) opérations lorsque 1'isogénie ¢ est définie sur k. Mieux encore, le recent algorithme
(développé dans [2] ) peut calculer une isogénie définie sur k avec O(,/p) opérations. Ainsi,
les méthodes basées sur le théoreme 2.6.2 offrent une complexité en p plus pratique que les
autres méthodes connues.

Théoréme 2.6.5. Lorsque p > 3 et E une courbe elliptique ordinaire sur IFyn , alors I'algorithme 2
calcule relevement canonique E (en relevant I'équation de E) a la précision N, avec un coiit au plus
O(pn? + p*>.d.n.N) opérations, oit N = O(n).
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Démonstration. Le degré de décomposition de ¥, sur [F,» est noté d et d < (p —1). Le
calcul du polyndme de p-division cofite O(p?.N) opérations a la précision N et ses racines
sont obtenues modulo p avec O(p.n?) opérations ( d’apres [97, § 6.6]). D'un autre coté les
formules de Vélu (pour 'évaluation du Verschiebung normalisé) cotitent au plus O(p) et a
la précision N l’évaluation de 1'équation d’Artin-Schreier 1'algorithme 1 est quasi-linéaire en
temps (d’apres [35, § 5.3]). Alors la complexité globale du relevement canonique de E est
au plus O(pn® + p°5.d.n.N) opérations lorsque le calcul du Verschiebung se fait en O(\/p)
opérations binaires. O

Amélioration par Evaluation Directe du Verschiebung

La méthode précédente est un algorithme de Newton basé sur un systéme polynomial

défini au départ avec un point de p-torsion modulo p. Cependant lorsque que le polynome
du noyau n’a pas ses racines sur IF;, on pourra compenser le calcul d’une extension de IF,
avec une méthode combinant: une idée introduite par D. Robert dans son HDR [97, § 6] avec
un algorithme de calcul d’isogénie éfficace comme les formules de Kohel 'exemple 2.4.1;
ci-dessous nous proposons un algorithme basé sur ces idées.
Lorsque que l'on considere 1’algorithme de calcul du Verschiebung sur Z; comme une
fonction F(X) sur Z,; a une variable X sur l'espace de modules des courbes elliptiques
ordinaires modulo p. A partir du développement de Taylor et les conditions de Kronecker (
a la section 2.5.1) on a:

F(X+A) = F(X) + F/(X).A mod p*

ot F/(X) est la dérivée de F en fonction de X.
D’autre part, on sait des résultats précédents que le calcul du Verschiebung a une précision k
provoque une perte de précision dans le second membres de 1’égalité, ainsi on a:

F(J+ep) = A+ Bept mod p*1

Ainsi lorsque nous partons d’une courbe elliptique ordinaire relevée canoniquement a
une précision k et d'un algorithme de calcul du Verschiebung, nous pouvons déterminer
canoniquement le prochain j-invariant (c’est-a-dire A + B.e.p*~!) a partir d’une évaluation
directe du nombre dérivée F'(J) en | a la précision k. On obtient F/(]) en procédant
comme dans le chapitre 1 et la section 1.2.3 : On calcule deux déformations F(J + e;.p¥) et
F(] + e2.p*) quelconque de F(]) ot | est le j-invariant E a la précision k, alors le systéme
suivant détermine A et B:

F(J+e1.p¥) = A+ Bep.p*! mod p?!
F(J+epf) = A+ Beppt! mod p*-!

On pourra prendre e; = 0 pour simplifier les calculs.
D’un autre coté, le théoreme 2.6.2 établit que:

J(EY) = j(E)®

Cela implique que, modulo p erreur correcte e correspondant a I’approximation de J a
la précision 2k — 1 vérifie la relation :

2k—1 I’

A+ Bept= ]2 + eﬁ.pk
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En appliquant le Frobenius %, on obtient :
AT 4 BEE Pl = J e ph
Comme A = F(J) mod p?*~1, alors on a: ordp, (A* — J) = k — 1 et par suite on obtient :
BXe* +ae+b=0 mod p*
AX—]
pk=1"
Comme ordp b = 0, on en déduit que ord, B* = 0 . Alors on pourra diviser I'équation

précédente par B* et obtenir une forme "d’Artin-Schreier” dont la solution est donnée par
'algorithme 1 (la section 2.5.1).

ol a=-p et b=

Remarque 2.6.6. On remarque que les étapes détaillées ci-dessus ne peuvent commencer a
la précision k = 1. Heureusement la p-torsion /(X) ainsi que la relation j(E') = j(E)* sont
a la bonne précision c’est-a-dire 1. Les seuls éléments du systéme qui sont donc a relever (a
la précision 2) sont les coefficients de I'équation de la courbe (cela détermine le j-invariant
aussi a la précision 2). L'existence et 1'unicité de ce relevement (a isomorphisme-pres) sont
garanties par la p-torsion h(X) plus précisément par I’équation:

Y,(E) =0 mod h(X) ala précision 2

Lorsque nous utilisons la nouvelle approche dite par évaluation directe du Verschiebung
basée sur le théoréeme 2.6.2:

Corollaire 2.6.7. Le relevement canonique de toute courbe elliptique ordinaire E /I, avec j(E) #
0,1728 se fait en O(p.n® +n.N.D(p)), oit D(p) est la complexité des formules de Kohel pour le
calcul du Verschiebung a la précision N (ces formules n’ont pas besoin de prendre des extensions).
Lorsque d est le degré de I'extension de IF; sur laquelle se trouvent les racines du polynome Y, la
méthode utilise seulement O(p.n® + p*5.n.d.N) opérations, oiL le meilleur cas correspondrait a d = 1
oit O(p®?) est la complexité de la méthode [2].

Exemple 2.6.8. :

Soit E une courbe elliptique ordinaire sur Fs[T]/m(T) avec m(T) = T +3T® +3T° + T? +
2T +4 donnée par 1'équation :

y2:x3+a4x+a6 ou: a4:T7+T5+T et a6:T9+T3
tels que le j-invariant de E est j = 3T° 4+ 4T8 +-4T7 + T® + T° 4-2T* + T> + 4T +2;

Le polyndme de p-division et le noyau du Verschiebung sont donnés par:

¥, = (217 +2T° +2T)x'0 + (4T° +- 478 + 377 + 4T + 27° + T*
+ T3 4 4T? + AT 4+ 4)x° + (4T° +3T8 4277 + T° + T* + 273 + 2T% 4 27);
hy = x* 4+ (T? + T8+ 2T% +4T% + 3T + 1)x + (3T° + T7 + T® +2T° + T> + 2T? +- 4T + 3);

exemple 2.1 — Calcul du Relevé Canonique par Evaluation Directe du Verschiebung
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Le méme polynome de Teichmuller M de I'exemple 2.6.4 reste valide.
En utilisant la remarque 2.6.6, on obtient a la précision 2:
[A4, A6) = [T” + T+ T, T? + 10T® +20T7 + 10T® + 5T° + 10T* + 6T% 4 20T? + 15T + 20]
Hp = x>+ (21T° +21T8 4+ 5T° 4+ 5T* + 17T° + 24T% + 8T + 1)x + (8T° + 16T7 + 6T® + 22T° + 15T* +
16T% 4 2T2 + 19T + 3)
En utilisant la méthode la section 2.6.3 on obtient une forme d’Artin-Schreier:

e*+ae+b=0 mod p

a=5T° +5T7 +5T° +10T° 4 20T* 4 5T3 + 20,

b =21T° +15T% + 2T7 + 2T® + 14T* + 24T° + 17T + 10T + 23

Par suite a partir de I'algorithme 7, on obtient le relévement canonique du j-invariant j de E
a la précision 3 = 2(2) — 1.

298T° + 164T8 4+ 184T7 + 241T® + 516T° + 577T* + 371T> + 425T? + 594T + 482

Relévement Canonique par Relévement de la p-Torsion Etale

On remarque que dans la relation de la proposition 2.5.5 de Satoh:

~ -(P-p.H;?
Hp = Hp +e avec e= 5 mod Hp
p

pour le relévement de la p-torsion H), de la précision k a la précision 2k + 1 encode les
informations entre 1’équation de la courbe E et sa p-torsion H), a la précision 2k comme dans
le systéeme défini dans la section 2.6.3. Alors on arrive a corriger tous les éléments a partir
d’une troisieme équation donnée par la relation j(E') = j(E)* en tenant compte du retard
de precision sur H,. Ainsi dans la relation j(E') = j (E)Z on peut calculer le relevé E en
corrigeant son coefficient d¢ avec une faible dépendance en p.

D’autre part, & une précision N on peut évaluer ¥, (associée a la courbe E/Z;) modulo H,,
en temps 0(«.N.logg.log p) = 0(a.N.n) ot & = deg Hy. Alors nous avons le lemme suivant:

Lemme 2.6.9. A partir de H, a la précision k et un relevement quelconque H; de Hy, ala
précision 2k + 1, le relevé H,, a la précision 2k associé a E est donné par:

Y,.H"
Hy =H,+e avec e= ple;? P mod Hy.

Démonstration. La formule de Newton associée a ce relevement est la suivante: prendre un
relevé arbitraire H, , soit a =¥, mod Hy et b =Y, mod (H, +p). Alors la dérivée
associée a cette méthode de Newton est donnée par: ¢ = (b —a)/p*, et nous avons l’équation
suivante a + cp¥Q =0 mod (H;, p?f). Comme I'équation reste valide a la précision k, elle
ne dépend pas du choix de Hj. Alors le relevé H), associé a E est: H, = Hj, + p*Q. O

D’ou le résultat suivant:

Théoreme 2.6.10. Pour toute courbe elliptique E/F,, en utilisant la méthode (la section 2.6.3) on
calcule le relevement canonique E/Z et la trace du Frobenius a la précision p-adique N en temps
O(n.N.p).

En particulier, pour le comptage oit N = O(n), on détermine X, avec O(pn?) opérations.
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Entrée: E une courbe elliptique sur IF; avec g = p", n € IN.

Sortie: Le relevement canonique de E a la précision N.

Calculer Hy, sur F; en utilisant une interpolation rapide 7 (7r(P)) alors ¥, = H P
Calculer d¢ de E a la précision 2 a partir de I'équation ¥, mod H, = 0 a la précision 2;
Calculer H, mod p**1.

k=2

while k < [N/2] ;

a. Calculer a la précision 2(k +1), ¥, mod H, a la précision 2k a partir de deux
approximations de £ mod p*!;

b. Calculer Hp mod pZ*+1 a partir des formules de Satoh (la proposition 2.5.5).

RN R

c. Déterminer le coefficient 4, de £ mod p**! dans la relation j(E¥) = j(E)% ;
d. k=2k;

6. Retourner E(d) a la précision N (I'autre coefficient étant relevé au hazard).

Algorithm 3 — Calcul du Relevé Canonique a partir du Relevement du p-torsion étale

En resumé, le théoréme 2.6.2 constitue une bonne alternative pour améliorer la dépendance
en p dans les algorithmes utilisant le relévement canonique. Et le résultat du théoréme 2.6.10
présente un cofit plus pratique pour le calcul du polyndme caractéristique x d’une courbe
elliptique ordinaire. En effet I'approche de Kedlaya (relevement quelconque utilisant la
cohomologie Monsky-Washnitzer) présente aussi une bonne dépendance en p (linéaire);
cependant elle réconstitue x avec une complexité en temps (et en espace) de O(n3+¢). Cette
dependance en p ftit amélioré par Havey [46] en O(\/ﬁnS/ 2m + n*mlog p) au prix de cotit
élevé en n.

Ce qui compleéte 1’'étude de nos améliorations des algorithmes de relevement canonique en
dimension 1.
Cependant du genre ¢ = 1 au genre superieur (par exemple ¢ = 2), certaines de ces astuces
peuvent devenir moins agréables en terme de complexité des opérations.



Deuxieme partie

DIMENSION SUPERIEURE



VARIETES ABELIENNES

Dans la section 2.2 du chapitre 2 nous avons abordé les courbes elliptiques sur C comme
étant des tores complexes de dimension 1 (C/A avec A un réseau sur C) sur lesquels existe
un plongement naturel dans I’espace projectif IP? défini par :

z— [pa(z) : ph(z):1] et 0+ [0:1:0]

On dit que les courbes elliptiques complexes sont des variétés abéliennnes de dimension 1.
En général nous avons la définition suivante.

Définition 3.0.1. Une variété abélienne complexe est un groupe de Lie complexe A connexe
admettant un plongement dans un espace projectif.

Un tel groupe de Lie est nécéssairement compact et si nous notons par V son espace
tangent en 0 et ¢, : C — A l'unique homomorphisme différentiable telque : ¢,(0) = 0 et
d$,(1) = v. Alors 'application exponentielle exp : V. — A définie pour tout v par : ¢,(1),
est surjective et son noyau ker(exp) = A est un réseau dans 1'espace vectoriel V [81]. Ainsi
A est isomorphisme au tore V/A.

Nous abordons ce chapitre par une étude descriptive des tores complexes ensuite nous allons
nous focaliser sur ceux admettant un plongement dans un espace projectif .

3.1 TORES COMPLEXES

Soit V un espace vectoriel complexe de dimension g et A un réseau dans V c’est a dire
un sous groupe discret de rang 2¢ de V. Alors on appelle tore de dimension g, le quotient
X = V/A delaction de A sur V, c’est un groupe de Lie complexe de dimension g.

Pour caractériser un tore X = V/A on peut se convenir sur une base de ey, ...,e; de V et
A1, ..., Aog du réseau A. Lorsqu’on écrit les A; dans la base ey, ..., e, on obtient la matrice
IT € M(g x 2g,C) définie par :

Ao Mg g

II = avec A; = ZA]Ze]
j=1

Al oo Agag

appelée matrice de période de X. Cette matrice caractérise le tore X méme si elle dépend du

choix des bases de V et de A. La proposition suivante caractérise les matrices de ce type qui
déterminent un tore.

Proposition 3.1.1. IT € M(g x 2g, C) est une matrice de période d’un tore complexe si et seulement

. ) IT ) . = . .
si la matrice P = | __ | € Mag(C) est inversible, avec I1 matrice conjuguée de IT.
IT

Démonstration. Aller a [3, § 1.1]. O
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3.1.0.1 Homomorphismes

Soient X; = V1 /A et Xo = Vp/ Ay des tores complexes de dimensions respectives g1 et 2.

Une application analytique de X; vers X, est la composée d’'un morphisme (de groupes de
Lie) et d’une translation.
Tout morphisme f : X; — X, se déduit de maniere unique d"une application C—linéaire
F: Vi — V; telle que : F(A1) C Ag.
L’ensemble des morphismes entre les tores X; et X, forment un groupe abélien noté
Hom(X;, X3). Par suite on obtient deux morphismes de groupes injectifs notés p, et p,
définis par :

pa : Hom(X3, Xo) — Home(V4, Va),  pa(f) = F;

pr : Hom(Xy, Xo) — Homz(A1,Az), pr(f) = Fa,
ou Fj, la restriction de F a Ay est Z—linéaire . Le morphisme p, est appelé la représentation

analytique de Hom(X;, X») et p, est appelé sa représentation rationnelle. On notera par

HomQ(X1, Xz) = Hom(Xl, Xz) ®RzQ

Proposition 3.1.2. Hom(Xy, Xp) ~ Z™ pour un certain m < 4g1g» .

Démonstration. Voir [3, Proposition 1.2.2.]. Le morphisme Fj, détermine totalement F et f et
d’autre part nous avons Homy (X1, X») ~ Z™. Alors on conclut avec l'injectivité de p,. [

On considere I1; et I, les matrices de période respectives des tores X; et X, selon
des bases choisies de (V1, A1) et de (V2, Ap). Soit f : X1 — X un morphisme, on note
respectivement par A € M(g2 x g1,C) et R € M(2g> x 2g1,Z) les matrices des morphismes
pa et pr. Alors de la condition p,(f)(A1) C Az nous avons :

ATI; = IR.

Et réciproquement toutes matrices A € M(g2 x ¢1,C) et R € M(2g, X 2¢1,Z) satisfaisant
cette condition définissent un morphisme de X; vers X».
Lorsque f € End X, on a la rélation :

(3 2)(n)-(n)

Sachant que la matrice ( E
IT

Proposition 3.1.3. Soit f : X; — X, un morphisme de tores complexes, alors :
— Im f est un sous tore de X5 ;

— ker f est un sous groupe fermé de X et sa composante connexe contenant 0 notée (ker f)o est
un sous tore Xy d'indice fini dans ker f.

Démonstration. Voir [3]. En effet Im f = F(V4)/F (V1) N Az et F(V1) N Az est un sous groupe
discret de F(V;) engendré par F(V;) comme un R—espace vectoriel.

D’autre part ker f étant compact; la composante connexe F~1(A;)o de F~!(A;) contenant
0 est un sous espace de Vj et (ker f)g = F 1(A2)o/(F 1(A2)o N A1) est compact avec
F~1(A2)p N Ay est un réseau dans F~1(A)o. O

) est inversible on peut déterminer A a partir de R et vise-versa.
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Nous allons nous intéresser maintenant a une classe d’homomorphismes de tores com-
plexes appelés isogénies. Par définition une isogénie de tore complexe de X; vers X, est
un morphisme surjective de X; — X, ayant un noyau fini et le cardinal de son noyau est
appelé son degré. Le degré de l'isogénie est aussi égal a [Az : p,(f)(A1)]. De plus si f est un
endomorphisme on a A1 = A, et deg f = degp,(f).

D’autre part un morphisme X; — X, est une isogénie si et seulement si il est surjectif et
dim X1 = dim Xz.

Si K C Xj est un sous groupe fini, le quotient X; /K est un tore complexe et la projection na-
turelle X; — X; /K est une isogénie. Et réciproquement a isomorphisme pres toute isogénie
est de cette forme.

Tout morphisme surjectif f : X; — X, de tore complexe se décompose canoniquement
suivant le diagramme de factorisation de Stein ci-dessous :

X1 f XZ

S A

X1/ (ker f)o

Ou g est un morphisme surjectif de noyau (ker f)o et & une isogénie.

L'application analytique F = p,(f) est un isomorphisme si seulement si f est une isogénie.
Dans ce cas, a isomorphisme pres, on peut prendre F = id alors Ay C Aj et f dévient
I'application canonique V;/A; — V>2/A;. Par consequent il y a une bijection entre les
isogénies partant de X et les sous groupes de Xj.

Pour tout entier n on note par ny, I’endomorphisme de Xj, x — nx. Si n # 0 on appelle
groupe des points de n-torsion et note X1[n] le noyau de nx,. On a

1
Xi[n] = — A1/ Ay~ Ay /nhy > (Z/nZ)*,

Par conséquent Hom(X3, X») est un groupe abélien sans torsion et on peut le considérer
comme un sous groupe de Homg(Xj, X2). On y étend aussi la notion de degré par la
propriété de composition :

deg fg =deg f.degg Vf,g € Homg (X3, X2).

Par suite on définit I'exposant e = e(f) d’une isogénie f comme étant le plus petit entier
positif n pour lequel nx = 0, Vx € ker f.

Proposition 3.1.4. Pour tout isogénie f : X1 — Xo d’exposant e il existe une isogénie g : Xo — Xi,
unique (a isomorphisme pres) telle que gf = ex, et fg = ex,. Et g est appelé isogénie contragrédiente

de f.

Démonstration. Voir [3, Proposition 1.2.6.]. Comme ker f C kerex, = Xj[e], on prend
g : X1 — Xo comme l"'unique facteur tel que gf = ex,. Pour tout y € kerg on a x € kerey,
avec f(x) =y etey = f(ex) = 0 alors ker g C X[e]. Et le reste du résultat suit. O

On en déduit que "I'existense d’une isogenie" définie une rélation d’équivalence sur 1'en-
semble des tores complexes. Nous dirons alors que les tores en rélation sont isogenes. Et un
élément de End X est une isogénie si et seulement si, il est inversible dans Endg X.
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3.1.0.2 Formes de Riemann sur un Tore

On rapelle qu'une forme Hermitienne H sur un l'espace vectoriel V est une application
V x V — C, C-linéaire en la prémiere variable et vérifiant H(x,y) = H(y, x) pour tout
x,yeV.

Définition 3.1.5. Une forme de Riemann sur un tore complexe X = V /A est une forme
Hermitiennne sur V telle que Im H(A, A) C Z.

Exemple 3.1.6. Soit () € M (C) qui est symétrique et Im Q) > 0, alors H(x,y) = ‘x.(ImQ) "1y
est une forme de Riemann définie et positive sur C8(Z8 4+ QZ3).

Remarque 3.1.7. Les correspondances suivantes :

E(x,y) =ImH(x,y) et H(x,y) = E(ix,y) +iE(x,y).

définissent une bijection entre les formes hermitiennes H sur V et les formes alternées réelles
E sur V telles que E(ix,iy) = E(x,y) pour tout x,y € V [3, Lemme 2.1.7]. En effet, lorsque
que nous avons E on a:

H(x,y) = E(ix,y) +iE(x,y) = E(iy, x) —iE(y,x) = H(y, x)
Et réciproquement a partir H, la forme E = Im H est alternée et on a:
E(ix,iy) = Im H(ix,iy) = Im H(x,y) = E(x,y).

De plus, on dira que E est une forme symplectique si E est non dégénérée.

3.1.0.3 Dual d'un Tore Complexe

Soit V = Homg(V, C) 'ensemble des formes antilinéaires de V vers C. L'ensemble
A={lcV:Im((A)) C Z}

est un réseau dans V et on appelle tore complexe dual X de X le tore complexe de dimension
g défini par : \7/ A. Soit f : X; — X un morphisme de représentation analytique F.
L’apphcatlon F*: Vz — V1 qui associe a toute forme antilinéaire lz € Vz la forme antilinéaire
LboF e V1 induit un morphisme f Xz — X1 puisque F *A2 C A1
De plus nous avons :

— iaX = idf( et]"\: f

— Etsi g: Xo = X3 est un morphisme de tore complexe, alors
8f =18

Proposition 3.1.8. Soit f + Xy — Xy est une isogénie de tores complexes, alors I'application
duale f X, — X, est une isogénie dont le noyau est isomorphe @ Hom (ker f,Cy) et nous avons

degf deg f.

Démonstration. Aller a [3]. O
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3.1.1 Fibrés en Droites et Facteur d’Automorphie

Une variété abélienne étant (a isomorphisme pres) un tore de dimension g, cependant
a part le cas de la dimension 1 un tore de dimension g n’est pas forcement une variété
abélienne.
Soient X = V/A un tore et f : X — C fonction analytique définie sur tout X. Alors f est de
la forme f : V — C et invariant par A. On considére une classe de ses fonctions définies

par:
flo+A) =a(v,A)f(v). (3.1)

ol a est une fonction donnée de V x A — C* vérifiant la condition d’associativité a(x, A1 +
A2) = a(x,A1)a(x + A1, A2). On appelle la fonction a un facteur d’automorphie. Par la suite le
théoreme d’Appell-Humbert caractérise les facteurs d’automorphie pour lesquels les fonc-
tions f1,- - -, fut1 de cette classe définissent une applicationv € V — (f1(v),- -+, fu+1(v)) €
IP{: se factorisant en une application rationnelle X — IP¢.

On peut voir f comme une application V. — V x C, v — (v, f(v)) une section de la projection
canonique V x C — V. Alors A agit aussi sur V x C par : A.(v,a) — (v+ A, a(v,A)a) et
nous avons le diagramme commutatif suivant :

VxC (VxC)/a(A)
p
v U L X=V/A

Ou p est la projection canonique induite par la projection V x C — V. Comme A est un
groupe discret agissant proprement et librement sur V alors il existe toujours des sections
(analytiques) locales pour a. On appelle 1'espace géometrique £ = (V x C)/a(A) un fibré
en droite sur X dont I'ensemble des sections (locales) forme un faisceau qui détermine
entierement L.

3.1.2  Théoreme d’Appell-Humbert

Les facteurs d’automorphie caractérisent explicitement les fibrés en droite sur les tores

complexes. Nous résumons dans cette partie quelques propriétés sur ces facteurs d’automor-
phie pour plus de détails le lecteur peut se réferer a [96].
On note Pic X le groupe des fibrés en droite sur X et Pic X ~ H'(X, O%). Pour un fibré en
droites analytique £ sur X on note par £ = v*£ l'image réciproque de £ sur V. Soit Oy le
fibré des fonctions analytiques sur V et Oy, celui des fonctions analytiques inversibles, alors
nous avons la suite exacte suivante:

exp

0 Z. Oy O\*/ 0

On en déduit que H?(V, 0},) = 0 pour p > 0.
Il est prouvé dans [96] que H(X, O%) ~ HY(A,T(O%)). Si F est un fibré en droites sur
X alors le facteur d’automorphie associé a F sera noté ar un cocycle représentant 7. Les
sections globales de F sont exactement les fonctions analytiques @ : V' — C telles que : pour
toutA € AetveV,

v+ A) =ar(v,A)d(v).
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De la suite exacte suivante :

0 Z Ox 0% 0

On déduit un morphisme de connexion ¢; : HY(X,0%) — H%(X,Z). Si L est un fibré
en droites sur X, le facteur d’automorphie associé a L peut étre écrit sous la forme
ap = exp(2mig) et sa classe de Chern notée c1(L) correspond sur A a la forme alter-
née E; : (A, A2) — g(A2, v+ A1) + g(A1,0) — g(A1, v+ A2) — g(Az,v) pour v quelconque
dans V. Si Alt"(V,C) désigne le groupe des R-formes alternées sur C alors I’extension réelle
E; € Altx(V,C) satisfait E(ix,iy) = E(x,y) pour tout x,y € V. Réciproquement, I'image de
la classe de Chern ¢; correspond exactement aux formes alternées E € Alt%(V,C) telles que
E(A,A) C Z et E(ix,iy) = E(x,y) pour tout x,y € V. Le lemme 3.1.7 montre qu’on peut
voir E; comme une forme hermitienne sur V.

On appelle groupe de Néron-Severi de X noté NS(X), le noyau de y : H*>(X,Z) — H?*(X, Ox).
C’est 'ensemble des classes de Chern des éléments de Pic X, alors on désigne par Picy X le
noyau de c; : Pic X — H?(X,Z).

Soit £ € Pic X dont E et H sont respectivement sa forme de Chern et sa forme Hermi-
tienne associées. Soit C; = {z € C, |z| = 1} et x : A — C; un semi-caractére sur A
pour E, c’est a dire x(A1 + A2) = x(A)x(A2) exp(imE(A1, A2)) si A1, Ay € A. Le théoreme
suivant montre qu’il existe toujours un facteur d’automorphie de la forme a,(A,v) =
X(A)exp(mtH (v, A) + FH(A, L)) pour L. Réciproquement, si H est une forme hermitienne
telle que Im H(A, A) C Z et x est un semi-caractere pour H (c’est a dire pour Im H), alors
a(A,v) = x(A)exp(mH (v, A) + ZH(A, L)) est un facteur d’automorphie. Par suite on notera
L(H, x) le fibré en droites associé au facteur d’automorphie a(A, v).

Théoréme 3.1.9. (Appell-Humbert). L'ensemble des (H, x) oit H est une forme hermitienne telle
que Im H(A, A) C Z et x est un semi-caractere pour H forme un groupe via :

(Hy, x1)-(H2, x2) = (H1 + H2, x1x2)

De plus ce groupe est isomorphe a Pic X via 'application (H, x) — L(H, x), rendant le diagramme
suivant commutatif :

0 —— Hom(A,Cj) —— les (H, x) les Havec InH(A,A) C Z 0
n 12 13
0 Pico X Pic X NS(X) 0
FIGURE 3.1 — Diagramme d’Appell-Humbert
Démonstration. Aller a [3, § 2.2] et [96, § 2.3]. O

Si £ = L(H, x) est un fibré en droites sur X. on notera L(H, x)" = L(nH, x") et pour tout
veVona:
t,L(H, x) = L(H, xexp(Im H(v,-)))
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On dira que L est symétrique (resp. antisymétrique) si [—1]*L ~ L (resp. si [—1]*
De maniére équivalente £ est symétrique (resp. antisymétrique) si [n]*L ~
[n]*L ~ L"), pour tout n € Z.

De plus si f : X1 — X, une isogénie de tores complexes, soit H, une forme hermitienne sur
V, de semi-caracteére associé x; alors on a :

f"La(Hz, x2) = Li(pa(f)"Ha, 0:(f)"x2)-

n2

Remarque 3.1.10. Si £ = L(H, x) € PicX, alors le Théoréme 2.3.3 de [3] montre qu'il existe
un morphisme :
pr:X—X, x—=tLoL]

dont la représentation analytique est ¢y : V — V, v+ H(o,-).
¢ ne dépend de la classe de Chern de L. Réciproquement une application f : X — X est de
la forme ¢, pour un fibré en droites £ sur X si seulement si ’application :

H:VxV—=C, (vw)— pif)(0)(w)

est hermitienne, et H est alors le type de £ [3].

3.1.3 Polarisation sur un Tore

D’apres la définition 3.0.1, un tore complexe X = V /A est une variété abélienne si elle
admet un plongement dans un espace projectif. Un facteur d’automorphie (ou son fibré) sur
X définit un morphisme X — IPEEgﬁ. On dit que ce fibré est tres ample lorsque ce morphisme
est un plongement. Réciproquement tout plongement de ce genre provient dun fibré trés
ample.

On dit qu'un fibré L est ample s’il existe un n suffisamment grand pour que L" soit tres

ample.

Proposition 3.1.11. L(H, x) est ample si et seulement si H est définie et positif (c’est a dire E non
dégénérée).

Démonstration. Aller a [3, Théoréme 4.5.1]. O

Remarque 3.1.12. Soit f : X; — X, une isogénie de tores complexes, si £, un fibré tres
ample sur Xy, alors f* L, est un fibré tres ample sur Xj. De plus on peut trouver une rélation
explicite entre les coordonnées projectives de X, associées a L, et celles de X; associées a
f*Ls [96, Lemme 2.4.2], c’est a dire que 'on peut expliciter 1'isogénie f par rapport a ces
systemes de coordonnées.

Une variété abélienne polarisée est un couple (X, L) ott X est une variété abélienne
complexe et £ un fibré ample sur X. Dans ce cas si L = (H, x), H est une forme hermitienne
définie positive, alors le morphisme ¢, est une isogénie et on dit que c’est la polarisation
associée a L. Le noyau noté K(L) de ¢ est I'ensemble des x dans X tels que £ ~ L.

Proposition 3.1.13. Soit f : X1 — X une isogénie de variétés abéliennes, et L1 = (Hy, x1) un fibré
en droites sur Xy. Alors il existe un fibré L, € Pic X tel que L1 = f* L, si et seulement si le noyau
de f est un sous-groupe isotrope pour E; = Im Hy de K(L1). Et le lien entre les deux polarisations
est donné par le diagramme commutatif suivant :

~ L7,
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o, N
X1 X1
f [ f
¢, A
Xo X5

FIGURE 3.2 — Transport de polarisation entre variétés isogenes.

Démonstration. Aller a [96, Proposition 2.4.7.]. O
En particulier, #K(L£1) = (deg f)2.#K(L>), et par suite nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.14. Soit M un fibré en droites sur une variété abélienne X. Alors il existe un fibré en
droites sur X tel que M = L" si seulement si X[n] C K(M).

Démonstration. Aller a [96, Corollaire 2.4.8.].

1

Si I'on suppose M = L", A(M) = EA(ﬁ) et donc X[n| C K(M). Réciproquement la
proposition précédente 3.1.13 donne l'existence d'un fibré M’ tel que M" = [n]* M’. On
déduit de la symétrie de M’ et de la divisibilité de Pico X que £L = M’ @ N! tel que
MM @ M1~ N satisfait M = L. O

3.1.4 Espace Modulaire

Soit (X, £) une variété abélienne polarisée, notée souvent (X, H).
On appelle base simplectique de E = Im H une base a1, - -+ ,ag, B1,- -+, Bg de A telle que :

E((Xi, DC]') = E(‘BZ‘, ‘B]) =0 et E((XZ', ‘B]) = (Si,]'di
ol d; sont des entiers positifs avec d;|d; 1 et §;; est le symbole de Kronecker.
On appelle Pfaffien de E le produit Pf(E) = d - - - dg. Si on pose D = diag(dy, - - - ,dg) alors
D

-D 0
base et la base ey = B4, - - - ,eq = ﬁg de V est

la matrice de E dans cette base est ( ) . Et la matrice de période de X selon cette

1= (Q,1d)

On appelle le type de la polarisation £, le g-uplets (dy, - - - ,dg) (souvent par abus nous dirons
"de type D"). Le produit Pf(E) correspond au degré de la polarisation. La polarisation est
dite principale si le type est (1,---,1) ce qui est équivalent & dire que son degré est égal a 1.
De plus on montre que la matrice de H est (ImQ)~! ott O’ = QD, alors ) est symétrique et
Im ) définie positive.

D’autre part si () € $; ot :

He = {Q € My(C), {(Q) = Q, Im(Q) > o}

appelé le demi-espace de Siegel alors on montre que Im () est une polarisation pour la variété
abélienne X = C8/(QOMDZ + Z) associée a un fibré canonique Ly symétrique de caractéris-
tique 0.
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0
—-D
neau commutatif R est un groupe. On notera Spye(R) = Spg;g (R). On appelle groupe
symplectique de type D, le groupe I'p = S pgg(Z). Il agit sur §, par : pour tout () € §, et

a b
v = el

Alors les deux tores Xq et X, sont isomorphes en tant que variétés abéliennes polarisées de
types D, la représentation rationnelle (resp. analytique) de cet isomorphisme est donnée par
1 (resp. (cQD + d)~1). Réciproquement deux variétés abéliennes polarisées (Xq,, Ho,)
et (Xq,, Hn,) de types D sont isomorphes si et seulement si () et (), sont dans la méme
orbite par I'p [3]Proposition 8.1.3. On note par /p = §,/I'p I'espace modulaire des variétés
abéliennes polarisées de type D.

En prenant pour base de V, ey = B1/dy,- -+ ,eq = B¢/dg, on peut rafiner 1’action de I'p.
D’abord la matrice de période de X s’écrira : IT = (Qp, D) avec Qg = DQD et celle de H
sera (Im Q)g) ! pour la nouvelle base.

On part d'un isomorphisme op de Sp?g(Q) sur Spre(Q) donnée par :

-1
o (s 0} (1 0
0 D 0 D

vp induit un isomorphisme de Sp?g(Z) sur I = {7 € Sppe(Q) : 'yAp C Ap} ot Ap =

Soit Jp = ( b > alors Sp5 (R) = {M € My(R): MIJp'M = Jp}, pour un an-
0

vQ = (QDc +d) Y (QDa +b)D!

8
( z X > . Ce qui conduit a une action de I'Y) sur §, définie par :
Dz

( ¢ Z )Q: (Qc+d)"H(Qa+b)

Et Ap est isomorphe & $4/T%.

3.1.5 Endomorphismes

Soit X = V/A une variété abélienne de dimension g sur laquelle on considere une
polarisation L. Cette polarisation induit une isogénie ¢, : X — X de degré d. Par suite la
proposition 3.1.4 donne I’existence d"une isogénie 1 de degré d aussi telle que ¢ o ¢, = dx
et ¢y oY, = dg. D'oti ¢, admet dans HomQ()A(, X) un inverse cp;l = %1,05. Par conséquent
tout f € Endg(X) s’écrit sous la forme rh avec h € End(X) et ¥ € Q. On aura ainsi
f =rh € Endg(X).

On considére I'application :

" Endg(X) — Endo(X), f'=¢;'fec
A partir de gf = g, ?: f et ¢ = ¢ nous avons pour tout f,g € Endg(X) et7,s € Q:
(rf +sg)' =rf +s¢

(fg) =g'f et f'=f
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Alors I'application ’ est une involution sur Endq(X), appelé involution de Rosati associée
a la polarisation L. Et le résultat suivant montre que ’ est un opérateur adjoint a la forme
hermitienne H et a la forme alternée E.

Proposition 3.1.15. Soit f € Endg(X)
— E(p;(f)(A),v) = E(A, pr(f)(v)) pour tout A, v € A.
— H{(pa(f)(v), w) = H (v, pa(f")(w)) pour tout v,w € V.

Démonstration. Voir [3, Proposition 5.1.1.]. O

Soit f € Endg(X), on note par Pf le polyndme caractéristique det (xIda —ps(f)) de p,(f)
son degré est 2g et on note par Tr,(f) 'opposé du coefficient de degré (2g — 1) appelé trace
rationnelle de f. Alors l'application (f,g) — Tr,(f'g) est une forme bilinéaire symétrique,
définie et positive sur le Q-espace vectoriel Endg(X) [3, Pages: 117-118].. Et il en découle
que le groupe des automorphismes d’une variété abélienne polarisée (X, £) est fini et pour
f € Aut(X), n > 3 un entier, f|x, = idx, implique f = idx. Alors pourn >3 ona:

Aut(X, L) — Autz,z(X[n]) = GLg(Z/nZ)

On dit que f € Endg(X) est symétrique suivant la polarisation £ si f' = f et on note
Endg(X) (resp. End®(X)) le sous ensemble de Endg(X) (resp. End(X)) des éléments sy-
métriques. Alors Endg, (X) est Q-espace vectoriel et End®(X) est un groupe additif tel que:
Endg(X) ~ End’(X) ®z Q.

Proposition 3.1.16. Soit Ly une polarisation sur X, alors I'application
¢: NSq(X) — Endpy(X), L — ¢ lor

est un isomorphisme de Q-espace vectoriel, qui se réduit en un isomorphisme de groupes entre NS(X)
et End®(X) lorsque Ly est principale.

Démonstration. Aller a [3, Proposition 5.2.1.]. O

On dit d"une variété abélienne qu’elle est simple lorsqu’elle ne contient que 0 et X comme
sous variétés abéliennes.
Et pour toute variété abélienne X le théoreme de Réductibilité Complete de Poincarré donne
l'existence d’une isogénie : X — X'f Ux -+ x X;'", avec X; des variétés abéliennes simples non
isogenes entre elles et déterminées (avec les exposants) a isogénie et permutation pres [3]. Il
en découle que pour une variété abélienne simple (X, £) de dimension g, Endg(X) est un
corps gauche de dimension finie sur Q muni de l'involution de Rosati ' par rapport a L.

Proposition 3.1.17. Soient K le centre de Endq(X) et Ko le sous-corps de K invariant par I'involu-
tion'. On note

[F:K]=d* [K:Q]=¢e, [Ko:Q]=¢ey et rg(NS(X))=o.
Alors le tableau 3.1 suit .
Démonstration. Aller a [3, Proposition 5.5.7.]. O

Le couple (Endg,’ ) est dit du premier type si K = Ky, sinon il est dit du second type.
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Endg(X) d e o restriction
Corps de nombre totalement réel 1] e e elg
Algebre de quaternions totalement indéfinie | 2 | e | 3e 2e|g
Algebre de quaternions totalement définie | 2 | e e 2e|g
(Endg,”) du second d % eod? eod?|g

TABLE 3.1 — Tableau de I'anneau Endg (X) des variétés abéliennes simples

[3, § 5.5]
3.2 VARIETES ABELIENNES PRINCIPALEMENT POLARISEES

Dans cette section nous introduisons les fonctions thétas, qui définissent un plongement
projectif associé a un fibré trés ample. Puis nous étudions les liens entre courbes hyperellip-
tiques de genre g et variétés abéliennes principalement polarisées.

Soit (X, £) une abélienne polarisée de type D. Soit A = Aj & A, une décomposition symplec-
tique du réseau de X, et K(L) = K1(L£) @ Kp(L) celle de K(L) associée. Alors il existe une
base (0;);ck, () des fonctions théta de L. Et cela peut se ramener a I'étude des fonctions théta
pour le fibré symétrique Ly de caractéristique 0 induit par la décomposition symplectique
de A (pour plus de détails se référer a [3, § 3.2] ou a [96, § 2.6]).

La forme hermitienne H étant symétrique sur V;, on note par B 'extension bilinéaire H)y, a
V x V. Alors on définit le facteur d’automorphie classique a%. par :

(A, v) = x(A)exp[n(H — B)(v,A) + 5(H — B)(A, A)]

Ainsi une fonction f satisfaisant I’équation fonctionnelle : f(z 4+ A) = a%(A,v)f(z) avec le
facteur d’automorphie classique a(;, est appelée fonction théta classique pour L. Soit Ay = OZ3,
Ny =78 et A = A1 ® A, telle que QD! € §,. Alors la fonction théta classique f vérifie les
conditions :
flz+m) = f(2)
f(z+Qm) = f(z)exp [~mi'm - (DQ) -m —2mi'z- D - m]

Cette fonction étant Z-périodique, son dévéloppement de Fourier lui offre plus de flexibilité

On appelle fonctions théta de niveau D, les fonctions (6[9](-, QD)) et elles forment

une base des fonctions théta classiques [88, Page: 124].

beD-178/738

3.2.1 Fonctions Théta Classiques

Soit (Xn = C8/A, H) une variété abélienne principalement polarisée avec () € § < tel que
A =QOZ38 B Z8. Soit a,b € Q8, on appelle fonction théta de caractéristique (a,b) la fonction
sur C¢ définie par :

0[](z, Q) = ) explint (n 4 a)Q(n +a) +2in' (n+a)(z + b)]

nezs

On notera = 0[J]. Les fonctions théta classiques sont holomorphes et vérifient pour tout
m,n € Z3,'équation :

0[f](z + Qm +n,Q) = exp[2mi(‘a.n — 'o.m) — mi(*mQm 42 'mz)]0[7](z, Q)

61



3.2 VARIETES ABELIENNES PRINCIPALEMENT POLARISEES

De plus on montre :
0f](z+Qm+n,Q) =0(z+Qa+b,Q) -exp [mi'aQa + 2mi'a(z + b))

057 1(2, Q) = 0[3](z,Q) - exp (27i‘a.m)

Le groupe symplectique I'y agit sur les parametres des fonctions théta selon la proposition
suivante :

Proposition 3.2.1. (Equation Fonctionnelle). Soient y = (
formé par les coefficients de la diagonale de ' AC (resp. 1"
et Q) € Hg,ona:

0[] (vz, vYQY) =,/ det(CQ + D) exp (in 2(CQ + D)‘1Cz>
090 + ()] (2.0) exp (~2ir ' (Aa +1Ch+ )
-exp(—intaAtBa)exp(—intthDb)exp(—2i7rtaBth) ,

AB) €Ty, et e (reps. e”) est le vecteur
DB). Alors pour tous a,b € Q3,z € C8

oiL (., est une racine huitieme de I'unité qui ne depend que de .
Démonstration. Une démonstration se trouve dans [18, Propriété 3.1.24.] . O

Remarque 3.2.2. Pour ce qui va suivre, nous n’évaluerons que des quotients de puissances
paires des fonctions théta, alors nous n’aurons pas besoin de la racine huitiéme de 1'unité et
la racine carré ( qui sont indépendantes de la caractéristique).

Proposition 3.2.3. Soient Q) € 9y et X = C8/OZ3 & Z3 une variété abélienne principalement
polarisée. Alors les ensembles de fonctions :

- (9[6](”21”0))ae%zg/zg;
— (6[2](2’0/71))176%23/23;

— Sin=1k? (Q[Z](”Zfﬂ))a,heizg/zg

forment une base de I'espace vectoriel RS} des fonctions théta classiques de niveau n et dim R} = ns.
Démonstration. Aller a [88]. O

Soient £ le fibré principal de caractéristique 0 associée () et n € IN. On considere la base
de fonctions théta classiques de niveau n (associées a £) donnée par :

(9[2] (z, Q/”))be%zg/zg

On suppose que 3|n. Soient la fonction aq : RS x R8 — C8 définie par (x,y) — Qx +yetla
forme symplectique A canonique sur R?$ définie par A(x,y) = 'x1y2 — 'y1x2. On considere
L C Z2€ un réseau d’indice s, et L+ son orthogonal par rapport a la forme A. Soit a;, b; € L+
avec 1 < i < s parcourant un systeme représentative de L+ /728 on définit pour m € IN¥, la
fonction :

1
$r: Cg/ﬂo(%L) — P!
a;
Z+—> (Q[bisz’ Q)>ai,b,'€LJ‘/ZZg
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Théoreme 3.2.4. (Lefschetz)
— ¢ est une application rationnelle de X' = C8 /aq (L L) dans I'espace projectif P5- .
— Side plus L C rLt pour un certain r € IN

— r = 2 implique I'ensemble des points de X qui annulent toutes les fonctions théta
0[;](m-, Q) est vide.

— r > 3 implique ¢r est un plongement et son image est une sous-variété algébrique de
Pt

Démonstration. Aller a [88, Théoréme 1.3]. O

Pour m =1, L = nZ8 +Z8, on a aq,,(L) = OZ3 + Z8. Lorsque n > 3 on retrouve le
plongement défini par la base :

(9[2](21 Q/”))be%zg/zg

Dans le cas ot n = 2 et la variété X est simple, alors les fonctions théta de niveau 2 ne
permettent qu'un plongement projective de (C8/A)/ £1.

3.2.2 Liens avec les Jacobiennes de Courbes: Application d’Abel-Jacobi

Dans cette partie nous abordons une constructions de variétés abéliennes principalement
polarisées a partir de courbes hyperelliptiques.
Nous commencons d’abord par quelques détailles sur une courbe hyperelliptique.

Définition 3.2.5. Une courbe lisse C/k de genre ¢ > 1 est appelée courbe hyperelliptique si son
corps de fonction k(C) est une extension séparable de degré 2 du corps de fonction rationnel
k(x) pour une fonction x, d'un point de vue géométrique cela signifie que C admet sur k un
morphisme ¢ de degré 2 sur P!

Si on pose k(C) = k(x,y) pour un entier y € k(C) alors il existe des polynémes h et f
dans k[x] tel que I’équation de la courbe C soit donnée par :

v+ h(x)y = f(x).

Ou2¢9+1 < degf < 2g9+2etdegh > g+ 1 sans singularités. La preuve découle du
théoréme de Riemann-Roch.
Ainsi ¢ est définie par ¢(x,y) = x et I'involution hyperelliptique ¢ est définie par :

1:C—C, 1x,y)=(x,—y—h(x))

les points fixes de ¢ sont appeés les points de Weierstrass de C et ils correspondent exactement
aux points de ramification de ¢.

Pour g > 1 le corps de fonctions de k(C) est unique; ainsi les courbes elliptiques se
distinguent des autres courbes hyperelliptiques.

Remarque 3.2.6. — Quand deg f est impair on dit que la courbe a un modéle imaginaire
(cela signifie qu’elle admet un unique point a 'infini); sinon on dit qu’elle a un modele
réel.
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— Lorsque la caractéristique du corps k, char (k) est différente de 2, alors par le change-
ment de variable y — y — h(x)/2, I'équation hyperelliptique se réduit a C : y> = f(x),
ou f € k[x] est un polynéme séparable de degré 2¢ + 1 ou 2g + 2. Alors un changement

ax Yy

x—a (x —a)

degré 2¢ + 2 au cas degré 2¢ 4 1 en envoyant le point d’abscisse « a l'infini.

de variable comme par exemple (x,y) — 5 | permet de passer du cas

Une courbe hyperelliptique C sous la forme y? = f(x) est lisse sur k sauf en son point a
I'infini (0:1:0) pour les cas ou deg f > 4.
Pour la suite les courbes sous le model y> = f(x) seront considerées désingularisées. Et
lorsque nous disons que la courbe a deux points a l'infini, cela signifie que 1’arbre de
désingularisation de 1'unique point a l'infini posséde deux feuilles.
En général nous avons les résultas suivants concernant les courbes lisses.

Définition 3.2.7. Pour une courbe lisse C sur un corps parfait k; on appelle diviseur de C
tout élément de Div(C), le groupe libre engendré par les points de C (k).

Le groupe de Galois Gal(k/k) agit sur Divi(C) par :

peC(k) preC(k

a( ) in) = Y. npo(P) pour o € Gal(k/k).
)

Et les éléments stables sous cette action sont appelés diviseurs sur k, on note par Divy(C)
I'ensemble des diviseurs sur k. Par exemple toute fonction rationnelle définie un diviseur
noté div(f) par : div(f) = Lpee ) 0rdp(f)P on Vappelle diviseur principal de C.

On définit le morphisme de groupe appelé degré noté deg de Divy (C) dans Z par : Lpec(r) "PP —

Ypec(k) "p- Et son noyau noté Div{(C) contient PDivy (C) le groupe des diviseurs principaux
de C car une fonction rationnelle posséde le méme nombre fini de zéros que de poles.
Alors on appelle groupe de Picard de degré zéro, le groupe quotient

Pic) (C) = DivY(C)/ PDivy(C)

Pour des raisons que nous allions voir par la suite, I’'on préfere Pic%(C ) a Pic)(C) . Et plus
généralement lorsque la courbe possede un point rationnel alors :

Pic(C)Sal/k) = picd(C)

Soit C une courbe hyperelliptique de genre g sur C, alors il existe a; € C aveci € {1,---,2¢+
1} tous distincts telle que 1’équation de C se réduise a :

2g+1
vV =]](x—a) et ayi,=o0eP(C)

i=1
La courbe C étant une surface de Riemann compacte, on peut construire le premier groupe
d’homologie H;(C,Z) de C en tragant des chemins disjoints -y, de P}(C) d’origine a, 1 et
d’extrémité a;, comme l'indiquent la figure ci-dessous : Ot Ay, -, Ag, By, - - -, By est une base
de Hy(C,Z). Pour plus de détailles sur la construction voir [18].
L’espace vectoriel C! des 1-formes différentielles est donné par :

cl = {P(’;)dx, P e C[X]et degP < (g—l)}
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B, =

B

FIGURE 3.3 — Projection des lacets sur P!(C).

On note par (w;)1<ij<, une base normalisée de C!, alors on a :
SISE

I
l/;i ] L]

Ainsi la matrice de périodes associée a une courbe hyperelliptique C est définie par (Q),1d)

telle que :
1 B, ]

On montre que la matrice () appartienne a §, le demi-espace de Siegel [88, cor.2.2].

De plus si on note par w le g-uplet (w;)i<i<g, alors la correspondance @ : P fli w
mod Aq définit une application de C — C8/Aq ne dependant pas du chemin de Py a P sur
C. L'application @ peut s’étendre a Div C par linéarité sur les diviseurs:

0 (znpp> - (z npw<p)> mod Aa

PeC PeC

Théoréme 3.2.8. (Abel-Jacobi). L'application @ d’Abel-Jacobi est un isomorphisme entre la jacobienne
algébrique Jac(C) et la jacobienne analytique C8 / Aq.

Démonstration. Aller a [3, Théoréme 11.1.3]. O

Ce qui montre que Picy(C) admet une structure de variété abélienne principalement
polarisée. La réciproque n’est pas vrai en général. En effet Schottky a montré qu’en dimension
4, il existe des variétés abéliennes non Jacobienne de courbes [103]. Cependant nous avons le
théoréeme suivant :

Théoreme 3.2.9. Une variété abélienne principalement polarisée et simple de dimension g < 3 est la
Jacobienne d’une courbe lisse de genre g.

D’autre part toute courbe lisse de genre g < 2 est hyperelliptique.

Démonstration. Aller a [3, Corollaire 11.8.2]. O
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3.3 SURFACES ABELIENNES PRINCIPALEMENT POLARISEES

Nous consacrons cette partie aux résultats liés a I’espace modulaire des surfaces abéliennes
principalement polarisées. Comme pour les courbes elliptiques dans le Chapitre 2 nous
voulons travailler génériquement sur 1'espace modulaire. Nous avons vu que ces surfaces
sont isomorphes aux Jacobiennes de courbes hyperelliptiques de genre 2 et qu’elles sont
représentées par des matrices des périodes dans $,.

3.3.1 Espace Modulaire de Siegel

Nous commengons par une description du domaine fondamental dans $); sous 'action
espace modulaire de Seigel I';.
En général pour tout entier ¢ > 2 le groupe symplectique noté I'y désigne

Spag(Z) = {7y € Mag(Z) : vIy'y =Ty} avec Iy = ( 0 Idg )
—Idg 0
Une matrice y = (4 B) appartient 4 T, si et seulement si :
‘fAC='CA 'BD='DB 'DA-'BC=1d,.
ou encore si et seulement si
A'B=B'A D'C=C'B A'D-B'C=1d,.

glg+1)
2

Le groupe I’y est engendré par la matrice Z, et les matrices de la forme :

Id m;;
M = 8 Y,
0 —Idg

ol m; ; désigne la matrice de My (Z) dont tous les coefficients sont nuls sauf les coefficients
(i,7) et (j,i) qui valent 1 [61].

Nous allons alors noter par : 9 = Ny 1, DMy = My 2 et Mz = My 5 les générateurs de I'.
On définit quelques sous groupes de I'¢ dont on utilisera pour simplifier I’action de I'; sur

2.
N):={(4B)eT,:A=D=1d;, mod NetB=C=0 mod N},

To(N,2N) := {(é BY € T4(N) : ((AC)o = {(DB)y=0 mod 2N},
{(é
et = {(

3.3.1.1  Domaine Fondamental

B)eTl,:C=0 mod N},
4B)eT,:B=0 mod N}.

Nous avons vu que I'q agit sur §, par:

Q= (AQ+B)(CQ+D) ' for v=(4E)eT,
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Définition 3.3.1. Nous dirons qu'une matrice rélle symétrique M est réduite au sens de

Minkowski si pour tout vecteur n = (ny,--- ,ng) € Z$ avec pged(ny,--- ,n) =1, 'nM'n >
M;Vie{l,---,gtetM;; 1 >0Vie{l,---,g—1}

Alors il existe un domaine fondamental de I'action de I'q /(4 Idy,) sur £, noté F, et dont
les éléments () sont définis par les trois propriétés suivantes:

1
— [Re )| < 5 pour tous i,je{l,---,¢};
— la matrice Im(Q)) est réduite au sens de Minkowski;
— pour tout (4 B) €T, |det(CQ+ D)| > 1.

Ainsi pour tout Q) € H,, il existe v € I'y/(F1dy,) tel que yQ) € Fg, de plus v est unique si
Q) est un point intérieur de $¢ [61].

D’autre part pour ¢ = 2 il existe 19 matrices N;, i € {1,---,19} de Ty qu'il suffit d’utiliser
pour le test de la troisieme propriété de caractérisation du domaine fondamental [42].

_ (0 —1Id _ 0 —Id _ 0 —Id
ml_(ld 02)’m2_<ld2m1,1>’m3_( )’

Idz —myq
(0 —Idy (0 —1dy (0 —1dy
m4 - (Idz mp o ) 4 m5 - (Id 71112/2) 4 mﬁ - (Idz 1d, 4

(0 —1d (0 —1d (0 —1d
N7 = (Idz *Idz) , Mg = (Idz m2,2*'“1,1)’ Ny = ( )’

Id my;—2,2

_ (0 -4 _ (0 -4 _ (0 -1
Tho = (1d2 "o ), M = (1d2 ,mm) » M = ( ,

Idy my1+myp

(0 —Id (0 -Id (0  —Id
m13 - <Id 7‘[’(11]1*1111,2) 4 m14 - (Idz m1,2+m2,2) 4 mlS - ( ) 4

Idy —myp—myp
_ ( 1d, —1Id _ ( Id, —1d _ 1d, 0
e = <m1,21 mz,zz> M7 = (mz,Zz m1,12> g = ( ’

Idz —my2 Id2
_ —Idy 0
Mo = (Idz —myp —m1,1—m1,2> )

Il en découle un algorithme 4 permettant de réduire au sens de Minkowski une matrice
symétrique réelle et un autre algorithme 5 permettant de réduire une matrice de $, sur .
, Q0 . V3
D’autre part on montre que pour tout ) = (Ql Qi) € F:Im(0y) > - et toutes les
valeurs propres de Im () sont supérieures ou égales

2
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Entrée: v = (41) réelle définie positive.
Sortie: U entiére et unimodulaire telle que U+ 'U est réduite au sens de Minkowski.
1 U=Idy, V=(19)etW=(91);
2. si2|c| < |a| alors
a. si|a| < |b| alors
i. silc|] <Oalorsy=VyVetU=VU;
ii. sinon retourner U;
b. sinon si |c| < 0 alors v = WyW et U = WU;

3. q=c/al;

er= () ()
sou= (L) u

6. retourner a étape 2.

Algorithm 4 — Réduction de Minkowski

Entrée: () € §5;

Sortie: Un couple (7, Q') € T x F, tel que Q) = yQ.
T=1L;0=0;

U = Minkowski(Im(QY));

= (%’tL?-l) s

Q' =uay'u;

pour j = 1 a 3 faire :

a. a=—|ReQy];

b Q' = MIQY;

c. v=Mjy;

VihRoWo bR

6. retourner (v, (Y);
7. pour j =1 a 19 faire :
a. si |det(C;QY + D;)| < 1 alors :
i.i=1;
i. O =90 ;
ii. v =My

8. retourner a I’étape 2;

Algorithm 5 — Réduction sur F,
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3.3.1.2 Formes et Fonctions Modulaires

On appelle théta constante, la fonction sur £, correspondant a I’evaluation d"une fonction
théta en z = 0. Pour ce qui va suivre nous allons utiliser les théta constantes en caractéristique
1/2 c’est a dire que nous prenons 6, ,(Q) := 6 [Zﬁ] (0,Q) pour a, b € {0,1}3.

Proposition 3.3.2. (Formules de duplication). Pour tous a,b € {0,1}8 et Q) € 9, :

0,020 = 50 Y (1), ()64 ()

b1+b,=b mod 2
Q 1
Ga,b <2> B 278 Z (_1)ra]b9ﬂllo(0)9ﬂ2,0(0)

a1+a=a mod 2

Démonstration. Aller a [28]. O

D’autre part nous avons que :

0 [Zim (z,Q) = exp2in'am)0 []] (z, Q) et 0[] (z,Q) =0["7] (2. Q)

ce qui implique: 6, ,(Q) = exp(2irtab)b,;,(Q).

Nous dirons que la théta constante 6,,(Q) est paire, lorsque ‘ab = 0 mod 2, sinon nous
dirons que la théta constante est impaire. Et on remarque que dans le cas impaire, la fonction
théta est nécéssairement nulle. On montre que sur les 4€ théta constantes : 2§71(28 + 1) sont
paires et 2671(28 — 1) sont impaires.

Définition 3.3.3. Soit I' un sous-groupe d’indice fini de I'¢ (avec g > 1), une forme modulaire
de poids k pour I est une fonction holomorphe f définie sur £, telle que f(yQ)) = det(CQ +
D)*f(Q) pour tousy = (4 B) eT et Q € H,.

Pour ¢ = 1 on ajoute la condition "d holomorphie aux pointes" dont la condition correspon-
dante est vérifiée lorsque g > 1 d’apres le principe de Koecher [61, § 4].

Exemple 3.3.4. Pour N pair et ay,a;, by, b2 € %Zg , les fonctions sur §), définies par:
b
0 [2] (0.0 [] (0,0
sont modulaires de poids 1 pour I'y (N2, 2N?).

Définition 3.3.5. Soit I' un sous-groupe d’indice fini de I'y, on appelle fonction I'-modulaire
sur )¢, toute fonction définie par le quotient de deux formes I''modulaires de méme poids.

Exemple 3.3.6. Pour tous v = (4 B) € T4(2,4), eta, b € {0,1}8 et Q € H; on montre que :
02 ,(7Q) = 2 det(CQ + D)6 ,(Q).

Alors les quotients des carrés des 6, pairs sont des fonctions modulaires pour I'¢(2,4).
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3.3.1.3 Invariants Modulaires pour T

Nous introduisons dans cette partie, les invariants modulaires qui sont I’analogue du j-
invariant en dimension 1 et le corps des fonctions modulaires. Afin de simplifier les notations,
nous utiliserons les numérotations de R.Dupont [28] sur les théta constantes en genre 2 de 0

a15. Pour tousa = (3%), b= (Z?) € {0, 1}? on pose :

9b0+2b1+4a0+8a1 (Q> = Ha,b (Q)

IIs sont au nombre de 16, dont 6 identiquement nulles (car impaires) et les 10 autres sont les
6; aveci € P, ={0,1,2,3,4,6,8,9,12,15}.

Alors la proposition suivante établit des rélations polynomiales entre les six derniers théta
constantes et les quatres premiers.

Proposition 3.3.7. Pour tout Q) € $), si l'on pose (a,b,c,d) = (9]2(0)]'6{0,1,2,3}), alors :

(x — 05(Q ) + (b 4 d* — a® — )x + (ac — bd)?,
(x —03(Q))(x —03(Q) = x* + (P +d* —a® —b*)x + (ab—cd)?,
et (x—05(Q))(x —6015(Q)) = x* + (b* +* — a* — d*)x + (ad — bc)*.
Démonstration. Aller a [28]. O

On considere les applications h; avec j € {4,6,10,12,16} de vers C définies :

hy=Y 60, he= Y (0:0;60)*,  ho=]]67

i€P 60 tuples (i,jk)eP3 ieP

h12 =(0061020408615)* + (0061020609012)* + (6001030400615)*
+ (8061030605012)* + (00010406012015)* + (8002030409012)*
+ (0002050605015)* + (00020509012015)* + (000304060509
+ (6162050405012)* + (0102030600015)* + (61620405056 )*
+ (010305090126015)* + (02050406012015)* + (040605090126015)*

hig = (65 + 05 + 05 + 6%,) (0061020408615)* + (65 + 65 + 65 + 635) (6061620609012)*
+ (65 + 65 + 05 + 65,) (60616360400615)* + (65 + 65 + 65 + 655) (60616360505612)"
+ (65 4 63 + 65 + 65) (000160406012615)* + (67 + 05 + 65 + 615) (6062030460612)*
+ (65 + 65 + 65 -+ 0%,) (0002030605615)* + (65 + 65 + 05 + 65) (0002000012015
+ (65 + 65 4 6%, + 675) (0060304066569)* + (65 + 65 + 65 + 675) (6162630465612)*
+ (65 + 65 + 05 + 6%,) (0102030600015)* + (65 + 65 + 65, + 055) (610204060505)*
+ (65 + 65 + 05 + 02) (61050500012015)* + (65 + 65 + 05 + 65) (02050406612015)*
+ (65 + 6% + 05 + 03) (02060500012615)*.
Et on a la relation:  3h1g = h1ohy — 2hehqg
On montre que des formules de transformation des théta constantes sous l’action de I';

peuvent se réduire a :

67(7Q) = "M H) det(CQ+ D)6, 1 (Q), VO eH et je(0,15].
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tel que x(y) € [0,3], v(v,-) : [0,15] — [0,3] et &(vy,-) une permutation de [0,15] existent
pour touty = (2 5) e I',.

Ainsi des calculs explicites dans [28] montrent que pour j € {4,12,10, 16}, h; est invariante
sous l'action de 91, My, et M3 et pour tout O € H, :

hj(1ds Q) = det(Q)/h;(Q)

Alors les h; avec j € {4,12,10,16} sont des formes modulaires de Siegel de poids j pour
[y = (Idy, My, M, M).

Définition 3.3.8. On appelle invariants d’Igusa ou encore j-invariants en dimension 2, les fonctions
modulaires ji, j» et jz pour I'; définies par :
5 3 2
j] _ h .2 _ h4h12 .3 _ h16h12
6’ i 4
I Mo Mo

Ces fonctions ont été introduites par J.Igusa [53] . D’autre part, on appelle série d’Eisentein
de poids k > 4, la série ¢, donnée par:

Pe(Q) = Y det(CQ+D) "
v€ls

et on définit par suite, les formes modulaires paraboliques X10, X12, avec des expréssions en
fonction des ¢ avec k € {4,6,10,12}.

x10 = —2723755727-11537143867 (46 — 1)

X12 = 27 133775737723377 1131 - 593(3272y3 + 2 - 5oyZ — 69141)

c’est-a-dire que ces formes modulaires peuvent s’exprimer sous la forme d’une série de
Fourier: Y, ga(t)exp (2irTrtQ)) ou t parcourt ’ensemble des matrices semi-entieres
positives. De plus, nous avons:

hy =22y, he =229, o= —2"x10 and hy =2"3xy,.

Sur C et en dimension 2, 'anneau gradué des formes modulaires de Siegel de poids paires
est engendré par les quatre formes modulaires ¢4 ,¢s , X10 , X12 [52]

Par suite nous pouvons introduire les fonctions modulaires tres pratiques (appelées
souvent aussi j-invariants) que 1’on doit a Streng [113, Chapter 2, § 2.1] par:

iy = _2—10M, =27, 31/%72(12, s = 2—181/]724.
X10 X1o X1o

Ces invariants sont birationnellement équivalents au j-invariants (ji, j2, j3) d’Igusa [53] avec

certains avantages algorithmiques de fournir des dénominateurs de tailles plus petites (par

exemples pour les polyndmes de classses). De plus nous allons remarquer dans le chapitre 4

et la section 4.6 que ces invariants ont des rélations tres simples et tres "appréciées” avec des

invariants absolus (j1, j2, j3) abordés dans le chapitre 4 et la section 4.3.

Nous pouvons ainsi énoncer le résultat fondamental suivant: deux surfaces abéliennes
principalement polarisées sont isomorphes si et seulement si leurs représentants sur J, prennent les
mémes valeurs pour le triplet (j1,i2,i3) ou de maniére équivalente pour le triplet (ji, 2, j3) (aller a
[28, 53] pour plus détails sur la démonstration). Et il s’en suit le résultat suivant :
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Théoreme 3.3.9. Le corps des fonctions modulaires de Siegel en dimension 2 est C(j1, j2,j3) =
C(j1,j2,i3), on le note Cr,.

Démonstration. Aller a [52]. O

Générallement, de maniere générique, les valeurs (ji, jo, j3) (ou (j1,j2,j3)) sur un corps k
(pour char(k) # 2) spécifient de maniére unique une classe d’isomorphisme de surfaces
abéliennes principalement polarisée sur k. Cette correspondance échoue cependant en les
points singuliers et aux poles de 'application rationnelle 2, — A3. Les invariants Igusa
ne sont pas définis sur les produits de courbes elliptiques (c’est-a-dire pour x19 = 0) et ne
représentent pas une classe d’isomorphisme unique lorsque 4 = 0. Et en effet pour ¢4 = 0
tous les éléments du triplet s’annulent, on pourra utiliser d’autres invariants birationnels
pour caractériser les classes d’isomorphimes, des exemples de triplets de ce genre sont
fournis par le théoreme 4.3.2 (le chapitre 4 et la section 4.3) en utilisant leurs fonctions
modulaires associées.

3.3.2 Invariants avec les théta constantes

On considere le sous groupe I';(2,4) de I';, c’est un sous groupe normal d’indice 11520.

Soit () € F», on reprend les considérations de la proposition 3.3.7 en supposant qu’aucune
théta constante paire ne s’annule en (). Alors les huits possibles 10-uplets de theta constante
paires qui satisfont le systeme d’équations 3.3.7 sont définis par :

{(# @+ 1))

Il en découle la proposition suivante :

: (a,b,c) € {0,1}3}

jEPz
Proposition 3.3.10. Pour tout 3, Q) € §), tels que :
[65(Q2) : 61(Q2) : 63(€2) : 05(Q)] = [B5(CY) - () - 03(CY) - 05(CY)],
il existe v € Tp(2,4) tel que Q) = vQ).
Démonstration. Aller a [28] O

Et I'exemple 3.3.6 nous dit que pour tout i € P, et j = 1,2, 3 les fonctions définies par :

02O _ 6:(Q/2)
Ci( ) = 9(2](0) et [J]'( ) = m

sont T'5(2,4)-modulaires. A partir des formules de duplication 3.3.2 on montre que l'on peut
passer des ¢; aux b; et inversement. Par suite nous avons le résultat suivant :

b, = (C1 + Cg)(l + ¢4+ g+ C12)71,
b, = (Cz + C(,)(l +c4+cg+ clz)fl,
b3 = (C3 + C15)(1 “+ ¢4+ ¢cg + C12)_1.

Théoreéme 3.3.11. Le corps des fonctions modulaires invariantes par T'5(2, 4) est C(by, by, b3) =
C(er, -+, 015).

Démonstration. Aller a [72, 78] O

72



3.4 ESPACE MODULAIRE DE HILBERT

3.4 ESPACE MODULAIRE DE HILBERT

Dans cette partie nous définissons 1’espace modulaire de Hilbert. Cet espace a I'avantage
de produire des polyndmes modulaires plus petits. Et des polyndmes modulaires de Hilbert
ont été évalués par E.Milio dans [78] (en fonctions de invariants de Gundlach et aussi en
fonctions des invariants théta). Nous faisons dans cette section un rappel sur la structure de
I'espace de module d'Hilbert en se referant aussi sur les travaux de [44, 47-50].

3.4.1 Surfaces de Humbert

Soit () = <8§ 8§> € $eta,b,c,dec Z. Une équation de la forme:

aQy + b +cQ3 +d(Q5 — ) +e=0

est appelée relation singuliere de discriminant A = b* — 4ac — 4de. Bt si de plus pged (a, b, ¢, d, e) =
1 on dira que la relation singuliere est primitive.

Lorsque () € $); vérifie ces propriétés alors on montre que toute sa classe d’équivalence
modulo I'; les vérifient. Et d’apres le Lemme d’Humbert[48, 49], il existe un 7y € I'; tel que

élément () = () = (Ql o

a o ) dans cette classe vérifiant la relation normalisée de la forme:
2 3

O +005 - Q=0

ot k et £ sont déterminés uniquement par A =4k + (et £ € {0,1}.

Pour tout () € §), satisfaisant une relation singuliere de discriminant A, des algorithmes
dans [4, 78] permettent de déterminer un 7y € I', comme dans le Lemme d’'Humbert.

Soit A=0,1 mod 4 et A > 0, on appelle surface de Humbert Hy de discriminant A I'ensemble
formé par les Q) € $)7 /Ty qui satisfont une relation primitive singuliere de discriminant A.

Proposition 3.4.1. Soient Aq la surface abélienne principalement polarisée associée a () € $), et
A # N deux discriminants qui ne sont pas des carrés, alors:

— Aq est simple si et seulement si QO ¢ U,~0 Hy2,

— Si Q) € Hy, alors End (Aq) ® Q contient Q(V/A);

— Si Q) € Hy N Hy, alors soit Aq est simple et End (Aq) ® Q est une algebre de quaternions

totalement indéfinie sur Q, ou Aq est isogene a E x E, ot E est une courbe elliptique.

Soit D un entier sans facteur carré et K = Q(v/'D) un corps quadratique réel de discrimi-
nant A (égala D si D =1 mod 4 sinon 4D, son anneau des entiers est Ox = Z + wZ ; (ou

w = % si D=1 mod 4 sinon w = /D).
Pour tout A € K et pour z = (z1,22) € .VJ% avec 1 = {z € C: Imz > 0}, on définit sur f)%:

Az = (Az1,Az3), N(z) =z120 et Tr(z) =z + 2

et une involution v telle que : (z1,2z2) — (2z2,21).
Le groupe SLy(Ok) agit par la gauche sur $? par :

a b azi+b az+b

: (21122) = 7 — —

c d cz1+d’ czy+d
On appelle surface modulaire de Hilbert, 'espace quotient SL, (O )\ $? lequel décrit les surfaces
abéliennes principalement polarisées A avec multiplication réelle par 1’ordre maximal Ok
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dont un plongément est donné par y : Ox — End(A). Une fonction holomorphique
f sur $7 est appelée une formes modulaires de Hilbert de poids k pour le sous groupe
I' de SL,(Ok), si il vérifie pour tout v = (‘Z Z) eTett = (n,m) € .6% la condition
f(yT) = N(ct +d)*f(7); et une fonction modulaire de Hilbert est le quotient de deux
formes modulaires de Hilbert de méme poids. Une forme ou une fonction modulaire f est
dite symétrique si elle vérifie f(v(z)) = f(z).

Exemple 3.4.2. Soit (e1,e;) une Z-base de O, on définit les séries d’Eisenstein de poids
pair k > 2 par :

Ge(z) =1+ ) b(H)qigs  avec bi(t) = Ky ) | Ok / uOx ¥

t:ﬂ-‘rbEGO;g tOKCyOK
et xp = {x (k)1 (2m) 2 ((k — 1)!)_2A}</2_k. Ou on a:

q1 = exp(2irt(erty +e1t2)) et go = exp(2in(exty + ezt2))

Ces séries d’Eisenstein sont des formes modulaires symétriques pour SL;(Ok) avec des
coefficients dans Q.

Soit T(l) = SL2<O]K X al[() ou

SLz(Oﬂ(@aIK) = {(ag) € SLz(]K) ca,be Ok, be LOIK etce v AIKO]K}
[ /A]K

Soient z = (z1,22) € H7, x € Kety = (7)) € SL,(K) alors on admet les notations

suivanteszz*z(‘%fz), = (FY) et yr=(20).

Lorsqu’une Z-base (e1,¢ep) de Ok fixée I'on définit les applications :
(P€1,€2 : Y)% — 2 et 4)61,32 : SLp (IK) — Sp4 (Q)
z +— 'Rz*R v —s  Sy*ST!

ot R=(gg) et S= (té{ qu ) Et ces applications satisfont:

— ¢k, (T2) =T(1) et e, e, (U(2)) =7 - Pey e, (2) pour un certain 7y € T.
— Pee (’Y ) Z) = Peser (7) “Peyer (Z)r Vy € r(l) etz e 5’3%
— Pour une autre Z-base (f1, f) de Ok il existe v € I'y tel que: Pe, e,(2) = 7 - Pey e, (2)-

La fonction: ¢, ., définie sur $7 et SL,(KK) envoie $7 et (I'(1) UT'(1),) \$H7 vers la surface de
Humbert de discrimant Ak. L'espace analytique quotient (I'(1) UT'(1),) \$? est appelé une
surface modulaire symmétrique de Hilbert. Il est birationnellement équivalent a la surface
de Humbert.

Ces résultats sont illustrés sur le diagramme commutatif suivant: o1 7 est une application
rationnelle de degré 2 et p est une application génériquement de degré 1 sur la surface de
Humbert Hp, ( pour plus de détails sur cette construction aller a [79, § 2]). Une composante
irréductible de HKIK = 7171 (Hp, ) dans T'\$, est appelé une composante de la surface de
Humbert.

En particulier lorsque C(I') = C(iy,- - -, ix) pour le sous groupe modulaire T tel que les
restrictions des fonctions modulaires i; n"admettent pas de poles en les points génériques
des composantes Hgk (ou g = ¢, i; (T')). Alors les p*i; engendrent le corps de fonctions Cg
des fonctions modulaires de Hilbert. Par suite, ces tirés-en-arrieres ("pullbacks") engendrent
les fonctions modulaires symétriques de Hilbert pour I' = G N T(1) ou ils engendrent tout
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. 4)61,6’2
I'\$H? % 2

e

(CUT(M)0) \9F 5 Spa(Z)\92

FIGURE 3.4 — Diagramme de description de composantes de surface de Humbert

le corps de fonctions C; des fonctions modulaires de Hilbert pour I' [79, Prop 2.15.]. Donc
le tiré-en-arriere par le plongément de Hilbert permet d’exprimer les j; (en utilisant ¢7 j;
) comme invariants sur une surface modulaire symétrique de Hilbert. De facon similaire,
by = ¢*by et & = ¢*tr; pour k = 1,2,3 sont les générateurs pour le corps de fonctions
modulaires de Hilbert invariants par I'(2) respectivement par I'(2,4) si D =1 mod 4 et par
['(2) UT(2), respectivement par I'(2,4) UT(2,4), si D = 2,3 mod 4 ow:

'(2) = ¢p 0, ([(2)) NSLo(Ok @ Ix) et

1(2,4) = ¢, (T(2,4)) NSLy(Ok ® Ix).

Comme Cr, = C(ji, j2, j3) et les tirés en arriere des invariants d'Igusa peuvent étre exprimés
en terme des invariants de Gundlach comme l'indique le théoreme 3.4.4.
Ainsi toute fonction modulaire symétrique de Hilbert peut étre ainsi exprimée en terme des
invariants de Gundlach. Et pour les D ot I'on n’a pas d’invariants de Gundlach on peut
prendre les fonctions algébriquement dépendantes ¢*j, pour k = 1,2,3 comme invariants
sur la surface modulaire symétrique de Hilbert.

Par exemple pour le cas I' = I';(2,4) le nombre de composantes de la surface de Humbert
est:
10 si D=1 modS§8,
6 si D=5 modS§,
60 si D=2,3 mod4

Et pour D = 2,3,5, les composantes de ces surfaces de Humbert sont données par les
équations suivantes:

1
by — E(bz+ b3) =0,

—b] — b5 — 4b3 — 26703 + 4b1by 4 4b1 6263 = 0,

1
—5 (Z b} + ZZ(bibj)4> + by1b2bs <1 +Y bf - b1b2b3> =0.
i i i i
La surface modulaire de Hilbert SLZ(O]K)\ﬁ% est rationnelle seulement pour D = 2, 3, 5, 6,
7,13,17,21, 33 ( d’aprés [47] ). Et les deux générateurs de la surface modulaire symétrique
de Hilbert pour les cas D = 2 et 5 sont définis comme suite .
e Pour K = Q(+/2), on pose :

_ (G5 -Gy

—5.72-G3  11-59G,G,4 192 - G
Hi= =753

28.33.13 28325.13  27.33.5.13

et H6:
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e Pour K = Q(+/2), on pose :

67(G3 — Ge)
253352

Hyp = 2719375575771(412751Gg — 5 - 67 - 2293G3Gg + 223 - 7 - 4231G3)

H6 = H12 = Z_Z(Hg — G2H10) et

Théoreéme 3.4.3. Le corps des fonctions modulaires de Hilbert pour SLy(Oxk ) sont des fonctions

rationnelles en 31 et Jp appelés invariants de Gundlach pour K.

G3 H,
o Lorsque K = Q(v/2) ona J; = ﬁ2 et Ty = G2Hs
4

H:
G5 G2H,
o Lorsque K =Q(\/5) onady = —% et Jp= —= 6,
Hio Hio
Démonstration. Aller a [44]. O

3.4.2 De Hilbert a Siegel

On consideére K = Q(v/D), alors on a 9k = y/AxO et o' = ALO]K.
K

Une base plus pratique est donnée par e; = 1 et e, = €. Dans ce cas, on a que pour tout

z € 9?2, Vimage ¢1 ¢ (z) = (8; gg) € $), vérifie :

D-1
TQ1+QZ—Q3:O si D=1 mod 4,
DO —QO3=0 si D=2,3 mod 4.
Si de plus € est une unité de norme —1, il existe des bijections ¢ : z — € zet ¢o :
VA

v aya~! de SLy(Ok) sur SLy(Ok ® 9 ') avec a = diag(1, \/Ax /€) telles que lorsque 'on
définit ¢ = ¢1 o P avec ¢ = ¢y ¢; alors une forme modulaire symétrique de Hilbert peut
étre définie comme le tiré en arriére par ¢ d’une forme modulaire de Siegel pour I'; de
poids k [78, Proposition 5.1.10]. En utilisant cette approche on montre le théoréme suivant
exprimant en fonction des invariants de Gunlach les tirés en arriere par ¢. des invariants
d’Igusa dans les cas D =2 et D = 5.

Théoreme 3.4.4. (De Hilbert a Siegel).
e Lorsque K = Q(v2),0ona:
ko ~ ~ 5
¢iir =831 (335/91—2)7;
. e D e 3
$tin =27191 (335/91 —2)7;
olis = 27331 (333/31 — 2)7 (493/31 + 2°323,/31 — 3)..
e Lorsque K = Q(V5),ona:

Gl = 833/T2 (14 12/32 +123,/71)°;
3.

$Lin = 233/T5 (I 4 144) (1+12/7, +123,71)%;
¢z = 871 (14 12/, +123,31) - (33/72 + 1672
+1633 /33 + 230433 /33 + 40833 /3 + 288031) .
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Démonstration. Elle consiste a calculer en fonction des invariants de Gunlach les tirés en

arriere par ¢. des formes modulaires 14, P, x10 et x12 en utilisant la Proposition 5.1.10 [78].

Pour plus de détails aller a [93]. O
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Dans le chapitre 3 nous avons vu que sur C les Jacobiennes de courbes de genre 2 étaient
exactement des surfaces abéliennes principalement polarisées que 1'on pouvait générer a
isomophisme pres, a partir d’éléments de /. Et d"'une maniére plus précise, les valeurs prises
par les triplets d’invariants d'Igusa (ou de Streng) correspondent aux classes d’isomorphismes
et mieux encore nous pouvons retrouver ces classes avec les invariants théta .

Dans cette partie nous allons revoir les différents types d’invariants définis pour les courbes
de genre 2 sur un corps quelconque.

Et cela a été le cas d’abord pour les courbes elliptiques ou par exemple, on définit a
équivalence pres le j-invariant a partir de I'équation de la courbe par :

j=1728a3/4A avec A= —16(4a3+27a%),

pour une courbe elliptique d’équation: y> = x® + ax + b sur un corps k de caractéristique
char(k) # 2,3. Alors deux courbes elliptiques isomorphes E et E’ ont le méme j-invariant,
et réciproquement si j(E) = j(E’), les courbes E et E’ sont isomorphes sur k. Ainsi 1’espace
modulaire des courbes elliptiques sur k est dimension 1.

L’objectif principal de ce chapitre est 'introduction de nouveaux invariants (la section 4.3)
absolus pour les courbes de genre 2, ayant bonne réduction en toutes caractéristiques pour
permettre de calculer le relevé canonique en petites caractéristiques sur ’espace de Siegle.
Certaines des idées ci-dessous sont reprises de la publication [71].

4.1 INVARIANT D'UNE FORME SEXTIQUE

Soit un corps k de cloture algebrique k, une courbe de genre 2 C sur k admet un model
affine C : y> + h(x)y = f(x) sur k[x,y], ot deg(h) = 2, f est unitaire de degré 5 ou 6. En
effet la courbe C est completement définie par son corps de fonction k(C). Et dans le cas ot
C est lisse, elle est une normalisation d’un model birationel de k(C). Alors comme dans le
chapitre 3 et la section 3.2.2, k(C) est décrit en utilisant la Théorie de Kummer en caractéristique
différente 2 ou en utilisant la Théorie d’Artin-Schreier en caractéristique 2.

Lorsque la caractéristique de k est char(k) # 2, nous pouvons associer a un modele
hyperelliptique y> = f(x), une forme sextique définie par :

6
F(x1,x2) = x3f(x1/x2)
et F aura la forme suivante:
F(x1,%2) = aox® + a;x5xs + ... + asx1x5 + agxs

Selon la Théorie des Invariants Algébriques de Hilbert [76], un covariant est un polyndme
C € Kklay, ..., a6, x1, x2] en les coefficients de la forme générique du sextique, telque tout
changement de variable

(x1,x2) — (ax1 + Bxa, yx1 + dx2)
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associé a la matrice M = (f‘r ? ) € GL,(k), change C par une puissance fixée du det(M),
c’est-a-dire

C(af, ..., ag, axy + Bxa, vx1 + 0x2) = det(M)*C(ay, ..., as, X1, %2)
ot les a; avec i € {0, -- 6} sont les coefficients aprés changement.

Définition 4.1.1. Lorsque C est un covariant alors :
— C est homogeéne en x; et x; avec un degré total appelé I'ordre de C;
— C est aussi homogene en a; avec un degré total appelé le degré de C;

— et k est appelé l'indice de C.

Alors nous avons la propriété suivante [76] :
2k = 6(degre de C) — (ordre de C)

Les covariants de covariants de C sont des covariants de C. Et I'algebre des covariants est de
type fini [16].

Soit G le sous-groupe de GL, (k) qui transforme une forme sextique F en uF, u € k*, alors G
contient les homothéties. Et le groupe des k-automorphismes de F: Auty(F) est I'image de
G dans PGL; (k). [76].

Définition 4.1.2. Un invariant I d’une forme sextique F est un covariant d’ordre 0. On note
par I(C) ou I(F) la valeur de I associée a la forme sextique F ou a la courbe de genre 2 C.

Deux formes sextiques F et F’ sont linéairement équivalentes (classification) si et seulement
siilexiste r € k" tel que pour tout invariant I, on a I(F) = rI(F'), ot d est le degré de I. Alors
le fait qu'un invariant s’annule sur certaines courbes, dépend de la classe d’isomorphisme
de la courbe.

Soient f et g deux formes binaires de degré n et m. Pour calculer les covariants d’une forme
sextique, Clebsch introduisit une opération appelée Ueberschiebung définie par :

(m—k)!(n—k)! (afdog 9fog\"
m!n! oxody Jdyox

(f&h =

aH—sf
IxToys’

ou dans le calcul binomial of i signifie
ox ay
(ff")kx alaplace de (ff)x.
Proposition 4.1.3. — (fg)k est un covariant de f et g d’ordre m +n — 2k ot m = deg(f) et
n = deg(g).

— En particular si g et h sont deux formes binaires de f d’ordre m et n , de degré r et s alors
(gh)y est un covariant de f d’ordre m + n — k et de degré r + s.

Et quand f = g on prefere noter

— Tout covariant de f peut étre déterminer en utilisant le Ueberschiebung (appliqué de maniére
itérée a f).

Démonstration. Aller a [16, 76]. O
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Exemple 4.1.4. Soit f une forme sextique, par le Ueberschiebung nous avons les covariants
suivant :

covariants ordre deg
i= () 42
A = (ii')2 4 4
v1 = (fi)a 2 3
y2 = (iy1)2 25
y3 = (iy2)2 2 7
A= (ff)s 0o 2
B = (ii’')4 0 4
C=(iA)s 0 6
D = (y3y1)2 0 10
R=—(y1y2)(vays)(ysyr) 0 15

L’algebre des invariants est engéndré par A, B, C, D et R [16]. D’autre part R? admet
une expression polynomiale en les quatres générateurs de degrés pairs. Alors la condition
d’équivalence linéaire des formes sextiques se réduit aux quatres invariants A, B, C, D
appelés invariants de Clebsh.

En considérant le modele hyperelliptique des courbes de genre 2 C : y? = f(x) = uox® +
u1x% + ...+ usx + g et aq, - - - , &g des racines distinctes de f : on note par (ij) la différence
(&(7) — &g(j))- Alors J. Igusa a montré [51] que les expréssions:

L =u§)_(12)*(34)%(56)* ,
15

Iy = uj ) (12)*(23)*(31)*(45)%(56)(64)* ,
10

Iy = u8%(12)2(23)2(31)2(45)2(56)2(64)2(14)2(25)2(36)2 ,

_ 10 ) )2
Lo = uy H(le —«j)
i<j
telles que une racine &; apparait dans chaque expréssion m fois égal au degré de 1, sont des
invariants homogenes (a coefficients entiers) de degré m. L'invariant ;g est le discriminant

de la forme sextique associée. Il est possible de calculer ces nouveaux invariants en fonction
de ceux de Clebsh et vis-versa, par les rélations suivantes:

L = —1204,

I, = —720A% 4 67508,

Iy = 8640A% — 108000AB + 202500C,

Lip = —62208 A® + 972000A3B + 1620000A%C — 3037500 A B> —
6075000BC — 4556250D.

Ainsi on appelle les I; avec {1,2,3,5} les invariants d’'Igusa-Clebsh. Et Igusa montra qu’a tout
quadruplet (A, B, C, D) correspond une forme sextique admettant A, B, C, D comme inva-
riants . En caractéristique nulle la connaissance du quadruplet (A, B, C, D) (par équivalence
celle des I;) dans I'espace projectif gradué correspond exactement a celle des courbes de
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genre 2 dans 'espace de module ("coarse") M.

Cependant, ces invariants n’ont pas une bonne réduction pour certaines caractéristiques. En
effet, les invariants de Clebsh (A, B, C, D) ont une mauvaise réduction en caractéristique 2, 3,
5. Et les réductions en caractéristiques 2 et 3 des invariants d’Igusa-Clebsh méme si elle sont
définies ne permettent pas une classification des courbes de genre 2 pour ces caractéristiques.

4.2 INVARIANTS ARITHM]::TIQUES

Dans le sens d’étendre la classification fournie par les invariants I; au caractéristique 2 et
3, Igusa procede par exprimer les invariants I; avec i € {1,2,3,5} comme polynoémes sur Z
en les coefficients a, b, c,d de la forme normale universelle associé a une courbe de genre 2 en
caractfistique quelconque.

4.2.1  Forme Normale Universelle

Dans cette partie nous nous intéressons aux résultats d’Igusa [51, § 2] sur la construction
d"une forme normale associée a une courbe hyperelliptique de genre 2.
Lorsque C est une courbe hyperelliptique de genre 2, P un point de Weierstrass de C et Q un
point n’étant pas de Weierstrass. Alors d’apres la construction d’Igusa [51, § 2], pour P et
Q fixé et en utilisant que des transformations projectives on peut toujours déterminer un
modele non-homogeéne de C sous la forme

XY?+ (14 aX +bX?)Y + X?(c+dX + X?) =0 (4.1)

de maniere unique (par transformation pres de la forme (a,b,c,d) — (Za, {?b, {°b, C*b)
avec {° = 1.) Et réciproquement, si une courbe définie par une telle équation n’admet des
singularités qu’en (0,1,0) alors son model lisse est une courbe hyperelliptique d’équation :

Y2+ (1+aX +bX?)Y = —X3(c +dX + X?)

Et I'équation (4.1) est appélée forme normale universelle de la courbe hyperelliptique C de
genre 2.

Lorsque la caractéristique est différente de 2, une telle équation peut donner une forme de
Rosenhain. En effet pour x différent de 0 et oo, les deux racines de I'équation en Y:

Y2+ (1+ax +bx*)Y + x*(c +dx +x%) =0

détermine un membre d’un systéme canonique de C autre que 2P et Q + Q" (qui corres-
pondent respectivement a x = 0 et x = o). Alors les autres points de Weierstrass (définissant
des Y doubles) sont les solutions de I'équation:

(1+aX +bX?)? —4X3(c+dX+X?) =0
Ainsi nous obtenons les points de Weierstrass d"une forme de Rosenhain:
X(X-1)(X—1)(X—1)(X—13) =0

En caractéristique 2, le résultat correspond a la construction d’Artin-Schreier d"une courbe
de genre 2: y*> —y = R(x), ot R est une fonction rationelle en x avec diviseurs de pole.
Les classes d’isomorphismes de ces courbes sont en bijection avec les orbites des R(x) sous
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la double action par le goupe d’Artin-Schreier AS(k(x)) et le groupe projective linéaire
PGL; (k). Pour plus de détails sur ces actions de groupes se reférer a [33, 51]. Il en découle
I’existence de trois types de ramifications pour les points de Weierstrass (1,1,1), (3,1), (5) et
une courbe correspondant a un de ces types est birationnellement équivalente a une courbe
plane affine définie par:

aX+BX T +y(X-1)7L, apy#0  (1,1,1)
Y2—y = X3 +aX+BX1, B#0 (3,1)
X° +aX?, (5)

En effet en partant de la forme normale non réduite définie précédente, les points de
Weierstrass de C autre que P (s'il en existe) correspondent aux solutions 1+ aX +bX? =0.
Ainsi les cas ab # 0 correspondent a trois points de Weierstrass c’est-a-dire le type (1,1,1).
Le cas a = 0 ou-bien b = 0, nous avons un seul point de Weierstrass différent de P et le
type est (3,1). Dans le dernier cas a = b = 0, correspondant au type (5), tous les points de
Weierstrass se réduisent sur P.

4.2.2  Invariants Arithmétiques

En dimension 1, on consideére la fonction j-invariant j. Selon la théorie des invariants de
Deuring [26]: Z[j] est 'anneau des fonctions continues préservant la caractéristique et ne
dependant que des classes birationnelles, définies sur I’ensemble des courbes elliptiques a
valeur dans le domaine arithmétique universel.

Alors Igusa définit un invariant intégral comme une fonction continue préservant la carac-
téristique définie sur I'espace des formes sextiques a valeur dans le domaine arithmétique
universel qui ne dépendent que des orbites. Et ceux qui ne dépendent que des classes
birationnelles des courbes hyperelliptiques de genre 2 sont appelés des invariants absolus.
En terminologie moderne, un invariant intégral est une section global du champ ("stack")
algébrique quotienté par cette action, autrement dit une section de 1’espace de module fine
M, ("stack") et aussi de son espace de module (en "coarse").
En genre 2, les invariants intégrals forment un anneau integre gradué sur Z. Cet anneau
tensorisé avec Q sur Z est I'anneau inteégre gradué des invariants rationnels. Et les I;(C)
sont les valeurs prises par les invariants integrals homogenes I,; de degré 2i sur la sextique
assocée a C. Un invariant arithmétique est définit comme un invariant rationnel sur Z en les
coefficients a, b, ¢, d d'une forme normale.
Par exemple :

=27h, J4=273"1(4]; L),

Jo =27°372(8]3 — 160]2]s — Ie),
Js =27%(lJe = J3), i =2 "ho.
sont des invariants arithmétiques associés a la courbe d’équation

XY?+ (1+aX +bX?)Y + X*(c+dX + X?) =0

introduits par Igusa dans [51, p. 621]. Les J»; se réduisent bien en toute caractéristique et on
a bien J1p # 0 car il encode la propriété que C est lisse. Et lorsque la caracteéristique n’est
pas 2, Ijp correspond au discriminant de C, donc inversible sur M5 , car ces courbes sont
lisses sur leur base. Les J,; comme polyndmes en fonction des 4, b, c, d est une quantité ne
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dépendant que de la classe birationnelle des courbes de genre 2. En caractéristique différent
de 2, c’est une conséquence de la propriété d’invariance des I; et en caractéristique 2, c’est
une conséquence des rélations explicites entre les formes normales réduites 1"équation (4.1)
et les Jp; (détaillées plus loin les équations (4.7) a (4.9)).

Et réciproquement Igusa montre dans [51] qu’en toute caractéristique, a tout quintuplet
(J2,Ja,J6,J8, J10) avec Jip # 0 correspond une forme normale d’invariant arithmétiques
J2, Ja, J6, Js et J1o (souvent sur des extensions de corps) [51, § 3, § 5]. Lorsque la caractéristique
n’est pas 2, cette construction peut se faire algorithmiquement en utilisant la méthode de
Igusa-Clebsh [76] et en caractéristique 2 on pourra utiliser les relations la section 4.3.2. En
utilisant la relation J,Js — ]Z —4Jg = 0, on peut se restreindre au quadruplet (]2, J1, J6, J10)
en caractéristique différente 2. Cependant en caractéristique 2, le role de 'invariant Jg est
crucial pour décrire les classes d’isomorphismes.

On considére le localisé par les puissances de [i9, de I'anneau gradué engendré par les
invariants J»; i = 1,2,3,4,5. On désigne par R 'anneau integre formé par ses éléments
homogenes de degré zéro.

Alors d’aprés [51, § 7] 'anneau R est engendré sur Z par les éléments de la forme
ST T 0" avec e; des entiers naturels satisfaisant eq 4 2e, + 3e3 + 4e4 = 5es. Et si yy,
Y2, y3 et yy sont des variables indépendantes avec 4y4 = y1y3 — y3, alors la correspondance :

T s o = Y YRYS Y

de R vers Z[y1, Y2, Y3,y définit un 1som0rph1sme entre R et les éléments de Z[y1, y2, y3, Y4
invariant par la transformation y' — {Ly; pour i = 1,2,3,4, ol {5 est une racine cinquiéme
de l'unité.

En considérant la condition J,Js — ]Z —4Js = 0 on arrive a montrer que le monoide des
puissances e; est engendré par dix éléments, reduit a huit en caractéristique différente de 2.
Alors R est engendré par dix éléments suivants appelés y; dans [41]:

vi=0/ho, v2=JJs/To, V3= TJe/J10, va=J2Js/ 1o,

vs=JoJo/ T, ve =IsJs/To, 7 =1Js/ o, vs =12/ T3,
Yo =TJeJa/ T30, 110 = J3/ Jio-

On considere que, p5 le groupe des racines cinquiéme de 1'unité, alors en résumé nous avons
le résultat suivant.

Théoréme 4.2.1. I'espace de module My des courbes de genre 2 est isomorphe a

Proj (Z[)2, ], Jo, J8, J10]) (1,,) = Spec (Z[y1,y2, y3,yal"®) = Spec (Z[y1, ..., 710])

(avec une graduation pondérée sur Proj). Et la variété My peut étre vue comme une sous-variété de
I'espace affine sur Z de dimension dix et pas moins.

En caractéritique 2, 'espace tangent de la variété M, ® k au point singulier (J» = Jo =
Js = 0) est de dimension 10.

Démonstration. Aller a [51, Théoreme 2 et Théoreme 6]. O

Corollaire 4.2.2. Nous notons par y;(C) 'evaluation de «y; sur le model de représentation de C.
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— Ainsi pour une courbe C définie sur un corps de nombre K, C a une bonne réduction pour un
premier p de K si et seulement si :

ordy, (1(C)) >0, i=1,---,10.
— Et pour Cy et Cp des courbes sur k, alors :

C1~C = (1(C1), -+, 7(C1)) = (M(Ca), -+, 7(C2))
> (J2(C1) : Ja(C1) = J6(Cr) = J3(Cq) = J10(C1)) =
(J2(C2) = Ja(Ca) = J6(C2) : J(C2) = J10(C2))

(avec graduations pondérées).

4.3 CLASSES D'ISOMORPHISMES ET INVARIANTS ABSOLUS

On dit qu'un triplet d’invariants (i1, i, i3) constitue un triplet d’invariants absolus pour
M, s’il engendre le corps de fonctions k(M ® k). De maniére équivalente, un tel triplet
d’invariants définit un morphisme birationnel M, ® k — A3, ainsi il définit des coordonnées
sur un ouvert U de M, ® k. Les invariants absolus sont de degré nul (sous forme de quotients
d’invariants de méme degré). Nous dirons que le triplet d'invariants (i1, ip, i3) est bien défini
en C si son évaluation en C correspond a un point géométrique de U. C’est une propriété plus
forte que celle de: i; n’ayant juste pas de pdles a C, on voudrait aussi que la classe birationnale
de C puisse étre récupérée a partir de (i1(C),i2(C), i3(C)), ou de maniere équivalente par le
théoreme 4.2.1, que (J2(C) : Ja(C) : J6(C) : Js(C) : J10(C)) peut étre réconstitué.

Par exemple un systéeme standard d’invariants utilisé pour le calcul des polynomes de classe
ou de polyndémes modulaires était

(I5/ 1o, 314/ Iho, 316/ I1o)

et le U correspondant est I # 0.

Pour décrire les espaces My ® k, nous avons besoin de systéme d’invariants. Nous
dirons qu'un tel systéme d’invariants {i,i’,i” ...} est récouvrement complet si ces invariants
définissent des coordonnées sur une stratification de M» ® k. D’'une manieére spécifique,
on utilise un systeme d’invariants absolus i sur un Uy ouvert, puis un autre ensemble
d’invariants i’ sur un U; ouvert de M, ®@ k \ U, et ainsi de suite. Dans ce cas i; n’a pas
besoin d’étre un invariant absolu puisque nous avons seulement besoin qu’il soit défini
sur un sous-schéma localement fermé plutoét que sur un sous-schéma ouvert. Et on aura
seulement besoin qu’il induise un isomorphisme de U; vers un ouvert de Afl. Par exemple
en caractéristique 2 on allege cette derniere condition a un morphisme universellement
injectif sur U;.

On dit qu'un systéme de recouvrement complet d’invariants est optimal sil induit une
bijection M, @ k — A7 (il faudrait remarquer, que puisque le systeme est défini sur une
stratification, l'application n’est pas un morphisme).

4.3.1  En Caractéristique Différente de 2

On peut utiliser les invariants arithmétiques J,; pour définir des invariants absolus comme
dans [10, § 1], d’ott des coordonnées sur l'espace des modules. Sachant que l'invariant Jio
définit le discriminant de la courbe, donc n’est pas nul, on obtient que:
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— La classe des courbes de genre 2 avec un J, non nul, est un ensemble ouvert de M,
sur lequel nous avons comme coordonnées le triplet des invariants absolus:

(J3/ 110, J3Ja/ Tho, J3J6/ To) -

— Les courbes de genre 2 qui s’annulent en ], avec un J; non nul, est un sous-espace de
M ot1 les coordonnées peuvent étre définies par:

(0, 13/ T30, JaJo/ T10) -

— Les autres courbes se trouvent dans un ensemble avec des coordonnées définies par:
5,13
(0, 0,75/ J%) -

Il en découle que l'ensemble des points de M»> ® k est en bijection avec ’ensemble des
triplets définis précédemment, donc en bijection avec A3. En d’autres termes, ces invariants
(k1, ko, k3) sur la stratification définis précédemment sont optimaux.

Remarque 4.3.1. Réciproquement, nous pouvons récouvrir les J,; projectifs a partir de
n’importe quel triplet (ki, ko, k3) € Aﬂi (un point de M; ® k) en utilisant le chemin suivant
de [10, Lemme 1]:

(k1, kiko, k3ks, k), si ki #0,
(J2,Ja, Je, J10) = (0, ka, kaks, k3), sinon-si if k1 =0, ky # 0,
(0,0, k%, kg), autrement.

4.3.2 En Caractéristique 2

Nous rappelons que toute courbe hyperelliptique du genre 2 est birationnellement équiva-
lente & I'un des trois types suivants selon le nombre et le degré des points de Weierstrass
ramifiés:

aX+BX T+y(X-1)7L  (1,1,1)
Y2 —Y = X3 4 aX + X1, (3,1)
X° +aX3, (5)
Lorsque k a g éléments, le nombre k-classes d’isomorphisme des courbes projectives lisses

du genre 2 défini sur k est donné dans le tableau suivant selon le type ([33, Théoreme 20]):
On considére la forme normale associée a une courbe de genre 2 en caractéristique 2.

Type Nombre
111 P
(31) q°—q
(5) q

TABLE 4.1 — Nombre de classes d’isomorphisme selon le type sur Fa:.

XY? + (14 aX +bX?)Y + X3(c +dX + X?) = 0.
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e Si ab est différent de 0, nous obtenons trois points Weierstrass (comme expliquer plus
haut): le point a I'infini et deux autres points donnés par 1’équation: 1+ aX + bX? = 0.
Cela correspond au type (1,1,1). On peut mettre I’équation sous la forme: 4> —y = R(x)
en la multipliant par X(1 + aX + bX?)~2 puis en remplagant Y par X(1 +aX + bX?)"1Y.
Apres un changement de variable dans [51, § 3] (un peu technique), comprenant une action
Y — Y + B(X) du groupe d’Artin-Schreier et une action linéaire sur X, on peut obtenir:

a=ab3, (4.2)
p=a b (c+ g taled+d+E 1)), 43)
v =a3bm2 <c+17_2+a(c17+d+17_1)1/2) (4-4)

telquei+n =a,ni=>b;
e Mais si a ou b est différent de zéro et ab = 0, cela correspond au type (3,1); et sia # 0 et
b = 0, on peut transformer:

XY+ (1+aX +bX?)Y + X?(c+dX + X?) =0

en
Y2-Y =X +aX+pX!
ou
w=a’/3 (a‘3c + (@ + a‘4d)1/2) , (4.5)
B=a>b"3 (u’S +a3c+ (a7 +atd+ a’3c)1/2> . (4.6)

Sib # 0 eta = 0, nous obtenons a, B en termes de b, ¢, d via une expréssion plus compliquée
pour laquelle nous nous référons a Igusa [51, § 3].

e Le type (5) correspond a 2 = b = 0 et la forme normale associée XY? + Y + X?(c +dX +
X?) = 0 peut étre transformée en Y2 — Y = X° + aX> avec a = c.

Nous désignons par M,[J; '] ® k 'ouvert de dans M ® k constitué des courbes biratio-
nales équivalentes aux courbes de type (1,1,1). Il est caractérisé par la non-annulation de J,
modulo 2, et peut étre défini a 1’aide des trois invariants arithmétiques absolus suivants:

am=Ji/J5, wa=1]Js/]5 et a3=Jio/J5.

En outre on peut récouvrir ces invariants a partir des coefficients de la forme normale en
utilisant la rélation suivante [51, § 3]:

C+p+y = L/ T3,
W’ pry? = Ji0/]5, (4.7)
2B+ Byt + 2 = Js/ ]+ (Ju/ 3>+ (Ju/ J3)*

Alors on remarque que les invariants birationnels a;, a, a3 sont totalement définis en fonction
des trois invariants symétriques standards: « + B+, af + By + Y&, a7y, ces derniers sont
également utilisés par Cardona et al. dans [33, § 2] pour définir des invariants: bien qu'’ils
soient ramifiés sur les invariants symétriques. Dés lors il y a des avantages trés importants a
travailler avec le systeme de trois invariants a;, a, a3: puisqu’ils proviennent de fonctions
modulaires sur C et sont en fait définis sur Z. Par contre, les invariants symétriques
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ne peuvent étre relevés en formes modulaires (sans caractéres) en caractéristique 0. Plus
précisément, il est démontré dans le théoréme 4.3.2 que ces invariants décrivent M[J, 1] sur
Z. En particulier, sur Z, ces invariants décrivent I’ensemble ouvert Mo[]; 1] de M; qui se
réduit a M,[J, '] ® k modulo 2, c’est-a-dire des courbes avec une bonne réduction modulo
2, et dont la réduction est de type (1,1,1).

Le type (3,1) est caractérisé par J, = 0 et la non-annulation de Jg sur k, cela correspond a
un sous-schéma fermé de M;[] 11 ® k, d’ot1 un sous-schéma localement fermé dans M; ® k,
de courbes birationnellement équivalentes a ce type. Les coordonnées de ce sous-schéma
sont définies a l'aide du triplet d’invariants absolus suivant: (0, JsJi0/J2, J3,/J2). En outre a
partir de la section 4.3.2, on retrouve ce triplet en utilisant les rélations suivntes:

a® I3 T8
Bo= R/l 49
B = Js" o/ 3.
Et les invariants birationnels sont donnés par: &>, a8 dans [51, §2].
Le type (5) est caractérisé par J, = Jo = 0. Le sous-ensemble fermé correspondant de

M; ®k, peut étre défini en utilisant le triplet d’invariants (0,0, J3/]1,). Et nous avons la
rélation suivante:

{ & = 13/*/ Tho. (4-9)

Et a® est un invariant birationnel d’aprés [51, § 2].
Nous déduisons de cette discussion, que les systémes d’invariants:

(a1, 02,03) = (Ja/J2,Js/ T3, 10/ ]3) lorsque J» # 0,
(0, JsJ10/J2, 3o/ J2) lorsque J» = 0, J¢ # O,
et (0,0, J3/ 1)

induisent une bijection entre I’ensemble des points de M, @ k et Ai, sont donc optimaux.
En effet les formules ci-dessus montre comment récouvrir les «, 8, v a partir de ces invariants.
Un inconvénient par rapport aux invariants optimaux définis ci-dessus en caractéristique
différente de 2 est qu’ils ne partagent pas de dénominateur commun. Il sérait intéressant
de combiner les deux versions pour avoir des invariants optimaux valables a la fois pour
toute caractéristique.

4.3.3 Invariants Absolus pour toute Caractéristique

Un systeme standard d’invariants utilisé pour le calcul des polyndmes de classe ou
modulaires était ceux d’Igusa (I;’ / Lo, I§’I4/ Lo, 1%16/ 110) introduits plus haut. Pour réduire
la taille de ces polyndmes, Streng a introduit dans [113] les invariants absolus 141}/ Lo,
LI/ Lo, I/1Z, ou I, = 1/2(I,1y — 3Is) pour un ouver U donné par Iy # 0. Ces choix
d’invariants correspondent a une belle caractérisation par des formes modulaires définies en
termes de constantes théta (aller a la section 4.6 pour plus détails).

Cependant ces invariants ne se réduisent pas bien modulo 2 et modulo 3. Méme si
leurs réductions existent, ils ne définissent pas des invariants absolus sur M, ® k pour ces
caractéristiques. Et nous avons a partir de [51, Theorem 4] que:

— Sichar(k) # 2, la variété M, ® k admet un et un seul point singulier, ce qui correspond
af2=Js=Js=0.
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— Si char(k) = 2, le lieu des points singuliers de M, ® k est une courbe rationnelle
correspondant a J, = Js = 0 autrement dit les courbes de type (5) n’ayant qu’un seul
point Weierstrass.

Nous allons par suite introduire un systéme de trois invariants pour chacun des trois ouverts:

Ma[J;Y, Mol 1, MalJg Y], MalJgt] dans M, sur Z. Ces ouverts se réduisent bien en toute
caractéristique sur un recouvrement de M, ® k, excepter pour la seule courbe Cy définie
par: o = Js = Jo = Js = 0. Une équation de cette courbe est donnée par Cp : y> +y = x°
sur Q, qui a potentiellement une bonne réduction partout [92, Exemple 1], et elle se réduit
modulo 2 sur la courbe de type (5) avec « = 0.

Les trois ouverts M (], '], Ma[J; '], Ma[J; '] sont suffisants pour recouvrir M, @ k en
caractéristique différente de 2, moins le seul point non lisse Cy défini précédemment. En
caractéristique 2, le premier ouvert correspond aux courbes de type (1,1,1), et le troisiéme
ouvert contient les courbes de type (3,1). Nous ne pouvons espérer que les trois invariants
sur le dernier ouvert puisse définir un isomorphisme avec un ouvert de A3 ( car M,[J; ']
contient les points singuliers ).

En résumé, on peut remarquer que nos choix de récouvrement et d’invariants absolus est
particulierement bien adapté a la réduction d"une courbe en M, ® Z(z) (et respectivement
en My ® Z3)). D’ou, en particulier en caractéristique deux (respectivement trois) et zéro, et
encore plus précisément pour représenter les relevés sur Z,; des courbes de genre 2 définies
sur IF;, avec g = 2" (et respectivement g = 3"). Ces situations ne peuvent étre couvertes par
les invariants habituels comme ceux d’Igusa et ceux de Streng. Alors nous utiliserons plus
bas les invariants pour construire des algorithmes de calculs de relevés pour les courbes de
genre 2 ordinaires en caractéristique 2 et 3.

Théoréme 4.3.2. Nous pouvons associer a chacun des récouvrements affines définis précédement, un
systeme de trois invariants comme suite:

— a1 =N/ a=Js/J5etaz = Tw/]3 pour May[];1],

— 0 =3/ s 0a=J2/T3etos=J3/]; pour Mo[];Y],

—w = J3/J2 w = Jsho/J2 et uz = 3, /]2 pour Ma[Jgt],

— w1 =J3/Js, w2 = J3/J3, et w3 = J{y/J§ pour  Ma[J ).
tels que ces invariants induisent un isomorphisme de My[J; ], Ma|] et Ma[Je 1] avec I'ouvert
standard de A3 défini par a3 ', 03, uy! respectivement, sur Z, Z[1/2] et Z respectivement.

Le dernier systeme d’invariants défini un récouvrement de My|Jg '] vers l'ouvert standard

A3[ro; '] sur Z. Et en caractéristique 2, ils se restreignent sur l'ensemble des points singuliers
J> = Jo = 0 vers un morphisme radiciel avec image Al \ {0}.

Démonstration. La bonne réduction des invariants J; implique celle de ces invariants. Il nous
reste 8 démontrer que ces invariants définissent des coordonnées locales autrement dit qu’ils
décrivent localement l'espace Z[M;] . D’apres les résultats de la section 4.2.2, il suffit de
prouver que nous pouvons réconstituer tous les ;.

Nous allons procéder par calcul direct:

e Pour 'ouvert M;|], 1], nous exprimons les invariants <; en fonction de a, a; et as.

2

1 aq a a a a3 aja
1 2 2 1 102
’)/1:7/ ’)/2:71 73:7—’_471 ,)/4:7/ ,)/5:7—'—4 7
as as as as as c as
2 4 2.2 3
’)/6 = 72 , ’)/7 = 72 + 872 + 1672,
a3 as as asz
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1
ywij@ﬁ+mﬁ@+mma%mMaﬁ+umaé+wm@)
a3
1 a3
Yo = ag (alaz + 402) Y10 = cT%

Cette conversion a un sens sur Z. Alors
MalJ;"] = Spec (Z[ar, az, as][a5"])

et M[], '] est un sous espace de M, de dimension trois sur Z.

e Sur Z[1/2], les invariants v; sont exprimés en fonction de 9, 9, et 93 sur Ms[], 1]
comme suite:

S U C OO 1. S U
m 03’ 72 03’ 3 03 o T 405 403, 5 03,
05
= —— (0}03 — 20102 + 1), = — (0103 —93), -2
Yeé 16a§(12 102 ) Y7 4a§(12 2) 8 bg
"= (a 0% — 30%03 + 30,03 — 02),
1 555 44 343 252 4
Y10 = Py (0102 — 50102 + 100132 — 100102 + 50]02 — 03> .
102403

e Pour le cas de M,[], 1], nous pouvons exprimer les ; en fonction de uy, uy et uz. Cette
conversion a aussi sens sur Z et la sous-variété My[J; '] de M, est de dimension trois sur
Z.

1
7= —6( wg° + 20031008 + 160uu3u§ + 640ud15uT + 1280uszuzud + 102413),
U3

1
T2 = ! (uguz + 12u§u2u? + 48U3u%u§’ + 64“%1*1)'
3

1 1
3= E(u‘%u‘f +8uguauf +16u3), 74 = — (uguguf + 4u3),

3 13
w wul 1w 1 uw 1w
Y5=_— Y6= 5, V7= "3, V8= 3, V9= g, YI0O= g

e Pour le cas de M,[Jg '], alors on arrive a exprimer les carrés des 7; en fonction de 1,
tuy et tos.

10 4,2 2
1o N B2 v
2 2 7 6 2 2 2
"= T;% ;72 *% (mlmZ —4m1) ;T3 tiz% N A é’
1 i
2 3 2 2 2 2
V5= 3 ("01"02 4"02) v Y6 = 3 (orop —4), 797 = 4
3 03 o,
10 2
V= 0, = oy o = 1
8 mg ’ 9 mg/ 10 mg

Comme on peut le remarquer, nous ne pouvons faire mieux en caractéristique 2, puisque
M;[Jg!] @ k contiennent le lieu J, = Js = 0 des points singuliers de 'ensemble des courbes
de type (5). Si nous nous focalisons sur ce domaine en caractéristique 2, nous obtenons que
w3 = a~ 4. Comme «° est un invariant birationel sur ce lieu, on voit que les coordonnées
tv3 induisent un récouvrement totalement ramifiée de degré 8 sur les courbes de type (5),
excepter comme d’habitude, la courbe Cy : y?> —y = x° O
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4.4 CONSTRUCTION DE COURBES DE GENRE 2 A PARTIR D'INVARIANTS
4.4.1  En Caractéristique 2

A partir des invariants arithmétiques J> J4, Js, Js et Jip ou des triplets qu’ils définissent
selon chaque type, nous pouvons déterminer une équation de la courbe en utilisant les
rélations 4.7 et celles de la section 4.3.2 entre les coefficients des formes normales réduites
et les triplets d’invariants absolus. Ainsi on arrive a construire une forme normale (ou un
model hyperelliptique y? + (1 + ax + bx?)y = —x3(c + dx + x2)) a partir des invariants J5;.
Réciproquement les rélations 4.7 offrent un passage d'une équation sous forme normale aux
invariants absolus.

4.4.2 Algorithme de Mestre

Lorsque la caractéristique est différente de 2, pour construire une courbe a partir des
invariants coordonnés de M, (k), J-EMestre propose dans [76] la méthode suivante dans le
cas générique (Aut (C) ~ Cp):

Soit C : y* = f(x) une courbe de genre 2 définie sur k avec des invariants absolus sur k et
Aut (C) ~ C,. On suppose chark # 2,3,5 et on note F la sextique associée a f. On définit les
invariants et covariants suivants ot i et R les sont déja dans le tableau 4.1.4:

Yl = (F/ i)4/ YZ = (irY1)2/ Y3 = (i/YZ)ZI

Xi=Y,Y3)1, Xo=(Y3,Y1)1, Xz=(Y1,Y2)1,
Aij= N1, Ya)2, aijp = (FYi)2(F Yj)a(F, Yi)2
Ces covariants satisfont les relations suivantes :
3

3
Y AXiX;j=0, Y apXiXjXy=RF,
i,j=1 i,jk=1

Ce sont des polyndmes en les variables x; et x, de la sextique F.
On considere aussi la conique L et la cubique M définies par :

3 3
L : Z A1JY1Y]1 M : Z Ell'jkYiY]'Yk.
i,j=1 i,j,k=1

Les coefficients A;; et a;jx sont des invariants de degré pairs alors ils admettent des expréssions
polyndmiales en les J,;. Ainsi nous obtenons les coefficients des équations sur k de L et M
en les J5; (ou en les invariants j; d’Igusa ).

Si L(k) est non vide alors il existe une courbe C de genre 2 définie sur k dont les invariants
déterminent les coefficients A;j et aj. de L et de M.

Dans ce cas a partir d'un point P € L(k) on peut paramétrer I'équation de L ce qui
correspond au k-isomorphisme de P! dans L donné par :

(x1,x2) = (L1(x1,x2), La(x1, x2), La(x1,x2))

On détermine une forme sextique de C sur k en mettant les équations L; dans M.
Cette contruction marche bien en toute caractéristique differente de 2, 3 et 5 a cause de
'apparition de leurs multiples dans les dénominateurs des A;; et 4;5. On peut toute fois
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corriger le probleme en caractéristique 3 en multipliant par des entiers, les covariants et
invariants pour avoir des coefficients entiers. Malheureusement cette méthode ne marche
pas en caractérsitique 5, la conique obtenue est dégénérée [67].

Cependant, en caractéristique différente de 2, on peut toujours construire une forme de
Rosenhain d"une courbe C de genre 2 & partir d'un triplet d’invariants (iy, i, i3) défini par
exemple par le théoreme 4.3.2. En effet les bijections définies soit par les invariants a; (ou
soit 9, u; et ;) de ce théoreme permettent de définir la solution unique correspondant a
I’équation de la courbe C. On peut calculer cette solution a partir d’un systéme polyndémial
en fonction des A, v et u tel que C : y? = x(x — 1)(x — A)(x — v)(x — p) et les polyndmes du
systeme sont donnés par les J,;(C) et les valeurs (i1, i, i3) du triplet d'invariants.

Une autre approche est de déterminer la forme normale birationnellement équivalente & une
forme de Rosenhain

C:yt=(x-1D(x-2)(x—A)(x—v)(x—p)
Alors on aura a déterminer les coefficients c et d sachant que a = —3/2 et b =1/2 avec
C:y*+ (1 +ax+bx?)y = —(1/4)x>(c +dx + x?)

Et par suite on arrive a déterminer c et d en utilisant les J;(C) et les valeurs (i, i3,13) du
triplet d’invariants comme équations d’un systeme dont une solution complete les coefficients
de la forme normale de C. On peut ainsi couvrir les cas des caractéristiques 3 et 5.

4.4.3 Courbes de Genre 2 et Invariants Théta

Soit C la courbe de genre 2 sur C. Alors C est isomorphe via une transformation linéaire
fractionnaire a une courbe de la forme :

Y =x(x-1)(x-M(x—v)(x—p)
et les A, v et u sont appelés invariants de Rosenhain de C. Ces invariants sont des fonctions
modulaires pour T'>(2).
_ 661 _ 0163, _ 903,
B RN T - 6365

A

D’autre part, les formules de Thomae [114] établissent des rélations entre les racines
{0,1,A, u, v} et les puissances quatriémes des théta constantes de niveau (2,2) de la matrice
de période Q) associée a C. Partant des racines {0,1, A, 4, v} dans cet ordre nous avons :

0.\ _ 1 &\ _ k-1

@) v Q) vip-1)A-v

<®1>4zu(v—1)(?»—1) (@z>4:um—1><v—u

QN Av(p—1) ®o AMu—1)(v—=A)

Il en découle que le corps des fonctions T'»(2)-modulaires est engendré par les invariants de
Rosenhain.

Lorsque l'on travaille sur C on peut déterminer les racines carrés des ¢ = 64(Q)) /65(Q) avec
i € P, en procédant par intégration numérique a faible précision. L'algorithme 4.4.1 dont les
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Entrée: (a1, - ,a6) €CO0OUC:y? = (x —ap). - .(x — ag).
Sortie: (c;(Q}));cp, a précision N, oit Q) € F, décrit (par équivalence) JacC.
1. Calculer la matrice ()’ associée a C (par intégration numérique a faible précision) sur la
méme base du groupe d’homologie que les formules de Thomae;
Calculer (v, Q) € I'; X F; tels que Q) = v} avec I'algorithme 5;
Calculer les ¢?(QY) par les formules de Thomae & précision N;
En déduire les ¢2(Q)) = ¢?(y(Y) par l'équation fonctionnelle;
Calculer les ¢;(Q) a faible précision a partir de () et les théta constantes comme séries de
Fourier;
6. En déduire les bonnes racines carrés ¢;(€)) a précision N en utilisant leurs approximations.

VR W

Algorithm 4.4.1 Evaluation des ¢; associés a une courbe de genre 2

détailles se trouvent dans [28] en est un exemple. Et I’avantage de cet algorithme est qu’elle
tourne avec un nombre constant d’opérations a la précision N.

Cependant sur un corps fini, on détermine les théta constantes de niveau n associées a une
variété isomorphe a la Jacobienne de C [68]. Ces isomorphismes sont donnés par 'action de
I'; sur C2 x $, définies par: pour y = (é g) etz € CZ;

(z,Q) = (7.2,7.0Q) = (t(CQ + D)1z, (AQ+B)(CQ+ D)‘1>
On considere les sous groupes :
Th(n) ={y €Ty, y=+Idy mod n}
et Th(n,2n) ={(48) €Ty, diag('AC) = diag('BD) =0 mod 2n} .

Alors on montre que le sous groupe I')(n) est celui des isomorphismes qui fixent les
puissances 2n-ieme des théta constantes de niveau (1, n) (modulo une constante); I'; (1, 2n)
les puissances n-ieme et I'y (1%, 2n?) les théta constantes de niveau (1, n). Pour chaque théta
constante non nulle, il existe une matrice y € I';(2,4) changeant son signe et laissant fixe les
autres théta constantes de telle sorte que, chaque choix de racines carrés correspond a une

4
s : : s : ) 0,
variété isomorphe. Alors on peut faire un choix arbitraire des racines carrés sur les : o)
0

< 2> , < 4> et < 8) . Les autres carrés des théta constantes de niveau (2,2) sont :

©) "\ O 0y
2@Q)2 2@Q)2 2@)2
02 = 120% 2, = 1O0% - gr o (1)
v O A O O
@2@2 @2@2 _ @2@2
2 412 2 _ ~0Y3 1~2

Jacobiennes Décomposables

Pour ce qui concerne le cas non générique, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.1. Soit C une courbe de genre 2 admettant une involution non triviale. Alors il existe
au plus deux courbes elliptiques quotient de degré 2 de sa Jacobienne a isomorphisme pres. C’est-a-dire
il existe une (2,2)-isogénie entre Jac(C) et le produit de ces deux courbes elliptiques.



4.5 CONVERSIONS FORME NORMALE ET MODELE HYPERELLIPTIQUE

Dans ce cas on trouve dans [34] des formules algébriques réliant les modules de C au
j-invariant des courbes elliptiques dont la Jacobienne de C est le produit.

4.5 CONVERSIONS FORME NORMALE ET MODELE HYPERELLIPTIQUE
4.5.1 D’une Forme Normale @ un Modele Hyperelliptique

Lorsque 1’on part d’une forme normale associée a une courbe C de genre 2
XY? 4 (1+aX +bX?)Y + X2(c +dX + X?) =0,

on peut se ramener sur un modéle hyperelliptique en fixant x différent de 0 et de oo, alors
de maniere équivalente on a:

X2Y? 4+ (14+aX +bX)XY + X3 (c+dX +X*) =0
alors en appliquant le changement Y —— Y/ X on obtient une équation:
Y24+ h(X)Y = f(X) ot h(X)=1+aX+bX> et f(X)=-X3(c+dX+ X?)
Lorsque I'on considere deux courbes de genre 2: C; et C; données sur k respectivement par:
XY? 4+ (1+aX +bX?)Y + X*(c+dX +X?) =0

et

XY+ (1+dX+0X3)Y + X3 +d'X+X*) =0
D’autre part, lorsque 1'on considére leurs modeles hyperelliptiques sur k données respective-
ment par les équations :

Yy +hi(x)y = fix) et v +ha(x)y = fo(x).

Les deux courbes sont isomorphes sur k si et seulement si ’on pouvait passer d"une équation
a l'autre a l’aide de la transformation définie par:

x,y) = (1Px + b, 1’y + axx®>+ -+ a1x + ag
Y y

avec (ap, -+ ,a1,a9,b,u) € k* x k.

En caractéristique différente de 2, on pourra choisir un point de Weierstrass P et un non-
point de Weierstrass Q tel que Q + Q' appartient au systéme canonique sur chaque courbe.
Lorsque ce choix est fixé, correspondant respectivement a x = oo et x = 0. Par conséquent,
les cing points de Weierstrass manquants correspondent aux valeurs de x auxquelles les
équations quadratiques ci-dessus en Y ont des racines doubles, c’est-a-dire aux racines des
équations:

(1+aX +bX?)? —4X3(c+dX+X?) =0

et
(1+aX+0'X*)2 —4X3( +d'X+X?) =0
Alors dans ce cas C; et Cp seront isomorphes sur k si et seulement si les six racines
de ces équations (tous deux considérés comme des équations sextiques non homogenes,)
sont projectivement équivalentes. Ce qui équivaut a 'existence d’une racine cinquieéme
de 1'unité ¢ tel que un coefficients (a’,V’, ¢’,d") correspondent aux coefficients de la forme

(¢a, &%, &%, ¢Md).
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4.5 CONVERSIONS FORME NORMALE ET MODELE HYPERELLIPTIQUE

4.5.2  D’un Modele Hyperelliptique a une Forme Normale

Soit C une courbe de genre 2 sur un corps k. On veut calculer a partir de son modele
hyperelliptique une équation normale de C c’est-a-dire les coefficients (a,b,c,d) tels que C
soit défini sur k par:

XY2 4+ (14 aX +bX?)Y + X2 (c+dX +X?) =0

Nous allons nous référer a [51, Pages 6-8] pour la conversion entre les modeles hyperellip-
tiques et les modeles d”Artin-Shreier.

Si la caractéristique de k est 2

On rappelle qu’en caractéristique 2, il existe une relation entre le modéle hyperelliptique
et les coefficients (a, b, c,d) provenant des invariants J»; via les fonctions symétriques sur
«, B,y (selon le type d’Artin-Shreier), que 1’on peut expliciter comme suite.

Soit y?+ h(x)y = f(x) un model hyperelliptique de C sur k. On calcule d’abord certains J,;
associés a C selon le besoin:

e Si J # 0 alors C est ordinaire ce qui correspond au type (1,1,1);

e SiJ, =0et Jg # 0 alors C est de p-rang 1 ce qui correspond au type (3,1);

e Pour les autres cas, C est de p-rang 2 et le model hyperelliptique correspondant se réduit
en y?+y = x>+ a3x> ce qui correspond au type (5).

Pour cette classe de courbes, on a (a,b,c,d) = (0,0, a3,0) comme les coefficients d’une forme
normale de C over k.

Pour les deux premiéres classes, la stratégie est la méme. Nous mettons en évidence un
isomorphisme en considérant les points de Weierstrass non triviaux pour les deux modeles de
C. Dans le modele hyperelliptique, elles correspondent aux solutions de 1’équation h(x) = 0,
et a un changement de variables pres sur x nous pouvons les prendre non nulles.

ePar exemple, lorsque J> # 0, nous avons deux points de Weierstrass non triviaux avec les
abscisses ¢ et 77, alors nous pouvons prendre: b =1/(y¢) et a = b(¢ +7) . Pour calculer ¢
et d on peut toujours utiliser les rélations 4.3.2 et 4.7 dans la section 4.2.

e Lorsque [, = 0 avec Js # 0 la courbe C admet un unique point de Weierstrass non trivial
d’abscisse xg. Alors on pourra prendre a = 1/xg et b = 0. Par suite on détermine c et d en
utilisant les rélations 4.3.2 et 4.8 dans la section 4.2.

Si la caractéristique de k est différente de 2

Soit ¥* = u-(x—wa1) - (x —as) le modeéle hyperelliptique associée a C sur k, et
supposons que tous les a; sont différents de 0 et 1. D’apres [51, Pages 6-8], il existe sur k des
a, b, c et d tels que les a; soient solutions de "équation:

(1+aX +bX*)? —4X3(c+dX + X?) =0.

En évaluant en les «;, cela induit un systeme d’équation en les 4, b, c et d (comme variables)
ce qui est alors facile a résoudre.
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Cependant nous pouvons aussi reconstituer la forme normale a partir d’'un modele
hyperelliptique directement, sans calcul de point de Weierstrass.
Nous avons d’une part la décomposition suivante:

y? = (14 ax +bx?)? — 4x°(c +dx + x?)
= —4x° + (b* — 4d)x* + (2ab — 4c)x® + (a® + 2b)x* + 2ax + 1

tels que les parametres 4, b, ¢ et d ont respectivement les poids 1, 2, 3 et 4.
Et d’autre part, en partant du model suivant associé a une courbe de genre 2:

y2 = u5x5 +-.--4+mx—+ay avec ag,as non nuls.

5 4&0
as

En appliquant succéssivement les transformations: y +—— (/apy et x+— — XA

y2 = u5x5 + a4x4 + a3x3 + a2x2 +a1x +ap

nous avons

4/5 3/5 2/5 1/5
P— sy M (4%) A_B <4ﬂo) S <4ao) 2_m (4%) r 41

ap \ 4ds ap \ 4as ap as

4
Posons { = ¢/ %, alors le quadruplet (a,b,c,d) est défini par:
5

2
ay an a
=t 0= () O

24 2ay 8ag

a a3 axa 1/a 2\° a4
o (3+1_21>§s, i [ (2_1) _4] o4
4ag  32a  8aj 4 \2ay 8a3 4ag
Comme pour le modéle hyperelliptique qui n’est pas lisse a I'infini, le modéle normal n’est

pas lisse au point (0 : 1 : 0). Par le méme procédé dévéloppé dans la sous section précédente,
le modele normal est obtenu en réduisant un point de Weierstrass P et un non point de
Weierstrass Q ensemble. Une fois que P et Q sont fixés, le modeéle normal est unique sous
l'action des transformations de la forme (a/,b’,c’,d’) — (a'&,b'¢?,c'3,d'¢*) tel que € est
une racine cinquieme de l'unité.

46 FORMES MODULAIRES VECTORIELLES ET COVARIANTS

Dans cette section nous discutons des interprétations algébriques de Katz des formes
modulaires en tant que sections des représentations du fibré vectoriel de Hodge.
L'espace de modules grossier sur Z des courbes hyperelliptiques M>, admet un plongément
(via le morphisme de Torelli) dans I'espace de modules grossier 2, des schémas abéliens de
dimension relative 2.

En général, lorsque 1’on considére une représentation de dimension finie p : GL,(C) —
GL(V), une forme modulaire (vectorielle) de Siegel de poids p est une fonction holomor-
phique f : £, — V satisfaisant: f(7Q)) = p(CQ+ D)f(Q) pour tout Q € $H, et v € I'y.
Par conséquent une forme modulaire de Siegel f définie en la section 3.3 et la section 3.3.1
correspond ici au cas ot V est de dimension 1 et on dit que f est de valeur-scalaire, dans
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le cas contraire on dit que f de valeur-vectorielle. Comme toute représentation irréductible
de GL1(C) est de dimension 1, seules les formes modulaires de Siegel a valeur scalaire se
produisent dans le genre 1.

On note générallement det* (avec k € Z) la représentation unidimensionnelle (pour V = C)
ot 'action d’une matrice m € GL,(C) est la multiplication par det(m)*. Alors pour toutes
formes modulaires de Siegel f et ¢ de poids respectifs det' et det’, leur produit fg sera
de poids det*™. En dimension 2, il est montré que les représentations irréductibles sont
exactement de la forme: det" Sym" pour k € Z et n € IN. Sym" est le n-iéme puissance
symétrique des représentations de GL,(C) sur C? donné sur C,[x] (des polynomes de degré
au plus n) par la relation:

ax —+c
bx +d

Sym*(m)P(x) = (bx + d)kP < > pour tous

m=(2%) € GLy(C) et P € C[X] avec deg(P) < k.

Par suite, lorsque f n’admet pas de pole en () € $),, pour toute surface abélienne complexe
principalement polarisée A isomorphe a Aq = C?/(Z? + QZ?) avec une base w € O'(A)
on définit la quantité suivante:

f(A w) = p('(m™1))f(Q)

ot m € GLy(C) est la matrice de changement de bases entre w et la base canonique sur les
formes différentielles (27tidz;,2midzy) sur Aq. Et la matrice m dépend uniquement de A, w
et () nous renvoyons a [98, §2.2] pour plus de détails sur cette construction.

Puisque le parametre (A, w) est bien défini sur tout corps quelconque k, lorsque f est définie
sur un certain Z[1/N] (comme le montre ses coefficients de Fourier) avec char(k) 1 N, alors
la quantité f (A, w) aura bien un sens sur k.

D’autre part, lorsque A n’est pas un produit de courbes elliptiques on a :

w = mi*(w(Q))

ol 1 est un isomorphisme entre A et la surface complexe Aq avec () € $, dont une base
des différentielles w(Q)). Alors on obtient une courbe hyperelliptique sur C d’équation:

C(Q): y* =ag(Q)x 4+ - +a1(Q)x +ap(Q)

oll les g-expansions des coefficients 4;(Q2) sont données par [98, Corollaire 3.9] (listés avec
des degrés totaux inférieurs a 1.)

En particulier les équations d"une courbe hyperelliptique C de genre 2 fournissent des paires
(A, w) tel que w(C) = (dx/y, xdx/y) soit une base de O!(Jac(C)) des formes différentielles
sur la surface principallement polarisée Jac (C). Par conséquent a toute forme modulaire on
pourra associer un covariant sur C en utilisant I'application définie par :

Cot(f) : C— f(Jac(C),w(C)),

a partir de laquelle on pourra exprimer Cot(f) en fonction des coefficients la courbe. Et 'on
connait des méthodes de détermination de Cot(f) a partir de la g-expansion de f (aller a
[08, § 3.3] pour plus détails). En d’autres termes, on peut regarder une forme modulaire
comme une section d'une représentation de poids p du fibré vectoriel de Hodge sur 25, et le
tiré-en-arriere ("pullback” en anglais) du morphisme de Torelli M; — 2, induit une section
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de la représentation de poids p du fibré vectoriel de Hodge sur M5.

Par conséquent, étant donné f une fonction modulaire de Siegel de poids p, Cot(f) est un
covariant fractionnaire (rationnelle en terme des coefficients de la courbe) de poids p.

A noter que Cot(f) est un covariant polynomial si et seulement si f n’admet pas de poles au diviseur
a linfini dans A, (une compactification toroidale de 2Ay).

En particulier, si f est une forme modulaire, Cot(f) est un covariant polynomial selon le
principe de Koecher.

Réciproquement, si F est un covariant fractionnaire, la fonction méromorphe Q) — F(C(Q)))
est une forme modulaire de Siegel méromorphe bien définie f (du méme poids) associé a
F; puisque C(Q) est exactement de poids det 2 Sym®. Et dans le cas ott F est un polyndme,
alors f est une forme modulaire s’il n’admet pas de poles en Q) tel que x10(Q)) = 0.

En résumé, les représentations irréductibles sont de la forme det* Sym” avec k € Z et
n € IN. Lorsque 'on considere les parametres: m € GLy(k) et u € k* des isomorphismes
entres les modeles y*> = f(x) de courbes hyperelliptiques alors en posant u = det(m), les
transformations entre les équations sont données par det’ Sym® et les bases de différentielles
sont déterminées a une action pres de la matrice m~f. Des lors les bases de Q! (Jac (C))) sont
déterminées a une transformation prés donnée par ces changements de variables. Ainsi les
équations hyperelliptiques représentent toutes les paires (A, w) ot A n’est pas un produit
de deux courbes elliptiques.
Par suite les covariants d’ordre n et de degré k selon la Théorie des Invariants de Hilbert abor-
dée dans la section 4.1 correspondent aux covariants polynomials de poids det(k="/2) Sym”.

Exemple 4.6.1. En particulier, les covariants polyndmes J»; ont l'interprétation suivante en
terme de formes modulaires (nous utilisons ici les formes paraboliques standards x10, x12
plutot que celles normalisées de [98]):

—3Cot(x12/x10) = J2,
4C0t( 4 14,

) =
4C0t(l/)6) %(1214 — 316) = 16'
ZZCOt(Xl()) ] 10-

Alors on pourra exprimer les j-invariants j; définis dans le chapitre 3 et la section 3.3.1.3 en
terme de quotients de covariants de méme poids comme suite:

Cot(jr) = 256 756),0 (3 — 60aJ3 +216J6J3 +864J3)2 — 5184 )s) ,

Cot(jz) = 32] (J2 — 481a]3 + 576]i]2) ,

Cot(j3) = 16384] ( 10— 12074J8 + 5760]2 ]S — 138240735+
10

165888042 — 7962624 ]2) .
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CALCUL DE POLYNOMES MODULAIRES EN DIMENSION DEUX

Dans ce chapitre nous abordons une généralisation des polynomes modulaires permettant

une caractérisation des points (p, p)-isogenes sur l'espace de module des surfaces abéliennes
principalement polarisés . Ces polyndmes modulaires ont été évalués pour la premiere fois
en fonction des invariants d’Igusa par Régit Dupont dans sa thése de Doctorat [28]. Son
algorithme fut ensuite étendu a d’autres invariants par d’autres auteurs.
Nous faisons une présentation générale des polyndmes modulaires en dimension 2 ainsi
que les principes d’évaluation utilisés en vue de les adapter a des évaluations en fonction
des nouveaux invariants (le chapitre 4 et la section 4.3), ayant une bonne réduction en toute
caractéristique. A la fin nous allons plus nous interesser aux améliorations proposées par
Enea Milio [78].

5.1 MATRICE DE ) ASSOCIEE A UNE COURBE HYPERELLIPTIQUE DE GENRE 2
5.1.1 Evaluation des Théta Constantes

Dans la proposition suivante nous résumons quelques valeurs connues des theta constantes
sur le domaine fondamental 7.

Proposition 5.1.1. Soit Q) € F :
— La plus petite valeur propre de Im Q) notée A(Q)) est telle que:

V3
MO) =

— Pour tout j € {0,1,2,3}, |6,(Q2) — 1] < 0.405.
Et cela reste vrai pour tout aC) avec a > 1.

— Pour tous j € {4,6} et k € {8,9} avec E = |2exp(in()1/2)| on a:

0:(Q2
#_1 S’E‘ et ﬂ—l §|E|.
2exp(in()/4) 2exp(inQ3/4)
Démonstration. Aller a [28, Pages: 138-145] O

Par conséquent on montrent que :
e La fonction 01, ne s’annule pas sur ./, .
e 015 est la seule théta constante paire pouvant sannuler sur ;. Et il en découle le résultat
suivant.

Proposition 5.1.2. Soit Q) € $; et Q' son représentant dans le domaine fondamental F. Alors soit
la matrice Q) est diagonale auquel cas exactement une des thétas constantes paire s’annule en () et
avec aussi 015(QY) = 0, soit (Y n’est pas diagonale et dans ce cas aucune des thétas constantes ne
s’annule en Q) (ni en Q) par I'équation fonctionnelle).
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5.1.2  Applications de la Moyenne de Borchardt

Cette partie s’intéresse en premier lieu au probléeme d’évaluation rapide avec une précision
N d’une matrice de Riemann associée a une courbe hyperelliptique C de genre ¢ > 1 donnée

sous son model
2g+2

C:yh =[] (x—e).

i=1
Elle se refere sur une approche de Dupont [28] dont la complexité est O(M (N).log N).

Suites de Borchardt

On considere toujours g un entier fixé > 1 et on pose Z, = (Z/2Z)3.
Soit (ay)vez, € C%, on dit qu’un 28-uplet (ay)vez, est un itéré de Borchardt de (a,)e7, 8'il
existe (,)pez, € C* tel que, pour tout v € Ty :

1
2
o, =a, et b, = 7 Z Ny, Ko,y
V1+0=0
Ou le 28-uplet (ay) est le choix de racines correspondant a cette itération de Borchardt. Ce
choix sera dit bon si pour tous v3,v, € Zg on a:

‘“01 _“02’ < |0‘U1 _(XUZ"

Sinon le choix de racines sera dit mauuvais.
Les choix (@y)oez, et (—y)oez, conduisent au méme itéré, ainsi on a au plus 287! itéré
possibles.

On appelle suite de Borchardt toute suite (az()"))vezg tel que pour tout n € IN, (az(]”H))

de Borchardt de (uz(,n))vezg.
Lorsque g = 1 ces suites correspondent aux suites AGM.

vet, est itéré

Soit (az(,”) )vgg une suite de Borchardt avec (lkz(,n))vgzq une suite de choix de racines associée.

Alors il existe un unique A € C tel que, pour tout v € Zg: la suite (az(,”)) tend vers A. De plus,

A = 0 si et seulement si la suite (zxz(,n) ) contient une infinité de mauvais choix de racines
[3, Théoréme 7.1]. Alors le nombre A est appelé moyenne de Borchardt associée a la suite de
Borchardt (az(,"))vezg.

Et on a que A vérifie les propriétés suivantes pour un n fixé :

(n) . (n)
< >
|A| < rvré;z( lay |, Re(A) > gélzr; (Re (ay ))

et min (arg(az(,n))> < arg(A) < max (arg(az(]n))) .

veTy vel,

avec Im (zxz(,") / uc((,")> > 0 en cas d’égalité.
Et pour la suite nous allons plus nous intéresser a la suite de Borchardt suivante :

Soit (z0)oez,\ (0} € C%~1, on consideére la suite de Borchardt (az(,"))vgg, n € IN définie par

a((]o) =1, a?(,o) =z, pour v € Z,\ {0} et tel que I'on ait les formules de récurrence suivantes

sur n : 1
A = L Tl et al = Y )

vel, V1 +0U=0
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Entrée: (Zv)vezg\{o} € C*¥~1 tels que Re (z,) > 0, Vo et un entier N.

< 2-N,

A
Sortie: A tel que ‘ -1
17 1B, ((z0))
1. B=B(N+1,(z)); ao=1;

2. Pour v € Z,\ {0} Faire;
a. a, = zy;
3. Pour n =1 a B Faire;
a. Pour v € 7, Faire
i. 1y = /4, avec Re (r,) > 0;

ii. b, =0;
b. Pour v € Z, Faire
i. by = by + ay

ii. Pour v € 7, Faire b, = by + 19,7010,
c. Pour v € Z, Faire
i. a, =b,/28;

4. Retourner ag;

Algorithm 5.1.1 Evaluation de la Moyenne de Borchardt

ol (x(()”) est une racine carré quelconque de a(()n) telle que pour tout v # 0, ocY(,”) =0si oc(()") =0
ou si 2l = 0 et sinon c’est une racine carré de az(,n) telle que : |océn) — Déz(,n) | < |0c(()n) +al |.

On note par Bg ((Zv)vezg\ {0}) la limite d"une telle suite.

Dans le cas o1 g < 2,1a valeur de By ((Zv)vezg\{0}> ne dépend que de I'ensemble {2, } ;e\ (0},
ce qui n’est pas le cas pour g > 2.

Lorsque nous considérons Re(z,) > 0 pour tout v € Z,\{0}; l'algorithme suivant la
section 5.1.2 calcule A = Bg ((zv)vdg\ {0}> en prennant a(B(N/(%))) comme approximation de

A avec une précision relative de N bits [28]. Ou B(N, (z,)) est définie par :

log (1 — 5) Mo
B(N, (z0)) = {mo +N+1+ log7—mo

En utilisant la moyenne de Borchardt on déduit que pour tout () € $),, la suite de Borchardt
définie pour tout n € IN par :

L)
An, On,Cnyln) = T2
66(Q2) j€{0,1,2,3}
converge vers 92(10) . Et dont tout choix de racines est bon lorsque (2 € 7. [78, Lemme
0
2.6.13] et [28, Proposition 9.1]. Ainsi il en découle que pour tout (2 € /> on a:
1
B> (¢1(€)), 2(Q), e3(Q)) = : (5.1)
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Ce qui permet de determiner les carrés des théta constantes a partir des ¢; et de la relation
9]2(0) = ¢;(Q)63(Q). Par suite on peut extraire la matrice () en utilisant le résultat suivant .

Proposition 5.1.3. Pour tous Q) € Fp et v € {(39)?, (39)2, (IM3)?},

B2 (a(12), 2(70Q), (1)) = s

Démonstration. Voir [58, Lemme 4.2.]. O

Ce qui permet d’étendre le domaine de bon choix des racines dans 1'utilisation du résultat

précédent 5.1.

Lorsque l'on pose : () = (8; gg) € 92, on en déduit que :

2(Q) 63(Q 92(0))} !
Q) BQ) B0))]
Alors pour Q) € F, on a Im ), > 0 ce qui permet de determiner la bonne racine carré de 3.

D’autres variantes de cet algorithmes n’utilisant pas le résultat 5.1.3 sont décrites dans [28,
Pages 200-201].

ON

0% - 003 = [eﬁ(Q)Bz <

5.2 POLYNOMES MODULAIRES DE SIEGEL

Cette section introduit les polyndmes modulaires de Siegel et décrit le principe de calcul
de ces polyndmes en dimension 2 pour des systémes d’invariants quelconques en se réferant
a [28, 78]. Ces résultats seront utilisés pour caractériser les conditions de Kronecker sur 1'espace
de Siegel (la section 7.1 et la section 7.1.1) . Et une variante de 1’algorithme décrit s’étend aux
calculs de polyndmes modulaires en fonction des invariants introduits dans le chapitre 4, la
section 4.2 et le théoreme 4.3.2.

5.2.1 Polynémes Modulaires pour To(p)

On considére un entier premier p. On définit le groupe modulaire T'y(p) par :
={(4B)eI» C=0 mod p}.

Alors on montre [28], que [Tz : To(p)] = p® + p> + p + 1; et que I'ensemble de représentants
pour les classes de I'; sous 'action (a droite) de I'y(p) est défini par :

C, ={Ti(a,b,¢), (a,b,c) €[0, p— 1} U{T3(a), a € [0, p—1]}
U{Ta(a,b,c), (a,b,c) €0, p—1]* et ac = b* modp} U {T4}

Ou pour tout a,b,c € {0,--- ,p—1} ona:

L 0 0 I
Ty(a,b,c) = (ZZ? I > Tx(a,b,c) = <Iz Zé)
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0 -1-11 -1

-1 0 0 —-11

u) Ty = 0 0 0 —1

0 1 0 0 -1
f)/

Soit f une fonction modulaire sur I'; et
fonctions f7, f, et f) de H, «— C par :

Q)= f(rQ),  £(Q) = f(rQ),

@) =f(pr0) et 1= (5,05

1
T3<LZ = <8

0
0
0
al

= (4 B) € I'y, on définit la matrice v, et les

Proposition 5.2.1. Les trois fonctions j; , := (j1),, sont des invariants modulaires pour I'o(p). Et
Cry(p) est égal a Cr, (ir,p) pour 1 =1,2,3.

Démonstration. Pour tout v € To(p), on a pyQd = 7,(pQ) et v, € Ta. Alors j; ,(YQ) =
i1(rp(PQ)) = ji(pQ) =31, (Q).

On utilise le résultat qui dit qu'il existe une surjection entre I'y = Sps(Z) et Sps(Z/NZ) pour
tout N entier [78, Lemme 4.2.4].

Comme Cr,(, est une extension de Cr, de degré [I'> : I'o(p)], alors suffit de montrer qu’a /
fixé, les fonctions jZ , pour v € Iy /To(p) sont distinctes. Sinon si deux de ces fonctions sont
égales cela implique que le stabilisateur S C I'; de j; , est égal a I'; [78, Proposition 4.2.5], ce
qui est absurde. O

Les matrices de périodes des variétés abéliennes principalement polarisées p-isogenes a
une variété () donnée sont les pyQ) pour 7y € C,, (par [6, Théoreme 3.2]). Et les fonctions j; ,
ont des poles en les matrices de période () des variétés p-isogénes a un produit de courbes
elliptiques.

Le polyndme modulaire de niveau p modular pour j; est le polyndme minimal de j; , sur

le corps C(j1,j2,j3), et
_ Y
Prp(X) = [T(X-i1,)-
Y€Cy
Comme jp , et j3, sont dans Cr,(j1,,) = Cr,[i1,y] d’apres la proposition précédente 5.2.1

alors jp,p = ¢2,,(j1,p) €t izp = ¢3,5(j1,p) OU 2, p(X) et ¢,,(X) des polyndmes unitaires dans
C(i1,i2,j3)[X] de degré strictement inferieur a deg(¢1,,(X)). Et pour I = 2,3,

lpl,p(x) ."/
1 ,(X) = — avec j (X—=i{,)-
; #1,(X) (e ng 7 Gg{v} v

Ces polynomes modulaires ¢y, (X), P2, ,(X) et ¢3 ,(X) sont tous des éléments de Q(j1, j2, j3) [X]
[6, Théoreme 2.5]. Et on les appelle les p-polynomes modulaires pour j1, jo et j3.

L’évaluation de (j1,j2,j3) en Q) € $, envoie les polynomes ¢y, (X), ¢2,,(X) et ¢3 ,(X) sur des
polyndmes dans C[X]. Et si x est une solution sur C de ¢ ,(X), alors (x, ¢2,5(x), ¢35 (x)) sont
les j-invariants absolus des surfaces abéliennes principalement polarisées (p, p)-isogenes a la
surface Q).

Plus généralement lorsque I' est un sous groupe de congruence I, c’est-a-dire pour un
certain entier N on a :

rz(N):{MErziMEI4 modN}CF.
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Alors pour un premier p ne divisant pas N, C, désignera I'ensemble des représentants des
classes de T'/(I' N To(p))-

Soient fi, f et f3 les trois fonctions modulaires génératrices du corps de fonctions Cr . Alors
les p-polynémes modulaires pour fi, f, et f3sont! =2,3:

prp(X) =TT (X=£,), et w,()=Y f1, TI (X=f)

v€C, 70 Y'eC\{7}

5.2.2  Evaluations

Pour 1'évaluation des polyndmes modulaires la plupart des auteurs utilisent des algo-
rithmes d’interpolation des polyndmes et des fractions rationnelles multivariées. Pour ce qui
suit, nous utilisons une variante de 1’algorithme d’Enea Milio [78] qui généralise celui de
Dupont [28] dont nous rappellons les principes de fonctionnement .

On suppose que nous avions un algorithme qui envoie une approximation flottante de la va-
leur F(x1,- -+, xy) pour tout (x1,---,x,) € C™. Et F est une fraction rationnelle multivariée
de C[X] que l'on veut calculer .

Soit A(X), B(X) € Z[X] tel que F(X) — ’];‘g))
pose n = d4 4+ d% + 1, si on connait au préalable les degrés d% et d¥ et si 'on dispose de
(n+1) valeurs x; de F alors on peut déterminer les coefficients (Ao, - - - , AdQ ,Bo, -+, Bdg ) €

Z"! tels que :

avec deg A(X) = d4 et deg B(X) = d§. On

Ap
a4 dx E
1 x - x5 —F(x1) —F(xq)xg -+ —F(x1)x; 0
AdA
. : . . . ¢ =
o ' . Ny Bo '
1 Xn ‘e _an —F(xn> —F(xn)xn s _F(xn)xnx : 0
By

Alors on obtient une solution F (de 1’équation A(X) — B(X)F(X) = 0) définie & une constante
(multiplicative) prés.

En pratique, on peut déterminer les degrés d? et di en déterminant la plus petite valeur de
m telle que 1’espace des solutions du systéme associé a A(X) — B(X)F(X) = 0. Une base de
I’espace des solutions permettra alors de déterminer les valeurs de d4 et d%, ainsi qu'une
solution (Ao, - - - ,AdQ,Bo, el Bdg) ezt

Cette méthode est n’est pas difficile a implémenter mais elle a une mauvaise complexité.
Lorsque deg A < k et deg B < m — k, on part de l'interpolation de polyndmes univariés
y; = F(x;) pour un (xq,---,x,) € C™. On obtient des polynomes r(X) et t(X) tels que
ri(x;) = t(x;)F(x;) pour tout i. Et par le théoréeme des restes Chinois, on extrait r = tf
mod g, ou ¢ = [T (X — x;). Ensuite on utilise 1’algorithme d’Euclide étendu sur g et f. De
plus il est possible de ne calculer qu’une ligne de cet algorithme pour interpoler la fraction
F.

Ce qui produit un algorithme de complexité O(My(n)log(n)) ot My(n) est la complexité
de la multiplication de deux polynomes de degrés inférieurs ou égaux a n avec des coeffi-
cients de N bits. Alors on aura seulement 7 nombres d’évaluations. Cependant cette méthode
présente quelques subtilités pour son fonctionnement optimal, pour plus de détails nous
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renvoyons le lecteur a la [78, Section 4.1].

Le sous groupe modulaire I';(2,4) de I'; est normal d’indice 11520 et de niveau 4 et on
a Cr,(p4) = C(by,b2,b3) = C(c1, -+, c15) d’apres le chapitre 3, la section 3.3.1 et le théo-
reme 3.3.11.
Lorsque p > 2, les classes d’équivalence I'(2,4)/(To(p) NT(2,4)) sont bijections avec celles
de I'2/To(p), ainsi Cr,(p)r(2,4) est égal & Cr(p4)(b; ;) pour tout i = 1,2, 3 [78, Pages: 120-122].
Pour déterminer Q) a partir de (b1(Q2), b2(Q2), b3(Q2)), on peut utiliser les formules de du-
plication pour les (c]-(Q))]. cp, et extraire les invariants d’Igusa correspondant a ). Pour
atteindre le bon () modulo l'action de I'»(2,4) , une méthode détaillée dans [78, Pages: 122,
124] permet de précalculer 'action sur les théta constantes (permutations et constantes) de
’ensemble des représentants de I', /T'2(2,4) en utilisant I’équation fonctionnelle qui donne :

07 (vQ) = 2 det (- )ic"MO2 (V) avec e(y,k) € {0,1,2,3}.

On dira ici que l'action de <y envoie l'indice k vers 1'indice /. Cela peut conduire a un
ensemble A des ¢;(Q)) = ¢;(yQY) et celui B des dix ¢;(€)) et en comparant A et B on déduit
de l'action le représentant y correspondant, ce qui nous permet d’avoir Y} = Q). On peut
aussi avoir le cas ot il existe ¢ € P, qui s’envoie sur 0 et un d € P, tel que 0 s’envoie sur d et

Cc (')’Q,) = ie(%c)’e(%o) ¢ (Q/)—l .

En multipliant 'ensemble A par ¢; (') et en comparant ce nouvel ensemble avec 53 on
peut aussi déduire 1’action de 7.

Par suite lorsque 'on considere f1, f; et f3 les trois invariants générateurs du corps de
fonctions modulaires Cr.
A partir de (f1(Q), f2(Q), f3(Q)) et un premier p ne divisant pas le niveau de T, 'algorithme
de la section 5.2 et l'algorithme 6 calcule le polynome ¢1,(X) en O(M(n,)logn,) ou
n, = p> 4+ p*+ p + 1 est le degré de ¢y ,(X). Ensuite en utilisant des interpolations rapides
on évalue les polynomes modulaires 1, ,(X) et 13 ,(X) avec la méme complexité.
De manieére pratique on suppose que rélations modulaires F(f;, j;) sont connues (ou comme
alternative on pourra prendre les rélations modulaires F(f;, b;) ). Lors des premieres étapes
de l'algorithme, ces rélations fournissent des conversions entre les valeurs f;(Q)) et les j-
invariants j; (ou avec les invariants de Rosenhain). De méme on pourra récupérer les valeurs
de fgp(Q) a partir de celles de jZP(Q) en utilisant des algorithmes de Newton combinés avec
des calculs a faibles précision pour leurs initialisations.

Lorsque I'on note par n, = p°> + p*> + p + 1 le degré de ¢1,,(X), 'algorithme 6 évalue
¢1,p(X) en O(M(np)logn,) opérations.
On peut améliorer le cotit de cacul de ces polyndmes en les évaluant a une précision fixée
au besoin au-lieu de les déterminer compleétement. Aussi en les évaluant pour un triplet
(1(Q)), £2(Q), f3(Q)) donné, donc pour obtenir des équations polynomiales seulement en
fonction d’un triplet (comme variables). Cette approche est celle utilisée par J.Kieffer dans
[59]. Ainsi sous certaines conditions heuristiques, pour un triplet (j1,j2,i3) € Q® de hauteur
O(1) o les dénominateurs des polyndmes ne s’annulent pas, son algorithme calcule les
équations modulaires en (j1,j2,j3) avec un cott de O(p®) opérations binaires.
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Entrée: (f1(Q), 2(Q), f3(Q)) tel que Cr = C(f1(Q), f2(Q), f3(Q2)), un premier p ne divisant pas
le niveau de T, C;, des classes représentatives dans I'/(I' N I'g(p)) et un pré-calcul des
actions des classes représentatives dans I'; /T, une précision N € IN.

Sortie: ¢1,(X, f1(Q), 2(Q), f3(Q)) et ¥, (X, f1(Q), f2(Q), f3(Q)) & précision N pour [ =2,3.

1. Récupérer les j-invariants j;(Q2) ou les invariants de Rosenhain a partir f;(Q));

2. A partir de ces invariants construire une courbe hyperelliptique Y? = f(X) a précision N;

3. Réconstituer les dix ¢;(Q)) & précision N en utilisant les formules de Thomae et avec une
intégration numérique pour le choix de racines;

4. Renverser les fonctions pour récupérer () a précision N en utilisant [28];

. Déterminer Q) et v € I',/T tel que Q = y() (en comparant f;(Q)) et f;(Q)));

Calculer a précision N les pr(Q) pour ¢ € C, en utilisant [28] et les jzp(Q) correspon-

dants;

7. Calculer a précision N les fyp(Q) pour y € Cp;

8. Calculer ¢1,(X, f1(Q), £2(Q), f3(Q))) et ¢,,(X, f1(Q), f2(Q), f3(Q)) & précision N en uti-

lisant un arbre de sous-produit;

9. Calculer ¢4 p, 1, @ précision N pour I = 2,3 en utilisant une interpolation de fonctions

rationnelles [77];

o W

Algorithm 6 — Evaluation de Polyndmes Modulaires en dimension 2

5.2.3 Exemples avec les Invariants de Streng et des Invariants Théta

La méthode détaillée dans la section 5.2 a permis a Regit Dupont d’évaluer les polynomes
modulaires pour p = 2 en fonction des invariants d’Igusa [28]. Suivant une idée de Streng
[113] d’introduire les invariants (j1,2,j3) dans le but de réduire la taille des dénominateurs
des polyndmes de classe, E.Milio [78] a évalué des polyndmes modulaires pour p = 2 puis
p = 3 en les invariants (ji, j2, j3). Les invariants de Streng fourniraient donc des polyndmes
plus petits en termes de degrés, précision et espace mémoire.

On note L), le lieu de toutes les surfaces abéliennes principalement polarisées qui sont p-isogenes a
un produit de courbes elliptiques. C’est une sous-variété de §,/I'> de dimension 2 caractérisée
par une équation L, = 0 pour un polynéme L, de Q[j;, j2,j3]. On montre que L, divise les
dénominateurs des coefficients de ¢1,,(X), 1,,(X) et ¢, (X).

Soit A = 0,1 mod 4 et A > 0, la surface de Humbert Hp de discriminant A est la surface

irreductible surface des matrices de périodes equivalentes aux () = (8; &) € Io\H, vérifiant
kO 4 €Qp — Q3 = 0 tels que k et ¢ sont determinés de maniere unique par A = 4k + L et £ € {0,1}.
Alors la surface de Humbert surface H,» (pour m € IN) est I'espace de moduli pour les classes d’iso-
morphismes des surfaces abéliennes principalement polarisées et isogene a un produit de courbes
elliptiques via une isogenie de degré m?. (Aller a [43].)

Pour tout discriminant A, il existe un polynéme irréductible La(j1, j2, j3) dont 'ensemble
des zéros est la surface de Humbert de discriminant A. Ainsi L2 (j1, j2, j3) divise les dénomi-
nateurs des polyndmes modulaires définis avec les invariants d’Igusa avec une puissance
pouvant se déduire du degré de la surface de Humbert de discriminant p? [78]. Plus particu-
lierement, le dénominateur commun exact D, (()) de I'équation modulaire évaluée en un )
est donné par [59, Proposition 3.3.].
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Nous allons pas nous intéresser éssentiellement aux valeurs exactes des degrés (en les
invariants ) des polyndmes modulaires correspondants par contre leurs formes de définition
seront consideres lors de leurs utilisations dans les chapitres suivants.

Dans un soucis de pouvoir utiliser les (p, p)-polyndmes modulaires en toute caractéristique
p et avec une bonne réduction, nous aurons besoin d’évaluer des polyndmes modulaires en
les invariants définis par le théoreme 4.3.2 dans le chapitre 4 et la section 4.2.

En effet nous ne disposions pas de polynémes avec bonne reduction en caractéristique 2
parmi ceux déja évalués (qui sont en fonctions d’invariants n’ayant pas bonne réduction
modulo 2).

D’autre part en toute caractéristique ( plus particulierement pour p < 5), nous voulons
calculer des rélévés de covariants fractionnaires. Alors en caractéristique 3 aussi, il nous
faudrait utiliser des polynomes modulaires en fonctions d’invariants ayant bonne réduction
modulo 3.

5.2.4 Polynomes Modulaires avec les Invariants aj, ap, a3

Les conversions d’un modele hyperelliptique standard: y? + h(x) = f(x) vers la forme
normale associées a une courbe hyperelliptique sont expliquées dans le chapitre 4 et la
section 4.5. Et réciproquement les points de Weierstrass sont donnés par 1’équation: (1 +
aX + bX?)? —4X3(c + dX + X?) = 0 (en caractéristique différent de 2) ce qui permet de
récouvrir le model hyperelliptique standard de la courbe associé d'une forme normale. Alors
on pourra réconstituer les invariants I, I, I, 1o en fonction des coefficients a, b, ¢,d d'une
forme normale, puis reconstituer les invariants ], J4, Js, Js, J10 comme fonctions rationnelles
en les coefficients a, b, c,d. Comme la forme normale et ses covariants (en fonctions des
a,b,c,d) se réduisent bien modulo tout p, alors les fonctions rationnelles définies par J;
étant des covariants en les 4, b, ¢, d ont une bonne réduction modulo tout p.

A partir des J;’s, qui sont des covariants de poids, on peut déterminer les 10 invariants
7i. Et inversement, les 7;’s permettent de réconstituer les covariants tel que [1o0 = 1, ainsi Je
est obtenu (a une racine 5-ieme de 1'unité prés) a partir de 7g. Ce qui permet de retrouver
les ], J4, Js. La bonne racine pour Js peut étre déterminer en utilisant y7 et 9. Ensuite nous
pouvons rétrograduer par Jip pour obtenir un point projectif pondéré rationnel.

Cependant, l'utilisation de 7; n’est pas pratique lors de la définition de polyndmes
modulaires. En effet, nous aimerions décrire I'espace des modules M en utilisant seulement
trois invariants (au moins birationnellement). De plus, par le résultat [51, Theorem 5],
on sait qu'un point générique de la variété des modules M; ® k géneére une extension
purement transcendantale de dimension trois. Et en corollaire, nous obtenons que M, ® k
est birationnel 4 A?. Ainsi nous pourrions utiliser les triplets avec bonne réduction définis
dans le chapitre 4, la section 4.2 et le théoreme 4.3.2.

Par exemple en caractéristique 2 on peut toujours passer d’'un model hyperelliptique
standard vers l'une des formes normales réduites définies par des types (1,1,1), (3,1) et
(5) (et vice-versa) en utilisant la Théorie d’Artin-Schreier ( aller a le chapitre 4, la section 4.3
et la section 4.3.2 ). On peut aussi exprimer les J;’s en termes de fonctions symétriques
«, B, 7, et réciproquement en utilisant le chapitre 4, la section 4.2 et les équations (4.7) a (4.9).
De plus les réductions (en les types) des formes normales se font intégralement dans les
classes définies par les rangs respectifs 2, 1 et 0, en particulier les courbes ordinaires sont
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birationnellement équivalentes a un type (1,1,1); donc leurs classes d’isomorphismes sont
entierement définies par les invariants aj, ap, as.

Par les méthodes détaillées dans les sections 5.1 et 5.2, E.Milio a évalué les polyndmes
modulaires pour les niveaux 2, 3, 5 etc ... pour plusieurs systemes d’invariants. Cependant,
ses polyndomes modulaires de niveau 2 utilisant les invariants modulaires j; ont une mauvaise
réduction en caractéristique 2 et 3. Nous avons plutot utilisé 1’algorithme 6 pour calculer
les polyndmes modulaires pour les invariants (aj, ap, az) qui réduisent bien en toute carac-
téristique et plus particulierement en caractéristique 2 ce systéme d’invariants suffit pour
décrire les classes d’isomorphisme sur les espaces des courbes ordinaires de genre 2. Ainsi
de tels polyndmes décrivent les jacobiennes (2,2)-isogénes dans M,[J, !]. Cet ouvert est
bien adapté aux courbes de type (1,1,1) dans la caractéristique 2 par des rélations décrites
dans le chapitre 4.

— Puisque les invariants (a1, az,a3) et les invariants (j1,j2,j3) sont birationnellement
équivalents, nous aurions pu calculer les polyndmes modulaires pour (a1, az,a3) en
utilisant un changement de variable dans les polyndmes modulaires de (1, j2,j3). En
pratique, ce changement de variable impliquait une fonction rationnelle, cela cofitait
trop cher de le faire directement et au risque de voir apparaitre dans les polynémes
des facteurs parasites qui pourraient affecter sa réduction. Nous aurions pu le calculer
en utilisant I'évaluation/interpolation, mais il était plus facile de simplement réutiliser
l'algorithme 6.

— Le dénominateur commun de (j1,j2,j3) est x10, qui s’annule sur le lieu du produit
des courbes elliptiques. Le lieu £, des surfaces principalement abéliennes polarisées
qui sont (p, p)-isogeénes a un produit de courbes elliptiques, est une sous-variété
algébrique de dimension 2 de 1’espace des modules I';\$), et peut étre décrit par
une équation L, = 0. Et le polynome L, divise les dénominateurs des coefficients de

$1,(X, 1(Q), 2(Q), f3(Q)), P1,,(X, f1(Q), £2(Q), 5(Q)) et 2, (X, f1(Q), f2(Q), f5(Q)).

En utilisant (a3, a, a3), le dénominateur des polyndmes modulaires contiennent le lieu
des Jacobiennes (p, p)-isogenes aux surfaces abéliennes A avec J(A) = 0. Il serait
intéressant d’avoir une interprétation modulaire de ce lieu, similaire a la description
de L, ci-dessus. Par suite on notera par D), le lieu des dénominateurs des polynomes
modulaires @1, ¥1,,, ¥2,p-

— Nous n’avons appliqué I'algorithme 6 qu’aux invariants birationnels de niveau 1. Il
serait intéressant de trouver de bons invariants comme par exemple des niveaux plus
élevés qui donneraient des polynémes plus petits.

5.2.5 Exemples avec les Invariants uy, up, us

Sur l'espace modulaire de Siegel, nous disposons de polyndmes modulaires de niveau 3
en fonction des invariants d'Igusa et ceux de Streng. Puisqu’ils ont une mauvaise réduction
en caractéristique 3, nous proposons d’utiliser les triplets d’invariants définis sur les espaces
Mo[J; Y] @k, Ma[]; '] @ k et Mo[], 1] ® k. En effet nous avons par exemple:

72 =15/(19253) — i3/ (12j3), et v3 = 2§3i1/(27j3) + 13/ (3456§3) — i3/ (72j3)

dont I’expression en fonction des Invariants algébriques de Streng ont une mauvaise réduc-
tion en caractéristique 3.
Cependant nous avons a partir du théoréme 4.3.2 dans le chapitre 4 et la section 4.2 que
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: lorsque char(k) # 2, la variété M, ® k admet un unique point singulier, défini par la
condition J, = Js = Js = 0. En considerant la rélation J,Js = 4]s + J3, ainsi pour les points
non-singuliers soit nous avons (Js+ # 0) ou soit (au moins un des invariants [, ou Js ne
s’annullent pas). Alors les trois espaces My (], '], Ma[]; 1] et My[]. '] (définis dans le théo-
réme 4.3.2 au le chapitre 4 et la section 4.2) suffisent pour décrire les points non-singuliers (
en particulier les courbes ordinaires ) sur M, ® k.

Les triplets (a1, ap, az), (91,02,03) et (u1, up, u3) d’invariants induisent un isomorphisme de
Mo[J51], Ma[]; '] et My[]. '] respectivement avec les ouverts standards de A® définis par
a3t 051, uyt sur Z[1/2].

Dés lors comme dans le cas du calcul de polyndmes modulaires avec bonne réduction en
caractéristique 2, nous pouvons utiliser les triplets d’invariants sur les espaces Ms[], 1],
Ma[]; Y] et Ma[J; Y et I'algorithme 6 pour évaluer des polyndmes modulaires qui restent
pratiques en caractéristque 3.

5.2.6  Polynomes Modulaires de Hilbert

Dans cette section nous faisons une introduction sur les polyndmes modulaires pour
I'espace modulaire de Hilbert et nous allons nous intéresser a leurs propriétés en vue de
les utiliser pour le relévement canoniques de surfaces abéliennes dont I’anneau d’endomor-
phisme a une multiplication réelle par Ok ot K = Q(+/D) pour D = 2 ou 5. Certains de ces
polynomes ont été évalués par E.Milio [78].

Les méthodes de calcul restent des améliorations des méthodes précédentes pour 1'espace
modulaire de Siegel.

Nous n’avons pas évaluer concretement de nouveaux polynémes dans le cas Hilbert. Nous
allons parcourir les cas classiques avec les invariants de Gundlach pour D =2 ou 5 et les cas
faisant récourt aux invariants théta.

Soit K = Q(v/D) un corps quadratique réel de discriminant A et d’anneau des entiers
Ok. Nous avons Og = Z + wZ oll w = % siD=1 mod 4 sinon w = v/D.
Nous avons parcouru les sections 3.3 et 3.4, quelques rappels sur l'espace de module de
Hilbert SL> (Ok ) \$? lequel décrit les surfaces abéliennes principalement polarisées A avec
multiplication réelle par 1’ordre maximale Ok, et dont un plongement dans End(.A) est
explicitement donné par .

e Lorsque = ¢ est un nombre premier. Les sous groupes isotropiques maximaux pour
le couplage de Weil qui restent stables sous l'action de la multiplication réelle par Ok
sont décrits par Oxe; (sous l'action pres I'°(¢)\ SL,(Ok ® k) sur la base (eg,ez) ). Alors le
nombre de classe de sous groupes stables par multiplication réelle (¢-isogénies ) est donné
par le cardinal de SL, (/O \ Ok ):

— Si £ est inerte dans Ok , on a {Ok \ Ok ~ F2 et le nombre de ¢-isogénies est ?4+1,;

— Si ¢ se décompose (split) dans Ok, on a (Ox\Ok =~ F? et le nombre de (-isogénies
(£+1)%;

— Si /£ est ramifié dans Ok, on a O\ Ok ~ F,[X]/X? et le nombre de (-isogénies (> + / .
(aller [79, Prop 4.3] pour plus de détails ).

e D’autre part lorsque B € Ok est totallement positive de norme /. Dans ce cas soit ¢
ramifie dans Ok et il existe un seul type d’isogénies cycliques de degré ¢: les B-isogénies,
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5.2 POLYNOMES MODULAIRES DE SIEGEL

ou soit £ se décompose (splits) en ¢ = BB et A[¢] = A[B] @ A[B], il existe alors dans ce cas,
deux types d’isogenies cycliques : les B-isogénies et les B-isogénies.

Soit
10(8) = { (L "W ) €T : b e pOK} et

g) = {( - b/g@) €T : (a—1),(d—1),b,ce [3(’)]1(}.

Alors le recouvrement de Hilbert (8)\$? décrit les surfaces abéliennes principalement
polarisées B-isogeénes avec multiplication par Ok, ou de maniere équivalente I°(B)\$?
décrit les paires (A, K) out A admet multiplication réelle par Ok et K C A[B] est un noyau
isotropique maximal pour le B-couplage de Weil et stable par Ok .

Soient i1, i, et i3 les générateurs du corps de fonction de I’espace de module de Hil-
bert Cg (avec G = I ou I'UT,) et soit j une fonction modulaire de Hilbert invariant par
I'N1°(B) mais pas par I'. Alors lorsque j est symétrique C(i1, iz, i3,7) = C(rrpo(g)) (s SINON
C(iy,i2,13,j) = Cmro (d’apres [79, Prop 4.11]).

Ainsi on considere iy, i} petipy les fonctions de $? vers C définies par:

ip(z) =ik <;z> izﬁ(z) =i <;'yz> et i{4(z) =i (;vz>

pour k =1, 2, 3 et pour tout v € I'UT,. D’autre part pour tout y = (4 ) € I'%(B) on note

par v = (C% b; B ) €T, et nous avons 07 (B ) = B'yz. Alors en utilisant ces définitions on

aboutit aux propriétés suivantes:

0= (52) e =it (52) e w0 =7 (32)

En considerant I'g = {y € I'(1) | g € I'} pour tout I un sous groupe I'(1), alors pour toute
fonction i modulaire pour I', ig modulaire pour I's. De plus dans le cas oti i est symétrique
et B = B son correspondant ig est symétrique aussi. Et si on a I'NI%(B) =T NTIp on peut
définir la correspondance modulaire Hpnpo(g) vers
Hy x Hy , z — ((i1(2),12(2),13(2)), (i1(2/B), 12(z/B),i3(z/B)) tels que i3, i, et i3 engendrent
Cy.

Par suite lorsque C(I'(1)) = C(iy, iz, i3), les B-polyndmes modulaires pour les invariants i
décrivent le lieu des points modulaires

((i1(2),12(2),13(2)), (11(2/B),12(z/B), i3(z/ B))

1
’y zet =

pour z € H2. Alors si z € I'(1)\$3, pour v € I[(B)\I'(1): 3

B 7 - z décrivent respecti-

vement les variétés B-isogenes et celles B-isogenes.

Définition 5.2.2. Les polynomes ¢pg(X,i1,12,13) et P g(X, i1,12,13) pour k = 2, 3 définis comme
suite
pp(X, i1, 10, 13) = [] (X _ qﬁ) et
’YECﬁ

, DPp(X,i1,12,13)

l)’)k,ﬁ (X/ il/ i'2/ 13 Z 12
’)/ECIB g (X - 1'1y,ﬂ)
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5.2 POLYNOMES MODULAIRES DE SIEGEL

sont appelés les B-polynomes modulaires pour les invariants i, 1iy,13. Ou dans le cas:

- non symétrique : Cg est I’ensemble des classes représentatives de ' N IY(B)\I" et I est un
sous groupe de congruence tel que I'(2,4) C I' C SLy(Ok ® k).

- et symétrique: G = 'UT,, et lorsque B = B, Cg est I'ensemble des classes représentatives
de I'NTP(B))\I, sinon on prend Cg I'ensemble des classes représentatives de (G NI7(B))\G

Ainsi a partir J; = (i, ip, i3), un point p-isogenes J» = (a1, az,a3) sur I'espace de module de
Hilbert modular (eventuellement dans le cas symmétrique) est caractérisé par les équations
suivantes: ¢p(J1,a1) = 0, a2 (1, a1) = Pp(J1,a1) et aspg (1, a1) = Pp(J1, 31).

Remarque 5.2.3. Pour plus d’informations sur les degrés des polyndmes de Hilbert et selon
les cas aller a [79], ce que nous allons remarquer ce qu’ils sont tous inférieurs ou égals
a 2 + 1. Et cela rend ces polyndomes beaucoup plus pratiques comparer a ceux de Siegel
pour le méme degré. On peut aussi noter que: Dans le cas ou ¢ se décompose (splits) en
¢ = BB (i.e p admet £ comme norme ) et I' non symétrique, lorsque v € G, avec G = I' x (v),
alors comme I’ est stable sous 'action de la conjugaison sur les réels, I’action de v peut étre
expliciter comme suite sur les polyndmes modulaires :

¢(X,in i ie) = TT (x=i7,) (x=17%) = TT (x—i7,) (x-175)

’)/GCﬁ ’YGC/S

L S : q)E(X/il/iZ/i?)) .y qbﬁ(X, il,iz,ig,)
Po(X,in,i0,03) = ) i) p—o e 4 Y i)
v€Cp f (X — 11,ﬁ) Y€Cg 2 (X - 1113)

ott Cg est I'ensemble des classes représentatives de I' N I'(B)\I'.

5.2.6.1 Exemples de Polynomes de Hilbert avec les Invariants de Gundlach

Soit £ un nombre premier tel que ¢ = BB avec des facteurs totalement positifs. On note
T =SLy(Ok); pour un z € H2/T, les variétés B-isogenes et B-isogenes sont respectivement
1

1 _
définies par B'yz et E'yz pour y € I'.

On considere les matrices:

S=017%) ¢ T=(51)
et le sous-groupe de T, T°(B) = {(28) €T :B|b} d’indice £ + 1.
Alors on montre que 1’ensemble des matrices:

C/;:{S,Ti/ie{o,--~,£—1}}

est un ensemble de représentants des classes d’équivalence de T'/ TO( B).
Alors on montre que le corps Cro ( /3)/ Cryr, est une extension algébrique de degré 2[T :

To(ﬁ)] =2({+1) [78, Lemme 5.3.6.].

On définit les fonctions J; g et 3;2 de 2 — C: par

3@ = () et 0 =3 ()
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pour i = 1,2 et pour tout y € T UT,,. Ces fonctions ne sont pas en général symétriques.

Pour tous 7y € ﬁ)(ﬁ) et yp = (C‘;; béﬁ) €T ona g (%z) = %’yz. Par suite on montre que:

~ ~ (1 ~
J1p(2) =13 <[37Z> = Jip(2).
Ainsi le corps des fonctions ﬁ)( B)-moduaires de Hilbert est

Cﬁ’(ﬁ) =C (Jip,J1,32) pour i=1,2.

et le polynome minimal de J; 5 sur Cg r, sera noté Dy(X,J1,32)-

Pour ce qui suit, on consideére € 1'unité fondamentale et ¢’ une unité totalement positive de
Ok tel que cette derniére soit une puissance paire de €. Alors J;(€'z) = J;(z) et ainsi toute
B-isogénie sera aussi une €’B-isogénie.

Pour ¢ = Bp avec B € Of, on appelle B-polyndmes modulaires, les polyndomes définis par:
o Si / est ramifié,

o~ ~ ~ o~ ¢
$0(X,31,3) = H (X—JL}) et Yy(X,31,32) = Z J2.8 (X —
'YEC/S ’)’ECB

e Si / se décompose,

¢(X,3,3) = TT (x-31,) (X—‘TIB) ot

'yGCﬁ,

P! ~r Pe(X,31,32) ~r (X, 31,3
pe(X, 3 3) = Y 31, (g(( L) |y M

’YGCﬁ _dlﬁ ’yECE ( dl ,B)

On montre que les polyndomes modulaires ¢;(X, J1,J2) et P,(X, J1,J2) sont des éléments
Q(J1,32)[X] et dépendent seulement de ¢. (Aller a [78, Pages 152-153])

Proposition 5.2.4. Les dénominateurs des polynomes modulaires ¢, et P, sont divisibles:

— dans le cas D = 5 par un polynéme L, dans Q[J1, Jo] paramétrant le lieu L, des surfaces
abéliennes principalement polarisées ayant multiplication réelle par Ok qui sont B-isogenes (ou
B-isogenes dans le cas décomposé) a un produit de courbes elliptiques.

— dans le cas D = 2 par un polyndme L), dans Q[J1, 3] paramétrant L) le sous-ensemble de

Ly défini par les poles des invariants Jy et Jp c’est-a-dire les z telles que Hy (%'yz) =0 (ou
Hy (%72) = 0 dans le cas décomposé), pour un certain -y € Cg.

Démonstration. (En utilisant le [78, Théoreme 5.3.9. et Théoreme 5.3.10.]). O

5.2.6.2 Exemples de Polynomes de Hilbert avec les Invariants Théta

Dans cette section nous introduisons les f-polynémes modulaires proposés par E.Milio

[78] pour obtenir des polyndmes plus petits que ceux définis avec les invariants de Gundlach.

En utilisant les tirés en arriere b; = ¢*b; respectivement ou t; = ¢*t; pour i = 1,2,3 des théta
constantes ou des invariants de Rosenhain comme invariants ( la section 3.4.1 et la section 3.3
), pour tout D sans facteur carré on arrive a construire des polynomes modulaires pour tout
premier ¢ = BB différent de 2. Cependant les sous-groupes utilisés sont différents selon D et
les facteurs choisis de /. Pour les detailles qui suivent nous nous focalisons sur le cas des
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invariants théta utilisant le groupe I'(2,4) ; ces résultats peuvent étre adapter au cas avec les

invariants de Rosenhain en prennant le groupe I'(2) a la place de I'(2,4).

On considére les mémes notations données a la section 3.4.1 et la section 3.3: I = SL (Ox ® 8121)
et $7/(I'NTy) est la surface modulaire symétrique de Hilbert. Les b; sont des fonctions mo-
dulaires pour le sous-groupe I'(2,4) et on montre que son sous-groupe ['(2,4) NTY(B) est

d’indice (¢ + 1). En effet pour tout y € I'/T?(B), il existe un 7' € T9(B) tel que 7'y € I'(2,4)

[78, Lemme 5.3.11.].

On définit pour i = 1,2, 3, les fonctions Bi,ﬁ et BZﬁ de 53% — C telles que pour tous € (9;

etyecI'Nly:
. , . 7
bip(z) = b; (;z> et b],(z) = by ([ﬂz)

Par des calculs directs, on montre que les fonctions b; pour i = 1,2,3 sont modulaires
pour le sous-groupe I'(2,4) NT°(B) de I'(2,4) lorsque:
eD =1 mod4;
oD =2 mod4etpB = a+bw avec b pair ( c’est a dire encore / = 1 mod 4 ) ou
Ok =2Z+ wZ,;
e D =3 mod 4etp =a+ bw avec b pair.
Ainsi pour ces cas le corps des fonctions modulaires de Hilbert invariantes par le sous-groupe
F(2,4) N 1’0(,3) est: C (Bi,ﬁ, 51, 52, bg)

Pour le calcul des polyndmes modulaires une différence considérable réside entre les cas
D=1 mod4etD =2,3 mod 4. Dans le premier cas, 'application

91/T(2,4) — 95,/T
est injective alors que dans le second, c’est bien 1’application
91/ (T(2,4)UT(2,4)y) — $2/T

qui est injective.
Ainsi pour ¢ = BB avec p € OFf et Cg un systeme de représentation des classes de
['(2,4)/T(2,4) NT°(B), on appelle B-polyndmes modulaires pour K, les polyndmes défi-
nis par:
eSiD =1 mod 4,

(P,B(X/ 61, 62, 53) = H (X—b;ylﬁ) et

WECﬁ
L , X, by,09,b
¥rp(X, b1,b2,b3) = ) b P 1.72 2) pour k=2,3.
' B X—b
’YGC{; 1B

eSiD=2,3 mod4etf =a+ bw avec b pair, alors

¢p(X,b1,b2,03) = [ ] (X — 6%) (X— bl“é) et

"/Gclg
R oy 4)5(X, 61, 62, 53) v (Pﬁ(X,["ll,flz,E)e,)
lpk,‘B(X/ bl/ 62/ b3) - Z bk,ﬁ X — 6'}/ + Z bk,‘B X — 671}
’)/GCﬁ 1B 'yGCﬁ 1B

pour k=2,3.
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Lorsque L4 désigne le lieu des surfaces abéliennes principalement polarisées modulo
'(2,4) ayant multiplication réelle par Ok telles que z, ou ¢(z) (dans le cas D = 2,3 mod 4)
est B-isogene a z’ avec ¢(z') 2-isogene a un produit de courbes elliptiques par ¢(z') —
p(z')/2 ot bp(¢p(z')/2) = 0.

Alors on montre par les mémes arguments que dans le cas classique que tout polynome Lg
décrivant I'espace L est un facteur communs aux dénominateurs des polyndmes modulaires

¢ﬁ et l/Jk"B.

Remarque 5.2.5.

— Lorsque l'on consideére un autre couple (g/, /) de Of tel que p'/B’ = L et que: ' = €*"B
pour € une unité fondamentale de norme 1 ou —1. Alors cela implique que pour tout
z € f)%!

; : " 1 .
bi/ﬁ/(Z) =b; ((60 69”) ,BZ) pour i=1,2,3.

Ainsi on peut en déduire les f’-polyndmes modulaires.

— Lorsque I'on connait les -polyndmes modulaires ¢g et ¢ g pour k = 2,3 alors a partir
des propriétés suivantes :

(6Y,69,6%) = (b1, by, b3) pourtout D =2,3 mod 4,
(6Y,65,6%) = (b3, bp,b1) pourtout D=1 mod 4
définies par l'action de o sur H2, on déduit les B-polyndmes modulaires Pg et Py 5.
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RELEVEMENT CANONIQUE DE SURFACES ABELIENNES



GENERALITE SUR LE RELEVENEMENT CANONIQUE

En resumé nous avons parcouru des résultats fondamentaux sur le schéma 24, des variétés
abéliennes complexes et plus particulierement sur le schéma 2(, dont le corps de fonctions
est donné par C(ji, jo,j3). D’une autre part un résultat trés important d’Igusa [51] montre
que M est un schéma non lisse sur Z (le chapitre 4 et la section 4.2) sur lequel nous avons
construit des invariants absolus ayant une bonne réduction en toute caractéristique.

L’objectif de cette section est d’aboutir a une généralisation des conditions de Kronecker
utilisées en dimension 1 a partir du polyndme modulaire le chapitre 2 et la section 2.5.1. En
effet la proposition 6.2.1(Conditions de Kronecker en Dimension g ) qui suit est 'un de nos
résultats fondamentaux fournissant les bases algorithmiques d"un calcul éfficace du relevé
canonique en fonction du genre g et de la caractéristique moyenne p.

6.1 THEOREME DE SERRE-TATE

Dans cette section nous nous focalisons sur un important résultat de J.P.Serre et J.Tate [69,
104], établissant 1’équivalence entre la théorie de la déformation des schémas abéliens et celle
associée a leurs groupes p-divisibles.

Nous ne proposons pas une démonstration de ce résultat et nous allons nous reférer sur les
démonstrations de Drinfeld dans l’article de Katz [55].

Notre objectif serait d’établir une forme plus générale des conditions de Kronecker. Et pour ce
qui suit nous admettons les notations et définitions suivantes.

On considere que p > 0 est un nombre premier et R est un anneau admettant un idéal
nilpotent I tel que Ry := R/I. On pose Sy = Spec(Rg) et S = Spec(R) de telle sorte que
Sp <= S soit un éppaississement infinitésimal.

Groupes p-Divisibles
Lorsque R est un anneau Noétherien localement complet.

Un systeme inductif (G(n)), . de schéma de groupes sur R est un groupe p-divisible de
hauteur h: si G(n) est fini d’ordre p™" et pour tout n > 1, la suite suivante est exacte,

1 G(n) Gn+1) —— G(n+1)

Ainsi G(n) est identifié comme le groupe de p"-torsion de G(n + 1) et pour cette raison on
note trés souvent G(n) par G[p"] et le groupe p-divisible par G.

Nous pouvons aussi noter la définition proposée par Grothendieck ott G est un faisceau
abélien sur un site de fppf (fidelement plate de présentation finie) telle que :

— 14 n
G = lim G[p"]
avec [p] : G — G est un épimorphisme de gerbes abéliennes et G[p"] est le noyau donné

sur un point de [p"] : G(T) — G(T).
Alors on montre que pour tout groupe commutative algébrique G/S de type fini tel que
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[p] : G — G est localement libre de rang p", G[p™] := (G[p"]) est un groupe p-divisible de
hauteur h. Et plus partculierement pour un schéma abélien A/S de dimension g, A[p™] est
un groupe p-divisible de hauteur 2g. Soit Sg — S un appaississement infinitésimal avec
p localement nilpotent sur S. Alors on désignera par AbVar(S) la catégorie des schémas
abéliens sur S et par D(S) la catégorie des triplets (Ag, G, i) oit Ag/Sp est un schéma abélien,
G/S est un groupe p-divisible et i un isomorphisme Ay[p*] = G ®s So.

Théoréme 6.1.1. (Théoréeme de Serre-Tute)
Le foncteur :

d: AbVar(S) — D(So)
A — (A ® S, A[p™], i)

est une équivalence de catégories.
Démonstration. Aller a [55]. O

Corollaire 6.1.2. (Applications)

— Soient Ag/So un schéma abélien et G/ S un groupe p-divisible tel qu'il existe un isomorphisme
ip : Ag[p™®] = Go de groupes p-divisible. Alors par le Théoréme de Serre-Tate (Ao, i)
admet un reléevement (A,1) oit A est un schéma abélien et un isomorphisme i : A[p*] = G de
groupes p-divisible.

— Soient A/S, B/S des schémas abéliens et fo € Homsg, (Ao, Bo) alors par le Théoreme de
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Serre-Tate, fo admet un relevement f € Homg (A, B) si et seulement si fo , € Hom (A[p™], B[p*])

admet sur Hom (A[p™], B[p™]) un relevement. Et ces relevements lorsqu'ils existent sont
uniques.

Démonstration. Voir [27, § 1.]. O

Le Théoreme de Serre-Tate trouve plusieurs extension avec l'utilisation des Théories de
Modules de Dieudonné: contravariant, covariant et crystalline pour s’élargir sur d’autres
angles.

6.2 CONDITIONS DE KRONECKER

Dans I'objectif, d"'une démonstration générale aux conditions de Kronecker rencontrés dans le
chapitre 2 et la section 2.5.1, nous introduisons au debut de cette section la notion de champ
algébrique ("stack"), qui est une généralisation du concept de schéma, au méme sens que le
concept de schema est une généralisation du concept de variété projective. Nous utiliserons
comme reférences, des travaux de D.Mumford [87] , de Normann-Oort [90], de Tomas L.
Gomez [40] et plus principalement nous allons nous focaliser sur les travaux [15] de Ching-Li
Chai et PNorman.

2, et M, ne sont pas des espaces de modules fins, dt au fait que des points sur 2 et M>
ont des automorphismes supplémentaires. L'idée serait d’obtenir des " espace de module
fin " a la place de %I, et M,. Alors, on procede par adjonction de structure supplémentaire
(structures de niveau p par exemple) pour « tuer l'effet » des automorphismes (suivant des
idées qui remontent & Grothendieck et Giraud, et développées par Deligne, Mumford et
Artin) en remplagant le foncteur F : (Sch) — (Ens) par un autre foncteur F/ muni d’un
morphisme ¢ : F' — F (oubli de la structure supplémentaire) de telle sorte que F’ soit un
espace algébrique . Alors on dira qu'un faisceau d’ensembles sur Sch est représentable par
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un schéma M s'il est isomorphe au foncteur des points Homg(—, M) (ot M est un schéma
sur S). Ce qui n’est pas le cas de A, et M,.

Dans le cas du module grossier « coarse » M, le schéma M est coreprésenté par un foncteur
F tel que pour tout corps algébriquement clos k on a la bijection:

¢(k) : F(Speck) — Homg(Speck, M)

Par exemple dans le cas du morphisme Ell — Al.

Un préfaisceau dans les groupoides (également appelé quasi-foncteur) est un 2-foncteur F
contravariant de (Sch/S) a (groupoides). Pour chaque schéma B nous avons un groupoide
F(B) et pour chaque morphisme f : B* — B nous avons une transformation naturelle des
foncteurs F(f) qui est notée f* (définie par un pullback dans nos exemples). Alors on peut
définir un champ « stack » comme un faisceau de groupoides, c’est-a-dire un 2-functor (préfaisceau)
qui satisfait les axiomes du faisceau a savoir les principes de: "recollement de morphismes”, “mono-
préfaisceau” et "recollement d’objets” [40, Definition 2.10]. Ce qui implique: qu’un champs
admettant un objet avec un automorphisme autre que l'identité, ne peut étre représenté par
un schéma. Un champ X est dit représentable par un espace algébrique (resp. schéma) s’il
existe un espace algébrique (resp. schéma) X tel que le champ associé a X est isomorphe a
X.

Alors nous allons définir un champ algébrigue selon Delignhe-Mumford. Cette définition est
semblable a celle généralement donnée & un espace algébrique ( dans le contexte correspon-
dant aux espaces ) .

Lorsque 1'on considere la catégorie (Sch/S) des S-schémas muni de la topologie étale, un
champ F est appelé un champ algébrique (Deligne-Mumford) si : le morphisme diagonale
AF : F — F xg F est représentable, quasi-compact et separé; de plus il existe un schéma U
(appelé atlas) avec un morphisme étale surjectif u : U — F.

Soit A 1, () le champ algébrique paramétrant les variétés abéliennes principalement polari-
sées avec une structure de niveau p.

Pour tout schéma S, 24, 1 () (S) est la catégorie des isogénies.

A1¢

Ar

/

S

des schémas abéliens principalement polarisés (A;/s, Aa,), i = 1,2 tels que la polarisation
¢*(Aa,) définie par ¢ o Aa, o ¢ coincide avec p - A4,. En particulier 2y ry(p) st régulier ex-
cepter en un nombre fini de points. Ces points isolés singuliers correspondent aux isogénies
¢ Ar —> Az de Ay r(p) OF, F, ou les trois composantes irréductibles de Ay ry(p) S'inter-
sectent [15]. Par exemple en caractéristique 2, ces trois composantes sont respectivement
définies sur la variété M, ® k par les trois premiers triplets du 4.3.2 dans le chapitre 4 et la
section 4.3.Cependant on remarquera que dans ce cas-ci la topologie est fine (dans le cas de
M elle est grossiere) .

Dans ce qui suit, notre objectif est de trouver une démonstration aux conditions de Kronecker
sur le lieu des points ordinaires de I'espace de module de Siegel de 2 muni d"une

g.To(p)
structure de niveau I'g(p). Le module 2, 1 () a été étudié en profondeur par P.Norman et
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Ching-Li Chai comme schéma sur Spec Z,, (pour plus de détails, voir [15]). Et en général, on
montre d’apres la théorie de déformation de variétés abéliennes ordinaires [55], que son lieu
des points ordinaires noté 912 ro(p) €St lisse sur SpecZ,, .

On considére pour la suite que le corps k est algébriquement clos et de caractéristique
p > 0. Pour une variété abélienne ordinaire A i, le module de Tate et son dual sont donnés

par:
T,A(k) = lim Af[p")(K), T,A(k) = lim Afp")(k)

D’apres le résultat [15, Theorem Pages:12-13] le Théoréme de Serre-Tate implique que pour

tout point géométrique (¢ : A,x —> Bk, Aa, Ap) du lieu ng,rg(p) avec ¢*(Ap) = p- Aa. Alors

¢ induit deux applications Z,-linéaires I'une F : V = T,A(k) — W = T,B(k) et l'autre

T : W — V (a partir de son dual ) telles que ToF = p-idy et Fo T = p -id et le foncteur

contravariant 9t de Dieudonné est canoniquement donné par:

couplages symétriques
(, >v:V®sz—>1+mR
R+— (,Iw:WRz, W= 1+mg
telles que
(u, T(w))y = (F(v),w)w, Vv e V,w e W |

\

ol R parcourt les anneaux artiniens locaux dont le corps résiduel est k.

Lorsque 1'on désigne respectivement par (vy,- - ,vg) et (wy,--- ,wg) les Z,-bases de V et
de W le résultat précédent peut étre interpréter en terme de rélations linéaires algébriques
de la maniere suivantes:

{F(vi) = w; et P(Uquj) =P wa+j} et

{T(w;) =p-vi et T(wyij) = vayj}
pour1<i<g, 1<j<g
ou p*=#(V/T(W))

En utilisant les conditions de couplages symétriques sur ces rélations précédentes on obtient:

(vi, poj)v = (w;, wj)w pour 1<i,j<a
(v, poi)y = (pwy, w)w pour 1<i<ag a+1<pu<g
(vi,vu)v = (Wi, wy)w, pour 1<i<ag a+1<pu<g
(O, 00)v = (W, wy)w, pour a+1<pv<g
En résumé chaque module artinien local du [15, Theorem Pages:12-13] définit un couplage
symétrique tel que en un point géométrique (¢ : A;x — Bk, Aa, Ap) du lieu ng To(p) de
I'espace de module de Siegel ng To(p)” le systeme & = 0 dont les équations sont défines par

les ¢? fonctions suivantes:

(vi, poj)v — (Wi, wj)w pour 1<i,j<a

<U]',pvi>v — <pw]-, w)w pour 1<i<a a+1<j<g
(vi,v;)v — (wj, wj)w, pour 1<i<a a+1<j<g
(vi, v;)v — (Wi, wj)w, pour a+1<i,j<g
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6.2 CONDITIONS DE KRONECKER 119

satisfait la condition:
&(¢,¢) =0
En utilisant les propriétés de symétrie des formes bilinéaires ( , )y et (, )y on peut définir
le systeme & = 0 de maniére plus simple en ne considerant que les équations contenant les
valeurs:
<Ui,U]'>V 1§l§]§ul <w1//w}4>W/ 1§V§V§g
(i, v)v (= (wi,wu)w), 1<i<a,a+1<pu<g

D’autre part, le schéma Q(g’ro ) des points ordinaires de 24, 1 () est lisse sur Spec(Z,) de

(g+1)
2

Par suite nous pouvons considérer la fonction vectorielle & avec seulement les ¢

dimension g [15, Theorem 3.3, Page: 13].

fonc-

(8+1)
2
tions définies précédemment.

Proposition 6.2.1. (Conditions de Kronecker)
Pour tout poz’nt. géométrigue (IT :.A /k — AI/.Tk', Aa) du lieu ng,ro(}?) des points ordinaires de
o 1y (p), 1a fonction vectorielle S satisfait les conditions:

8T
06  ~ ,
1. a—X(H, IT) s’annule modulo p,

2. ?f;(ﬁ’ I1) est inversible modulo p.

Démonstration. Lorsque nous sommes en dimension ¢ = 1, soit V et W représentant res-
pectivement les modules de Tate associés a A et A” du point géométrique (IT : A, —>
AI/Tk, Aa, A ATl ). Alors sur Z, nous avons: V = (v) et W = (w). En considérant les notations
ci-dessus, on note par T I'application linéaire induite par le Verschiebung a partir de Al,
alors # (V/T(W)) = p et a = 1. Dans ce cas, le systtme & = 0 admet une seule équation
définie par la valeur:

6 = (o, T(w))v — (F(0), w)w

Lorsque 'on considere le couplage (v,v) = X et (w,w) =Y, nous obtenons:

S = (vpv)—(ww) =X -Y

Alors :
86 A 1 ’
° ﬁ(ﬂ,ﬂ) = pX? s’annule modulo p;
IGIPR : . - .
o a—Y(H, IT) = —1 est inversible modulo p, en effet le vecteur (II,II) représente un

point du schéma lisse ng To(p) de dimension 1 sur Zp .

Dans le cas de la dimension ¢ nous avons # (V/T(W)) = p8 c’est-a-dire a = g.
Les fonctions constituant la fonction vectorielle G sont toutes de la forme:

XZ_Yij pour 1<i<j<g

Alors, posons X = {X;} et Y = {Yj;} tels que X;; = (v;,0;) et YV;; = (w;, w;) pour
1 <i < j < g on obtient:
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06 , . .

) g(ﬂ, IT) s’annule modulo p; car les composantes de cette matrice sont les pXZ- !
06 , . . : - . .

* (II,IT) = —1Id,, estinversible modulo p, en effet (II,IT) représentent un point du

(g+1)
2

héma lisse 2A° de dimension m = ur Z., .
sc s ng,ro(p) e ensio g s p

O]

Remarque 6.2.2. Pour les chapitres qui vont suivre, nous allons travailler sur I'espace de
module grossier 2, paramétré par des polynomes modulaires de Siegel ou de Hilbert

plutdt que sur I'espace de module fin 2, 1 (). Une différence considérable entre la structure

canonique de "stack" de et la structure "coarse" de QAlg est que certains points de

g.To(p)
ng/ro (p) D€ sont pas lisses sur le schéma Sﬁg. En effet ces points représentent des surfaces
abéliennes ayant des automorphismes supplémentaires. C’est-a-dire par exemple des points
sur M, tels que Aut(C) % C; ou des points j = 0, 1728 sur la courbe modulaire en
dimension 1. Le lieu des points lisses de 2, est birationnellement équivalente au schéma
décrit par I'équation modulaire. Lorsque ¢ = 1, a partir des opérations de "blowups" on
pourait rendre ce schéma modulaire lisse en les points ordinaires (avec automorphismes
triviaux) de 2l;, pour en faire un espace de module grossier. Ce qui pourra bien étendre le
domaine de réalisation des conditions de Kronecker en dimension 1 en les points j € IF > de
2 ry(p) sauf pour j = 0, 1728 (dans le chapitre 2 et la section 2.5.1, le domaine de réalisation
des conditions de Kronecker était j ¢ IF,»). Cependant les blowups ne sont suffisant pour
lissifier que sur une courbe, ie g = 1 d’apres [92].

En résumé les conditions Kronecker fournissent une généralisation de la méthode de
calcul du rélévé canonique de Satoh aux variétés abéliennes ordinaires.
D’autre part on pourait se demander qu’en est-il des variétés abéliennes non-ordinaires ?
Dans [85] Mumford avait établi un programme pour répondre a cette question. Son approche
réposait sur le fait que le point générique de chaque composante de 'espace de module
grossier ﬁg correspond a une variété abélienne ordinaire. Alors on pourra réléver chaque
composante a partir de son point générique. Et cela était suffisant car on sait comment
réléver chaque point générique par les méthodes de relevement canonique.
Cependant c’est a partir des travaux de F.Oort et PNorman [9o] que l'on retrouve les
caractéristiques du relevement d’une variété abélienne d'un corps k sur anneau integre R de
caractéristique zéro.

63 REDUCTION STABLE DES COURBES DE GENRE 2

Soit C une courbe lisse sur Q;, géométriquement connexe de genre ¢ > 1. D’aprés un
théoreme de Deligne et Mumford , il existe une extension finie de K de Qy, telle que la

courbe C; = C x g IF4(s) est une courbe stable sur [F, ne dépendant pas du choix de s ni de K.

Lorsque nous sommes en dimension 1 si jg € Z, est le j-invariant d’une courbe elliptique
E, alors Es est lisse sur IF, si j ¢ Z,, alors Cs est une courbe rationnelle avec un seul point
double ordinaire.

Ainsi un modele stable d"une courbe C sur R est une courbe stable sur R a fibre générique
isomorphe C x g Frac(R) [92].
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Lorsque g = 2 et que la courbe C admet comme équation hyperelliptique:
v +h(x)y = f(x), avec h,fecklx] et degh<2 degf<50ré6

Si la caractéristique de k # 2 nous pouvons réduire 'equation précédente a y> = agx® + - - - +
as et ’on peut définir J,; en fonction de (ag, - - - , a5):

> = bagay — 2ay1a3 + 2*23a2,'
2

Jo=—-2" (52a0a3a5 -3 5a0a4 3 - bagayaras + 7agaiasas+

2” a0a2a4 — a0a2a3 + 2%a1a5 — a%a2a4 — a1a3 + alazag, - ’4311%);
Jo = —274(2715%a3a,0% — 5%agazaqas +5a0a4 52a3atat—

2- 5a%a1a2a4a5 +2- 5a0a1a3a5 — a0a1a3a4 25a0a2a3a5—

2_211a%a%aﬁ + 2_17a5a2a§a4 — a%cé +2- 3a0a1a4a5 — 3aoa%a2a3a5

+ 2~ 17a0a1a2a4 Zaoa a3a4 + 2’23a0a1a%a5 — 2’27a0a1u§a3a4+

aoa1a2a3 +2" 7a0a ag — Z_Zaoa%ag — a%aﬁ + a?a2a3a4—

22a%a3a, — 2 2atada3 + 2 2ayaza; — 27 %af).
Et d’autre part Jg = 272(JaJ6 — ]i) et [1o est défini par le discrimant D.
Lorsque la caractéristique de k = 2, les invariants J»; correspondant sont alors les reductions
modulo 2 de ceux obtenus sur Z, en utilisant la forme y* = h? +4f ot /i et f sont les relévés
de het f sur Z,.

Soient K une extension finie de Qg, R la cloture intégrale de Z,; dans K. On dira que C
est a réduction stable sur K si elle admet un modele stable sur une localisation R’ de R en un
idéal maximal dont la fibre spéciale géométrique est notée C; sur R’. Cette courbe sur IF, ne
dépend pas du choix de R/, ni de celui de sa localisation.

Soit [; avec 1 < i <5, les invariants associés a une équation

v+ h(x)y = f(x)

Théoreme 6.3.1. Alors on a:
— la courbe C; est lisse si et seulement si: ]gi]foi € Zg pour touti=1,---,5;
— C; est irréductible avec un seul point double si et seulement si: 5,1, = Z4 pour tout i =
1, ,5et ]8I, € pZq

— Cs est totalement dégénérée si et seulement si
Lol,? € pZ,, Tioly° € 92, kel ™ € pZ,.
one=4sip=2,e=3sip=23sinone=1.

Démonstration. Le premier point du théoreme est une conséquence directe du [51, Théoréme
6].

Les deux autres sont des cas particuliers du [92, Théoreme 1]. On peut les démontrer selon
le méme procédé que dans [92, Théoreme 1]. En vérifiant directement par calculs sur un
ouvert affine de C dense dans toutes les fibres pour les cas p # 2 et C; n’est pas réunion de
deux courbes elliptiques d’invariant modulaire nul. Sinon pour les autres cas [92] utilisent la
continuité sur l'espace de module M x Z,. O
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Exemple 6.3.2. Nous donnons par suite les exemples suivants (aller a [92] pour plus détails)
comme des applications aux propriétés citées précédemment .

— Soit C la courbe sur Q définie par 1'équation: y? + y = x°. On vérifie que J,; = 0 pour
tout i # 5 et Jip = 5°. On en déduit que C a bonne réduction partout.

— Soit C la courbe sur Q définie par 1'équation: y> = x° + x. On vérifie que:
=5 J,=23%15 I,=-225J,=—-27%5

Js =—278325, Jio=2"% Ip=—2-25.

D’apres le théoreme précédent la courbe C a bonne réduction en toute place différente
de 2, sa réduction stable C; est la réunion de deux courbes elliptiques d’invariant
modulaire nul.
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CALCUL DE RELEVE CANONIQUE EN DIMENSION 2

Dans ce chapitre nous proposons une extension de la methode de Satoh en genre 2. Ce
résumé détaille un peu plus nos nouveaux résultats exposés dans les deux premiers papiers

([70, 71]).
7.1 AVEC L'ESPACE MODULAIRE DE SIEGEL
7.1.1  Conditions de Kronecker sur I’Espace de Siegel

Dans cette section abordons une propriété trés importante des polyndomes modulaires
sur Z;. On part d’une variété abélienne A définie sur Z,, et 'on se propose d’étudier les
différentes types de réductions des (p> + p? + p + 1) noyaux de A.

Réduction des (p° + p? + p + 1) Isogénies

On considere les points P, Q, R et S avec: P et Q étales, R et S ramifiés et tels que R est le
dual de P et S le dual de Q pour le Couplage de Weil. Un noyau isotropique K de l'isogénie
de degré p partant de A a trois possibilités de réduction sur A:

— Dans un premier cas : K = (R, S), alors il se réduit entierement sur (0) et cela correspond

au noyau du relevement du Frobenius.

— Dans second cas : K se réduit modulo p a un groupe cyclique d’ordre p. Comme modulo
p nous avons (p + 1) groupes cycliques d’ordre p sous les formes: (P + bQ) and
(Q) avec 0 < b < p — 1. Supposons que K réduit sur (P), alors K est sous la forme
(P +aR + bS,cR + dS). En utilisant les conditions de linéarité et d’isotropie nous
obtenons K = (P + 4R, S). Cela correspond a p choix pour chaque groupe cyclique
d’ordre p modulo p. Et nous avons (p + 1)p noyaux relevés.

— Et dans le troisieme cas, K se réduit sur (P, Q) alors il est sous la forme (P +aR +bS, Q +
cR +dS). En appliquant les conditions de linéarité et d’isotropie sur ces bases I'on
obtient b = c. Cela correspond a p* noyaux.

Ce qui compleéte la réduction des p* + p* + p + 1 isogénies correspondant aux solutions du
systéme défini sur Z, par les polynomes ¢ ,, 11, et 1 p.

On considére les polynomes modulaires ¢1,,, 1, et ¢1, en fonction d'un systéme d’in-
variants absolus (fi, f2, f3). Soient U = (x1, x2,x3) avec x1 = f1(Q4), x2 = f2(Qy), x3 =
f3(Q4) les invariants absolus de la variété A et V = (u, v, w) les invariants absolus d"une
variété p-isogene a A. Alors on définit les polyndmes suivants :

@1, = Num(¢r,p)(u, x1, x2, x3)
TZ,p = (lPZ,P — Z)) . DETl(l/JZ,p)(xL X2,X3,U, U)
"FS,p = (1#34; - ZU) . Den(¢3,p)(x1, X2,X3,U, ZU)

avec Num(...) et Den(...) les numérateurs et les dénominateurs des polyndmes correspon-
dant. Sachant que ¢1,,, 2, et P53, sont les polynomes donnés par la section 5.2 et 1"algo-
rithme 6.
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Ainsi la matrice colonne dont les composantes sont les @y ,, V5 et ¥3 , sera notée ®,,. Alors
on a:

! 0 0
oD, ” ,
W = 0 —CIDLP.Den(po,p) 0
0 0 —® ,.Den(s,p)

0Dy, 0Py, 0Dy,

0x1 dx> dx3

ou axq X2 dx3
od;, 9dP3, 0Dz,

0x1 dxo dx3

Proposition 7.1.1. (Condition de Kronecker) Soit ] = (a, b, c) un triplet d'invariant absolus d’une
surface abélienne A sur IF,. Sia & Fy et | & Ly alors :

0P
i) a—vp(], J7) est inversible sur Z,;
Oy oy
ii) W(]'] ) =0 mod p.
Démonstration. D’apres la proposition 6.2.1 dans le chapitre 6 et la section 6.2 le Frobenius
réalise les conditions de Kronecker sur le lieu des points ordinaires du champ algébrique

A, ry(p)- Cette proposition est une adaptation a partir des équations modulaires sur le schéma

Az (p).

i) Nous avons :

oD, 20,
det (8V> = ﬂ,p -Den(y,p) - Den(ip3 ,) avec cI)Q,p ==t

ol <I>’1,p, Den(4,,) et Den(y3,,) dépendent seulement des variables x1, x2, x3 et u. Et on sait
des définitions le chapitre 5 et la section 5.2.1 que les dénominateurs Den( ;) et Den(4;3 ;)
ont deux facteurs: I'un est une puissance de dD/Lp et 'autre est un multiple de L,. Pour
J & Ly si] €FyxF,xIF,alors ¢(]) = ¢(]) = J]. Comme modulo p le Verschiebung ¢ a
une multiplicité de p* alors :

0P
@' ,((a,b,c),a?) =0 mod p c’est-a-dire a—vp(], ]9) ¢ Z;.

Lorsque I'on considere 1'un des invariants, supposons a ¢ IF, avec | ¢ L,. D’apreés la sec-
tion 7.1.1, I'isogénie Frobenius ¢ admet un relevé unique sur Z, et de multiplicité 1 modulo
p dans le polynome ¢ ,(x1, X2, x3, X). D’un autre coté le seul p?-endomorphisme sur A est
[p], les autres isogénies différentes du Verschiebung ont des co-domaines différents, alors en
les composant avec leur dual correspondant on obtiendra un non trivial p?-endomorphisme,
alors:

@) ,((a,b,c),a?) £0 mod p

Comme | ¢ L, nous avons aussi: Den(¢2,,)(a,b,c) et
Den(i3,)(a,b,c) non nuls modulo p. Par conséquent

0P

P o X
W(]’] ) €EZ;.
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0P
ii) L'assertion a—up( J,]J7) =0 mod p signifie que chaque dérivée partielle respectivement
en x1, X2 et x3 des polynomes @y ,(x1, X2, x3,u), D2, p(x1, X2, x3,u,0) et B3 ,(x1, X2, X3, U, W)
se réduit a 0 modulo p lorsque évaluée en (a,b,c) & L.

On consideére en premier le polynome ® , = ¢y, - Den(¢y,,), ott la réduction modulo p du
polyndme modulaire ¢y , est

P1p(x1, %2, 03,u) = [T (u— f]’):p)

r€Cp

ot les f17 » sont en fonction des variables x7, x> et x3.
D’apreés la section 7.1.1, p® fonctions fl7 p Teprésentent les relevés du Verschiebung . Ces p>
fonctions se réduisent en une seule fonction modulo p en les variables x1, x; et x3. Alors on
obtient:
0y,
axk

(a,b,c,a?) =0 mod p pour k=1,2,3.

Alors chaque dérivée partielle en x1, x; et x3 des polyndmes @, , devient 0 modulo p en

(J.JP)-

Pour ®; ,(x1, X2, x3,1,0) et D3 ,(x1, X2, X3, 1, w) la procédure reste la méme.

D, = (P2, — v) - Den(iy,)

Dy, P, dDen(¢s,p) _
o Den(is,p) - o + (Yo,p — ) - “om, | Powr k=1,2,3
Pop(xi,x0,x3,u) = ) f,- T (w—f,)
1€y 7'€Cp\M7}

ott comme dans le cas précédent, les f' , sont en fonction des variables x1, x; et x3 telles que

p> parmi elles se réduisent en une seule fonction modulo p .
Soit (a,b,c) & L, comme :

Pop(a,b,c,a?) =bP mod p et

d
;pxzm(a,b,c,ap)EO mod p pour k=1,2,3
k

od
Alors pour | = 2 ou 3 nous avons : axl,p (a,b,c,a?,b?) =0 mod p pourk =1, 2,3
k

o 0P
Ainsi nous pouvons conclure que ﬁ( J,]7) =0 mod p. O
Définition 7.1.2. On dira d’un systrhe d’invariants qu’il vérifie les conditions de Kronecker
si la matrice @, définie par les polyndmes modulaires correspondant vérifie les propriétés i)
et ii) de la section 7.1.1 et la proposition 7.1.1.

7.2 RELEVEMENT CANONIQUE EN CARACTERISTIQUE IMPAIRE AVEC L'ESPACE DE
SIEGEL

Cette section est une application algorithmique du Théoréme de Serre-Tate (le chapitre 6
et la section 6.1). Nous utilisons les polydmes modulaires pour calculer les invariants absolus
du rélévé canonique d’une surface abélienne principalement polarisée.
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7.2.1  L'Algorithme de Harley en Dimension 2

Cette section utilise principalement la section 7.1.1 et la proposition 7.1.1, alors nous
utiliserons les mémes notations. Le Frobenius induit une isogénie, vérifiant les conditions de
Kronecker avec les polyndmes modulaires, comme en dimension 1 nous allons construire un
algorithme de Newton avec cette propriété.

On suppose que I'on peut calculer éfficacement le Frobenius ¢ de Q, et que I'on connait
X € Zg une approximation de | & précision p* c’est-a-dire | — X = pFe pour une erreur
e un vecteur de Z;;’ que nous voudrions déterminer. En utilisant I’equation modulaire et
I’expansion de Taylor sur ®,, on obtient:

0=®,(X + pfe, X7 + pe”)

oo oo
0:®p(X/XU)+pkeTJ(X/XU)+pkevai‘/p(X,XU)+p2k(“')

ot le facteur (- --) est un élément de Z,. Alors ®,(X, X?) a une valuation au moins k (soit
sous la forme p*.u) et en divisant toute ’expression par p* on obtient ’equation suivante en
e:

aq)p o aaq)l’ o\ — k
u—i—eW(X,X )+e W(X’X ) =0 mod p".

Sachant que:

0P 0P
p o X p
— (X, X") e Z t =
v X XVezy o 5y
d’apres la section 7.1.1 et la proposition 7.1.1, l'erreur e est déterminée alors par une forme

matricielle de 1’algorithme 1 dans le chapitre 2 et la section 2.5

(X,X7)=0 mod p.

Théoréme 7.2.1. Soit | = (a,b,c) le triplet d'invariants absolus d’une surface abélienne princi-
palement polarisée A sur IF;. Lorsque | vérifie les conditions de Kronecker ( la section 7.1.1 et la
proposition 7.1.1 ) alors l'algorithme 7 détermine le relévé | sur Z, des invariants absolus de | en
O(n?*log p) opérations oir g = p".

Démonstration. En utilisant les conditions de Kronecker de la section 7.1.1 et la proposi-
tion 7.1.1 on construit un algorithme de Harley matriciel de complexité O(n?log p) .

On considere que ¢y , est le polyndme minimal (le chapitre 5, la section 5.2 et la section 5.2.1)
pour I'élement du triplet qui est toujours hors de [F,. ]

7.2.2  Relévement du Verschiebung

On se propose de calculer le relevement du Verschiebung sur Z,; en utilisant 1’algorithme
suivant de relévement de la p-torsion d"une variété abélienne sur Z,.
Comme il existe des formules compléetes pour de conversion entre coordonnées Mumford et
Théta, pour plus de convenance on peut travailler sur la surface de Kummer.
Ainsi un algorithme de calcul d’isogénies a la Vélu comme celui proposé par D. Robert et
R. Cosset pourra ensuite évaluer le Verschiebung relevé sur Z,.

Soit A une variété abélienne de dimension g sur Z, et K sa variété Kummer associée. On
notera par 91, la matrice Jacobienne du systéme polyndmial définissant par la p-torsion
point sur A ou K.
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Entrée: |, et la précision N.

Sortie: | le relevé de | a précision N.
1. Si N = 1 Retourner | a précision p;
2. Sinon N’ = N/2;
3. ] =Harley@Siegel(], N');

— a® gy . — 82 gy . — oy .
a=GH',b=QH,
e =ArtinSchreier(a, b, N');
Retourner | = | + pfe  ala précision p*;

o0 SR

Algorithm 7 — Pour calculer le relevé des invariants sur l'espace de Siegel de dimension 2.

Par exemple un point P = (xq,---,Xy) sur A est un point de p-torsion si seulement si
[k+1].P = —[k|P (avec p = 2k + 1) .
En dimension 1, lorsque p # 2: d’apres la section 2.5.1 et la remarque 2.6.3, la Jacobienne

I, est de la forme:
%k
0 p

ce qui implique que dans l'algorithme de Newton, par exemple lorsque x, est a une précision
k alors y, est a la précision k — 1.

La proposition suivante généralise cette propriété équivalente au lemme de Satoh sur
les courbes elliptiques (le chapitre 2, la section 2.5 et la proposition 2.5.3) a un systeme
polynomial définissant la p-torsion sur une variété abélienne de dimension g.

Proposition 7.2.2. Soit A une variété abélienne de dimension g sur Z,, en tout point P de A il
existe une base de I'espace tangent a A pour laquelle, la matrice MM, est égale a p fois la matrice
identité .

Démonstration. D’apres [86] , il existe un isomorphisme naturel
Oy Rk Oy ~ 034

ot () est le dual de I'espace tangent en 0 a A et Q! est le faisceau des 1-formes reguliéres
sur A.

Comme la différentielle de 'application "Addition" n’est autre que ’addition des compo-
santes. Ainsi on considere 1’application "Multiplication" [p] : A — A, sa Jacobienne est
alors sous la forme

My, = diag(p,---,p) = p-1dg.
0

Corollaire 7.2.3. Soit A une variété abélienne définie par un systeme polynémial (fi,- - - fn) sur
I'espace affine A". En tout point P € A[p] il existe une base telle que :

Jac(f1, - fn) _ [ = * )
om, 0 p.Id

Ainsi son déterminant a une p-valuation g et son inverse est de p-valuation —1 .
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Démonstration. Comme pour tout point P de A[p] le rang de Jac(f1, -, fa) est (n — g).
Alors en appliquant la proposition 7.2.2 on obtient le résultat. O

Théoréme 7.2.4. (Relevement de la p-Torsion ) Soit A une variété abélienne ordinaire sur IF,
alors on peut déterminer le relevement canonique de tout point de p-torsion de A/, sur Z; en
O(n*log p) opérations au plus.

Démonstration. Soit F la fonction vectorielle définissant le systeme polynoémial p-torsion sur
A, d’apres le corollaire précedent 7.2.3 la Forme Normale de Smith de (DF(P)) est de la

forme:
k *
0 plg

selon un changement de base M- S- N = DF(P) .

En considérant le chapitre 1, la section 1.2 et la proposition 1.2.4 la méthode de Newton sur
F en X marche comme dans le cas univarié pour chaque composante de X.

Ainsi pour tout P = P mod p: ord,F;(P;) = 1 et ord,F/(P;) = 0 pour les (n — g) premiers
polynomes. Et pour les g autres polyndmes on a: ord,F;(P;) = 1 et ord,F/(P;) = 1.

D’apreés le chapitre 1, la section 1.2 et le lemme 1.2.1 pour gagner plus de précisions dans les
g derniéres équations, I’on doit résoudre des équations :

F(P,) + p.DF(P;).R; + p*/2.'R;.HF(P;).R; =0 mod p°

Comme le relevé de X est unique d’apres [99], alors chaque équation quadratique precé-
dente détermine un unique R; sur Z,.
Les étapes suivantes des Newtons univariés correspondront aux cas (le chapitre 1, la sec-
tion 1.2 et la proposition 1.2.4) c’est-a-dire le cas ord,(F;(P;)) > 2.ord,F;(P;). Et par suite on
détermine 1'unique relévé de la p-torsion en O(n?log p). O

Exemple 7.2.5. (Dimension 1)
On considere la courbe elliptique définie sur F3[t]/ (> + 2t + 1) par :

E:yP =+ -—t)x* +£2 - +1
Le polynome de Teichmuller de > + 2t + 1 & la précision 31° est :
M = #° + 40187187#* + 226230571 + 28433298t + 42740657t + 1
Par l'algorithme de Harley, le relevé du j-invariant a la précision 31° est:
j = 4184705¢* + 21892713¢> + 36017948t> + 23621781t + 31000250

La courbe relévée est E : y2 = x>+ Ax2+B,ou: A =t +1, B = 35012730t* +
19700410¢% + 13577987t + 12290190t + 25369066.

Un point P = (x,y) est dans E[p] si et seulement si [2].P = —P et comme les points [2].P et
P sont sur la méme droite alors:

P e E[p] & F(x,y) =0.

—x3— Ax*+ (y* — B
avec F(x,y) = . 5 N gy 2) e
9/4x* +3Ax> + A%x” — 3y“x — Ay
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Ona P = (2t* +2t3 + 22+ 1, 1) € E[3] et en utilisant I'algorithme 7.2.4, on obtient:

P = (5555421* 4 15403853t + 52316841> 4 29534907t + 30143767,
11152449t* + 34597530¢° 4 41418387t> + 1833597t 4 31531297).

Exemple 7.2.6. (Dimension 2)
On considére la courbe de genre 2 définie sur F3[T]/ T +2T® 4+ 2T° +2T*+ T +2:

Coyf =2+ (2T + T2+ T)acd + (T8 + T7 + T + T° + T° + 2T + 2)°
+ (T2 4+ 2T + T 4+ T° + T* + 2% + 2)&?
+ (2T + T8 +2T7 + T® + T° + 2T* 4+ 2T% + 1)x

On note ses invariants théta absolus de niveau 2 par | = (a, b, c) avec:

a=2T° 4+ 2T 4+ 2T° + 2T* + T3 + T? 4 T,
b =2T° + T8 +2T7 + T® + T° 4+ 2T* 4+ 27172,
c=2T° + 2T + T* + 273 + 2T +2

Alors une équation projective de la surface de Kummer K est donnée par :
(x* + vt + 24 + 1) F 2Exyzt — F(PP + y?2%) — G(x°22 + 1) — H(x*y* +2%2) =0

ou F, H et G sont en fonction de 4, b et ¢ ( aller a 'appendice a et 'appendice a.1).
Et la 3-torsion sur F3[T] /T +2T® + 2T° + 2T* + T + 2 est définie par le systéme polynomial
donné par 2P = P. On obtient en plus du théta-nul point les points affines :
torsO = [T7 4 T® + T* + 2T + 2T, 2T + T8 4+ T7 + 2T* + 2T% + T? 42,
2T+ T7 + T + T* + 2J;
tors1 = [2T° +2T8 +-2T7 + T + 2T° + T?> + T+ 1,2T° + T8 + T7 + T
+ T° 4+ T* 4+ 2T% + T? + 2T, T? + 2T% + 2T° + 2T* + 2T% +- 2T + 1J;
tors2 = [T? +2T8 + T7 +2T% + T* + 273 + 2T% 4-1,2T° +- 2T +2T° + T*
42T + T2+ T +2,T° +2T8 + 2T7 + T® + 2T* 4+ 2T% + T2 4 2T + 2J;
tors3 = [2T° 4+ 2T + T* 4+ 2T° + 2T, T? + 2T7 + T° +2T°3,
277 + T8 + 2T + T* + 2T° 4+ 2T% + T + 1]
Comme ] satisfait les conditions de Kronecker, on utilise I’algorithme 7 avec les polynémes

modulaires en théta.
Apres la phase de relevement canonique, on obtient a la précision 3%:

M =T 4 2549079126 T° + 1424896413T8 + 387776124T” + 1501830083 T°

+ 2399043737 T° + 1835343671T* + 3327249759T° + 1052748765T2
+ 1815623119 + 3486784400

exemple 7.1 — Relévement canonique de la p-torsion d'une variété abélienne ordinaire.
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i =1632442511T° + 3184765518T% + 3476194941T7 + 3108882704 T°
+ 2423383142T° + 1764926933 T* + 1098986671 T° + 2957646787 T
+ 1669307941 T + 2686192050,

b =1855464665T° + 458606629T8 + 1644296153T7 + 2202845860T°
+2959176835T° + 2200438487 T* + 1716586968 T° + 1038290165T?
+ 133634418T + 2980506843,

¢ =3067405283T° + 2017143027T8 + 1539671400T7 4 2805617504 T°
+ 754015086 T° 4 1269571459T* + 2964123128 T° + 609859068 T>
+ 3096552740T + 605100932,

En utilisant 1’algorithme 7.2.4 sur le systéme polyndmial définie par 2P = P, on obtient le
relevé de chaque point de 3-torsion comme par exemple celui de tors0 donne :

tors0 = [783079641T + 2124478056 T® + 836911573 T7 + 2573975062 T°
4 902190282T° + 366817813T* + 3020511501 T° 4 3106437113
+ 1881969155T + 838267932, 1475631209T° + 1062021913T8
+ 1843928959T7 + 795907434 T° + 2521901733T° + 1698902771 T*
+ 2534696996 T> + 3155556349T2 + 3023958660T + 1433503754,
2400942648T° + 833485184T® + 2017122688T7 + 265798210T°

+ 371555682T° + 828437455T* + 3052717911T° + 3041519346 T2
4 2288895138T -+ 3190509602).

7.3 RELEVENEMENT CANONIQUE EN CARACTERISTIQUE 2 OU 3

Dans cette section nous introduisons une méthode de calcul de relevé canonique d’une

courbe C de genre 2 en carctéristique 2. La partie de cette méthode concernant le calcul
des invariants du relevé canonique C pourra facilement s’adapter aux caractéristiques 3
a partir de polyndmes modulaires en les invariants fournis par les trois composantes de
My ® Z3. Les autres parties sont spécifiques au relevement canonique des courbes de genre
2 en caractéristique paire.
Nous allons utiliser les polydmes modulaires pour calculer le relevé les invariants absolus
correspondant comme dans la section 7.2, et aprés nous expliquons comment calculer le
relevé d’une équation de la courbe C. Ensuite nous introduisons des méthodes de calcul
du relevé 2-adique de l'isogénie du Frobenius. Mais il faudrait bien distinguer les cas ot le
relevé est canonique (type (1,1,1)) des cas ot le relevé n’est pas unique (les autres types).

7.3.1 Relevement des Invariants

Nous avions vu dans le chapitre 4 et la section 4.3 que la réduction modulo 2 des courbes
de genre 2 sur Z,; suit la classification birationnelle donnée par les types (1,1,1), (3,1) et
(5). On peut directement remarquer que des courbes de types différents ne sont pas isogénes
par le Frobenius, alors le relevé de l'isogénies Frobenius réliera des courbes 2-isogenes de
méme type sur Z;. Les courbes de genre 2 ordinaires sont celles qui sont birationnellement
équivalentes au type (1,1, 1) c’est-a-dire encore celles qui sont de p-rang 2. En effet les autres
types sont de p-rang 0 et 1 ( correspondant au nombre de points de Weierstrass triviaux )

130



7.3 RELEVENEMENT CANONIQUE EN CARACTERISTIQUE 2 OU 3

donc non ordinaires.
Par suite les polynémes modulaires en les invariants (aj, a, as) (le chapitre 5 et la sec-
tion 5.2.4) décrivent sur M, ® Z, les relevés canoniques des courbes ordinaires 2-isogenes
sur IF; (avec g = 2").

Alors on considere que A = Jac (C) est ordinaire ou de maniere équivalente que C est de
type (1,1,1). Comme pour le cas de la caractéristique impaire on se propose de calculer
le relevé | = (dy,d2, d3) de | = (a1, a, a3) en utilisant la méme approche que précedement
pour la caractéristique impaire c’est-a-dire en utilisant la relation modulaire entre | et J°.

Soit U = (x,y,z) le triplet de variables (dans les polyndomes modulaires) représentant les
invariants absolus dans My[], '] et respectivement V = (u, v, w) représentant les invariants
absolus (2,2)-isogenes a U.

Corollaire 7.3.1. Lorsque p = 2 et A est une surface abélienne sur I, telle que J>(.A)J10(A) # 0.
Alors A est ordinaire, et est la Jacobienne d’une courbe C de type (1,1,1). Si | = (a1, ap, a3) est le
triplet d’invariants absolus de A dans My[J, '] sur Fan avec n > 2, alors :

0P
i) a(.g)/p(], J7) est inversible;
ii)a—up(], J9) =0 mod p.
Démonstration. Les relations sont bien vérifiées par les points ordinaires (J2J10 # 0.) du
lieu géométrique défini par I'équation modulaire (sur M,|[J, ]) d’apres le chapitre 6 et la
section 6.2. Ces rélations proviennent aussi d’'un changement de variables birationnel qui

induit une transformation inversible différentiable (sur le domaine ouvert de définition).
Ces relations sont donc vérifiées pour tout triplet | = (f1, f2, f3) bien défini sur le lieu

J2J10 # 0. O

Remarque 7.3.2. | est bien défini en A exactement lorsque J>(.A)J19(A) # 0, donc dans ce
cas ] est automatiquement bien défini en A7, comme J(A7) = J(.A)’. Il reste a retirer les
points singuliers de 1’équation modulaire qui semblent contenir le lieu du dénominateur
D,. Mais nous pouvons toutefois éliminer le dénominateur et se ramener a une équation
modulaire sur A et A7 puisque | est bien défini en les deux points. Plus précisement, on
pourra interpréter le dénominateur comme une forme modulaire pour éliminer les facteurs
parasites selon ( [79] et [59] ).

Comme les polynémes modulaires satisfont les conditions de Kronecker nous pouvons
utiliser la méthode de Harley introduit précédement dans la section 7.2, pour obtenir le
résultat suivant:

Corollaire 7.3.3. Lorsque | = (a1, a2, a3) désigne les invariants absolus d'une surface abélienne
vérifiant les conditions de Kronecker le corollaire 7.3.1. Alors I'algorithme 7 dans la section 7.2 calcule
(en doublant de précisions) les invariants absolus du relevement canonique A sur Z,,.

Démonstration. En combinant le corollaire 7.3.1 et une adaptation de la méthode de Harley
dans la section 7.2. O

7.3.2  Relevement 2-Adique d’une Courbe de genre 2

Nous avons vu précédemment que les conditions de Kronecker fournissent des algorithmes
de calcul des invariants du relevé d’une courbe de genre 2 ordinaire. Dans cette partie, on
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se propose de déterminer une équation f(x,y) d'une courbe C de genre 2 dont on connait
les invariants sur Z, et une equation C : f(x,y) = 0 modulo 2 de sa réduite de genre 2. On
pourra utiliser la méme approche (avec des invariants adaptés) pour les caractéristiques non
couvertes par l'algorithme de construction de Mestre (mauvaise réduction par exemple de la
conique en caractéristique 2).

En considerant les conversions entre la forme normale et le modéle hyperelliptique d"une
courbe de genre 2 dans le chapitre 4 et la section 4.5, nous allons nous restreindre au cas
d’une forme normale.

Soit g = 2" et C une courbe de genre 2 sur [, par une équation de sa forme normale:

C: XY+ (14aX +bX*)Y + X*(c+dX + X?) =0.

Soit ( ﬂ, f}, f3) les invariants de C sur Z, (définis par le chapitre 4, la section 4.3 et le
théoréme 4.3.2), ot dans le cas ordinaire ce sont les invariants (dj, d3, d3) donnés par 1’algo-
rithme 7 avec (a1, ap, az) vérifiant les conditions de Kronecker.

Les invariants J,; admettent des expréssions en fonction des coefficients a, b, ¢ et d, alors on
peut aussi exprimer les invariants birationnels (fi, f2, f3) comme fonctions rationnelles en
les (a,b,c,d). Ces rélations fournissent un systéme d’équations (pour (4, b, &,d)), sur lequel
on peut appliquer un relévement de Newton a partir d’une solution (a, b, c,d) modulo 2
(puisque l'expréssion globale a une bonne réduction).

En particulier, comme le modele C a une bonne réduction modulo 2, la réduction w d’une
base des formes différentielles @ est bien définie. En comparant w avec une base fixée w¢
de C, nous obtenons que w = Mw¢ pour une certaine matrice M dans GL;(IF;). Relever M
en M € GLy(Z,), et en posant @, = M~ '@, nous pouvons relever wc. En application, soit g
une forme modulaire vectorielle ( avec une bonne réduction modulo 2), alors g(C, @) est un
rélévé de g(C,w¢). Nous abordons cette application du relevement plus en détails dans le
chapitre 8.

Relevement sur Zg d’une courbe de type (1,1,1)

Pour ce qui suit nous détaillons les différentes étapes du relevement sur Z,; d"une courbe
de type (1,1,1) ce qui couvre couvre les cas ordinaires (a travers les transformations
birationnelles du chapitre 4 et la section 4.3). Ainsi modulo 2, les invariants absolus (a1, a2, a3)
peuvent étre déterminer a partir des coefficients 4, b, ¢, and d directement par les rélations la
section 4.3 et la section 4.3.2.

Par suite, les coefficients 4, b, ¢, et d de la forme normale du relevé canonique C se réduisant
sur C satisfait le system d’equations suivant fourni par les J,; et les relevés (di, dp, d3) (que
l'on sait calculer a partir de (aj, a, a3)):

T4 - jgdl = 0/
fg — ]Zlcfz =0, (7.1)
Jio— 365 =0

ol les J,; sont en fonction des variables a, b, c et d obtenues en utilisant par exemple le
modele hyperelliptique donné par:

Y+ h(x)y=f(x) ot h(x)=1+ax+bx*et f(x) = —x(c+dx+x?).
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Alors on a le résultat suivant:

Lemme 7.3.4. Sur Z, l'intersection des trois surfaces de l'équation (7.1) est non-singuliere en les
(a,b,c,d) satisfaisant les conditions de Kronecker, plus précisément non singuliére a toute précision
> 1. Ces équations se ramifient modulo 2.

Démonstration. Pour toute courbe C de genre 2, deux caractérisations de C se réduisent
bien modulo 2: sa forme normale en les (a,b,c, d) et I'évaluation des J,; en C. Le systeme

d’équations 7.1 est construit en exprimant les J»; en fonction of (a,b,c,d) ([51, Pages 10-12]).

Sur Z, et lorsque ], est non nul modulo 2 (c’est-a-dire ab # 0 mod 2), le systeme 7.1 définit
un point non-singulier dans M3 (], !] (représentant les classes d’équivalence birationnelle de
C).[51, Théorem 4]. De plus modulo 2, nous avons la factorisation suivante:

Ja= (@4 B>+ %),
]8 —_ ]g(ﬂézﬁz + “2,)/2 4 ’32,)/2 _ g3 _ 94),
Jio = J5 (a2 B22).

avec J, = a’b? et g=a’+ 52 + 92

ot &, B et y sont en fonction de (a, b, ¢, d) a travers les relations le chapitre 4 et la section 4.3.2.

On peut normaliser ces nouvelles équations du 7.1 par des puissances paires de ab. Ainsi sur
un modele affine (fixant un parameétre pour avoir trois variables) les dérivées partielles en a
et b du systeme 7.1 s’annulent. Alors le déterminant de la matrice Jacobienne du systeme
s’annule aussi. A remarquer que la factorisation ci-dessus est seulement valable modulo 2.
D’autre part a la précision 2 lorsqu'un parametre (par exemple a) est fixé, le déterminant de
la matrice Jacobienne du systeme 7.1 est donné par:

2412 [alo + (% + db)a® + (cb? + b)a® + (d%° + c2b)a” +

(cb® + b%)a® + (azb™ + 207 + b°)a® + azbBat+
(a3db" + c*b)a® + (a3cb® + azb'®)a®+
(a3c®b™ + b + b7)a + (azcb®! + agbZO)} .

Alors l'annulation modulo 4 de cette quantité implique celle de la quantité entre parantheses
modulo 2. Cette dernieére annulation implique que modulo 2: a3 est le quotient de:

—a'% 4 (—b® — db)a® 4 (—cb® — b)a® + (—d*b° — *b)a’ +
(—cb® —b*)a® + (=0 — b°)a® — *b°a® + (=20’ — b )a

par
bPa° +b'%at +db"a® + (cb®® +0")a® + b + (cb*! + %)

ce qui n’est pas égal modulo 2 a la valeur de a3 = J1p/ ]S (donné par [51, Pages:11-12]). Alors

génériquement le facteur ne s’annule pas modulo 2.

Ainsi le déterminant du systeme est seulement de 2-valuation 1. O

Remarque 7.3.5. Comme le déterminant de la Jacobienne du systeme 7.1 est de valuation
2-adique 1 sur M,|[J; '], alors la forme SNF de la Jacobienne est connue (une seule équation
est a la précision 2). Ainsi par le Théoréme de Serre-Tate on a I'existence du rélévé canonique
et la méthode du chapitre 6, la section 1.2 et la proposition 1.2.4 calcule les coefficients
(4,b,¢,d).
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Pour ce qui suit on se propose d’étendre la méthode précédente au relevement (quelconque
) des équations de courbes de rang 0 et 1. Plusieurs classes d’isomorphismes de courbe sur
7, se réduisent sur ces classes de courbes modulo 2, pour rendre les systemes d’équations
lisses sur Z; on pourra choisir une classe d’isomorphisme représentant un point lisse de la
composante sur Z,.
Alors on supposera que 1’on connait ce point sur Z; de bonne réduction définis respective-
ment sur M[J; '] avec [, =0 mod 2 et M,[Jg '] avec J, = J4 = 0 modulo 2 (se réduisant
sur nos triplets).

Dans le cas des courbes de type (3,1)

Les courbes de type (3,1) sont définies par (a,b,c,d) avec (1 = 0 et b # 0) ou (a # 0 et
b = 0). On peut alors utiliser le systéme polyndémial suivant pour reléver les coefficients
(a, b,é, d~) correspondant a la forme normale d’une courbe sur Z, dont les invariants sont
(1f1, 1f2, Lf3) ou 1f1 = 0 modulo 2:

]ZI’ - ]6Lf1 =0
JsJio— Jii, =0 (7.2)
]%0 - ]guNB =0

Comme nous sommes dans un cas oit Js 7 0 le systéme 7.2 définit un point lisse de M> ® Z,
(d’apres [51, Theorem 4]). Cependant modulo 2 le méme systéme est équivalent a:

046 = sz

Be = i3
ol « et B sont en fonction de (a,b,c,d) par les relations (le chapitre 4 et I'équation (4.8)). On
en conclut que le déterminant de la Jacobienne s’annule modulo 2.

Alors sur Z,; 'intersection des trois surfaces du systeme 7.2 est non singuliere en (a,b,c,d)
et elle se ramifie en ce point seulement modulo 2.

Dans le Cas du Type (5)

Ce type dépend seulement de c sur IF, et sur Z, le quadruplet de coefficients (4, b, ¢, d)
est solution du systeme polyndmial défini par:

J3—Js1 = 0
]gl _ ]§’t‘52 =0 (7-3)
]il() - ]3‘63 = 0

ou on a: vy = ty = 0 modulo 2. Sur Z, l'intersection des trois surfaces de 7.3 n’est
pas forcement non singuliére en (4, b, ¢, d). Mais nous pouvons toutefois choisir parmi les
différents relevés un point lisse de M, ® Z,; (191 et 1, non tous nuls) se réduisant sur
(to1, g, 03). Cependant le systéme se ramifie en ce point modulo 2, on peut toute fois
minimiser la valuation du déterminant de la matrice Jacobienne en prenant la plus petite
valuation possible pour le produit 1110, (valuation 2-adique 1.).

Le méme systeme est équivalent modulo 2 a:

{tx4—tﬁ:0
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ou « et B sont en fonction de c et d avec a et b un fixé et l'autre nul (par les relations le
chapitre 4 et I’équation (4.9)). Alors dans des conditions favorables, le déterminant de la
Jacobienne du systeme en (a, b,é, d) peut étre de valuation 2-adique 1.

Remarque 7.3.6. Les systémes polyndmiaux 7.2 et 7.2 sont tous lisses sur Z; en les solutions
(a,b,¢,d) pour certains triplets. La meilleure situation étant celle ot le déterminant de la
Jacobienne de ces systemes en ces points est de valuation 2-adique trés petite (méme si elle
est supérieure ou égale a 2), alors les méthodes de relevement détaillées dans le chapitre 6,
la section 1.2 et la proposition 1.2.4 calculent plus rapidement le quadruplet (4,b,¢,d). A
remarquer que dans ces deux derniers cas le relevement n’est pas canonique.

7.3.3 Réduction des Points de Weierstrass

On considere que 1’on connait les coefficients relévés a, b, ¢ et d de la courbe C le relévée
canonique de C. Alors I’équation de C se reléve (canoniquement lorsque J> # 0 mod p) en:

Y2+ (14+aX +bX?)Y = - X3(e +dX + X?)

Un point P de coordonnées affine (xp, yp) € Z, X Z, est un point de Weierstrass de C si et
seulement si pour H(x) = 1+ dx + bx? et F(x) = x3(¢+ dx + x?), nous avons :

2yp + H(xp) =0, et y5+ H(xp)y+F(xp) =0

Alors les cing points de Weierstrass de C se réduisent comme suite :

Dans le cas du type (1,1,1)

Nous avons deux points Weierstrass se réduisant sur P et deux autres se réduisant sur Q
tels que xp et xg sont les solutions modulo 2 de 1’équation :

1+ax+bx*=0
Et le cinquiéme point se réduise sur le point a 'infini.

Dans le cas du type (3,1)

Ce cas est caractérisé par (a =0 et b # 0) ou (a # 0 et b = 0) et 'on peut remarquer que
deux points Weierstrass se réduisent sur un unique point dont ’abscisse est la solution de
l'équation 1+ ax = 0 respectivement 1 + bx*> = 0 selon le cas (2 = 0 et b # 0) respectivement
(a # 0 et b = 0). Et les trois autres points se réduisent tous sur le point a l'infini.

Dans le cas du type (5)

Dans ce cas tous les points de Weierstrass de C se réduisent modulo 2 sur le point a l'infini.

7.3.4 Réduction de I'Isogénie du Frobenius

Pour I'étude de la réduction de l'isogénie Frobénius, nous considérons celle du calcul des
(2,2)-isogénies par l'algorithme de Richelot [94]. Alors nous allons nous reférer aux notations
de B.Smith [109]. pour caractériser les noyaux des isogénies Frobenius et Verschiebung.
Soient G1, G et Gz des polyndomes de degré au plus 2 dans k(x| on note par: [Gy, G3] =
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G,G3 — GG} et det(G1, G2, G3) le déterminant de la matrice dont les coefficients (ij) sont
les j-ieme coefficient de G;.

On note par I'I(Gy, Gy, G3) une décomposition (sans facteurs carrés en polynomes de degré
2 au plus) du polyndme f(x) de degré 5 ou 6 du model hyperelliptique y> = f(x) d’une
courbe de genre 2.

Alors I'opérateur de Richelot R est défini par :

R<G1/ GZ/ G3) = (§[G2/ G3]1(5[G3/ Gl]/ 5[G1/ GZ])/

det(Gy, Gy, G3) #0 et 6= (det(Gy, Gy, G3)) L.

Soit (Hy, Ha, H3) = R(G1, Gy, G3) alors :

— TI(H;, Ha, H3) est un polyndme sans facteurs carrés de degré 5 ou 6.

— R(k1G1,k2Gy, k3G3) = (kl_lHl,kz_le,kngg) pour des k; non nuls sur le corps de

base;

- R(GZI G3/ Gl) - (HZI H3/ Hl) et R(G3I Gl/ GZ) - (H3/ Hl/ HZ) ’

— R(Hi, Ha, H3) = (G1, G, Gs) -
Lorsque det(G1, G, G3) # 0, nous appelerons cette décomposition: décomposition quadratique
lisse en considerant que le polyndme de degré 1 (éventuellement) est quadratique avec une

racine a 'infini. Ainsi les décompositions quadratiques lisses forment une partition en paires
des points de Weierstrass de C c’est-a-dire une caractérisation des (2,2)-sous groupes de

(JacC)[2].

Lemme 7.3.7. Soit C : y*> = fe(x) une courbe de genre 2. Pour chaque décomposition quadratique
lisse G = (G1, Gy, G3) de fe, on définit la courbe Cg par I'équation y* = fe. = II(R(G)). Alors
les variétés Jacobiennes Jac C et Jac Cg sont (2,2)-isogenes par 1'isogénie de noyau engendré par les
diviseurs définis par G1(x), Ga(x) et G3(x) .

Démonstration. En utilisant ensemble la Proposition 8.2.3. et le Théorem 8.4.11. dans [109]. [

Remarque 7.3.8. Lorsque det(Gy, Gz, G3) = 0 on dira que la décomposition quadratique est
singuliére et dans ce cas la variété Jacobienne Jac C est (2,2)-isogene & un produit de courbes
elliptiques.

Proposition 7.3.9. (Réduction du Frobenius)

— Dans le cas du type (1,1,1): la courbe de genre 2 conjuguée C* sur Zq of C est définie
par I'équation: y*> = TIR(Gy, Gy, G3), oit : G1(u) = (u — x1)(u — x2) et Go(u) = (u —
x3)(u — x4) tels que x; = xp mod 2 et x3 = x4 mod 2 sont les solutions de I'équation :
1+ax+bx? =0.

— Le type (3,1) concerne les courbes de p-rang 1, pour ces cas le Frobenius admet 3 relevés.

— Et le type (5) concerne les courbes de p-rang 0, pour ces courbes: toutes les isogénies se réduisent
sur le Frobenius.

Démonstration. En utilisant la section 7.3 et le lemme 7.3.7 et les propriétés de réduction du
noyau des isogénies de la section 7.1.1 nous avons que les décompositions quadratiques
lisses G de l’équation de C correspondant aux calculs du Frobenius sont celles dont les
diviseurs se réduisent sur des diviseurs principaux de JacC.
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e Dans le cas du type (1,1,1): Posons Gy(x) = (x — x1)(x — x2) et Go(x) = (x — x3)(x — x4)

ol x; = x mod 2 et x3 = x4 mod 2 sont les solutions de 1'équation : 1 4 ax + bx? = 0.

Les diviseurs définis sont D; = P; + Py — 200 et D; = P53 + Py — 200 et ceux-ci se réduisent
modulo 2 sur les diviseurs principaux div(x — x1) et div(x — x3). Et le diviseur défini par
G3 se réduise sur 0. Alors R(Gy, Gz, G3) correspond au calcul du Frobenius par I'algorithme
de Richelot.

e Dans le cas du type (3,1): Soit xo 'unique solution de I'équation 1+ ax = 0 or 1 + bx? = 0
(selon le cas voir plus haut 7.3.3). On dénote par %) et % les deux relevés de xg. Alors les
décompositions quadratiques lisses correspondant au calcul du Frobenius sont donnés par:

Gi(x) = (x = %o)(x — %), Ga(x) = (x — m1)(x — a2)

et Ga(x) = (x —a3)(x — aq)

ol les a; se réduisent tous en l'infini. Le diviseur de G;(x) se réduit sur div(x — x¢) et les
autres sur 0. L'isogénie associée a G en utilisant I’algorithme de Richelot se réduise sur le
Frobenius. D’apres les propriétés des correspondances de Richelot, on en déduit 3 relevés
pour le Frobenius.

e Dans le cas du type (5): Pour toute décomposition quadratique lisse G de 1’équation C le
diviseur défini par G;(x) pour i € {1,2,3} se réduit sur 0. O

Remarque 7.3.10. On considere,
Y :JacC — JacCE et % :JacC* —s JacC

Lorsque G définit le noyau de l'isogénie du Frobenius X, alors R(G) définit le noyau de
I'isogénie du Verschiebung sur .

En appliquant cette propriété sur Jac CE, cela permet d’identifier le noyau du Verschiebung
T :JacCE — Jac cx parmi ceux de ses huit-ramifications.

7.4 RELEVEMENT CANONIQUE AVEC L'ESPACE MODULAIRE DE HILBERT

Dans ce chapitre nous détaillons 1'utilisation des polyndmes modulaires de Hilbert dans
le relevenement canonique de surfaces abéliennnes ayant multiplication réelle par Ok ou
K = Q(vD) pour D = 2 ou 5. Ils paramétrent les isogénies cycliques plutot que les
isogénies de noyaux totalement isotropes maximaux permettant ainsi de réduire le degré
d’un endomorphisme.

7.4.1  Conditions de Kronecker sur I'Espace de Hilbert

On considere les polyndmes modulaires de Hilbert définis a la section 5.2.6 et le chapitre 5

selon le cas classique en fonction des invariants de Gundlach et le cas des invariants en
fonction des tirés en arriere des invariants d’Igusa ou des thétas.
Lorsque z € $?, en partant des invariants (J;1(z),J2(z)) ou de tirés en arriere d’invariants,
pour calculer les invariants correspondants des variétés B-isogenes certaines situations sont
similaires a celles des calculs avec de invariants en Siegel 7.1 alors que d’autres situations
utilisent des invariants intermédiaires.
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Situations Directes

On considere g = (" et { = BB avec p € OF et Cg un systeme de représentation des classes
de I'(2,4)/T(2,4) NT°(B) respectivement de T/TO(‘B) Alors:
e Pour ¢ est ramifié dans le cas des polyndmes avec les invariants de Gundlach.
e Et D =1 mod 4 dans le cas des polyndmes avec les invariants d’Igusa ou des thétas.

Polynomes avec des Invariants Intermédiaires

Cette situation regroupe les cas suivants :
e lorsque /¢ se décompose pour les polyndmes avec les invariants de Gundlach;
e ou lorsque D = 2,3 mod 4 et B = a + bw avec b pair, pour les polyndmes en fonctions
des tirés en arriere d’invariants.

Soit | représentant les invariants Gundlach (ou les tirés en arriere d’invariants) correspon-
dant aux situations décrites ci-dessus; et ®, est la matrice colonne dont les coefficients sont
les B-polyndmes modulaires.

Le corollaire suivant donne une forme simple des conditions de Kronecker correspondant
aux situations décrites.

Corollaire 7.4.1. Lorsque | & L, N (F,)? (ou ] & LgN (IFp)*):
od
i) TVP(], J7) est inversible sur Z,,;
i) W(],] ) =0 mod p.

Démonstration. Cela est une conséquence du chapitre 6 et la section 6.2 sur les conditions
de Kronecker. Ainsi on peut appliquer la méme approche detaillée dans la preuve de la
proposition 7.1.1 ( les sections 7.1 et 7.2 ). O

7.4.2 Relevement des Invariants

Dans les premeres situations le revlévement des invariants vérifiant les conditions de
Kronecker peut se faire de maniere identique a celui des invariants dans le cas de 1'espace
de Siegel. Alors pour ce qui suit nous résumons les détails du relévement des invariants
paramétrés par les polyndmes modulaires cycliques avec des invariants intermédiares 7.4.1.
Soit | le vecteur formé par les invariants (qui peuvent étre des invariants de Gundlach ou
des tirés en arriere des théta constantes) spécifiant un point A sur I’Espace de Hilbert sur IF,
avecq = p",n> 1.

Supposons que, p se décompose sous la forme p = B et que nous sommes dans le cas ot
les polynomes modulaires utilisent des invariants intermédiaires définis par I’action de v:

ox,0) =TT (X-11s) (X~ 175)

'yecﬁ

Ainsi @, la fonction vectorielle formée par les polynomes modulaires ¢;,, y ,, vérifie la
condition:

{ @,(J,Y) =0
D,(Y,]%) =0
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ou Y représente l'invariant intermédiaire correspondant a I’évaluation du polynéme modu-
laire au couple (], J7).

Alors connaissant | et 7, on peut résoudre le systeme précédemment en Y défini sur IF,, et
le lemme suivant garanti 1'unicité de sa solution.

Lemme 7.4.2. Soit | ¢ Lg l'invariant définissant un point sur I'espace modulaire de Hilbert tel que
une au moins des composantes de | est en dehors de IF, et ¢pg le polynome minimal de la fonction

modulaire associaciée a cette composante, alors:
0P

° ol 4 z

FY é{DY);éO mod p, aV(Y])$O mod p;
. 2y =

Et au(Y]) 0 mod p.

Démonstration. e Selon la propriété de réduction des noyaux d’isogénies: le Frobenius admet
un unique rélévé X: se réduisant modulo p sur le noyau (0) alors Y est unique c’est-a-dire
qu’on ne peut avoir qu'une seule isogénie ¢ entre Y et J*.

Supposons que l'on ait deux isogénies f; et f, entre | et Y, alors 1'unicité de X et de g
impliquent que Im(f, — f1) C ker(g). Comme ker(g) est un schéma affine fini, on aurait
f2 — f1 constant, par la suite nul. Alors on a f; = f,. Comme les deux isogénies respectives
(entre ] et Y) et (entre Y et J*) sont de multiplicité 1 modulo p, alors les dérivées partielles:

0P, 0P,
WU’ ) et E)V(Y]>

ne s’annulent pas modulo p (comme dans le cas i) de la section 7.1.1 et la proposition 7.1.1).

e D’un autre coté, comme J* = JP mod p la méme méthode détaillée en ii) la section 7.1.1
et la proposition 7.1.1, basée sur les multiplicités du Verschiebung dans la réduction modulo

0P
p des polyndmes ®,(X, J*), montre que ——(Y,J°) =0 mod p. O

ou

Par suite, on suppose que I’on connait une approximation de X et T respectivement de |
et Y a précision p*, alors on pose ] — X = pfeet Y — T = pfrotie,r € Z, sont les erreurs
que nous voudrions déterminer en utilisant ®,.

Comme J* = X* + pkeZ en utilisant le developpement de Taylor de ®(X + pe, T+ p*r) = 0
et ®(T + p*r, X* + pFe*) = 0 on obtient:

od oD

0= &(X,T)+ pka—up(X, T)-e+ kaVP (X, T) r+p*(--)
el oD

0= &(T,X*)+p" U F(T, X*) 'V+PkTVp(T/XZ) SR pH( )

oi1 les facteurs (- - - ) derriere p?* sont dans Z,.
Alors en divisant toutes les équations du systéme par p¥, on obtient modulo p*:

_ B(XT) | 0, AP,
B D, (T, XZ) 0P, 5 D, .
0= pk + S (TXE) - r 4 A (T, X5) e
X , . 9Py IPp v
A partir des conditions de Kronecker (le lemme 7.4.2): W(X' T) et W(T'X ) sont

inversibles, alors on a:

r=-— [a;‘)/”(x, T)]_l (q)p(;i’T) + aaq; (X,T)-e >
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Par conséquent la résolution du systeme se réduit a celle d"une équation "d’Artin-Schreier
equation” de la forme:

e+ Ae+B=0
ou on a:

—1 -1
A=— [a;; (T, XZ)] ‘?ZI (T, X*). [a;; (X, T)] aaqil (X,T),

-1 %
B= [?‘;”(T,XZ)} (CD’”(z;’kX ) aaqzl (T, X%). aaq; (X, T)7! (D”(;i’ T)).

Comme les conditions de Kronecker (le lemme 7.4.2) implique:

od,

U —P(T,X*) =0 mod p alors A=0 mod p.

Ainsi on obtient l’erreur e pour corriger I'approximation J (a la précision p?) en utilisant
'algorithme d’Artin-Schreier dans [35, § 5.3]. Alors nous avons le résultat suivant:

Théoreme 7.4.3. Lorsque | € IF; (les invariants de Gundlach ou les tirés-en-arriere d'invariants
théta) représentant un point A sur 'espace de Hilbert tel que ] satisfait les conditions de Kronecker
pour les polyndmes modulaires de Hilbert. Alors la variante de I'algorithme de Harley (I'algorithme 8)
calcule le rélévé | en O(n?) opérations avec n = ord, q.

Entrée: | des invariants représentant A, Y la solution du systéme sur IF; et une précision N.
Sortie: | a la précision N.
1. Si N =1 Retourner | et Y a la précision p;
2. Sinon N’ = N/2;
3. ] =Harley@Hilbert(J, Y N');
[0y w9 ny [0Py o, .
a. A= — [aV(T,X )] 'W(T'X ). [aV(X, T)} W(X' T);

B:[MDP(T,XZ)] (T, X7) acI)’”(T,XZ).aGI)’”(X,:r)—l.q)’”(X’T)>;

s

oV pk S au oV
c. e =ArtinSchreier(A, B

)

e. J=]+preetY =Y+ pkr alaprec1s1onp2k,

&

4. Returner JetY;

Algorithm 8 — Algorithme de Harley sur 1’'espace de module de Hilbert.

Démonstration. En utilisant les conditions de Kronecker le lemme 7.4.2 et la méthode de
résolution "d’Artin-Schreier" équation détaillée dans le chapitre 2 et la section 2.5.1, alors la
méthode détaillée dans cette section permet de récouvrir (avec la méme complexité O(n?)
que la méthode d’Artin-Schreier) I'erreur correcte pour toute précision a partir de | € F,. [

7.4.3 Exemples de Relévement avec les Polynomes de Hilbert

Dans ces exemples de calculs de relevements des invariants théta nous utilisons des
polynomes déja calculés par E.Milio dans sa these de doctorat [78, 79].
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Relevement des Invariants Théta pour Q(+/2) en Caractéristique 5

Dans ce cas le morphisme du 5-ieme Frobenius est inerte sur Q(1/2).
On considere le corps F5[X]/m ott: m = X’ +3X +3 et by = X, by =3 et by = 3X2 +2 les
invariants de théta d'une surface abélienne A sur F5[X]/m.
On pose | = [b, b3] que nous voulons réléver sur Z, avec g = 5 car on a by = (by + b3)/2.
A une précision de 5'°, on obtient comme polynome de Teichmuller:

M =X" + 26941848975X° + 2901765225X° + 136053272250 X*
+ 78296802910X°> + 119068596420 X? + 117632782643 X
+ 49925501068;

Alors 'algorithme 7 dans les sections 7.1 et 7.2 nous donne:

J = [138519127940X° + 82646512005X° 4 66125929130X*
+ 13577818665X° + 100249545506 X2 + 112840384440X
+ 14980687290, 98963138605 X° + 21368067695 X°
+ 52557804060X* + 151876542585X°> + 135343131255X°
+ 81220969846 X + 12795578393).

exemple 7.2 — Relévement des Invariants Théta pour Q(1/2) en Caractéristique 5.
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Relevement des Invariants Théta pour Q(+/2) en Caractéristique 7

Dans ce cas le morphisme du 7-ieme Frobenius se décompose sur Q(+/2).
On considere le corps F7[X]/m ot m = X10 + X® + X° 4+ 4X* + X3 4+ 2X? +3X + 3 avec | le
vecteur des invariants théta b; et b, de la surface abélienne A que nous voulons réléver sur
Z710.

J=[X°+6X® +2X7 +3X° +4X° +6X* + X +6,
X7 4+ 6X% +3X7 +6X° +5X° +5X* +3X° +4X* + X + 3]

A partir du polyndéme cyclique on calcul sur Fy les invariants théta intermédiaires. Sachant
que c’est une solution J;;; du systeme

{ ,(],Y) =0,
@,(Y,]7) =0.

n’appartenant pas a I’ensemble £, N (IF7)2.

Jint = [6X° +2X8 +2X7 4+ 5X° 4 5X* +4X3 + 6X* 4+ X +3,
4X° 4+ 2X8 +2X7 +5X8 + 6X* + 5X* + 6X].

M =X + 389747593107578334251496972X° + 180939175172265627977707274 X8+
820639109166877804289290966 X" + 131887355846932099924702249 X%+
121266091566247143956159224 X° 4 461264446170929852035132727 X* +
601063599941632172000280143X°> + 359625048065291962433680566 X>+
89255509728460926330906618X + 870862203657907303192001683;

Alors I'algorithme 8 dans la section 7.4.2 et la section 7.4 nous donne:

J = [12974108350541835741613951X° 4 736285665317500307261954120 X5+
252704946594161462853025058 X7 + 344881913903677978390848512X°+-
440061182663717000160228556 X° + 546567818309614051963074062 X*+-
759971315137437890804466261X° 4 395505353352671247298116146 X>+
893378103178005334695930377 X + 910636861101123617203813454,
784623245580678440883298857X° + 1008087072223601571352745747 X8 4
234947087489147532452529460X7 + 432888814352820281132739362X°+-
567604469139263798493214213X° + 628919076485468412446677362X*+
350269558955349671468018737X> + 770808683780643181938377831 X+
274337567861932071403143462X + 957385751029172560819264250].

exemple 7.3 — Relévement des Invariants Théta pour Q(1/2) en Caractéristique 7.
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APPLICATIONS

Dans ce chapitre, nous utilisons le calcul de relevé canonique d"une part pour relever des
formes modulaires et d’autre part pour calculer le polyndme caractéristique d’une courbe
de genre 2 (comme une extension en genre 2, de la méthode de Satoh). Ces nouveaux
algorithmes fournissent des complexités tres pratiques; les idées et certains exemples sont
repris des papiers ([70, 71]).

8.1 RELEVEMENT DE FORMES MODULAIRES

Dans cette section, nous allons nous intéresser dans un premier temps aux méthodes de
calcul de formes modulaires vectorielles pour les courbes de genre 2 définie sur IF; (sur les
relevés canoniques). Et en deuxiéme temps 1’opération inverse aussi est abordée a savoir les
méthodes de calculs de covariants frationnaires associés aux rélévées canoniques des courbes
de genre 2. Et tres rapidement on se rend compte que les deux opérations sont associées aux
calculs des équations de relevés canoniques sur Z,.

Lorsqu’on part d'une courbe C : f(x,y) = 0 de genre 2, ’équation f(x,y) = 0 du relevé
canonique C dont nous avons besoin, doit nécéssairement vérifier:

f(x,y) = f(x,y) mod p.

Dans le chapitre 4 et la section 4.6 nous avons vu que 'action de GL; (C) a une représentation
scalaire det’ sur V = C et une représentation irréductible correspondant a det* Sym" pour
tous k et n € IN. Ainsi det* désigne le poids des formes modulaires scalaires de Siegel. Par
exemple les formes modulaires de Siegel ¢4, ¢, Y10 et P12 de poids respectives det* avec
k = 4,6,10,12 engendrent I'anneau gradué des formes modulaires scalaires de poids paires
en dimension 2.

Le relevement des covariants fractionnaires associés a une courbe de genre 2 fournirait des
représentations tres pratiques: par exemple a partir des triplets définis dans le chapitre 4, la
section 4.3 et le théoréme 4.3.2 on pourrait travailler sur certaines classes d’isomorphismes
comme celles parcourant la composantes 2, définies par ¢4 = 0.

Lorsque f est une forme modulaire, Cot(f) est un covariant polynomial selon le principe de
Koecher. Réciproquement, si F est un covariant fractionnaire, la fonction f : Q) — F(C(Q))
est une forme modulaire de Siegel méromorphe du méme poids associé a F.

Ces deux fonctions sont définies dans le chapitre 4 et la section 4.6 pour plus de détails
sur leurs propriétés se reférer a [98]. Et d’autre part la fonction cot s’étend aux fonctions
modulaires de Hilbert.

Lorsque A représente la variété Jacobienne munie d’un plongement y : O < End®(A) et
w une base des différentielles sur A. Soient 17 : A — A(t) pour t € $? un isomorphisme
et m € GL(C) une matrice de changement de base telle que: w = mny*w(t). Lorsque le
triplet (A, 4, w) est normalisé (c’est-a-dire m est diagonale), pour toute fonction modulaire
de Hilbert de poids (k1, kz) c’est-a-dire toute fonction méromorphique f : $, — C vérifiant:

f(yz) = (cz1 +d)" (czp + A2 f(z) , Yy € SLo(Ok @ Ik) et z € H2;
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la quantité f(A, 4, w) est donné par:
FA 1, w) = m my 2 f (1) ou m = diag(m, my).

Alors f(A, w) est bien-défini lorsque (A, w) a ses endomorphismes réels diagonals c’est-a-
dire lorsque pour tout « € End’® (A), a* est diagonal dans la base w. Par conséquent, sur
un autre corps FF, pour identifier une courbe Hilbert-normalisée on fixe un morphisme :
Ok — F (c’est-a-dire on fixe dans F une valeur de v/A), alors on pourra utiliser les mémes
caractérisations que (A, w) données dans le chapitre 4 et la section 4.6. Ainsi la quantité
f(A, u,w) est bien-définie sur F.

Exemple 8.1.1. Reconstitution de I’équation de C a partir de I'Espace de Siegel.

En caractéristique p <5 : Dans ces différents cas, I’algorithme de J.FMestre a une mau-
vaise réduction modulo p (par exemple la réduite de la conique définie dans 1’algorithme
n’est pas définie modulo p). Ainsi dans la section 7.1 et la section 7.3.2, on utilise un systeme
polynomial avec des invariants définis dans le chapitre 4, la section 4.3 et le théoreme 4.3.2
pour calculer les équations d'une forme normale du rélévé canonique d"une courbe ordinaire
de genre 2. Nous pouvons étendre cette méthode sur les autres composantes de M, ® k
(définies dans le chapitre 4, la section 4.3 et le théoreme 4.3.2) pour les caractéristiques 3 et 5.

Par exemple lorsque 1’on travaille sur la composante M (], '] de M, en caractéristique 3,
on peut exprimer les invariants (91, 9, 93) en fonction des coefficients a, b, c, et d de la forme
normale de la courbe C associée. On peut alors écrire: y* + (1 + ax + bx?)y = —x>(c +dx + x?)
un modele hyperelliptique de C. Les coefficients 4, b, ¢ et d de la forme normale du rélévé C
se réduisant sur C satisfont le systéeme d’équations en les variables a, b, c et d:

J3—Js1 =0,

]g - ]20~2 = 01

] %o - 1263 =0
ot le triplet (97,0;,03) est le relevé du triplet (91,02,03) définissant la courbe C que 'on
calcule rapidemment avec la méthode de la section 7.1 et la section 7.3.2 lorsque (91,02, 93)
satisfait les conditions de Kronecker.
En caractéristique p > 5 : Dans ce cas la conique de Mestre a une bonne réduction. On
peut relever le model hyperelliptique y* = f(x) d’une courbe C de genre 2 connaissant les
invariants du relevé canonique C comme suit:
e On construit d’abord la cubique M et la conique £ correspondant a C sur Z; en utilisant
J.
e Comme M et £ ont une bonne réduction, nous pouvons extraire modulo p un point de
paramétrage P sur M mod p correspondant a la construction de 1'équation y? = f(x).
e Alors on calcule le rélévé P de P en utilisation M et par la méthode de Mestre on réconsti-
tue 'équation y?> = f(x) de la courbe C.

8.2 CALCUL DU POLYNOME CARACTERISTIQUE
L'une des applications les plus répandues du relevement canonique est bien le calcul

des valeurs propres du morphisme de Frobenius pour ensuite retrouver son polyndome
caractéristique x € Z[t] (ou sa fonction zéta ) pour une courbe hyperelliptique de genre g.
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LES CONJONCTURES DE WEIL

Soit C une courbe algébrique projective lisse de genre g définie sur IF; avec g = p". On
appelle fonction Zéta de C sur F; la fonction définie par

tk
Z(t) =exp (Z N - k)

k>1

oit Ny désigne le cardinal de C(F).
Alors nous avons les résultats suivants connu auparavant sous le nom de Conjuctures de Weil:
e Z(t) est une fraction rationnelle et plus précisement

L(t)
Z(t) = ———FF——
(1 =81 —qt)
ot L(t) = ag+ ait + - -+ + aet* est un polyndme dont les coefficients sont des entiers
vérifiants
ap=1, ayy=4q°% et ay ;= ¢ ta; pour 0<i<yg.

e Lorsque 1'on considére L(t) = ]‘[?ﬁ 1(1 = a;t), 'hypothése de Riemann implique |a;| = /9
ce qui donne pour les coefficients de L(t), la borne

‘ai’ < (21g> qi/Z

En organisant les racines de la maniére a;a; ;¢ = gpouri=0,---,g ona:

log Z(t) = flog (1 —a;t) —log(1—1t) —log (1 — gt)

i=1

k
Comme log (1 —st) = — Y72 (SL, on peut conclure que

k
28
Nk:qk+1—21x§‘ pour k& IN*.
i=1

Une preuve de la rationnalité de Z(t) dans le cas générale a été proposée par Dwork [29].
Celle de I'hypothese de Riemann est 'ceuvre de Deligne [23].
On notera aussi le Frobenius sur Jac C par 7, et un point P de Jac C est [F;-rationnel si et
seulement si 77,(P) = P c’est-a-dire :

Ker (7r; —id) = Jac C(IF,)
L'application (7r; — id) étant séparable cela implique que
|JacC(IF;)| = deg (rr; —id)

On montre aussi que: |JacC(IF,)| = x(1) et que L(t) = t38x(1/t).

Et pour le cas du genre 1 la connaissance de x (1) est équivalente a celle de Z(t).

Le calcul de la fonction Zéta Z(t) d’une courbe C contient d’importantes propriétés géomé-
triques sur C et JacC.

Lorsque L(t) = ¢+ - - - + c24t* le p-rang de JacC est égal au plus grand i pour lequel c;
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est non nul modulo p [111]. Et Jac C est isogene sur F, a un produit de courbes elliptiques
supersinguliéres si et seulement si p"*/2 divise ¢, pour tout 1 < k < g avec g = p" [112].
D’autre part le calcul du polyndme caractéristique x (ou de x(1)) intervient en théorie
des codes correcteurs d’erreurs, pour un genre fixé il indique la qualité du code crée a
partir de celle-ci. En cryptographie, 'ordre du groupe des points de la jacobienne est un
parametre de sécurité . Ces calculs constituent aussi des outils essentiels pour bon nombres
de mathématiciens.

Il existe deux classes de méthodes qui déterminent rapidement la fonction Z(t) ou le
polynome caractéristique x(f).
e Les premiers constituent la classes des méthodes (-adiques initiées par R.Schoof [102] sur
les courbes elliptiques. Il fut ensuite étendu aux variétés abéliennes d'une part par Pila
[91], Adleman et Huang [1] et d’autre part par B. Edixhoven [31] tout en gardant la méme
approche.
On considere que A est une variété abélienne de dimension g sur IF; de polyndome caractéris-
tique de I'endomorphisme du Frobenius x ().
Pour tout premier ¢ # p le groupe de A[/] torsion étant un F-espace vectoriel de dimension
de 2¢ sur lequel 77, agit de maniere IF/-linéaire, le polynéme caractéristique de cet endomor-
phisme est x mod /.
Alors ces algorithmes consistent a:
— Calculer y mod / en utilisant I'action de A[/].
— On répete cette opération pour différents ¢ en considerant les bornes des coefficients de
x(t).
— Reconstruire x(t) en utilisant le théoréme des restes chinois.
Les différences entre l'algorithme de Schoof et ses améliorations résident surtout dans
leur maniere de calculer ¥ mod ¢. Et pour les courbes elliptiques les plus rapides de
ces algorithmes (comme les améliorations de SEA [5, 32]) peuvent calculer x mod ¢ en
O ((¢ +1ogg)¢logg) pour une évaluation de x en O ((logq)?).
L'une des difficultés associée a la généralisation des méthodes ¢-adiques au genre supérieur
vient de la difficulté & manipuler A[¢] méme s’il existe souvent des possibilités a travailler
que dans un sous-espace de dimension inférieure. En effet, A[¢] contient /28 points ce qui
revient a considérer un objet de taille £%¢ log q. Et aussi le calcul effectif de I'image par o,
des points de A[/] qui se fait en O (¢2$(logq)?) opérations. Alors l'algorithme schématique
de Schoof pourrait au mieux tourner avec une complexité de O(g'+28(log q)%+3) (voir [35]).
Cependent en pratique l'algorithme de Schoof en genre 2 n’est pas aussi performant que
’on pourrait I'espérer a cause du cotit de la caractérisation de 'ideal I, de A[¢] [38]. Ainsi
les meilleures implantations ont des complexités totales d’environ O(log ¢®%).

e L'autre classe d’algorithmes regroupent ceux utilisant les méthodes dites p-adigues qui
débuterent avec l'utilisation par T. Satoh [99] du relevement canonique pour évaluer la trace
du Frobenius d"une courbe elliptique ordinaire. Cette approche fut améliorer par bon nombre
d’auteurs selon les maniéres de calcul du relévé de la courbe ou de 1’évaluation de I'action
I’endomorphisme du Frobenius 7, ( voir dans le chapitre 2 et la section 2.6.1). Toujours sur
les courbes elliptiques ordinaires, lorsque la caractéristique est 2 et en considérant que le
relevé canonique admet y> = x(x — a?)(x — b?) équation sur Z,, alors nous avons une courbe

o )l . a+b )
2-isogene d’équation y? = x(x — a’?)(x — b'?) avec a’ = —— et b’ = v/ab. Cette construction

par la moyenne arithmético-géométrique permet de calculer une suite de courbes reliées par le
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Frobenius tout en gagnant de précisions a chaque étape.

Cette méthode dite de "’AGM introduite J-F. Mestre bien qu’étant schématiquement différente
de l'approche de Satoh (n’utilisant pas de polyndomes modulaires), est bien la prémiere
méthode a connaitre une généralisation en dimension supérieure .

Mestre utilisa les relations entre I’AGM et les formules de duplication de Riemann pour les
fonctions Théta analytiques [73]. Une meilleure amélioration de cette approche est donnée
par R. Carlz et D. Lubicz dans [13] en utilisant les invariants artithmétiques des relévés
canoniques a partir d'un systeme de coordonnés produit par les théta nuls points associés
a une variété abélienne munie de théta structure de niveau 2"p pour p > 2. En partant
des formules de Thomae et des relations de Riemann on peut évaluer 'action du relévé
Y. du Frobenius ¢ sur le tore formel de Serre-Tate [13]. L'algorithme de Carlz et Lubicz

2+0(1)

a une complexité asymptotique en temps de O (n ) et en espace de O(n?). On peut

souligner que cette méthode nécéssite de prendre des extensions et que l'utilisations des
mémes formules en fonction de p devient rapidement tres péniblible.
Une autre méthode p basée sur le calcul de l'action du relévé de I'endomorphisme du
Frobenius sur le groupe de cohomologie de Monsky-Washnitzer a été developpée par
Kedlaya et autres [57, 116].
Soit C : f(x,y) = 0 une courbe hyperelliptique de genre g sur [F,. La particularité de
l'algorithme de Kedlaya est que le relevement utilisé est quelconque et on prend la complétion
faible ("dague") du relevé par les séries convergentes AT = Q. ((x,y))/f(x,y) pour définir le
relevé ¥ du Frobenius. Les seuls groupes de cohomologie de Monsky-Washnitzer associée a
At sont HY(A") et H(A"). Alors en utilisant le théoréme du point fixe de Lefschetz H°(A") et
H'(A") on a:

#C/F, = Tr ((qz;l)k|H0(A*)) ~Tr ((qZ;l)k|Hl(A+))

ou X, est l'action induite par X sur 1’'espace cohomologique.

L'algorithme de Kedlaya [57] reconstitue la fonction Zéta de C avec une complexité en temps
de O(g*™¢n3*€) et en espace de O(g* “n>€). Les améliorations par des auteurs comme
Vercauteren qui proposa un model en caractéristique 2 [25] et Harvey [46] n’ont pas réduit la
complexité en n.

Nous proposons dans ce chapitre des algorithmes de calcul du polynéme caractéristique
basés sur le relevement canonique de la variété Jacobienne.
Pour ce qui suit nous partirons des conditions de Kronecker sur les systemes d’invariants
pour calculer le relévé et selon les approches de calculs d’isogénie on déduit des algorithmes
éfficaces de calcul des valeurs propres du Frobenius.

8.2.1  En Utilisant le Relevement de la p-Torsion

Par l'action galoisienne de %, il est facile de voir que la matrice changement de base entre
la base différentielle canonique de CE" et C¥"" est donné par X~ "M. Donc si on considere
%, le relevé du grand Verschiebung ¢, le dual du Frobenius ¢, on obtient que la matrice
du grand Verschiebung agissant sur les différentielles de C est M, = Nq,/q,(M). Cette
matrice est diagonale, avec pour valeurs propres A1, Ay, les racines inversibles du polynome
caractéristique X . Les deux autres racines sont g/A1, 4/ A.
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Alternativement, plutdt que de calculer directement M, nous utilisons le schéma de
l’algorithme de Satoh dans la section 2.6.1 et le chapitre 2 qui consiste a relevé canoniquement
la variété abélienne et sa p-torsion.

A

II Ei
\ / [ mod p
) E?

E/ker(IT

mod p

M —— M

Ensuite par un calcul d’isogénie déduire I’action de l'isogénie Frobenius X. Nous pouvons
calculer I (C*) /It (C¥) pour obtenir det M* ot1 I; est n’importe quel covariant de degré k.

Calcul d’Isogénies: Approche de Vélu

Soit f une isogénie de degré ¢ entre les variétés abéliennes A et B de dimension g . Soit K
un sous-groupe isotropique maximal de la ¢-torsion A[{] et Z(n) désigne Z3 /nZS.

f:A=C8/(QZ8+7Z8) — B =C8/(lOZ8 +Z83)
z— L.z
On peut toujours choisir une base symplectique de A pour laquelle K est isomorphe a

Zzg /Z8. Dans ce cas lorsque () € $), est la matrice de période de A on peut calculer K a
partir des théta constantes

oA :@[g} <(n)> et 08 :@[g} ({?)

et un point générique de .A. On pourra consulter [19] pour plus de détails sur ce calcul .
Nous considérons le cas ol I’on part de la connaissance de A et d'une base de K et nous
voulons déterminer les théta constantes de la surface abélienne B = A/K.

N " : 1 1 L
On note par (éy, - - - , &) la base canonique de —Z8 se réduisant sur la base de coordonnées

14
(e1,--- ,eq) de K.
Alors le théoréme suivant détermine les théta constantes de B a partir (6(¢;))c Z(n) avec
des facteurs projectifs inconnus pres A; pouri=1,---,g.

Théoréme 8.2.1. Soit F une matrice de rang r telle que 'FF = (.1d, . Soit X € (C8)" et Y = £.XF !
.Soiti € (Z(n)) et j=iF~!. Alors nous avons :

0P (V1) 0P (Y,) = ) 07 (X1 + 1) 67(X +t) (8.1)
ti, -+t € %Zg/zg
(tlr"' /tT)FZO
De plus, pour k € Z(n) et j = (k,0---0)F~1:
60 (0)65(0) -+ 65'(0) = )y 07 (1) - 07 (tr) (8.2)
ti, -+t € %Zg/zg
(tl/"' /tY)FZO
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Démonstration. Aller a [19]. O

Dans le cas oi1 65 (0) = 0, on utilise la premiére équation avec iy = - - - = i, correspondant
aux coordonnées non nulles. Alors on aura les mondmes de la somme avec des facteurs
projectifs inconnus. D’aprés le [19, Lemme 4.2.] les monomes

Qﬁ(tl) o 'Qf(tr)

sont invariants sous l’action des transformations T de C[A;, A; j| agissant sur les générateurs
par une racine /-ieme de l'unité. Par suite, on montre que ces mondmes dépendent unique-
ment des A}, A j qui sont connus. Les (65(0)) (n) SONt donc déterminés projectivement en

14
i

keZ
. LEN ! 7 . 72 .
prenant une racine /-ieme des A}, A; j avant d’appliquer I’équation 8.2.

Dans le cas ot £ = a* + b?, on peut prendre F = ( ab b ) etr=2.
—b a
Cependant on peut toujours mettre £ sous la forme
(=a*+ b +*+d?

et ainsi prendre la matrice de multiplication par a + b; + ¢; + dy dans une algebre de quater-
nions sur R, avec r = 4.

Entrée: Une surface abélienne A et la base {e1, e2} en coordonnées théta du sous-groupe isotro-
pique maximal K C A[/] .
Sortie: Les théta constantes de surface abélienne B = A/K.
1. Prendre une matrice F sur Z de rang r telle que 'FF = (1d;
2. Calculer e; + e dans A;
3. Ecrire &, & et &, + & en coordonnées théta avec des facteurs projectifs inconnus Aq, Ao et
A1 utilisés comme indeterminés.
4. En utilisant I'addition différentielle calculer les coordonnées affines de tous les points de
K dans C [)\1, /\2, /\1/2] .
5. A partir des coordonnées affines de g_Tlél et ge”z, reconstituer les relations Af = w1, Ag =
et A{,Z = X12.
6. Pour k € Z(n) et j = (k,0,...,0)F! et calculer dans C[Al,/\z,)xllz]/{/\f = aq, /\g =
X, )\fz = lelz}

62 (0)65(0) -+~ 65 (0) = )3 67\ (tr) -+ 07 (1)
ty, oo b € 128/ 78
(- t)F =0

Algorithm g — Algorithme de Vélu en coordonnée théta

Lorsque 1'on part d'une courbe de genre 2 et un sous-groupe isotropique maximal de
Jac (C)[¢]. Des conversions entre coordonnées Mumford et Théta au niveau des éléments de
base de K suivies d'une application de 1’algorithme 9 permettent d’aboutir & une courbe C’
dont la variété Jacobienne est Jac (C) /K.

Exemple 8.2.2. (Cas ¢ = 2) A partir des entrées {e;,e,} une base en coordonnées théta
d’un sous-groupe isotropique maximal K C .A[¢], I'algorithme 9 retourne 67 (0) x Cy, ot
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Co=065(0)si =1 mod 4etCy=05(0)3sif=3 mod 4.
Notons ce résultat par (a,b, ¢, d) alors nous avons:

— Pour /=3 mod 4:
a=05(0)-Co,--,d=05(0)-Co

oit a = 05 (0)* c’est-a-dire Cy = 05(0)>. A partir des formules la section 3.3.1.3 et la
section 3.3 on a /1y avec un facteur Cg et Comme Cg = 4%, on en déduit hy = hy/ a® et
en utilisant la méme méthode hyg = hj,/a'.

— Pourlecas Y =3 mod 4 on a:
a=050)-Co,--,d=05(0) Co

o Cp = 963(0). Alors hy = hﬁl/a4 et hyp = hio/alo.

8.2.2  En Caractéristique Deux: Description et Complexité de I’ Algorithme

Soient C une courbe hyperelliptique ordinaire de genre 2 sur [Fo: et A sa variété jacobienne.

L’endomorphisme de Frobenius se décompose comme suit:

T

.A A° Ag‘n71 _n, Aa" ~ .A

Algorithm 10 - Calcul du polynéme caractéristique sur une courbe de genre 2 par relevement
canonique 2-adique

Lorsque IT de A vers A est le rélévé du morphisme de Frobenius 7t de A vers A”. Alors I'T
se décompose comme suit:

Az

ol v est I'isogénie normalisée et A est un isomorphisme entre A/K et AE. Comme v est
normalizée son action est triviale alors I'action du "petit" Verchiebung £ se réduit a celle de
I'isomorphisme A.

Calcul du Polyndme Caractéristique du Frobenius

On considere que la courbe hyperelliptique C est donnée sur F; (avec g = 2") par une
équation : y? + h(x)y = f(x) ot h(x) = 1 +ax + bx? et f(x) = x3(c + dx + x2).

Initialisation
Soit C une courbe hyperelliptique de genre 2 sur un corps fini IF; (avec g = 2") donnée par

son équation : y? + h(x)y = f(x) ott h(x) = 1 +ax + bx? et f(x) = x3(c + dx + x?). A partir
des relations 4.7 on peut calculer les invariants correspondants | = (a3, a2, a3) modulo 2.
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Relévement des Invariants

Par l’action galoisienne de X, il est facile de voir que le cas ordinaire correspond au
type (1,1,1). L’algorithme 7 de Harley dans les sections 7.1 et 7.2 calcule | en utilisant les
polyndmes modulaires en fonction de ay, az et a3. Ce calcul peut se faire en @(N n) opérations
binaires, out N est la précision p-adique.

Reléevement de la Courbe et du Verschiebung

On peut utiliser la section 7.1 et la section 7.3.2 pour relever la courbe C en calculant
(@,b,¢,d) via une itération de Newton, cela cotite O(N).
Comme Frobenius se décompose en 7t - 21 e produit A1A; de ses valeurs propres
inversibles est donné par :

7%
e

La courbe 2-isogene CV (dont la variété Jacobienne est .A/K) est donnée par l’algorithme
de Richelot ( les sections 7.1 et 7.3 et le lemme 7.3.7 ). La décomposition quadratique lisse
(G1, Gy, G3) correspondant a une équation de A/K peut étre calculer en testant a faible
précision les huits décompositions formées par: G; = P1P3;, G, = P,P, et Ps telles que (
P =P, mod2et Ps=P, mod?2).

D’autre part lorsque ’on suppose que R(G1, Gz, G3) définit le noyau du Verschiebung sur la
courbe Cy dans le cas ou R

I1:C*—Cy~C

R(G1, Gz, G3) est donné par la remarque 7.3.10 dans les sections 7.1 et 7.3. Alors on peut
calculer I'image de R(G1, Gz, G3) sur C en utilisant les méthodes de conversion détaillées
dans le chapitre 4 et la section 4.5.

Soit x le polyndome caractéristique de C, alors #Jac C(IF;) = x(1) et il satisfait les inégalités
suivantes appelées bornes de Hasse-Weil :

[(va—1)%1 < x(1) < [(v7+1)°].

On considere le polyndme Py, de degré 2 sur Z dont les racines sont AMAL + A2As et
MAz + AAy appelé polynome symétrique de C. Ce polyndme détermine A2 et A2 par les
relations suivantes démontrées dans [95]: (A112)(AA2) = A2g  sachant que AqA; est la
racine de valuation nde  x? — (A1A2 + A1A2)x + ¢°.

Et si de plus yx est irréductible, A; est une racine du polynome x(t) si —A; est une racine de
Xx(—t). Ainsi A; détermine y.

Théoréme 8.2.3. Soit C une courbe hyperelliptique de genre 2 sur Fon dont les invariants (ai, ap, as)
vérifient les conditions de Kronecker, la méthode précédente calcule le polyndme caractéristique de C
en O(n?) opérations a partir des polynomes modulaire en fonction des invariants (ay, ap, a3).
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Exemple 8.2.4. On considere que la courbe hyperelliptique C est donnée sur IF»[T|/m avec
m = T + T°> + T* + T? + 1, d’équation: y> + h(x)y = f(x) ot h(x) = 1+ ax + bx? et
f(x) = —x3(c +dx + x?) avec
a=TH+ TP+ T2+ T4+ TP+ T+ TP+ T*+ T +1,
b:T14+T13+T12+T10+T8+T7+T5+T4+T3,
C:T14+T13+T10+T9+T4,
Ad=TH+ TP+ T2+ T+ TP+ TP+ T°+ T + T;
Cette équation est déduite de la forme normale de C. Comme le cas ordinaire correspond au
type (1,1,1), en utilisant les relations du chapitre 4 et I’équation (4.7) on détermine le triplet
d’invariants absolus | (en fonction des J»;) correspondant au quadruplet (a,b,c, d).
Lorsque le tripet | vérifie les conditions de Kronecker, I’algorithme 7 de la section 7.2 (avec
les polyndmes modulaires en les invariants a;, a; et a3 ) calcule le relévé canonique sur Z,
du triplet | en O(n?) opérations.
]:[T13+T11+T10+T9+T8+T7+T,
T13+T11+T10+T9+T8+T7+T,
T+ TB+ T+ T+ TP+ T2+ T+ 1];

J =[13474940032272004850 T + 16754559589254918889T"° + 8152007378073597672 T
+ 14572772277029696995T'! + 9119476433797133587 T
+ 4240523924640418307T° + 6042690066170973759T8 + 2446801185468953757T"
+ 10879075386207885102T° + 16543022202561708534T°
+ 10457394664501256190T* + 1008439897351563314T°
+ 12770643410383775408 T2 + 12442302921457674557T + 7907936886510960452,
9391731769952962454T* + 5272471816093258695T"> 4 4694061109440793682T2
+ 1160444082877628509T"! + 11540449592893237497 T
+ 36529509427174927T° + 4466186733562397311T% + 7829903155290047333T"
+ 11267196542271673434T° + 17253646350720823144T° + 6033296500969149134T*
+ 17471757159738016832T° + 1021665186136268416 T2 + 12749389994979729051 T
+ 17738635541368473904,  15031255427447906939T* + 18038781498479259395T3

+ 6632965468075882578T12 + 10958722626511106823T*! + 14970482097439825396T10

+ 16140758820844564488T° 4 5066524261002336475T° + 15608122093822831302T”
+ 6346841391962884778 T® + 2569207608253317670T° + 17560295176929269876T*
+ 772991990626853181T° + 18211641834701810925T2 + 3154110753804246243T

+ 10813538131737859899|;

exemple 8.1 — Calcul du polyndme caractéristique sur une courbe de genre 2 par relevement cano-
nique 2-adique
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i=a

b =55254945626000335T* + 2495303479704612441T"® 4 7574135553523578945 T
+ 17657822010544924326 T + 18303838455570926487T'° + 8691589592897029258 T°
+ 15880976756508178763 T8 + 8137542866338533123T7 + 1751515243362325780T°
+ 15173917807468023881T° + 13535990953482006667T* + 13249191404306422397T>
+ 15266294715630972570T2 + 11246399060627237230T + 2818864660668733758,

¢ =11680772807742526815T* + 8462196439439432885T3 + 4082621152616853678T '
4 3449365608477422726 T 4 8044838154129826453T1° + 12767501506222894797T°
+ 12156512742870596762 T 4 9798059797084151424T7 + 890940578050211020T°

+ 13063966645087747702T° + 16659593041914489461T* + 18350855261372336648T>
4 1112483797783970558 T> + 17560823775859402782T -+ 4329936160920373454,

d =7421772889079972841T" + 9713169896204108213T"2 + 6738005140636710569T 2
+ 17599473000615086251 T + 11698686714612397812T1° + 7673261705606420745T°
+ 14637176029428512428 T® + 15868249165914841089T7 + 1125575441318211564T°
+ 17714798647050759191T° + 1641993322611124490T* + 913618315192094656 >
+ 17953856381537676697 T2 + 4604480195212408743T + 1202716416589165592.

La phase de relevement détermine la décomposition quadratique lisse de C.

P1 =(x + (—27499397306669T* — 104108864093772T*3 — 72190469780601T*2—
115434333597685T" — 130682791175686 T + 71485344737819T° + 93810423080862T° —
79173306769954T7 — 127418781818674T° + 16821049599381T° — 65589614246955T* +-
70251572308663T° — 80835683163668T> — 10882553983411T — 140522863371668));

P2 =(x + (31931374171863T** — 86513099225224T"3 — 93457672426045T 24
102150671708127T' — 65305500898574T1° + 111042151260415T° — 11116478506626T° —
114569669306774T7 — 50517044414922T° + 35343102544249T° + 6828453986989 T*+
17843526333367T° — 96792882371272T2 + 13468056048465T + 16161264291160));

P3 =(x + (37058400079907T"* — 90894798270813T"> + 136899047104414T"2+
123980821883020T! + 63786983405963T° — 55522175792215T° — 47167405597672T° —
66232728309206T7 — 13922670795072T° + 114898854962428T° + 23815982188633T*+
19845818312694T° — 88612939847082T2 — 93598522843036T + 54854521291173));

P4 =(x + (95876749096463T* — 46282769547553T*> + 96099901407366 T2 —
108440868522716T'! — 108884878509769T0 — 28105265738995T° — 134819990078416 T+
36493467184354T7 + 34610520131656 T + 5866413448212T° — 40588267667491T*—
68511278224546T° + 44626765726166T% + 26926642085156 T —

19235354424143));
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Ps = — (4x + (—549386473001740T"* + 185416724591973T"% — 268754553342494 T2 —
9010553886254T! — 160744857714336 T — 395596840372744T° + 395006886970112T8 —

233101947780155T7 — 495392036247522T° 4 436026043845296 T° + 301035644984107T*—
156583924329429T° — 241580812300751T7 + 255254170629438T + 354634709659596));

Nous avons P} = P, mod 2 et P; = P, mod 2 avec C : y2 = Pi P, P3P4Ps.
A partir de la méthode des tests ou celle utilisant le calcul d’isomorphisme on détermine
l'équation C:

Gl=PP;, Gy=PDPs, G3=DP et nous avons C': yz =TIR(Gy, Gy, G3).

Apres le calcul du produit AjA; des valeurs propres inversibles, le polyndme caractéristique
réconstitué est :

x(X) = (X2 + 2482103 - 2'°X + 157 - 230> (X* — 81333551261 - 2X + 129494369717)

8.2.3 En Caractéristique Impaire: Description de I’ Algorithme

Soient C une courbe de genre 2 définie sur IF;, on note A et K la variété Jacobienne et sa
surface de Kummer.
Soit IT de A vers A* le relévé du morphisme de Frobenius 7t entre A et A?. Alors son
isogénie duale IT se décompose comme suit :

A/K

ol v est I'isogénie normalisée et A est un isomorphisme entre A/K et A=Z,
Lorsque 9 est une forme modulaire de poids k; () € H et v € I'. Alors

O (v Q) = Det!(CQ+D) - (Q) avec y=(48).

D’autre part si on note par f* le tiré en arriere ("pull-back") sur 1’espace tangent de 1'isomor-
phisme défini par :
f:C8/(OZ3 +7Z8) — C8/(y-OZ3 + Z9%)

Alors 9y - Q) = Det*(My) - 9(Q), ott My est la matrice de f*.
Soient Ay, -+, Ag les valeurs propres inversibles du morphisme de Frobenius IT de A sur
Z,. Alors le produit Aq - - - A¢ est un élément de 'anneau Z,; et :

£
(A1 Ag)* = No,/q, (%{k((%))) (8.3)

Pour ce qui suit nous décrivons une extension en dimension 2 de la méthode de Satoh (
le chapitre 2 et la section 2.6.1 ). Pour simplifier les calculs nous travaillons directement en
coordonnées théta sur la variété Kummer K associée a la courbe hyperelliptique C de genre
2 définie sur IF; avec p > 2. On pourra toutefois utiliser les formules de conversion entre les
coordonnées Mumford et les coordonnées Théta a 'appendice a.1.
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Algorithm 11 — Calcul du polynéme caractéristique sur une courbe de genre 2 par relevement
canonique: cas impair

Initialisation et Calculs sur IF,

On suppose que | est le vecteur des invariants théta de K vérifiant les conditions de
Kronecker la section 7.1, la section 77.1.1 et la proposition 7.1.1 correspondant aux polynomes
modulaire @ ,, ¥, et ¥3, par exemple.

Le calcul des points de p-torsion sur IF; peut se faire de deux manieres. A partir des
coordonnées Mumford suivi d"une conversion vers les coordonnées théta, cela peut se faire
par la méthode de composition modulaire [38].

Autrement on peut directement résoudre le systéeme polyndmial affine (F) : [k + 1].P =
—[k]P (avec p = 2k 4 1) définissant la p-torsion sur la variété Kummer K les sections 7.1
et 7.2 et la proposition 7.2.2, en utilisant les formules de pseudo-addition de 1’appendice a
et I'appendice a.2.

Phase de Relevement

Comme ] vérifie les conditions Kronecker dans la section 7.1, la section 77.1.1 et la pro-
position 7.1.1 correspondant au vecteur ¢ des polyndmes modulaires, l’algorithme 7, les
sections 7.1 et 7.2 détermine J. Alors on peut réconstituer I’équation de la surface Kummer
de A* et A et aussi le systeme F en fonction des théta invariants relevés 'appendice a
et 'appendice a.2 a une précision définie.

En utilisant le théoreme 7.2.4 et la section 7.1 on détermine une approximation du relevé de
chaque P € K[p]. Lors de la premiere étape du relévement on peut faire un petit calcul de
base de Grobner sur : :

F(P) + p.DF(P).R + p*/2.'R.HF(P).R =0 mod p>

pour avoir P a la bonne précision. Ce systéme a seulement trois polynomes de degré 2
chacun.

Calcul du Produit A Ay des Valeurs Propres

D’une part nous avons le résultat:

by
(MA2)? = Ng,/q, (@{(%%)

D’autre part en utilisant I'algorithme 9 et 'exemple 8.2.2 de la section 8.2.1 et le chapitre 8
on détermine 6;(}C/ ker L) par suite le produit A1A;.

Reconstitution du polyndme Caractéristique

On pourra utiliser 1’algorithme LLL pour séparer les facteurs du produit AA;. Cette
méthode est plus générale en caractéristique et en genre. Elle consiste a réduire avec un algo-
rithme LLL un réseau dont une base est définie par les racines A; + g8/ A; et les coéfficients
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du polyndéme Py, sont les composantes d"un vecteur de norme minimale de ce réseau [13].
Cependant J.F Mestre dans [75] propose une méthode pour déterminer directement (en
genre 2) #Jac C(IF,) et #C(IF,) a partir de la connaissance u = A1Az. En effet (A1 4+ A1) et
(A2 + A7) sont les racines du polyndme quadratique: X?> — bX + a ott: la somme des racines
b =u mod q et leur produit a satisfait la relation a> = (A +2)u mod g avec A = (b —u)/q,
|b| < 4q et |a| < 4,/7. Et

2

#JacC(F,) = [J(1 - A)(1 - A)

i=1
#C(Fy) =q+1— (M1 + A1) — (A2 + Ay).

8.2.4 Analyses de Complexités

Lorsque nous sommes a une précision d’ordre 7, I’evaluation d'un polyndme modulaire en
les invariants peut se faire en O(p*.log (p).n?) opérations avec les polyndmes modulaires de
Hilbert et en O(p'°.log (p).n*) opérations en utilisant ceux de Siegel. Alors nous supposons
que l'on travaille en petite caractéristique.

Théoréme 8.2.5. Soit C une courbe hyperelliptique de genre 2 sur I, de caractéristique p > 2 dont
les invariants satisfont les conditions de Kronecker de la section 6.2 et le chapitre 6 (selon le type
d’invariants). Par la méthode précédemment détaillée on peut calculer #]acC(IF,) en une complexité
O(n?) opérations binaires.

En effet on arrive a ce résultat en considérant les complexités des étapes de calculs
précédents .

Calcul de la p-torsion sur IF,

Par la méthode de composition modulaire proposée par P. Gaudry et E. Schost [38] en
coordonnées Mumford le calcul de la p-torsion peut se faire avec une complexité en temps
d’au plus O(pM(p*) + p“*3) ot w est tel que la multiplication de deux matrices de tailles 7
se fait en O(n“) opérations. Et la complexité en espace est O(p°) éléments de F,,.

Par la méthode de composition par la loi de groupe, le calcul de la p-torsion cofite
O(M(p*)log(p)) en temps sur F,, avec utilisation en espace mémoire O(p*) éléments
de IF,.

Phase de relevement

Lorsque nous utilisons les polyndmes modulaires de Hilbert les calculs les plus cotiteux
résident dans 1’évaluation des polyndmes en les invariants qui cotite O(p*n?) opérations
car l'algorithme de Artin-Schreier ne cofiterait que O(n?log p). Ainsi l'algorithme 8 de la
section 7.4.2 et la section 7.4 calcule le relevé des invariants en O(p*.n?).

Cependant dans le cas des polyndomes modulaires de Siegel le correspondant algorithme 77
de les sections 7.1 et 7.2 cotite O(p'°n?).

En ce qui concerne le relévement de la p-torsion, le cofit total est O(logn) fois le cotit de la
division entre deux éléments de Z, a une précision @(n). Le calcul de base de Groéebner
pour la bonne précision de départ ne concerne que trois polyndmes de degré 2 a trois
variables a la précision p?, qui est négligeable.
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Calcul du Produit AA; et #]acC(IF;)

Le calcul des théta constantes de la surface abélienne B = A/ a partir de 1’algorithme
9 et de la p-torsion relévé se fait en O(p") opérations (dans notre cas r = 2). En utilisant la
méthode des résultants (le chapitre 1 et la section 1.3), la norme

se calcule en O(n'logn) ott y = 1+ € (pour n grand) et 4 = l0g»(3) en utilisant 1’algorithme
de multiplication FFT respectivement l’algorithme de Karatsuba [17] . Alors la méthode
de Mestre calcule #]acC(IF,;) a partir du produit A;A; en un temps de O(n# log p), soit le
cotit du calcul d'un carré sur IF;. Et la réconstitution du polynoéme P, a partir des racines
MAL + A2As et AjAp + A1A; se fait en O(n#*1) soit le cotit de la multiplication de deux
entiers.

Exemple 8.2.6. On consideére les mémes données de 1’'exemple 7.2.6 et les sections 7.1 et 7.2.
C:yP =X+ QT+ T> + T)x* + (T8 + T + TC + T° + T3 42T 4+ 2)x°+
(T° +2T8 + T + T° + T* + 2T% + 2)x® + (2T° + T® + 2T7 + T® + T° +2T* + 2T% + 1)x

est une courbe de genre 2 sur IF3[T]/m avec m = T'0 +2T® + 2T° + 2T* + T + 2 dont les
invariants théta de niveau 2 sont:

a=2T" 42T +2T° + 2T* + T° + T2+ T, b=2T"+T°+2T7 + T®+ T° 4+ 2T* + 277,
c=2T°+2T% + T* 4+ 2T° 4+ 2T + 2
Ainsi apres la phase des relévements on obtient & une précision 32:

M =T + 2549079126 T° + 1424896413 T8 + 387776124T7 + 1501830083 T° + 2399043737 T
+ 1835343671 T* + 3327249759T° + 1052748765T2 + 1815623119T + 3486784400

4 =1632442511T° + 3184765518 T8 + 3476194941T7 + 3108882704 T° + 2423383142T°
+ 1764926933T* + 1098986671 T° + 2957646787T% + 1669307941 T + 2686192050,

b =1855464665T° + 458606629T8 + 1644296153T7 + 2202845860T° + 2959176835T°
+ 2200438487 T* + 1716586968T° + 1038290165T2 + 133634418T + 2980506843,

& =3067405283T° + 2017143027T8 + 1539671400T7 + 2805617504T° + 754015086 T
+ 1269571459T* + 2964123128T° + 609859068T2 + 3096552740T + 605100932,

exemple 8.2 — Calcul du polyndme caractéristique sur une courbe de genre 2 par relevement cano-
nique de la Kummer
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Et le rélévé des 4 points de 3-torsion comme indiquer dans 'exemple 7.2.6 et les sections 7.1
et7.2. A partir de l'algorithme 9 dans http://avisogenies.gforge.inria.fr on obtient les
invariants théta de la variété abélienne p-isogene.

[1665426634T° + 2291786881T8 + 319244275T7 + 908965652T° + 373529527 T°

+ 3459234302T* + 637296308T° + 1615339023 T2 4 719935507 + 2412291147,
137569385T° + 1781159471T8 + 2975497017T7 + 2625983267 T° + 3456313825T°
+ 258917388 T* 4 169437654 T2 + 2862222480T + 3191428894 T + 828753903,
933603536 T° + 1711410927T8 + 130528953T7 + 3466168598 T° + 1834982298 T°
+ 1734316195T* + 219438031712 + 1333319670T2 + 2564003393 T + 1123362129,
899185444 T° + 263823240278 + 114731054177 + 2100019531T° + 2732363852T°

+2339070819T* + 1863357600T° + 2399257487 T* + 1456953946 T + 2821097391]

u = AMAy = 2255204904638089156
Alors le polyndme caractéristique de C a une précision 3% est:

x(X) = X* —404X° +158902X> — 404 - 31X

8.2.5 Meéthode de Relevement par Evaluation du Verschiebung

Cette méthode est une extension en dimension 2 de la méthode du chapitre 2 et la
section 2.6.3. Elle réduit considérablement la dépendance en p dans les calculs de relevé
canonique utilisant les polyndmes de Siegel dont les tailles sont en O(p'°n?). Cependant
lorsque l'on utilise les polyndémes de Hilbert nous avons vu plus haut (la section 8.2.4),
que le cotit de I’évaluation de ces polyndmes est dominé par le calcul de la p-torsion sur
IF, qui se fait en temps O(M(p*) + p*3) et en espace de O(p*) a partir de la méthode de
composition par la loi de groupe [38] en coordonnées Mumford (ott O(n®) est le cotit de la
multiplication de deux matrices de tailles 7). En utilisant les algorithmes Cosset-Robert [19]
ou Couveignes-Ezomé [21] pour le calcul du Verschiebung a la précision N on excede pas ce
cotit d’évaluation de la p-torsion. D’autre part en utilisant la méthode de reléevement de la
p-torsion & une précision N par évaluation directe (le chapitre 1 et la section 1.2) combinée
avec les formules d’addition (de la partie iv) on ne fait pas plus pire. Par la suite nous avons
le résultat suivant:

Théoréme 8.2.7. Par la méthode d’évaluation du Verschiebung on calcule le polyndme caractéristique
d'une courbe ordinaire de genre 2 apres O(M(p*) log (p) log (n).n?) opérations binaires.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

8.3 CONCLUSION

En ce qui concerne la dimension 1, a partir d'une interprétation équivalente du Théoréme
de Lubin-Serre-Tate (le chapitre 2, la section 2.5.1 et le théoréme 2.6.2) nous avons développé
des méthodes de relevement canonique plus pratiques que les méthodes connues auparavant.
Les plus performantes de nos méthodes de calcul ont un cotit en temps O(n.N.p). Ces
performances sont aussi les fruits de méthodes de Newton dévéloppées dans le chapitre 1
et la section 1.2; lesquelles méthodes s’appliquent directement dans le calcul du reléevement
de la p-torsion d’une variété abélienne en général.

Dans le cas de la dimension 2, nous avons utilisé des triplets d’invariants absolus de
courbes de genre 2 sur Z; ayant bonne réduction en toute caractéristique et en particulier en
caractéristique 2 sur les différents types (1,1,1), (3,1) et (5). Ce qui est utile pour définir
une équation modulaire sur I'espace de module des courbes ordinaires de genre 2 ayant une
bonne réduction en toute caractéristique .

D’autre part nous avons proposé une démonstration aux Conditions de Kronecker sur g v, (,),
le champ algébrique des variétés abéliennes polarisées de dimension ¢ muni d’une structure
de niveau p. Une interprétation algorithmique de ces propriétés a travers les polyndmes
modulaires permet de construire des algorithmes de calcul du relevé canonique d’une les
variétés ordinaires. Ainsi pour ¢ = 2, en utilisant des invariants « bien » adaptés, nous avons
proposé une extension de 1’algorithme de Harley sur les espaces de module de Siegel et
de Hilbert avec une complexité au plus en O(n?) pour n ~ logg. Cependant lorsque 1'on
travaille sur 'espace de Siegel, la complexité en p de ces algorithmes de relevement est
entierement couverte par 1'évaluation des polyndmes modulaires utilisés.

Néanmoins les polyndomes de Hilbert sont encore plus pratiques, la complexité de leurs
évaluations permettent de faire des tests jusqu’a p < 100.

Les p-torsions des variétés abéliennes ordinaires sont étales en partie. En utilisant la forme
de leurs matrices sur 1’espace tangent nous avons donné un algorithme permettant de les
relever sur Z;. Une variante de cet algorithme permet aussi de relever 1'equation d"une
courbe hyperelliptique a partir de ses invariants.

Cette étude algorithmique basée sur le Théoréme de Serre-Tate permet de déterminer le
polyndme caractéristique et de calculer les rélévés des formes modulaires vectorielles d"une
courbe hyperelliptique .

Ainsi pour les courbes de genre 2 sur [Fy» nous avons proposé des algorithmes de calcul

de polyndmes caractéristiques en utilisant des calculs d’isogénies a partir du relevé de la
p-torsion. Cette approche fait bien-avant introduite en dimension 1 par Satoh [99]. Elle admet

une complexité quasi-quadratique en 7, "bien-meilleure” comparée aux autres méthodes de
calcul de polyndéme caractéristique d'une courbe ordinaire de genre 2.

Pour améliorer la complexité en p, notre premiere alternative a été 1'utlisation de polynomes

de Hilbert avec lesquels le polyndme caractéristique est déterminé apres O(M(p*) log (p) log (1).n?)
opérations. Et le cotit O(M(p*) log(p)) vient de I'évaluation de la p-torsion sur F, pour le
calcul d’isogénie. La deuxiéme alternative repose sur le relevement par évaluation directe du
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Verschiebung dont I'étape la plus cotiteuse reste le calcul de la p-torsion en O(M(p*) log(p)).
Alors en perspective nous pouvons aborder ce futur projet de réduction de complexité sous
plusieurs angles.

8.4 PERSPECTIVES

Pour la suite nous projettons de suivre les idées suivantes pour améliorer par exemple la
complexité en p dans le calcul du polyndme caractéristique.

AMELIORATION ET EXTENSION DE NOS METHODES DE RELEVEMENT CANONIQUE AUX
VARIETES ORDINAIRES DE DIMENSION ¢ > 1

Comme dans le cas de la dimension 1, pour une bonne réduction de la complexité
en p dans le relevement canonique nous projetons d’utiliser ’approche du chapitre 2, la
section 2.6.3 et le théoréme 2.6.10 appelée « Calcul du Relevé Canonique par Evaluation du
Verschiebung » combinée a des méthodes plus rapides de calcul de la p-torsion sur IF;. Cette
méthode présente beaucoup d’avantages en considérant les raisons suivantes:

1. La taille des polyndmes modulaires en Dimension superieure a 1 explose tres rapide-
ment en fonction de p, g et n.

2. Par contre d'un autre c6té on dispose d’algorithmes de Calcul d’Isogénies trés pratiques.

Comme dans nos études dans le chapitre 2 et la section 2.6.3 nous espérons atteindre des
perfermences considérables.

METHODE DE DIFFERENTIATION D’ELKIES POUR L’EVALUATION DU VERSCHIEBUNG

Cette approche méme si elle utilise le relevement canonique de la variété abélienne, se

dispense du reléevement de la p-torsion. En effet a partir des versions plus améliorées de la
méthode de Stark, on peut évaluer directement I’action du petit Verschiebung sur les relevés
canoniques des variétés conjuguées JacC et JacC’.
Cette approche d’évaluation de 'action d'une isogénies connait tout récemment une généra-
lisation a travers les travaux de Damien Robert et autres [97, 98]. Comme 1’évaluation de la
p-torsion cotite au moins O(M(p*)log(p)) opérations en FFp, ainsi en évitant le relevement
de la p-torsion et en évaluant le Verschiebung par cette approche permettrait d’obtenir une
meilleure complexité en temps et espace mémoire.

CALCUL DE RELEVE D'UNE VARIETE NON ORDINAIRE

Historiquement les idées de calculs de relevés étaient motivées par la détermination du
polynéme caractéristique d’une variété abélienne ordinaire sur IF; pour des applications
cryptograpiques en ECC et HECC. Actuellement les intéréts post-quantiques en ECC et
HECC portés sur les variétés non-ordinaires constituent une grande motivation pour le
calcul de relevés des variétés non ordinaires. Ces possibles relevés n’étant pas canoniques,
leur étude devient plus intéressant. Une approche de P. Norman et F. Oort [9o] (suivant une
idée de Mumford) détermine les relevés de variétés non ordinaires a partir du relévement
canonique de variétés ordinaires.
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ANNEXE

Dans I’annexe nous rappellons quelques méthodes algorithmiques utilisées dans les
exemples tests.

A1l ARITHMI:]TIQUE SUR LA JACOBIENNE

On considere la courbe hyperelliptique C de genre g sous un modele imaginaire techni-
quement plus agréable. Soit C : y> + h(x)y = f(x) (avec deg f = 2¢ + 1 et degh < g), alors
toute classe de Jac(C) contient un unique diviseur D défini par :

D=P+:---+P —roo

pour Py, - - -, P, € C ne dépendant que de la classe, tels que :

— P; # et P; # 1(P;) pour i # j

—etr<g.
Un tel diviseur D est dit réduit et si on n’a pas la condition r < g, il est dit semi-réduit et
alors il n’est pas unique. Voir [34] pour plus de détails. On peut remarquer que le diviseur
P+ 1(P) — 200 = div(x — xp) étant principal n’affecte pas la classe; de méme 2 fois un point
de ramification.
Soit D = P; + - - - + P, — rco un diviseur sous forme réduite (ou semi-réduite). Alors D peut
étre représenté de maniére unique par deux polyndmes u(x) et v(x) définis par :

.
u(x) =[J(x—=xp) et ov(xp)=yp, pouri=1,---,r.
i=1
et v(x) est I'unique polyndme avec degv < r tel que u(x) divise v?(x) + v(x)h(x) — f(x).
u(x) représente les abcisses des P; et on pourra déterminer v(x) par interpolation. Et le
couple (u(x),v(x)) est appelé représentation de Mumford et noté

D = (u(x),v(x)).

L’entier r est appelé le poids de D et D est dit premier si le polyndme u est irréductible.

Et nous avons 'algorithme a.1.1 de réduction d"un diviseur semi-réduit, qui procéde par des
ajouts de diviseurs principaux : Dans cet algorithme proposé par Cantor [9], une itération de
la boucle fait baisser le poids 7 de 2 ou de 1 pour la derniere.

Chaque classe de diviseur dans Jac(C) étant représentée par un unique diviseur réduit, la
représentation de Mumford permet d’expliciter I’addition d’éléments de Jac(C).

A.1.1  Algorithme de Cantor
Nous décrivons dans cette partie un algorithme permettant de déterminer la représentation

de Mumford de la somme de deux diviseurs réduit et donnés sous forme de Mumford.
Pour un point P de la courbe, on a div(x — xp) = P + i((P) — 200 ce qui implique que
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Entrée: Diviseur D = (u(x), v(x)) semi-réduit;
Sortie: Diviseur réduit D' ~ D;
1. Tant que degu(x) > g, faire :
a. u= (f —hvo—2v%) /u;
b. v=(—h—v) mod u;

2. Retourner D’ = (u(x), v(x));

Algorithm a.1.1 Réduction de Mumford

Entrée: Diviseurs D1 = (u1(x), v1(x)) D2 = (ua(x), v2(x)) semi-réduits;
Sortie: Diviseur réduit D3 ~ D1 + D;;
1. Caluler sy, 52, 53 par pcgd étendus tel que:

d = pged (uy,up, v1 + v2 + h) = squy + spup + s3(v1 + v + h)

2. Uz = u1u2/d2;
3. v3 =d 1 (squ10y + Soupvy +53(v102 + f)) mod us;
4. Retourner D3 = (u3(x), v3(x));

Algorithm a.1.2 Addition de Cantor

I'opposé du diviseur D = P — o0 est —D = ((P) — oo c’est-a-dire D = ((x — xp),yp) et
—D = ((x —xp), —yp — h(x)) car y,(py = yp — h(xp). Et le cas général en découle, I'opposé
dans Jac(C) de tout diviseur D = (u(x), v(x)) réduit (ou semi-réduit) est donné par :

—D = (u(x), —v(x) —h(x) mod u(x)).

L’Algorithme d’addition suivant a.1.2 a été proposé par Cantor dans [9] et son équivalent en
caractéristique 2 est décrit dans [64].
Les deux algorithmes a.1.1 et a.1.2 permettent la composition de diviseurs réduits.

A.1.2  Amélioration et Complexité

Si on note par M(n) le nombre d’opérations dans le corps de base nécessaires pour
multiplier deux polyndmes de degré au plus n. En considérant une situation plus agréable
de composition de Cantor de deux diviseurs réduits et en considérant que 1’on peut calculer
éfficacement le pged de deux polyndmes, on peut additionner deux diviseurs réduits avec
l'algorithme a.1.2 en O (M(g)logg) opérations dans k [34]. Alors que la réduction d'un
diviseur de poids au plus 2g se fait en O (§M(g)) opérations dans k. Bien que dans le cas
g = 2 ces algorithmes sont parmi les plus efficaces, il est possible de les dérouler selon le
poids des diviseurs en entrée et aux différents branchements possibles dans les algorithmes
de calcul pged (Voir [34] pour plus de détails).
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A.2 ARITHM]:ZTIQUE SUR LA KUMMER

La Jacobienne Jac C d"une courbe hyperelliptique C de genre 2 sur C étant une surface
abélienne principalement polarisée et simple, le théoreme 3.2.4 dans le chapitre 3 établit que
les fonctions théta de niveau 2 ne permettent qu'un plongement projectif de (JacC) / £ 1. Et
a partir de la théorie des fonctions théta Chudnovsky introduisirent des formules éfficientes
pour 1’Arithmétique sur la variété de Kummer (JacC) / £ 1. Cependant en dimension 2 les
formules avec les fonctions théta sont d’abord valables sur C; pour les adaptations sur un
corps quelconque certaines conditions doivent étre remplies.

Nous nous reférons sur [36] pour décrire dans cette partie certains résultats dont nous
utilisons dans 'exemple 7.2.6. Et dans cette partie la caractéristique du corps k est différente
de 2.

Soit () € $», la surface de Kummer associée a () est le lieu des images par 1'application ¢ de
C? sur IP3(C) définie par :

z +— (01(22), %2(22), 95(22),04(22))  avec

% (z) = 00(z,Q), 02(z) = 03(z,w), 93(z) = 61(z,Q), %4(z) = 62(z, w).

Cet ordre correspond aux notations utilisées par Gaudry dans [36] sur lequel nous allons
nous reférer dans cette partie.

Les quatres fonctions 9;(-) avec i € {0,1,2,3} ne s’annulent pas en méme temps. De plus
comme ces fonctions théta sont paires, la fonction ¢ est paire et elle envoie deux points
opposés sur une méme image sur la surface de Kummer (variété projective de dimension 2)
que nous notons par K. Nous notons aussi par © la fonction théta associée a 2(). Comme les
O et ¥ sont duals alors nous avons les évaluations suivantes :

@1(2) = 90(2,20), @2(2) = @12(2, 260),

O3(z) = 05(2,2Q00), O4(z) = O4(z,2w).

A partir des formules de duplication 3.3.2 et les théta constantes o; et ®;, on peut toutefois
déterminer sur K, ¢(2z) ne connaissant que ¢(z). D’un autre coté: il est impossible de savoir
si I'image ¢ provient de —z ou-bien de z. Ainsi on ne peut distinguer ¢(z —z’) de ¢(z+2')
sur K.

A.2.1  Equation d'une surface de Kummer

Pour ) € $y, alors a = ¢, b = ¥, c = O3 et d = 94 désignent les quatres théta constantes
fondamentales associées a () et A, B, C et D ceux associés 2() de la variété (2,2)-isogene.
En utilisant les formules de duplication 3.3.2 nous avons :

4% = (@ + P+ +d), 4BP = (a2 417 - - d),
4C? = (a — b+~ ), AD*=(a> V' - +dP),

Pour tout z € C? nous notons les fonctions théta fondamentales en z par :
x =%(z), y = t(z), z = 03(z), t = 04(z2).

Le quadruplet (x,y,z,t) correspond aux coordonnées projectives associées a un point de la
surface de Kummer.
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o Lorsque abcd est non nul et les six autres théta constantes paires déduites sont aussi non nulles
que nous appellons condition 1.

Et les quadruplets vérifiant cette condition définissent bien une matrice de ), en laquelle
nous avons: (a,b,c,d) = (6y,03,61,62).

Alors une équation projective de K peut étre construite en combinant des identités de
Frobenius [89, Chap: IlIa]. Et une équation projective de K est définie par:

(x* +y* 42t + #4) + 2Exyzt — F(x22 + y?2%) — G(x22 + y°12) — H(x*y* +222) = 0

E = 256abcd A>B*C?D? / ((a*d* — b*c?) (a®c* — bd?) (a®b* — 2d?));
F = (a* —b* — c* + d*) / (a®d® — 12c%);
G = (a* —b* +c* —dY)/ (aPc® — b*d?);
H= (a*+ 0% —c* — a%) / (a2b? — 2d2);
Les dénominateurs apparaissants dans les nombres E, F, G et H sont produits de théta
constantes paires. Les valeurs de () pour lesquelles les théta constantes paires s’annulent

correspondent aux variétés abéliennes isomorphes a un produit de courbes elliptiques.
Les formules définies sont tous homogenes alors 'égalité projective est suffisante.

A.2.2  Formules de Pseudo-Addition

Pour tous z et z/ dans C? les formules d’addition donnent les résultats:

0 (z+2)01(z—2Z) = ©1(22)0:(27) + ©2(22)O(27)
+ 03(22)05(22") + ©4(22)O4(27),

Oy(z+2)04(z—2") = ©1(22)0;(22') — ©2(22)O(27')
— 03(22)03(27") + O4(22)0O4(27"),

et
401(z+7)01(z — Z') = %1(2)01(2) + 92(2)02(Z') + 85(2)03(2") + 04(2)V4(2'),

404(z + 2 )04(z = 2') = 01(2)01(2') — 02(2)02(2") — 95(2)953(2") + B4(2)B4(Z).

D’autre part :

o Lorsque A% BZ, C2, D? étant en fonction des a2, b2, c2, d? sont tels que abcd est non nul et aussi
le produit ABCD, alors nous désignons cela par condition 2. Ainsi nous pouvons calculer les
valeurs suivantes pour les formules de la pseudo-addition :

Yo=a/b, zo=a/c, to=ald,
Yy = A%/B?, Z,= A?>/C?, T,= A?/D>.

Et cet algorithme peut s’étendre au produit scalaire par un entier n > 1 comme suit: Pour
P € K etm > 1, connaissant mP et (m + 1)P, on détermine (2m + 1) avec "PseudoAdd"
ensuite (2m) et (2m + 2) avec "PseudoDouble". Et en partant d’une décomposition binaire
de n I’algorithme a.2.3 calcule éfficacement nP.
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Entrée: P = (x,y,z,t) € K;

Sortie: 2P = (x2,12,22,12) € K;
x1= (2 +y? 22+ 12)%;
v = Yo(x2 + 12— 22 — 2)2;
zZ1 = Zo(xz — yZ —|—Z2 — t2)2;
ho=To(x® — 2 — 22 + £2)2;
Xop =x1+Yy1+z1+1t1;
v2o=vo(x1+y1—z1—t);
2 =2z0(x1—y1+2z1—t);
th=to(x1—y1 —z1+t);
Return (XQ, Y2, 22, tz)

O 2N AVt R RN R

Algorithm a.2.1 PseudoDouble

Entrée: P = (x,y,z,t) et Q = (x2,2,22,f2) dans K et R = (x,y,2,t) égal P+ Q ou-bien P — Q,
avec xyzt # 0 -

Sortie: (X,Y, Z, T) € K l'autre composition differente de R.

3= (Gt +z+8)(7 Y +22+ 1),

y3=Yo(x3+y3 -2 — ) (X’ +y* =22 = 1);

z3=Zo(—y3+25 - B) (P —y +22 = 1),

ts=To(x3 —y3 -3+ 8)(x* —y* -2 +);

X=(x3+ys+z3+13)/x;

Y= (x3+ys—z3—1t3)/y;

Z=(x3—ys+z3—13)/2;

T=(x3—ys—z3+13)/t;

Return (X, Y, Z, T);

O 2N VTR RN R

Algorithm a.2.2 PseudoAdd
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Entrée: P = (x,y,z,t) € K avec xyzt # 0 et n > 1 un entier;
Sortie: nP = (XZ,]/Q,ZQ, tz) e K;
1. Si n = 2, Retourner PseudoDouble(P);
2. nony - - - ng étant la décomposition binaire de n, avec n le bit dominant;
3. P, = P, P; =PseudoDouble(P);
4. Pour i =1 allant a k Faire;

a. Q = PseudoAdd(P;,P,,,P);
b. Sin; =1 Alors,

i. P; =PseudoDouble(P;);

ii. Py =Q);

¢. Sinon ,
i. P, =PseudoDouble(Py,);
ii. Pd = Q,‘

5. Retourner Py,

Algorithm a.2.3 PseudoAdd n-fois

Remarque a.2.1. L'algorithme PseudoAdd a.2.2 ne marche pas si R admet une coordonnée
nulle. Méme si cette condition reste valable pour la multiplication scalaire, cela présente
un probleme majeur pour cette approche. Alors une méthode plus générale est I’addition
utilisant les formules différentielles de Riemann. Bien que cette derniére est moins bonne en
terme de complexité.

A.2.3  Addition Différentielle

Soient Z(n) = Z38/nZ8 et u, le groupe des n-racines de l'unité dans C*, alors le dual de
Cartier Z(n) = 6913:1;4,1. En utilisant les formules de duplication et les rélations de Riemann
D. Lubicz et D. Robert ont perfectionné la Pseudo-Addition dans [68]. Dans cette partie nous
allons nous reférer sur leurs résultats.

Théoreme a.2.2. (Relations de Riemann). Soient z1,22,23,24,2 € C8 avec 2z = z1 + 2o + 23 + 24
etz =z—2z1,25 =2z —2y, 25 = z— z3 et zjy = z — z4. Alors pour tout charactere x € Z(2) et tous
i,j,k,l,meZ(n)telsquei+j+k+1=2msii'=m—i,j=m—jk=m—ketl'=m—1,

nous avons :
< Z X(£)0i4¢(z1) ]+t(22)> . ( 2 X(t)9k+t(z3)91+t(z4)) =
teZ(2 teZ(2)

( E X (£)0i14(2) )6 +t(ZI2)> : ( Z )((t)@k/ﬂ(z’s)@pﬂ(zﬁl))

tez(2 €Z(2)
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En particulier, nous avons les formules d’addition :

( Y x()0ii(z1 +22)0j14(21 — 22 ) : ( Y. x()6i(0 91+t<0)> =

teZ(2 teZ(2

( Y x()0_it(22)0p 14 (22 ) : < Y x(8)bsi(z 91/+t(7~'1)>

teZ(2) teZ(2)
Démonstration. Voir [84] pour 'approche analytique ou [68] pour 'approche algébrique. [J

On en déduit les formules d’addition explicites suivantes pour les surfaces abéliennes .
Soit (4;)jcz(2) un quadruplet de théta constantes de niveau 2 associé a la Kummer £.
Pour tous x = (xj)icz2) et ¥ = (¥i)iczz) on pose X = x+y et Y = x —y. Alors les
coordonnées de 2W;; = X;Y; + X;Y; sont donnés par les rélations suivantes:

2(X10Y00 + Xo0 Y10

2(X11 Y0 + Xo1 Y11

( 230 + 290;
(
2(Xo1Yoo + XooYor
(
(
(

00 , 01,
z10 + 210

00 , _10.
Zm + Zo1s

2
2(X11Y00 + Xoo Y11
2(Xo1Y10 + X10Y01

00 , _10.
Z01 + Zo1s

00 , _11.
Z11 + 2115

)
)
)
)
)
) =210 + 211
ottpouri € Z(2), x € Z(2) ona:

Z x(Oxizx) (Y, x(Oyieye) /(Y. x(8)aivar)

teZ(2 teZ(2) teZ(2)

et Y; x(t)aj,a; n'est autre que la théta constante 6 {X/ 2} (0, 0)2. De plus lorsqu’on ajoute a
ces relations les formules d’addition :

00 , 01 , 10 , 11.
4Xo0 Yoo = zgo + Zoo + 200 + Z00 5

0 .01 _ .10 , 11.
4X11Y11 = 20 — Zo0 — Zo0 T Z00

on détermine les coordonnées projectives de X dans K. Pour plus de simplicité on peut
supposer g = 1 et A =1.

Remarque a.2.3. Lorsque 1'on représente par M le cotit d’'une multiplication sur le corps

e base k, par S celui d’un calcul de carré . Comme nous travaillons avec des coordonnées
de base k S celui d” lcul d C t 11 d d
projectives, l'inversion coftitera quelque multiplications. Ainsi

— Le cotit d'une pseudo-addition avec les algorithmes a.2.2 est de 7M + 125 + 9 M.

— Alors la réconstitution des coordonnées de X;Y; + X;Y; dans la méthode de ’addition
différentielle cotite 10M + 20S + 9 M.

A.3 CONVERSIONS ENTRE FONCTIONS THETA ET POLY NOMES DE MUMFORD

Dans cette partie, nous nous intéressons aux liens entres les coordonnées Mumford d'un
diviseurs D = (u,v) de la Jacobienne d’une courbe et les coordonnées théta de son image z
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par l'application d’Abel-Jacobi.

Les formules de Thomae permettent d’obtenir les puissances quatriéme des théta constantes
en dimension g a partir de 1'équation d’une courbe hyperelliptique de genre g. Elles dé-
pendent d'un choix de la base du groupe d’homologie. Des méthodes introduites par
Mumford [89] et Van Wamelen [118] déterminent des formules de changement de coordon-
nées entre (1,v) et des théta constantes de niveau 4; et ensuite entre (u,7?) et des théta
constantes de niveau 2 définissant la variété Kummer. Dans cette partie nous nous réferons
aux améliorations techniques proposées par R. Cosset dans [19] o1 'étude concerne le genre
quelconque.

Lorsque Sﬁg) désigne 1’ensemble des paires (C,o) modulo isomorphismes de courbes,
ot C est une courbe hyperelliptique et o : {1,---,2¢ 4+ 2} <— E une bijection, avec
E={a, - ,a5+1} I'ensemble des points de ramification 77 : C +— IP'. On montre que :

f_)g) ~ { séquences de points distincts P, - - -, Pog4» de P'} modulo I'équivalence projective
PGL,(C).

En normalisant et en posant a; = 0 et a; = 1, on obtient :

5522) ~ { sous-ensemble ouvert de C2~! de points (a3, - - ,02¢+1) tel que a; # ajeta; #0,1
}.

Alors I’anneau des coordonnées affine de éz) est engendré par les fonctions
< % > +4
60,0

On considere la courbe hyperelliptique sous un modele imaginiare techniquement plus
agréable.

Pour ce qui suit g = 2 et pour une simplification des formules, nous admettons les
notations suivantes : C : y> = f(x) avec deg f = 5etay,- - - ,as les racines de f. On pose :

m = [(1/2,0);(0,0)] 12 =[(1/2,0);(1/2,0)] n3 = [(0,1/2);(1/2,0)]

na =1[(0,1/2);(1/2,1/2)] 15 =1(0,0);(1/2,1/2)] 1 = [(0,0);(0,0)].

Pour S C {1,---,5,00}, on pose : s = ¥_;cs 17i, tel que Qg + qg est I'image par 1’application
d’Abel-Jacobi du diviseur } ;. a; — #5(o0). Par suite toute fonction théta est de la forme
0[nuoa) avec U = {1,3,5} et A un sous-ensemble d’ordre impaire de {1,--- ,5}. Le symbole
o désigne l'opération de la différence symétrique de deux ensembles.

On definit les fonctions ¢4 selon Wamelen [118] par :

ta(z) = fa-0[nuoal

ol f4 sont des constantes définies par: f4 = 0[0]/6[uo.a] pour les fonctions paires autrement
par:

000406012 0406612 800 04

= g VAITI2 | GTATSTI2 57006 gt

f 616309015 2 0205015 f3 0203 fi th
00612 92929%2 -1

=52, = fp=0-—4706712 gphec = -— .
fs 6369 fuasam = fo 6162030309015 Vay —

De méme pour A de cardinale pair, les fonctions f4c et f4c (olt A est le complémentaire de
Adans {1,---,5}) seront notées par t4 et f4.
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A.3 CONVERSIONS ENTRE FONCTIONS THETA ET POLY NOMES DE MUMFORD

A.3.1  De Théta Constantes aux Coordonnées de Mumford

Soit C une courbe de genre 2 d’équation y> = f(x) avec (ai)ieqa,... 6} un ordre choisi sur
les racines de f et soit D € Jac (C) n’est pas un diviseur théta. Le Théoreme [89, Théoreme
5.3] de Mumford établit que les coefficients des polynomes de Mumford (u,v) de D sont
fonctions méromorphes sur C?/(QZ? + Z?2).

Ainsi Van Wamelen montra qu’avec les fonctions f4 nous avons pour toute racine a; avec
i€{l,---,6} de f et pour tous I, m deux entiers distincts de {1,--- ,5} — {k} :

t2 _
M(El,‘) = ﬁ v(g‘) — M, et Yl,m — itl(z)tm(z)tl,m(z)

2z 7 a—an £5(2)

Pour la détermination du signe des Y; ,, on peut utiliser I’approche de R. Cosset dans [18,
Section 5.1.4]. La fonction Y5 a un pole d’ordre exactement s + 1 en les diviseurs théta sinon
elle est reguliére ailleure.

Ainsi dans le cas ot l'on utilise des fonctions théta de niveau n = 2 ou 4, on peut
déterminer les coordonnées de Mumford (u,v) de D par interpollation de Langrange
sachant que :

2 056365 610(2)*
959%9%2 914 (2)2
2 076365 611 (2)*

929%9%2 914 (2)2

1 1

Yip—Y =
113—112( 1,2 13), v(az) 43 — iy

u(m) = (ag —m)

u(az) = (a2 —a1)

v(ay) = (Y12 —Ya3).

Ou l'on peut trouver dans [19] un calcul donnant :

7036103630305 6010(2)611(2)015(z
Yia = 1oy —ar (001020506 10(2)011(2)015(2)

01626%, Oa(z)> 7
7030202020362 05(2)07(2)010(z2)
Y2 = — 0-17278%9~15 ,
1,3 = Ci2VvVax — 92946}9152 014 (2)3
703010305050%5 62(2)87(2)011(2)
Ya3 = c10v/a2 —
23 = C12vVa2 — a1 92939%2 014(z)3

Pour raison de simplification, on peut calculer les calculs les produits de fonctions théta en
utilisant les fonctions théta de niveau 4.[19].

Dans le cas utilisant les théta de niveau 2, on peut améliorer les calculs des produits de Y »,
Y13 et Y23 en utilsant les formules de 1’équation de la Kummer a.2.1.

Lorsque D est un diviseur théta alors il vérifie :

deg(u) <1 <= tp(z) =0 <= 61a(z) = 0.
et dans le cas ou il s’écrit [DiviseurTheta] + (ay — o), on a :

u(ay) =0 <= t(z) = 0 <= Onyoqiy)(z) = 0.
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A.3 CONVERSIONS ENTRE FONCTIONS THETA ET POLY NOMES DE MUMFORD

A.3.2  Des Coordonnées de Mumford aux Théta Constantes

En conservant les mémes notations, nous partons du diviseur D en coordonnées Mumford
(u,9) (ou (u,v?) pour la surface de Kummer) et nous voulons déterminer les fonctions théta
de niveau n = 2 ou 4 (a un facteur constant pres) correspondant aux coordonnées projectives
de I'image z de D par l'application d’Abel-Jacobi.

Dans le cas n = 2, les termes Yz-zj peuvent étre exprimer algébriquement en fonction des

polyndmes u et v? en inversant les formules du probléeme inverse. En évaluant u en les
racines de f, 'on obtient:

2 (02— a) (2 — aw) — y2(21 — @) (31 — am))?
Yl,m(D) - (xz _ xl)z

0. 2
Et par suite les formules pour les i(2) pour i€ {0,---,15}.

914 (Z)z

Dans le cas n = 4, les fonctions théta de niveau 4 sont de la forme 6[#04](2z) avec #A < 2.

Pour les calculer P. Gaudry [36] et R. Cosset [18] proposent les formules de dédoublement
suivantes :

0(31@010R) = T esp(—sin'ap)o [11F] @70 5] o)
xBeZ(2

10[3) (22081091087 = L exp(—4in'ap)6 [515] ()
aBeZ(2)

0[5 )0 [vis] @0 (3]
La premiere pour les paires et la seconde pour les impaires.

Par suite pour un diviseur générique D = (u, v) on arrive a exprimer les termes de droite de
ces formules en fonction de Y; ,,,, Y et u(a;).
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