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Avant-propos

Depuis la thèse, mes activités de recherche évoluent autour des surfaces plates et leur
espace de modules. La plupart de mes travaux peuvent être classés en deux thèmes princi-
paux : la classification des GL+(2,R)-orbites dans l’espace des surfaces de translation, et le
volume de l’espace de surfaces plates en général, en particulier en genre 0.

Les surfaces de translation se trouvent au cœur de plusieurs thématiques en géométrie,
topologie et dynamique. L’un des problèmes les plus importants dans cette théorie est la
classification des adhérences d’orbites par l’action du groupe GL+(2,R). Les résultats fonda-
teurs de Masur et Veech dans les années 80, et les travaux révolutionnaires récents d’Eskin-
Mirzakhani-Mohammadi ont donné des réponses globales à ce problème. Les résultats de
mes travaux dans cette direction contribuent aux classifications effectives des GL+(2,R)-orbites
en genre 3 et 4. Une partie de ces résultats prolongent des résultats de McMullen en genre 2.

Depuis les travaux de Deligne-Mostow et Thurston, les surfaces plates de genre zéro ont
fait l’objet d’intenses investigations notamment liées aux constructions des réseaux hyper-
boliques complexes. Grâce à ces surfaces plates, Thurston a construit de différentes com-
pactifications de l’espace de modules M0,n. La question naturelle d’évaluer le volume de
ces compactifications est restée pendant long temps ouverte. Tout récemment, McMullen a
obtenu une formule pour calculer ces volumes.

Le volume des espaces de surfaces plates a été l’une des questions principales de ma thèse,
dans laquelle j’ai pu montré des résultats de finitude pour des espaces de surfaces plates
qui englobent ceux de Thurston. Dans une collaboration récente avec V. Koziarz, par une
méthode complètement différente de celle de McMullen, nous avons obtenu des formules
alternatives pour le calcul du volume des compactifications de Thurston.

L’objectif de ce mémoire est de faire la synthèse de mes résultats et de les mettre dans
leur contexte. Il n’y aura donc pas beaucoup de détails de preuves, seuls quelques brefs
descriptifs des techniques qui entrent en jeu sont donnés. Les lecteurs intéressés sont invités
à poursuivre l’exploration en consultant mes articles de recherche.



Liste des travaux de l’auteur

Thèse doctorat :
Espaces de modules de surfaces plate et leur forme volume, Université Paris-Sud XI (2008), 1–162.

Articles issus de la thèse :
1. D.-M. Nguyen : Triangulation and volume forms on moduli spaces of flat surfaces, Geometric

and Functional Analysis 20 (2010), No.1, 192-228.
2. D.-M. Nguyen : Energy functions on moduli space of flat surfaces with erasing forest, Mathe-

matische Annalen 353 (2012), No.3, 997-1036.

Articles publiés ou acceptés :
3. D.-M. Nguyen : Parallelogram decompositions and generic surfaces in Hhyp(4), Geometry

& Topology 15 (2011), 1707-1747.
4. D.-M. Nguyen : On the topology of H(2), Groups, Geometry, and Dynamics 8 (2014),

513-551.
5. E. Lanneau et D.-M. Nguyen : Teichmüller curves generated by Prym eigenforms in genus

three and genus four, Journal of Topology 7 (2) (2014), 475-522.
6. D.-M. Nguyen et A. Wright : Non-Veech surfaces in Hhyp(4) are generic, Geometric and

Functional Analysis 24 (2014), 1316-1335.
7. E. Lanneau et D.M. Nguyen : Complete periodicity of Prym eigenforms, Annales Scienti-

fiques de l’E.N.S, 49 (2016), no. 1, 87–130.
8. D. Aulicino, D.M. Nguyen et A. Wright : Classifiation of higher rank orbit closures in
H

odd(4), 23 pages, à paraître dans Journal of the European Mathematical Society
(JEMS) (arXiv :1308.5879).

9. E. Lanneau et D.-M. Nguyen : GL+(2,R)-orbit closures in Prym eigenform loci, 48 pages, à
paraître dans Geometry & Topology (arXiv :1310.8537).

10. D. Aulicino et D.-M. Nguyen : Rank two affine submanifolds in H(2, 2) and H(3, 1), 63
pages, à paraître dans Geometry & Topology. (arXiv :1501.03303).

Prépublications :
11. D.-M. Nguyen : Volumes of the sets of translation surfaces with small saddle connections

(arXiv : 1211.7314).
12. E. Lanneau et D.-M. Nguyen : Components of Prym eigenform loci in genus three (arXiv :1408.1064).
13. E. Lanneau, D.-M. Nguyen, et A. Wright : Finiteness of Teichmüller curves in non-arithmetic

rank one orbit closures (arXiv :1504.03742).
14. D.-M. Nguyen : Translation surfaces and the curve graph in genus two (arXiv :1506.05966)
15. V.Koziarz et D.-M. Nguyen : Complex hyperbolic volume and intersections of boundary

divisors in moduli spaces of genus zero curves (arXiv :1601.05252).

http://arxiv.org/abs/1308.5879
http://arxiv.org/abs/1310.8537
http://arxiv.org/abs/1501.03303
http://arxiv.org/abs/1211.7314
http://arxiv.org/abs/1408.1064
http://arxiv.org/abs/1504.03742
http://arxiv.org/abs/1506.05966
http://arxiv.org/abs/1601.05252


Table des matières

Remerciements
Avant-propos
1. Introduction 2
1.1. Généralités sur les surfaces plates 2
1.2. Espaces de modules de surfaces de translation 4
1.3. Action de GL+(2,R) 6
2. Sous-variétés affines 9
2.1. Travaux d’Eskin-Mirzakhani-Mohammadi 9
2.2. Déformations cylindriques dans une adhérence d’orbite 12
3. Classification en genre 2 15
4. Variétés Prym et formes propres en genre 3,4,5 18
4.1. Classification des GL+(2,R)-orbites dans les lieux ΩED(2g − 2) 19
4.2. Classifications dans les lieux formes propres de dimension 3 20
4.3. Caractérisations géométrique et dynamique des formes propres Prym 22
4.4. Groupes de Veech des formes propres 25
5. Sous-variétés affines de rang deux en genre 3 26
5.1. Surfaces génériques dans la composante hyperelliptiqueHhyp(4) 26
5.2. Classification des sous-variétés affines de rang 2 27
6. Surfaces plates de genre zéro 29
6.1. Systèmes locaux et métriques hyperboliques surM0,n 29
6.2. Complétion métrique deM0,n et variétés coniques 32
6.3. Calculs du volume 33
Références 39



2

1. Introduction

Dans cette introduction, nous allons rappeler quelques notions de base qui sont des objets
centraux de nos discussions par la suite. La présentation est volontairement informelle, nous
renvoyons les lecteurs intéressés, désireux d’avoir plus de détails aux excellents survols de
Masur-Tabachnikov[64], et de Zorich [104].

1.1. Généralités sur les surfaces plates. Mes activités de recherche évoluent autour du
thème des surfaces plates, en particulier des surfaces de translation, et leur espace de modules.
Les surfaces plates à singularités coniques ou plus simplement surfaces plates, sont des surfaces
compactes, munies d’une métrique plate en dehors d’un ensemble fini dont chaque point
possède un voisinage isométrique à un cône euclidien. Les surfaces de translation sont des
surfaces plates particulières, elles vérifient une condition supplémentaire : l’holonomie de
toute courbe fermée est une translation deR2, autrement-dit la partie linéaire de l’holonomie
est toujours triviale. Dans la littérature, nous avons aussi la notion de surfaces plates infinies
(non-compactes) qui fait l’objet de nombreux travaux intéressants récents. En raison de la
connaissance très limitée de l’auteur sur ces travaux, dans le cadre de mémoire, nous allons
nous concentrer uniquement sur les métriques plates définies sur des surfaces compactes
sans bord, avec un nombre fini de singularités coniques.

Les premiers exemples de surfaces plates sont des tores plats, ce sont des objets qu’on
obtient lorsqu’on recolle les côtés opposés d’un carré (ou plus généralement, d’un parallélo-
gramme). Comme les « recollements » sont réalisés par des isométries euclidiennes, la surface
ainsi obtenue possède une métrique plate provenant de la métrique du plan (en restriction
au carré d’origine). Notons que les tores plats ne contiennent aucune singularité conique, et
sont des exemples de surfaces de translation, les holonomies des courbes fermées sont des
éléments d’un certain réseau de R2

' C isomorphe à Z2.
On a également des exemples naturels qui proviennent des polyèdres euclidiens de R3, si

on munit chaque face du polyèdre de la métrique induite de R3, on aura alors une métrique
plate sur la sphère dont les singularités sont les sommets du polyèdre (les points à l’intérieur
des côtés ne sont pas des points singuliers car ils possèdent chacun un voisinage qui est
la réunion de deux demi-disques). À titre d’exemple, la surface du cube nous donne une
surface plate avec 8 points singuliers d’angle 3π/4.

A chaque point singulier d’une surface plate, on peut associer une courbure qui est l’opposé
de la différence entre son angle conique et 2π, de sorte que la courbure en un point régulier
est nulle, et que les points dont l’angle est plus petit que 2π (resp. plus grand que 2π) ont une
courbure positive (resp. négative). Comme la courbure de la métrique plate est concentrée
uniquement aux points singuliers, une variante du Théorème de Gauss-Bonnet nous fournit
une relation entre la caractéristique d’Euler-Poincaré de la surface et la courbure totale des
points singuliers.
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Lorsqu’une structure conforme sur la surface est fixée, d’après un résultat de Troyanov [96],
cette relation est une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une métrique plate
avec des angles donnés aux points marqués.

Les surfaces de translation peuvent être considérées comme des analogues des tores plats
en genre supérieur. Le Théorème de Gauss-Bonnet implique qu’une telle surface a nécessai-
rement des points coniques. Comme l’holonomie de la métrique autour de ces points sont
des translations, ce qui veut dire que la partie rotationnelle est triviale, les angles coniques
doivent être des multiples entiers de 2π. Une autre propriété remarquable de surfaces transla-
tion est que le transport parallèle (sur le fibré tangent) ne change pas la direction des vecteurs
tangents. Par conséquent, on peut associer à chaque direction dans RP1 un feuilletage de la
surface par des géodésiques dans cette direction.

Une importante source d’exemples de telles surfaces provient du problème des billards
dans un polygone dont les angles sont des multiples rationnels de π, on les appelle polygones
rationnels. Par un procédé de « dépliage » découvert par Katok-Zemliakov, qui consiste à
prendre un certain nombre de copies du même polygone et de les recoller le long des côtés
parallèles et de même longueur, on pourra construire une surface de translation telle que
les trajectoires du billard dans le polygone original deviennent des géodésiques sur cette
surface.

Figure 1. Construction d’une surface de translation (de genre 1) associée aux
billards dans un rectangle

Les surfaces de translation apparaissent aussi naturellement dans la théorie des échanges
d’intervalles. Rappelons qu’un échange d’intervalles est un système dynamique associé à
une application d’un intervalle deR dans lui-même continue en dehors d’un nombre fini de
points, dont la restriction à chaque sous-intervalle de continuité est une translation. Chaque
échange d’intervalles est complètement décrit par des données combinatoires qui encodent
la permutation des sous-intervalles, et des paramètres réels donnant les longueurs des sous-
intervalles. Notons qu’un échange de deux intervalles n’est rien d’autre qu’une rotation du
cercle.

Il se trouve que sous une certaine condition d’irréductibilité, on peut construire une surface
de translation telle que l’échange d’intervalles en question est réalisé par le premier retour
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du feuilletage vertical de la surface sur un intervalle transversal. Pour des définitions plus
précises des échange d’intervalles et leurs propriétés, nous recommandons le cours de J.-C.
Yoccoz [102] et le survol de A. Zorich [104, Chap.5].

Les surfaces plates se trouvent donc au croisement d’une variétés de thématiques : la
théorie de Teichmüller, les échanges d’intervalles, la géométrie, topologie et dynamique
dans l’espace de modules de surfaces de Riemann, la dynamique des homéomorphismes
pseudo-Anosov sur les surfaces, entre autres. Leur étude joue ainsi un rôle important dans
la résolution de nombreuses questions importantes dans ces domaines. Plus récemment, des
liens entre la théorie des surfaces de translation avec des phénomènes physiques décrit par
le modèle « wind-tree » ont été découverts et étudiés par plusieurs auteurs [46, 23, 24, 7].
Ces découvertes élargissent encore de façon significative le champ d’applications de cette
théorie.

1.2. Espaces de modules de surfaces de translation. Sur l’ensemble des surfaces de trans-
lation on a une grossière classification par les invariants topologiques : le genre, le nombre
de singularités, et les angles coniques aux points singuliers. L’ensemble des surfaces ayant
les mêmes invariants topologiques est appelé une strate.

Il existe une identification entre une surface de translation avec un champ de vecteurs
parallèles et un couple (X, ω), où X est une surface de Riemann compacte (sans bord) et ω est
une 1-forme holomorphe sur X. Le lien entre ces deux objets peut être décrit comme suit : la
surface de Riemann est définie par la classe conforme de la métrique plate ; parmi les cartes
locales associées à la métrique plate (i.e. celles qui envoient isométriquement un ouvert de
la surface sur un ouvert de R2), on peut trouver un atlas constitué uniquement des cartes
qui envoient le champ de vecteur choisi sur le champ de vecteur constant (0, 1) de R2. Les
fonctions de transition pour cette famille de cartes sont alors de la forme z 7→ z + c où c est
une constante. Par conséquent, la 1-forme dz est invariante par ces changements de cartes.
On obtient ainsi une 1-forme holomorphe sur la surface de Riemann qui est non-nulle en
dehors des points singuliers de la métrique plate.

Par cette identification, un point singulier pour la métrique plate correspond à un zéro
de la 1-forme ω, l’ordre k du zéro et l’angle conique θ au point singulier sont reliés par la
formule suivante

θ = 2π(k + 1).

Ainsi, une strate des surfaces de translation s’identifie à l’ensemble des couples (X, ω) où le
nombre de zéros de ω et leur ordre sont fixés. En raison de cette identification, on utilise
souvent la notation H(k1, . . . , kn), où les ki sont des entiers positifs indiquant les ordres des
zéros de ω, pour désigner les strates de surfaces de translation. Notons que par le théorème
de Riemann-Roch, on doit avoir

k1 + · · · + kn = 2g(X) − 2,
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où g(X) est le genre de X. Cette relation peut aussi s’interpréter comme une variante du
Théorème de Gauss-Bonnet.

Pour tout entier g ≥ 2 fixé, les surfaces de translation de genre g sont donc paramétrées par
le fibréHg := ΩMg au-dessus de l’espace de modules de surfaces de RiemannMg. Pour tout
X ∈Mg, la fibre de ΩMg en X est l’espace vectoriel (de dimension complexe g) des 1-formes
holomorphes sur X. Par définition, les strates sont donc des parties de ΩMg. Il est bien connu
que chaque strate est un orbifold algébrique complexe deHg. En général, les strates ne sont
pas des fibrations surMg (ce qui peut se démontrer par un simple calcul des dimensions).

Considérons maintenant une surface de translation représentée par un couple (X0, ω0) ∈
H(k1, . . . , kn). Soient Σ := {x1, . . . , xn} l’ensemble des zéros de ω0, où xi est un zéro d’ordre
ki. Choisissons une famille de cycles γ1, . . . , γd représentant une base d’homologies relatives
H1(X0,Σ,Z). Pour tout couple (X, ω) au voisinage de (X0, ω0) dansH(k1, . . . , kn), en utilisant
un homéomorphisme entre X0 et X, on peut aussi considérer {γ1, . . . , γd} comme une base
d’homologie relatives H1(X, {zéro de ω},Z). On appellera la correspondance

Φ : (X, ω) ∈ H(k1, . . . , kn) 7→
(∫

γ1

ω, . . . ,

∫
γd

ω

)
∈ Cd

une application de périodes. Il est bien connu que Φ réalise un homéomorphisme local entre
un voisinage de (X0, ω0) dans H(k1, . . . , kn) et un ouvert de Cd (voir e.g. [62, 97, 98]). En
particulier, on obtient

dimCH(k1, . . . , kn) = 2g + n − 1.

Les strates ne sont pas connexes en général, dans [53] Kontsevich et Zorich donnent une clas-
sification des composantes connexes deH(k1, . . . , kn). D’après ce résultat, si l’un des entiers
ki est impair alorsH(k1, . . . , kn) est connexe, sinonH(k1, . . . , kn) a au plus 3 composantes.

En utilisant les applications de périodes comme des cartes locales pour H(k1, . . . , kn), on
a un atlas dont les fonctions de transition sont données par des matrices dans GL(d,Z), qui
correspondent aux changements de bases de H1(X0,Σ,Z). Par conséquent, on a une structure
de variété affine complexe ainsi qu’une forme volume naturelle ν surH(k1, . . . , kn) 1 induite
par la mesure de Lebesgue de Cd.

Dans ce système de coordonnées locales, on peut faire la distinction entre les périodes
absolues, qui correspondent aux intégrales deω le long des cycles dans H1(X,Z), et les périodes
relatives, qui sont des intégrales le long des cycles dans H1(X, {zéros de ω},Z)\H1(X,Z).

Notons que l’aire de la surface plate définie par le couple (X, ω) se calcule facilement en
fonction des périodes absolues. Si {a1, b1, . . . , ag, bg} est une base symplectique de H1(X,Z), et

1. Plus précisément, H(k1, . . . , kn) est le quotient d’une variété affine complexe par un groupe aggissant
proprement discontinument (pas nécessairement librement) qui préserve la forme volume ν.



6

ζi :=
∫

ai
ω, ξi :=

∫
bi
ω, alors

Aire(X, ω) =

∫
X
ω ∧ ω =

ı
2

g∑
i=1

(ζiξi − ζiξi).

SoitH1(k1, . . . , kn) l’ensemble des couples (X, ω) ∈ H(k1, . . . , kn) dont l’aire de la surface plate
associée est égale à 1. Soit ν1 la forme volume induite par ν sur H1(k1, . . . , kn). Il est aisé
de voir que les espaces H(k1, . . . , kn) et H1(k1, . . . , kn) ne sont pas compacts et le volume
total de H(k1, . . . , kn) par rapport à ν est infini. En revanche, on a le résultat suivant, qui est
fondamental pour la théorie

Théorème 1.1 (Masur,Veech). Le volume total deH1(k1, . . . , kn) par rapport à ν1 est fini.

Dans la littérature, on rencontre souvent une autre classe de surfaces plates appelées
surfaces de demi-translation. Il s’agit des structures métriques euclidiennes sur des surfaces
compactes dont la partie linéaire de l’holonomie est dans ±Id2. Ces métriques plates sont
associées aux formes quadratiques méromorphes avec des pôles simples sur les surfaces de
Riemann compactes. Sur une telle surface, le transport parallèle peut inverser les directions,
il n’est donc plus possible de définir des champs de vecteurs parallèles. Néanmoins, il est
toujours possible de définir un feuilletage associé à chaque élément dans RP1. L’intérêt de
ces formes quadratiques vient du fait qu’elles représentent des éléments du fibré cotangent
de l’espace de modules Mg, et les feuilletages qu’elles induisent sur la surface fournissent
des outils importants pour étudier les homéomorphismes pseudo-Anosov.

L’espace des formes quadratiques sont aussi stratifié de la même façon que l’espaces des
1-formes holomorphes. On note par Q(d1, . . . , dm) l’ensemble des couples (Y, q) tels que q
admet exactement m zéros dont les ordres sont donnés par (d1, . . . , dm) (un pôle simple est
un zéro d’ordre −1). La classification des composantes connexes de Q(.) a été obtenue par
Lanneau [55].

Étant donné une forme quadratique (Y, q), il existe un revêtement ramifié canonique à
deux feuillets π : X → Y et une 1-forme holomorphe ω sur X telle que π∗q = ω2. Par
construction, les propriétés métriques de la surface de demi-translation définie par q peuvent
être déduites de celles de la surface de translation définie parω. Comme il est plus confortable
de travailler avec les surfaces de translation, à une forme quadratique on substitue souvent
la 1-forme holomorphe correspondante sur le revêtement à deux feuillets associé. Ainsi, on
peut identifier les strates des formes quadratiques à des sous-variétés des strates de l’espace
des 1-formes holomorphes.

1.3. Action de GL+(2,R). Il existe une action du groupe GL+(2,R) sur l’espace de surfaces
de translation. Pour décrire cette action, on utilise le fait que toute surface de translation peut
être obtenue à partir d’une collection de polygones dans le plan R2 en recollant les côtés
parallèles de même longueur.
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Soit A une matrice dans GL+(2,R). En appliquant cette matrice à chacun de ces polygones,
on obtient alors une nouvelle collection de polygones. Il est important d’observer que la
matrice A envoie les côtés parallèles de même longueur sur les côtés parallèles et de même
longueur. On pourra alors construire une nouvelle surface de translation en recollant les
côtés des polygones dans la nouvelle famille. Ainsi, on a une action de GL+(2,R) sur l’espace
de surfaces de translation.

Comme la nouvelle surface a les mêmes caractéristiques topologiques (genre, nombre de
singularités, angles coniques) que l’ancienne, on en déduit que l’action de GL+(2,R) préserve
les strates. Il découle aussi des définitions que l’action du sous-groupe SL(2,R) de GL+(2,R)
préserve la forme volume naturelle ν sur les strates. De plus, l’action du sous-groupe des
matrices diagonales gt =

(
et 0
0 e−t

)
induit un flot sur l’espace de modulesMg qu’on appelle le

flot géodésique de Teichmüller, ce flot est un objet central dans la théorie de Teichmüller.
Par construction, l’action du groupe SL(2,R) laisse invariante l’aire des surfaces, il s’ensuit

que cette action (ainsi que celle de {gt, t ∈ R}) préserveH1(k1, . . . , kn) et la forme volume ν1.
Le théorème suivant est l’un des piliers de la théorie

Théorème 1.2 (Masur, Veech). Les actions des groupes {gt, t ∈ R} et SL(2,R) sont ergodiques par
rapport à la forme volume ν1 dans chacune des composantes deH1(k1, . . . , kn).

Il s’avère que les propriétés géométriques et dynamiques d’une surface de translation don-
née sont liées de façon intrinsèque au comportement de son GL+(2,R)-orbite dans l’espace
de modules. À titre d’exemple, rappelons le célèbre résultat suivant de H. Masur

Théorème 1.3 (Masur). Soit (X, ω) une surface de translation appartenant à la strateH(k1, . . . , kn).
L’orbite {gt · (X, ω), t ∈ R} est dite divergente si pour tout compact K ⊂ H1(k1, . . . , kn) il existe
T ∈ R tel que pour tout t > T, gt · (X, ω) < K. Si cette orbite n’est pas divergente, elle est dite
récurrente.

Soit F le feuilletage dans la direction verticale de X. Supposons que l’orbite de (X, ω) par le sous-
groupe des matrices diagonales {gt, t ∈ R} est récurrente dans sa strate. Alors toutes les feuilles de F
sont denses dans X et F admet une unique mesure transversale invariante à multiplication par une
constante près. Un tel feuilletage est dit uniquement ergodique.

On appelle le stabilisateur dans GL+(2,R) d’une surface (X, ω) son groupe de Veech. Comme
l’aire de (X, ω) doit être préservée, le groupe de Veech est en fait inclus dans SL(2,R). On le
note souvent SL(X, ω). Il est bien connu que ce groupe est un sous-groupe discret de SL(2,R).

Un autre groupe important lié à l’action de SL(2,R) est le groupe des automorphismes affines.
On appelle automorphisme affine de (X, ω) un homéomorphisme de X dont l’expression dans
les cartes de la métrique plate est donnée par des applications affines de R2. Le groupe des
automorphismes affines est noté par Aff+(X, ω).

Par définition, il est facile de voir que la différentielle d’un automorphisme affine est
constante et à l’image dans SL(2,R). Si on associe à tout automorphisme affine sa différentielle,
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on aura alors un morphisme de groupes D : Aff+(X, ω)→ SL(2,R). L’image de Aff+(X, ω) par
D est précisément le groupe de Veech SL(X, ω).

Pour tout (X, ω), Aff+(X, ω) est un sous-groupe du Mapping Class Group Mod(S), où S
est une surface topologique homéomorphe à X (voir [64, Section 5]). Soit φ un élément de
Aff+(X, ω). Alors,φ est un pseudo-Anosov si et seulement si D(φ) est un élément hyperbolique
de SL(2,R). Si Aff(X, ω) contient un tel élément, on dit souvent que (X, ω) est stabilisé par un
homéomorphisme pseudo-Anosov.

L’importance des groupes Aff+(X, ω) et SL(X, ω) pour la compréhension de GL+(2,R)-
orbites est soulignée par

Théorème 1.4 (Smillie). L’orbite GL+(2,R) · (X, ω) est un fermé dans sa strate si et seulement si
SL(X, ω) est un réseau de SL(2,R). Dans ce cas, on appelle (X, ω) une surface de Veech.

Notons que SL(X, ω) n’est jamais un réseau co-compact de SL(2,R).
En général, le feuilletage d’une surface de translation associé à une direction donnée est

compliqué à comprendre. Comme on a vu plus haut, il existe des feuilletages pour lesquels
toutes les feuilles sont denses dans la surface. Dans de rares situations, on peut trouver
des directions pour lesquelles le feuilletage est particulièrement simple : chaque feuille est
soit une géodésique (régulière) fermée, soit un segment dont les extrémités sont des points
singuliers. Un tel feuilletage est dit périodique. Dans le cas des surfaces de Veech, un avatar
du lien « caché »entre les propriétés d’une surface et son orbite par GL+(2,R) est le résultat
suivant

Théorème 1.5 (Smillie, Veech). Soit (X, ω) une surface de Veech. Pour toute direction θ ∈ RP1, le
feuilletage associé à θ est soit périodique, soit uniquement ergodique.

Ainsi, on peut voir les surfaces dont l’orbite par GL+(2,R) est un fermé dans sa strate
comme des généralisations des tores plats par rapport aux flots directionnels.

Outre ces deux résultats, dans de nombreuses situations, la connaissance de la fermeture
de la GL+(2,R)-orbite est la clef pour les calculs explicites des invariants géométriques et
dynamiques de la surface de départ, comme par exemple le nombre de liens de selles (ou
de cylindres) de longueur bornée par une constante, ou les exposants de Lyapunov pour
l’action sur le fibré de Hodge, etc... Pour plus de détails et des énoncés plus précis, les
lecteurs intéressés peuvent consulter, entre autres, les articles de Bainbridge [9, 10], Chen-
Möller [19, 20], Eskin-Kontsevich-Zorich [31]...

Pour toutes ces raisons, la classification des adhérences de GL+(2,R)-orbites (ou de façon
équivalente de SL(2,R)-orbites) est devenue l’un des problèmes centraux de la théorie. Une
partie importante de mes travaux porte sur ce problème. Nous allons y revenir avec plus de
précision dans les chapitres suivants.
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2. Sous-variétés affines

Les résultats classiques de Masur et Veech montrent que l’action de SL(2,R) est ergodique
dans chaque composante deH1(k1, . . . , kn) par rapport à la mesure naturelle des strates. Par
conséquent, presque toutes GL+(2,R)-orbites (pour la mesure de Lebesgue ν) sont denses
dans sa composante. On appelle alors une surface dont l’orbite par GL+(2,R) est dense dans
sa composante une surface générique.

Bien que presque toute surface soit générique, il est souvent très difficile de savoir si une
surface donnée est générique, ou encore de déterminer l’adhérence précise de son orbite. Par
ailleurs, on sait que dans chaque strate il existe toujours des surfaces dont la GL+(2,R)-orbite
est elle-même une partie fermée : il s’agit des surfaces à petits carreaux. Ces surfaces sont
des revêtements du tore standard, ramifiés au-dessus d’un seul point. On peut les construire
explicitement en recollant un certain nombre de carrés de même taille (d’où le terme surfaces
à petits carreaux). Ces surfaces sont en particulier des surfaces de Veech (d’après un résultat
de Gutkin-Judge [37]), leur groupe de Veech est commensurable à un sous-groupe d’indice
fini de SL(2,Z). Pour une introduction plus approfondie sur ces fascinants objets, nous
recommandons les articles d’Hubert-Lelièvre [44, 45]. Il ressort de ces observations qu’une
classification des adhérences de GL+(2,R)-orbites n’est à priori pas un problème trivial.

2.1. Travaux d’Eskin-Mirzakhani-Mohammadi. En faisant le lien avec la théorie de Ratner,
il a été conjecturé par Kontsevich et Eskin que les adhérences de GL+(2,R)-orbites sont
toujours des sous-variétés (orbifolds) algébriques des strates. Cette conjecture était corroborée
par des résultats partiels de Kontsevich et de Möller (voir [81] Prop. 1.2 et Th.4.1). Dans de
nombreuses situations, cette conjecture s’avère exacte, mais la preuve pour le cas général
restait pendant longtemps (plus d’une décennie) inaccesible. Grâce au travail phénoménal de
plusieurs auteurs, notamment A. Eskin, M. Mirzakhani, A. Mohammadi, G. Forni, M. Möller,
A. Avila, S. Filip, A. Wright, cette conjecture est désormais complètement confirmée. Pour
énoncer leurs résultats attardons-nous quelques instants pour rappeler quelques notions
clefs.

Définition 2.1 ([32]). SoientH(k1, . . . , kn) une strate de l’espace de modules de surfaces de translation
de genre g etH1(k1, . . . , kn) sa sous-variété constituée des surfaces d’aire 1. On dit qu’une mesure de
probabilité µ1 surH1(k1, . . . , kn) invariante par SL(2,R) est affine si elle satisfait :
• Le support de µ1, noté par M1, est une sous-variété immergée de H1(k1, . . . , kn), i.e. il existe

une variété N1 et une application propre et continue f : N → H1(k1, . . . , kn) localement
homéomorphe sur son image telle que f (N1) =M1. L’ensemble des points d’auto-intersection de
M1 (ceux dont l’image inverse par f contient plus d’un point) est de mesure nulle par rapport
à µ1. De plus, tout point de N1 possède un voisinage U tel que R · f (U) est un ouvert dans
sous-espace vectoriel complexe de Cd défini par des équations linéaires avec coefficients réels (ici,
on identifie f (U) à une partie de Cd avec d = 2g + n − 1 par des applications de périodes).
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• Soit dµ la mesure sur R · f (U) définie par dµ1dA, où A est la fonction l’aire. Alors, à une
constante multiplicative près, µ est égale à la mesure de Lebesgue du sous-espace vectoriel de Cd

qui contient R · f (U) comme un ouvert.

Définition 2.2 ([32]). Une sous-variété immergée deH1(k1, . . . , kn) est appelée sous-variété affine
invariante si elle est le support d’une mesure de probabilité affine invariante par SL(2,R).

Dans [32], Eskin et Mirzakhani démontrent le résultat suivant

Théorème 2.3 (Eskin-Mirzakhani). Soit µ1 une mesure de probabilité surH1(k1, . . . , kn) invariante
par l’action du sous-groupe parabolique P :=

{
( ∗ ∗0 ∗ )

}
de SL(2,R). Alors µ1 est invariante par SL(2,R)

et affine.

En se servant de ce résultat, dans [33] Eskin, Mirzakhani, et Mohammadi démontrent

Théorème 2.4 (Eskin-Mirzakhani-Mohammadi). Soit (X, ω) une surface de translation dans
H1(k1, . . . , kn). Alors P · (X, ω) = SL(2,R) · (X, ω) est une sous-variété affine invariante deH1(k1, . . . , kn).

Toute partie fermée invariante par P deH1(k1, . . . , kn) est une réunion finie de sous-variétés affines
invariantes.

Ce théorème implique que l’adhérence de toute GL+(2,R)-orbite est une sous-variété
complexe de H(k1, . . . , kn) définie localement par des équations linéaires à coefficients réels
dans les coordonnées d’applications de périodes. De plus, on a

Théorème 2.5 (Eskin-Mirzakhani-Mohammadi [33]). Soient M1 une sous-variété affine inva-
riante deH1(k1, . . . , kn), et {Nn

1 }n∈N une suite de sous-variétés affines invariante deM1. Notons µ1

et νn
1 les mesures de probabilité SL(2,R)-invariantes dont les supports sontM1 etNn

1 respectivement.
Supposons qu’il n’existe pas de sous-suite de {Nn

1 }n∈N qui est contenue dans une sous-variété affine
stricte deM1. Alors, la suite des mesures {νn

1}n∈N converge vers µ1.

Ce théorème implique en particulier que si {Nn
1 }n∈N est une famille infinie de sous-variétés

affines deM1 qui n’est pas contenue dans une réunion finie de sous-variétés affines strictes
deM1, alors

M1 = ∪n∈NN
n
1 .

Comme il est souvent plus confortable de travailler sur les sous-espaces vectoriels de Cd

que des sous-variétés d’une hypersurface de Cd, dans ce qui suit, on va utiliser le terme sous-
variété affine pour désigner les sous-variétés deH(k1, . . . , kn) qui s’écrivent comme R>0 · M1,
oùM1 est une sous-variété affine invariante deH1(k1, . . . , kn).

Rappelons que pour toute surface de translation M := (X, ω) ∈ H(k1, . . . , kn), l’espace
tangent en M s’identifie à H1(X,Σ,R⊕ ıR), où Σ est l’ensemble des zéros de ω. De plus, nous
avons naturellement sur H(k1, . . . , kn) un fibré vectoriel plat, appelé fibré de Hodge, dont la
fibre au dessus de M est H1(X,R⊕ ıR). Notons par p la projection naturelle p : H1(X,Σ,R)→
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H1(X,R). L’une des conséquence du Théorème 2.4 est que si M est inclus dans une sous-
variété affineM = R>0 · M1 (oùM1 est une le support d’une mesure de probabilité affine
surH1(k1, . . . , kn)), alors l’espace tangent TMM se décompose comme somme directe

TMM = TRMM⊕ ıT
R
MM, où TRMM = TMM∩H1(X,Σ,R).

Après que les théorèmes 2.3, 2.4 ont été annoncés, d’autres résultats importants s’en suivent
donnant des caractérisations encore plus précises des adhérences de GL+(2,R)-orbites. Parmi
ces résultats, citons d’abord le théorème suivant

Théorème 2.6 (Avila-Eskin-Möller [6]). Soient M1 une sous-variété affine de H1(k1, . . . , kn) et
M = (X, ω) un point dans M. Alors p(TRMM) ⊂ H1(X,R) est symplectique, c-à-d. la restriction
de la forme d’intersection de H1(X,R) à p(TRMM) est non-dégénérée. De plus, la restriction du fibré
de Hodge sur M est semi-simple, i.e. tout sous-fibré invariant par l’action de SL(2,R) admet un
complémentaire invariant.

Il est bien connu que les espacesMg et ΩMg sont des variétés algébriques quasi-projectives.
Il découle du Théorème 2.4 que les adhérences de GL+(2,R)-orbites sont toutes des sous-
variétés complexe-analytiques de H(k1, . . . , kn) et donc de ΩMg. Une naturelle question est
de savoir si elles sont aussi des sous-variétés algébriques. Dans le cas des orbites fermées
(i.e. surfaces de Veech) la réponse est « oui » par des résultats de Smille et Weiss. Grâce à un
résultat de Filip, nous avons maintenant une réponse positive à cette question pour le cas
général.

Théorème 2.7 (Filip [35]). Toute sous-variété affine invariante deH(k1, . . . , kn) est une sous-variété
algébrique définie surQ. De plus, pour toute GL+(2,R)-orbite dans ΩMg, l’adhérence de sa projection
dansMg est aussi une sous-variété algébrique deMg.

Intéressons-nous maintenant aux équations définissant les sous-variétés affines inva-
riantes.

Définition 2.8 (Kenyon-Smillie). Soit (X, ω) une surface de translation. Soit Λ ⊂ C ' R ⊕ ıR

l’image de l’application c ∈ H1(X,Z) 7→
∫

cω ∈ C. Il existe un (unique) plus petit corps k ⊂ R tel
qu’il y a deux vecteurs e1, e2 deR2 satisfaisant la condition suivante : tout élément v ∈ Λ peut s’écrire
v = ae1 + be2 avec a, b ∈ k. On appelle k le corps d’holonomie de (X, ω). Notons que k est aussi le
plus petit corps tel que Λ ⊗k k ' k2

D’après le Théorème 28 dans [51], si (X, ω) est stabilisée par un homéomorphisme pseudo-
Anosov, alors le corps d’holonomie de (X, ω) est au plus de degré g sur Q.

Définition 2.9 (Wright [100]). Soit M une sous variété affine invariante de H(k1, . . . , kn), on
appelle corps de définition affine deM le plus petit corps tel que toutes les équations définissantM
localement dans les cartes produites par des applications de périodes sont à coefficients dans ce corps.
On le note k(M).
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Dans [100], Wright démontre

Théorème 2.10 (Wright). Le corps de définition affine k(M) d’une sous-variété affine invariante
M ⊂ H(k1, . . . , kn) est l’intersection de tous les corps d’holonomie de toutes les surfaces dansM. Il
satisfait

dimR p(TRM) × degQ k(M) ≤ 2g.

où p : TR(X,ω)M → H1(X,R) est la projection définie plus haut. Comme dimR p(TRM) ≥ 2, on a
degQ k(M) ≤ g.

Chaque strate H(k1, . . . , kn) peut contenir des sous-variétés affines qui proviennent des
revêtements ramifiés des surfaces de genre plus petit. Les équations qui définissent ces
sous-variétés sont à coefficients dans Q. Par ailleurs, les GL+(2,R)-orbites fermées sont des
sous-variétés de dimension deux, qui sont définies localement par des équations à coefficients
réels dans corps réel de degré au plus g sur Q (voir [51, Sect. 7]). Si le degré maximal est
atteint, on dit que la surface de Veech associée est algébriquement primitive.

Une surprenante conséquence du Théorème 2.10 est qu’on peut facilement trouver d’exemples
de surfaces dont la GL+(2,R)-orbite est dense dans sa strate, il suffit que ses coordonnées
(dans une carte de périodes) ne satisfassent aucune équation à coefficients dans un corps
réels de degré au plus g sur Q. De tels exemples ont été donnés dans [100].

2.2. Déformations cylindriques dans une adhérence d’orbite. Les Théorème 2.3 et 2.4 nous
fournissent également des outils à première vue élémentaires mais qui se révèleront extrê-
mement puissants pour explorer les sous-variétés affines. Soit M := (X, ω) un point dans
une sous-variété affineM de H(k1, . . . , kn) (on peut supposer queM = GL+(2,R) ·M). Afin
d’énoncer des résultats dans cette direction, rappelons d’abord quelques notions importantes
sur les surfaces plates. Un lien de selles (saddle connection) de M est un segment géodésique
dont les extrémités sont des points singuliers qui ne contient aucun point singulier à l’inté-
rieur. Un cylindre de M est une partie ouverte C isométrique à R × (0; h)/Z, où l’action de Z
est engendrée par (x, y) 7→ (x + w, y) pour un certain w > 0, et maximal par rapport à cette
propriété (i.e. C n’est pas proprement inclus dans un autre cylindre plus grand). On appelle
h la hauteur, et w la largeur de C, le rapport h/w est appelé module de C.

Par construction, C est une réunion des géodésiques fermées simples, parallèles et de même
longueur. On appelle n’importe quelle courbe dans cette famille l’âme de C, et la direction
de son vecteur d’holonomie la direction du cylindre. Il est facile de voir que chaque surface
de translation ne peut contenir qu’un nombre fini (borné par une constante dépendant des
données topologiques de sa strate) de cylindres dans une direction donnée.

La projection (localement isométrique) deR× (0; h) à C peut être prolongée par continuité
à une application deR× [0; h] dans M, on appellera les images deR×{0} et deR×{h} les bords
inférieur et supérieur de C. Chaque composante du bord de C est une réunion des liens de
selles parallèles aux géodésiques fermées contenues dans C. Notons que comme parties de
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M, les deux composantes de bord de C ne sont pas forcément disjointes, elles peuvent même
être égales. Si le feuilletage de M est périodique dans une direction θ, alors M se décompose
comme réunion de cylindres et de liens de selles dans cette direction. On dit aussi que M
admet une décomposition en cylindres dans la direction θ.

Supposons maintenant qu’on a sur M une famille de cylindres C := {C1, . . . ,Ck} dans
la direction horizontale. Si on applique simultanément l’une des matrices at :=

(
1 0
0 et

)
et

us :=
(

1 s
0 1

)
aux cylindres dans cette familles et on maintient le reste de la surface inchangé,

comme les bords de C1, . . . ,Ck ne sont pas affectés par ces matrices, on peut alors recoller les
cylindres transformés au reste de la surface pour obtenir de nouvelles surfaces, que l’on va
noter par aCt (M) et uCs (M) respectivement, qui appartiennent à la même strate.

twister

étirer

C

us(C)

at(C)

Figure 2. « Twister » et « étirer » un cylinder.

En combinant le Théorème 2.4 avec des résultats de Minsky-Weiss [77] et de Smillie-
Weiss [93], A. Wright obtient le résultat suivant

Théorème 2.11 (Wright [101]). Supposons que C contient tous les cylindres horizontaux de M.
Alors pour tout (t, s) ∈ R2, la surface uCs (aCt (M)) appartient aussi àM.

Par Théorème 2.4, on peut identifier TRMM à un sous-espace vectoriel de H1(X,Σ;R).
Par dualité, toute courbe fermée (cycle dans H1(X,Z)) peut être considérée comme un élé-
ment de (TRMM)∗. Rappelons également que l’image de TRMM par la projection naturelle
p : H1(X,Σ;R)→ H1(X,R) est symplectique par Théorème 2.6. Par conséquent, la dimension
de p(TRMM) doit être paire. Par une analyse fine des sous-espaces de H1(X,Σ;R) qui sont
en lien avec les actions de {at, t ∈ R} et {us, e ∈ R} sur les cylindres (horizontaux), Wright
démontre

Théorème 2.12 (Wright [101]). Soit

r :=
1
2

dimR p(TRMM).
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Alors il existe dansM une surface M = (X, ω) qui admet une décomposition en k cylindres dans la
direction horizontale telle que les âmes de ces cylindres engendrent un sous-espace de dimension r dans
(TRMM)∗. En particulier, on a k ≥ r. De plus, pour toute surface dansM admettant une décomposition
en cylindres dans la direction horizontale, les âmes de ces cylindres ne peuvent pas engendrer un
sous-espace de dimension plus grand que r dans (TRMM)∗.

À partir de ce résultat, Wright propose la définition suivante

Définition 2.13 ([101]). Le rang cylindrique d’une sous-variété affineM deH(k1, . . . , kn) est

rk(M) =
1
2

dimR p(TRM).

Notons que les strates H(k1, . . . , kn) sont de rang g, et une GL+(2,R)-orbite fermée est de
rang 1. Nous allons voir plus loin qu’il existe des sous-variétés affines de rang 1 qui ne sont
pas des orbites fermées.

Soit (X, ω) ∈ H(k1, . . . , kn) une surface de translation. Par des résultats classiques en théorie
de Teichmüller, nous savons qu’il existe une voisinage V ⊂ H(k1, . . . , kn) de (X, ω) tel que
pour tout (X′, ω′) ∈ V), il existe un homéomorphisme f : X→ X′ qui envoie l’ensemble des
zéros de ω sur celui de ω′ en respectant les ordres. Soit γ un lien de selles ou une géodésique
fermée sur (X, ω), on dit que γ persiste sur (X′, ω′) si f (γ) est homotope à un lien de selles
ou une géodésique fermée de (X′, ω′). Il est bien connu que pour tout lien de selles (resp.
géodésique fermée) γ, il existe un voisinageV tel que γ persiste sur toute surface dansV.

Définition 2.14 (Wright [101]). Soit M une sous-variété affine invariante, et M := (X, ω) une
surface contenue dans M. Soient C1,C2 deux cylindres sur (X, ω). On dit que C1 et C2 sont M-
parallèles ouM-équivalents s’ils sont parallèles sur (X, ω) et il existe un voisinage deV de (X, ω)
dans H(k1, . . . , kn) tel que pour tout (X′, ω′) ∈ M ∩ V, C1 et C2 persistent sur (X′, ω′) et sont
toujours parallèles.

Il existe une autre façon de définir cette notion de M-parallélisme. Rappelons que loca-
lement on peut identifier M à un ouvert d’un sous-espace vectoriel V de H1(X,Σ;R ⊕ ıR).
Comme V est défini par des équations linéaires à coefficients réels, on peut écrire V = VR⊕ıVR,
où VR := V∩H1(X,Σ;R). Soient c1, c2 deux courbes fermées simples dans C1 et C2 respective-
ment. Ces courbes représentent des cycles dans H1(X,Z). On peut donc les considérer comme
des éléments dans H1(X,Σ;R)∗ par dualité. Notons ηi l’élément de H1(X,Σ;R)∗ correspondant
à ci. La condition que C1 et C2 sontM-parallèles est alors équivalente à la propriété suivante :
il existe un réel λ tel que V est inclus dans ker(η1 − λη2).

L’intérêt de cette notion deM-parallélisme réside en partie dans le résultat suivant

Théorème 2.15 (Wright [101]). Soient M = (X, ω) une surface de translation contenue dans
une sous-variété affine invariante M. Supposons qu’il existe une famille maximale de cylindres
C = {C1, . . . ,Ck} qui sont deux-à-deuxM-parallèles. Alors pour tout (s, t) ∈ R2, la surface uCs (aCt (M))
est aussi incluse dansM.
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Ces résultats représentent des avancées extraordinaires de la thématique, ils permettent de
trouver des réponses aux questions jusqu’alors sans espoir. Néanmoins, ils ne nous donnent
pas à priori la liste des adhérences possibles, ou de déterminer avec précision l’adhérence
d’une GL+(2,R)-orbite donnée. Malgré ces progrès remarquables récents, la classification de
ses orbites reste un problème difficile et tout à fait d’actualité.

3. Classification en genre 2

En genre deux, la classification des sous-variétés affines a été résolue avant que les résultats
d’Eskin-Mirzakhani-Mohammadi ne soient annoncés par des travaux révolutionnaires de
C. McMullen 2 avec des contributions de M. Möller et K. Calta.

Rappelons qu’une 1-forme holomorphe sur une surface de Riemann de genre 2 a soit un
zéro double, soit deux zéros simples. L’espace des surfaces de translation en genre 2 contient
donc deux strates H(2) et H(1, 1). Il se trouve que toutes ces deux strates sont connexes, et
on a

dimCH(2) = 4, dimCH(1, 1) = 5.

On appelle ordre quadratique un anneau isomorphe à Z[x]/(x2 + bx + c), où b et c sont des
entiers. Comme les anneaux correspondant à deux polynômes unitaires dansZ[x] de même
discriminant sont isomorphes, les ordres quadratique sont classifiés par leur discriminant
D = b2

− 4c. On appellera un discriminant tout entier positif D congru à 0 ou à 1 modulo 4.
L’ordre quadratique associé à un discriminant D est noté par OD.

Dans sa classification des GL+(2,R)-orbites dans ΩM2, McMullen a mis en lumière une
classe spéciale de surfaces de translation qu’il appelle formes propres pour multiplication réelle
par OD. Rappelons qu’une variété abélienne est un quotient Cg/Λ, où Λ est un réseau iso-
morphe àZ2g muni d’une forme bilinéaire alternée (, ) telle que (u, v) ∈ Zpour tout (u, v) ∈ Λ2.
Cette forme bilinéaire est appelée la polarisation de la variété.

Soit A une variété abélienne de dimension 2. On dit que cette variété admet une multiplica-
tion réelle par OD s’il existe un sous-anneau de son anneau d’endomorphismes, auto-adjoint
par rapport à sa polarisation, isomorphe à OD qui n’est pas proprement inclus dans un autre
sous-anneau satisfaisant les même propriétés.

La jacobienne d’une surface de Riemann X est le quotient de l’espace dual de ses 1- formes
holomorphes par son groupe d’homologie, c-à-d.

Jac(X) := Ω(X)∗/H1(X,Z),

où Ω(X) est l’espace vectoriel des 1-formes holomorphes sur X. Elle est donc une variété
abélienne de dimension g(X), dont la polarisation est donnée par la forme d’intersection de
H1(X,Z).

2. En fait, la classification de McMullen n’est pas tout à fait complète, il manque encore la classification des
orbites de surfaces à petits carreaux dansH(1, 1).
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Supposons maintenant que X est une surface de Riemann de genre 2 et que Jac(X) admet
une multiplication réelle par OD. Par définition, les endomorphismes de Jac(X) sont des
endomorphismes du dual de l’espace des 1-formes holomorphes sur X. On a également une
action par dualité de OD sur Ω(X). Une forme propre pour une multiplication réelle en genre 2
est donc un couple (surface de Riemann, 1-forme holomorphe) telle que la jacobienne de la
surface admet une multiplication réelle par un certain anneau OD, et que la 1-forme est un
vecteur propre pour l’action duale de OD. Pour plus de détails sur les variétés abéliennes et
les multiplications réelles, nous renvoyons le lecteur aux articles de C.McMullen [67, 73].

D’une certaine façon, on peut voir les formes propres comme des surfaces de translation
avec des symétries « cachées ». Malgré leur définition quelque peu technique, il existe des
moyens simples pour en construire des exemples, car on a

Théorème 3.1 (McMulen [73], Th. 5.8.). Soit (X, ω) une surface de translation de genre deux. Si
le groupe de Veech SL(X, ω) de (X, ω) contient un élément hyperbolique Φ, alors (X, ω) est une forme
propre la multiplication réelle par un ordre quadratique OD tel que Q(

√
D) = Q(Tr(Φ)).

Pour un discriminant D fixé, on note par ΩED l’ensemble des couples (X, ω) ∈ ΩM2 qui
satisfont
• la jacobienne Jac(X) := Ω(X)∗/H1(X,Z) admet une multiplication réelle par OD,
• ω est un vecteur propre pour l’action duale de OD sur Ω(X).

On note également ΩED(2) et ΩED(1, 1) les intersections de ΩED avec les strates H(2) et
H(1, 1) respectivement. Dans [73], McMullen démontre

Théorème 3.2 (McMullen [73] Th.4.1.). Pour tout discriminant D ≥ 4, ΩED est une sous-variété
connexe de dimension complexe 3 de ΩM2. L’ensemble E2 des formes propres pour une multiplication
réelle dans ΩM2 est donc la réunion disjointe de ces sous-variétés

E2 =
⊔
D≥4

ΩED.

Théorème 3.3 (McMullen [73] Th.1.2). Soit Z = GL+(2,R) · (X, ω) une adhérence d’orbite de
surface de translation dans ΩM2. Alors, on a exactement une des situations suivantes

(1) Z = GL+(2,R) · (X, ω), dans ce cas Z est une orbite fermée incluse dans un des lieux ΩED

qui se projette sur une courbe de Teichmüller dansM2.

(2) (X, ω) est une forme propre par une multiplication réelle, mais Z n’est pas une orbite fermée.
Dans ce cas, il existe un discriminant D tel que Z = ΩED.

(3) (X, ω) ∈ H(2) n’est pas une forme propre. Dans ce cas Z = H(2).

(4) (X, ω) ∈ H(1, 1) n’est pas une forme propre. Dans ce cas Z = H(1, 1) ∪H(2) = ΩM2.

Ces résultats sont les fruits d’une formidable combinaison des techniques provenant de
différents domaines : géométrie algébrique complexe, topologie de surfaces et dynamique
des feuilletages mesurés, théorie de Ratner sur l’action des groupes unipotents dans des
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espaces homogènes etc... Notons dans le même article [73], McMullen obtient aussi une
classification des mesures de probabilité invariantes par SL(2,R) dans ΩM2.

Dans [17] K. Calta donne une autre caractérisation plus géométrique des formes propres
pour une multiplication réelle indépendamment des travaux de McMullen. Elle introduit
une classe de surfaces dites complètement périodiques qui vérifient la condition suivante : s’il
existe une géodésique fermée dans une direction donnée, alors le flot directionnel dans cette
direction est périodique. Cette classe contient les surfaces de Veech (voir Théorème 1.5). Il
ressort des résultats de Calta [17] que dans le cas de genre 2, être une forme propre pour une
multiplication réelle est équivalent à être complètement périodique.

Les Théorèmes3.2 et 3.3 donnent la liste complète des adhérences de GL+(2,R)-orbites de
dimension (complexe) au moins 3 dans ΩM2. Pour les orbites fermées (celles qui sont de
dimension 2) dansH(2), McMullen prouve

Théorème 3.4 (McMulen [69]). Toute GL+(2,R)-orbite fermée est incluse dans un des lieux ΩED(2).
Soit D ≥ 5 un discriminant. Si D ≡ 0, 4, 5 mod 8 ou D = 9, alors ΩED(2) contient une seule orbite
fermée. Si D ≡ 1 mod 8 et D , 9, alors on a deux orbites fermées, distinguées par l’invariant spin.

Pour obtenir ce résultat McMullen analyse les directions périodiques des formes propres,
et les encode par des familles d’entiers dépendant du discriminant appelés prototypes. Il
introduit ensuite un algorithme (appelé Butterfly move) pour passer d’un prototype à d’autres
prototypes sur la même orbite. Grâce à cette combinatoire et en utilisant des arguments
de théorie des nombres entre autres, il obtient que pour chaque valeur de D la famille
des prototypes a au plus deux classes d’équivalence. Pour des valeurs de D telles que
D ≡ 0, 4, 5 mod 8, par des arguments combinatoires explicites, McMullen montre qu’en
fait il y a une seule classe d’équivalence de prototypes, ce qui montre immédiatement que
le lieu ΩED(2) contient une seule GL+(2,R)-orbite. Pour le cas D ≡ 1 mod 8, il y a une
obstruction numérique qui interdit toute opération Butterfly-move qui connecte les deux
classes d’équivalence de prototypes. Pour traiter ce cas, McMullen introduit un invariant
spin qui permet de montrer que ΩED(2) contient au moins deux GL+(2,R)-orbites. On peut
donc conclure que pour ces valeurs de D, ΩED(2) contient exactement deux GL+(2,R)-orbites.
Notons qu’une partie de ce résultat est également prouvée par une autre méthode par Hubert
et Lelièvre [45].

Enfin, pour les orbites fermée dansH(1, 1) on a

Théorème 3.5 (McMullen [71]). Si Z = GL+(2,R) · (X, ω) est une orbite fermée dans H(1, 1) et
(X, ω) n’est pas une surface à petits carreaux, alors Z est l’orbite de la surface obtenue à partir d’un
décagone régulier dans le plan en recollement les paires de côtés opposés. En particulier, il y a une
seule orbite fermée dansH(1, 1) qui n’est pas engendrée par une surface à petits carreaux.
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Pour montrer ce théorème, McMullen utilise de façon cruciale un résultat de M.Möller [79]
sur les images des singularités (i.e. les zéro de la 1-forme) d’une surface de Veech par l’ap-
plication de Jacobi. La classification des GL+(2,R)-orbites dans ΩM2, à l’exception de celles
des surfaces à petits-carreaux, est donc complète.

4. Variétés Prym et formes propres en genre 3,4,5

Dans [72], McMullen généralise la notion de forme propre pour une multiplication réelle et
montre que des analogues de ces formes propres existent aussi en genre 3,4,5. Il en déduit
l’existence de nouvelles familles de GL+(2,R)-orbites fermées primitives, i.e. les surfaces de
Veech qui les engendrent ne sont pas des revêtements ramifiés des surfaces de Veech de genre
plus petit.

Pour être plus précis, on appelle une forme Prym une surface de translation (X, ω) telle qu’il
existe une involution ρ de X qui satisfait ρ∗ω = −ω. Soit (X, ω, ρ) un triplet où (X, ω) est une
surface de translation et ρ une involution de X comme ci-dessus, la variété Prym associée à ρ
est définie par

Prym(X, ρ) := (Ω−(X, ρ))∗/H−1 (X,Z),

où Ω−(X, ρ) = {η ∈ Ω(X) |ρ∗η = −η}, et H−1 (X,Z) = {c ∈ H1(X,Z) : ρ(c) = −c}. Il s’agit donc
d’une sous-variété abélienne de la la jacobienne de X. Fixons un genre g ≥ 2. Pour tout
discriminant D, on note par ΩED l’ensemble des couples (X, ω) ∈ ΩMg tels que
• il existe une involution ρ : X→ X telle que ρ∗ω = −ω,
• la variété Prym(X, ρ) est dimension 2 et admet une multiplication réelle par l’ordre

quadratique OD,
• ω est un vecteur propre pour l’action duale de OD sur Ω−(X, ρ).
On appelle les éléments de ΩED des formes propres de la variété Prym pour une multipli-

cation réelle par OD, ou plus simplement des formes propres de la variété Prym. Notons
que dans cette définition, l’involution ρ n’est pas forcément unique. En revanche, une fois
que l’involution ρ est donnée, il existe un unique discriminant D tel que Prym(X, ρ) admet
une multiplication réelle par OD. Notons que pour les surfaces de genre deux, ρ doit être
l’involution hyperelliptique, et Prym(X, ρ) est en fait la jacobienne Jac(X).

Par la formule Riemann-Hurwitz, il est aisé de voir que la condition dim Ω−(X, ρ) =

dim Prym(X, ρ) = 2 implique que 2 ≤ g(X) ≤ 5. Par conséquent, les formes propres de la
variété Prym ne pourraient exister que dans ΩMg pour g ∈ {2, 3, 4, 5}.

Par la suite, pour tout κ = (k1, . . . , kn), on va noter par ΩED(κ) l’intersection de ΩED avec la
strateH(κ). SiH(κ) a plusieurs composantes, on rajoute l’un des exposants « hyp », « odd »,
« even » pour indiquer l’intersection de ΩED avec la composante correspondante. Dans [72],
McMullen démontre
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Théorème 4.1 (McMullen [72]). Pour tout discriminant D, le lieu ΩED est un fermé et invariant
par GL+(2,R) de ΩMg.

Pour g ∈ {2, 3, 4}, ΩED(2g − 2) est une réunion finie de GL+(2,R)-orbites fermées primitives.

Remarque 4.2. Par Riemann-Hurwitz, on montre facilement que ΩED(2g − 2) est vide si g = 5.

4.1. Classification des GL+(2,R)-orbites dans les lieux ΩED(2g − 2).
En utilisant un résultat similaire au Théorème 3.1 (voir [72, Th.3.5]), McMullen montre
qu’il existe des familles infinies de GL+(2,R)-orbites fermées primitives dans les strates
H(2),H(4),H(6) (cf. [72, Th.1.1]). Ces orbites sont engendrées par des formes propres Prym
dont le groupe de Veech contient un élément hyperbolique. Par construction, ces formes
propres appartiennent à un des lieux ΩED(2g − 2), g ∈ {2, 3, 4}. Par Théorème 4.1, on en
déduit que leur GL+(2,R)-orbites sont fermées, et ces formes propres sont donc des surfaces
de Veech. Si la trace de l’élément hyperbolique en question est un nombre réel quadratique
sur Q, alors la surface de Veech obtenue est primitive. Notons que pour trouver des surfaces
dont le groupe de Veech contient un élément hyperbolique, on a une construction standard
due à Thurston, qui consiste a construire une surface plate à partir de deux familles de
courbes fermée simples. Par construction, le groupe de Veech de la surface contient deux
éléments paraboliques dont le produit donne un élément hyperbolique.

La classification des GL+(2,R)-orbites dans ΩED(2) était obtenue par McMullen (cf. Théo-
rème 3.4). Pour les orbites dans ΩED(4) et ΩED(6), dans une collaboration avec E. Lanneau,
nous avons montré.

Théorème i (Lanneau-N. [56]). Les lieux ΩED(4) sont deux à deux disjoints. Pour tout discriminant
D ≥ 8, on a

(1) ΩED(4) est vide si D ∈ {9, 16} ou si D ≡ 5 mod 8.

(2) ΩED(4) contient une seule GL+(2,R)-orbite si D ≡ 0, 4 mod 8 et D , 16.

(3) ΩED(4) contient deux GL+(2,R)-orbites si D ≡ 1 mod 8 et D , 9.

Pour obtenir ce résultat nous analysons les décompositions en cylindres des surfaces
dans ΩED(4). Nous montrons qu’à chaque décomposition en cylindres on peut associer une
famille de paramètres entiers appelée prototype. Nous généralisons ensuite l’algorithme de
McMullen pour passer d’un prototype à d’autres prototypes sur la même orbite. En suivant
la même stratégie que McMullen, nous réussissons à montrer qu’il existe une ou deux classes
d’équivalence de prototypes. Dans le cas où il y a une seule classe d’équivalence, on en
déduit immédiatement qu’il existe une seule orbite. Lorsqu’il y a deux classes d’équivalence
le problème est un peu plus délicat car il se peut que ces deux classes appartiennent à la
même orbite. Néanmoins, dans ce cas nous avons trouvé un invariant de parité (dansZ/2Z)
qui nous permet de conclure qu’il y a exactement deux orbites. Notons que cet invariant n’est
pas de même nature que celui utilisé par McMullen distinguer les orbites dans ΩED(2). Par
une stratégie similaire, nous avons obtenu une classification partielle pour ΩED(6).
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Théorème ii (Lanneau-N. [56]). Pour tout discriminant D ≥ 5 et D , 9, le lieu ΩED(6) est
non-vide et contient au plus 2 GL+(2,R)-orbites. Si de plus D est impair, alors ΩED(6) contient une
seule GL+(2,R)-orbite.

Pour des valeurs paires de D, la principale difficulté qui nous a empêché de trouver le
nombre exact d’orbites dans ΩED(6) est qu’il est impossible d’utiliser l’algorithme « Butterfly
move » de McMullen pour connecter les deux classes d’équivalence de prototypes. Pourtant,
dans tous les exemples que nous avons considérés, nous trouvons toujours une seule orbite.
En utilisant une méthode alternative, nous pouvons enfin prouver

Théorème iii (Lanneau-N. [60]). Pour tout discriminant D ≥ 5 et D , 9, ΩED(6) est non-vide et
contient une seule GL+(2,R)-orbite.

Rappelons que la projection d’une GL+(2,R)-orbite fermée dans l’espace de modulesMg

est une courbe de Teichmüller. Pour les orbites dans ΩED(2g− 2), g = 2, 3, 4, on peut réaliser
ces courbes de Teichmüller comme des courbes immergées dans les surfaces modulaires de
Hilbert. On peut alors utiliser les techniques de géométrie algébrique complexe pour calculer
leur caractéristique d’Euler orbifold. Pour ΩED(2) ces calculs ont été faits par Bainbridge
dans [9], pour ΩED(4) et ΩED(6) ils ont été faits par Möller dans [82]. Les nombres de points
d’orbifolds et leur ordre ont été calculés par Mukamel [84] pour les courbes engendrées par
ΩED(2), et par Torres-Teigell et Zachhuber [95] pour les courbes engendrées par ΩED(4).

4.2. Classifications dans les lieux formes propres de dimension 3.
Les lieux de formes propres Prym ΩED(κ) sont des exemples de sous-variétés affines de
H(κ) qui ne sont pas obtenues par revêtements ramifiés des sous-variétés affines dans des
espaces de surfaces de (demi)-translation de genre plus petit. Dans un certain sens, elles sont
« primitives ». Jusqu’à présent, ce sont les seuls exemples de ce type de sous-variétés affines
que l’on connaisse en dehors des GL+(2,R)-orbites fermées 3.

Dans le cas dimCΩED(κ) = 3, le lieu ΩED(κ) peut être réalisé comme un C∗-fibré sur
un ouvert dense d’une certaine surface modulaire de Hilbert (voir [73, Sect. 4]). La liste des
stratesH(κ) dont l’intersection avec ΩED donne des sous-variétés de dimension 3 est donnée
dans [58, Tab. 1]. En genre 2, dim ΩED(κ) = 3 si et seulement si κ = (1, 1). La classifcation de
ces sous-variétés affines est incluses dans la classification de McMullen (cf. Théorème 3.2).

En genre 3, dim ΩED(κ) = 3 si κ ∈ {(2, 2)odd, (2, 1, 1)}. Dans [59], nous avons obtenu

Théorème iv (Lanneau-N. [59]). Pour κ ∈ {(2, 2)odd, (2, 1, 1)}, et tout discriminant D ≥ 8, on a

(1) si D ≡ 0, 4 mod 8, alors ΩED(κ) est non-vide et connexe.

(2) si D ≡ 1 mod 8, alors ΩED(κ) est non-vide et a deux composantes.

(3) si D ≡ 5 mod 8, alors ΩED(κ) est vide.

3. Tout récemment, un exemple de souvariété affine primitive de rang deux en genre 4 a été trouvé par
McMullen-Mukamel-Wright [76]
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De plus, si D1 , D2, alors ΩED1(κ) ∩ΩED2(κ) = ∅.

Pour obtenir cette classification, on démontre qu’à l’exception de deux cas D = 9 et D = 16,
il est toujours possible de déformer une forme propre dans ΩED(2, 2)odd ou ΩED(2, 1, 1) à
une forme propre dans ΩED(4) en contractant des liens de selles invariants par l’involution
Prym. On se sert ensuite du Théorème i pour conclure. Cette analyse nous a conduit à la
découverte de l’existence des variétés affines ΩE9(κ) et ΩE16(κ), κ ∈ {(2, 2)odd, (2, 1, 1)}, alors
que ΩE9(4) et ΩE16(4) n’existent pas.

Nous nous sommes également intéressés aux GL+(2,R)-orbites dans ces sous-variétés.
Dans [58], nous démontrons

Théorème v (Lanneau-N. [58]). Soit (X, ω) une forme propre dans ΩED(κ), κ ∈ {(2, 2)odd, (2, 1, 1)}.
Alors soit GL+(2,R) · (X, ω) est une orbite fermée, soit elle est dense dans une des composantes de
ΩED(κ).

Théorème vi (Lanneau-N. [58]). Si D n’est pas un carré, alors ΩED(κ), κ ∈ {(2, 2)odd, (2, 1, 1)}
contient au plus un nombre fini de GL+(2,R)-orbites fermées.

Ces deux résulats sont obtenus sans utilisations des résultats d’Eskin-Mirzakhani-Mohammadi.
Théorème v est bien évidemment un cas particulier du Théorème 2.4. Son intérêt tient au fait
qu’il est obtenu par des arguments plutôt élémentaires et en utilisant des propriétés géomé-
triques de formes propres Prym (voir Section 4.3). Théorème vi est la suite du Théorème v
puisqu’une une partie importante de sa preuve repose sur les arguments du dernier.

Théorème vi généralise un résultat de McMullen [70, Th.1.1] concernant la finitude des
orbites fermées dans ΩED(1, 1). Une nouveauté dans le cas de genre 3 par rapport au celui
de genre 2 est que par Théorème 3.5 ΩED(1, 1) ne contient aucune orbite fermée si D n’est
pas un carré et D , 5. Tandis que dansH(2, 2)odd on peut montrer qu’il existe une infinité de
valeurs de D, qui ne sont pas des carrés, telles que ΩED(2, 2)odd contient au moins une orbite
fermée (voir [58, Appendice A]).

D’après Définition 2.13, les lieux ΩED(κ) sont des sous-variétés affines de rang un. Rap-
pelons d’abord que si (X, ω) est un point dansH(κ), alors un voisinage de (X, ω) dansH(κ)
s’identifie à H1(X,Σ;R ⊕ ıR), où Σ est l’ensemble des zéros de ω. On a également une pro-
jection naturelle p : H1(X,Σ;R ⊕ ıR) → H1(X;R ⊕ ıR). Supposons maintenant que (X, ω) est
inclus dans une sous-variété affine de rang un M. Alors, il existe un sous-espace vectoriel
V ⊂ ker p ⊂ H1(X,Σ;R ⊕ ıR) définie par des équations linéaires à coefficients réels tel qu’un
voisinage de (X, ω) dans M peut s’identifier à un produit B × U, où B est un voisinage de
Id dans GL+(2,R), et U est un voisinage de 0 dans V. Si dans cette carte locale (X, ω) s’iden-
tifie à (Id2, 0), alors pour tout vecteur v ∈ U, (Id2, v) correspond à une surface (X′, ω′) qui a
les mêmes périodes absolues que (X, ω), mais les périodes relatives sont modifiées par des
fonctions linéaires de v.
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En fixant une numérotation des zéros de ω, on peut alors écrire (X′, ω′) = (X, ω) + v. Il est
clair que pour tous v1, v2 ∈ U tels que v1 + v2 ∈ U, on a

((X, ω) + v1) + v2 = ((X, ω) + v2) + v1 = (X, ω) + (v1 + v2).

Ainsi, on obtient une action locale de Ck, où k = dimCV, surM. Les orbites de cette action
nous donnent un feuilletage deM appelé le feuilletage noyau (kernel foliation). Dans les cartes
locales par les applications de périodes, les feuilles de ce feuilletage sont des translatés affines
d’un sous-espace de dimension k de ker p. Notons que par définition, les surfaces appartenant
à la même feuille ont les mêmes périodes absolues.

Après que les Théorèmes 2.3,2.4, 2.10 sont annoncés, dans une collaboration avec Erwan
Lanneau et Alex Wright, nous avons montré une généralisation du Théorème vi dans le
contexte général de sous-variétés affines de rang un.

Théorème vii (Lanneau-N.-Wright [61]). Soit M une sous-variété affine de rang 1. Si le corps
de définition affine deM n’est pas Q, alorsM ne contient qu’un nombre fini de GL+(2,R)-orbites
fermées.

Pour prouver ce théorème, nous montrons que sous l’hypothèse sur le corps de définition
affine, les surfaces de Veech (celles qui engendrent des orbites fermées) ne peuvent pas
être denses dans M. La preuve de ce fait repose sur l’action locale de Ck sur les feuilles
du feuilletage noyau, et un théorème d’Eskin-Mozes-Oh sur des ensembles algébriques de
GL(m,k). Nous utilisons enfin Théorème 2.5 pour conclure.

Pour clôturer cette partie, notons que les feuilletages noyaux présentent des dynamiques
très riches. Les études de ces feuilletages dans différents contextes ont été réalisées par
plusieurs auteurs (voir [74, 39, 41, 16]). Signalons également que d’autres résultats de finitude
des GL+(2,R)-orbites fermées ont été prouvés dans [11, 66, 12, 38] entre autres.

4.3. Caractérisations géométrique et dynamique des formes propres Prym.
Dans [17], K.Calta donne des caractérisations géométrique et dynamique des formes propres
en genre 2. Elle propose notamment

Définition 4.3. Soit (X, ω) une surface de translation. On dit que (X, ω) est complètement pério-
dique si le feuilletage dans la direction de tout cylindre est périodique. Autrement dit, s’il existe une
géodésique régulière fermée dans une direction θ ∈ RP1, alors la surface se décompose en cylindres
dans cette direction.

Les surfaces de Veech sont des exemples de surfaces complètement périodiques. Il existe
des surfaces complètement périodiques qui ne sont pas Veech.

La périodicité du feuilletage dans une direction donnée est équivalente à la périodicité
de l’application du premier retour sur un intervalle transversal. Il est souvent instructif
de considérer l’échange d’intervalles associé au feuilletage. Un indicateur pour détecter la
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périodicité d’un échange d’intervalles est son invariant SAF (SAF est une abréviation de
Sah-Arnoux-Fathi). Il s’agit d’un élément de l’espace R ∧Q R. Afin de donner sa définition,
rappelons qu’associés à tout échange d’intervalles f : I → I, on a une décomposition de
I en réunion disjointe de sous-intervalles semi-ouverts {Ii = [ai, bi), i ∈ A} et un vecteur
t = {ti, i ∈ A} ∈ R|A| tels que pour tout x ∈ Ii, f (x) = x + ti. L’invariant SAF de f est alors
défini par

SAF( f ) :=
∑
i∈A

|Ii| ∧Q ti ∈ R ∧Q R

Cet invariant est additif au sens suivant : si l’échange d’intervalles se scinde en 2 échanges
d’intervalles dont les supports sont disjoints, alors son invariant SAF est la somme des deux
invariants SAF correspondants. De plus, il est invariant par l’induction de Rauzy, ce qui
donne un sens à l’invariant SAF du feuilletage dans la direction verticale sur une surface de
translation. Dans [3], Arnoux montre que si l’échange d’intervalles est périodique, alors son
SAF-invariant s’annule. La réciproque est généralement fausse, sauf pour les cas où on a un
échange de deux ou trois intervalles.

Dans [51] R.Kenyon et J.Smillie proposent un autre invariant pour les surfaces de transla-
tion appelé l’invariant J. Pour toute surface de translation J(X, ω) est un élément deR2

∧QR
2

défini de manière suivante : soit P un polygone dans le plan R2 avec une origine fixée dont
les sommets x1, . . . , xm sont numérotés dans le sens des aiguilles. Soit −→v i le vecteur donnant
la position de xi. On définit J(P) := −→v 1 ∧

−→v 2 +−→v 2 ∧
−→v 3 + · · ·+−→v m ∧

−→v 1. Supposons que (X, ω)
admet une présentation comme une surface obtenue par le recollements des paires de côtés
(parallèles et de même longueur) d’une famille de polygones P1, . . . ,Pk, l’invariant J(X, ω) est
alors

J(X, ω) =

k∑
i=1

J(Pi) ∈ R2
∧Q R

2.

Notons que J(X, ω) ne dépend pas de la présentation polygonale de (X, ω). Il s’avère que la
projection

Jxx : R2
∧Q R

2
→ R ∧Q R( a

b
)
∧Q

( c
d
)
7→ a ∧ c

envoie le J-invariant de (X, ω) sur l’invariant SAF de son feuilletage dans la direction verticale.

Définition 4.4. Soit θ une direction dansRP1. On dit que θ est une direction homologique de (X, ω)
s’il existe un cycle γ ∈ H1(X,Z) tel que v :=

∫
γ
ω est un vecteur non-nul dans la direction θ.

Dans [18] Calta et Smillie proposent la définition suivante

Définition 4.5. On dit que (X, ω) est complètement algébriquement périodique, si l’invariant SAF
du feuilletage dans toute direction homologique est nul.

Ils démontrent également
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Théorème 4.6 (Calta-Smillie [18]). Supposons de le groupe de Veech d’une surface de translation
(X, ω) contient un élément hyperbolique Φ. Alors, (X, ω) est complètement algébriquement périodique,
et quitte à renormaliser par GL+(2,R), l’ensemble de ses directions homologiques est KP1, où K =

Q(Tr(Φ)).

Dans [68], McMullen introduit un autre invariant appelé le flux galoisien pour les échanges
d’intervalles f comme plus haut tels que ti ∈ K, pour tout i ∈ A, où K est corps quadratique
sur Q (on dit alors que f est défini sur K). Pour tout t ∈ K, notons t′ son conjugué galoisien,
le flux galoisien de f est défini par

flux( f ) :=
∑
i∈A

|Ii|t′i ∈ R.

Notons que flux( f n) = nflux( f ). Par conséquent, si f est périodique, alors flux( f ) = 0. Suppo-
sons que

∫
γ
ω ∈ K(ı) pour tout γ ∈ H1(X,Z). De la même façon que l’invariant SAF, on peut

définir l’invariant flux pour le feuilletage dans toute direction homologique de (X, ω). Dans
ce cas, il n’est pas difficile de montrer que si l’invariant flux est nul, alors l’invariant SAF est
nul aussi. Dans [68], McMullen démontre

Théorème 4.7 (McMullen [68]). Si (X, ω) est une forme propre Prym pour une multiplication réelle
parOD, alors l’invariant flux du feuilletage dans toute direction homologique est nul. Par conséquent,
(X, ω) est complètement algébriquement périodique.

Le théorème suivant découle des résulats de [17]

Théorème 4.8 (Calta). Soit (X, ω) une surface de translation de genre 2. Alors (X, ω) est complète-
ment périodique si et seulement si elle est complètement algébriquement périodique. Dans ce cas, elle
est aussi une forme propre pour une multiplication réelle.

Dans [57], nous généralisons ce résultat aux formes propres en genre 3, 4, 5. Nous considé-
rons tous les lieux de formes propres ΩED(κ) qui sont des sous-variétés affines de dimension
3. Il se trouve que dans ce cas ΩED(κ) est inclus dans une sous-variété affine Q̃(κ′) de di-
mension 5 constituée des surfaces de translation qui sont des revêtements doubles de formes
quadratiques.

Théorème viii (Lanneau-N. [57]). Soit (X, ω) une surface de translation contenue dans un des
lieux Q̃(κ′) de dimension 5 comme ci-dessus. Alors (X, ω) est une forme propre Prym si et seulement
si (X, ω) est complètement algébriquement périodique, et quitte à renormaliser par une matrice dans
GL+(2,R), l’ensemble des directions homologiques de (X, ω) est KP1, où K est corps réel de degré au
plus 2 sur Q.

Théorème ix (Lanneau-N. [57]). Soit (X, ω) une surface de translation contenue dans un des lieux
Q̃(κ′) de dimension 5 comme ci-dessus. Si (X, ω) est complètement algébriquement périodique, alors
(X, ω) est complètement périodique.
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Corollaire 4.9. Si (X, ω) est une forme propre dans un des lieux Q̃(κ′) comme ci-dessus. Alors (X, ω)
est complètement périodique.

Remarque 4.10. Corollaire 4.9 est un cas particulier d’un résultat plus général de A. Wright [101],
qui est obtenu par une autre méthode.

Les Théorèmes viii et ix sont obtenus par une étude minutieuse des applications de premier
retour des feuilletages dont l’invariant SAF est nul. Comme les surfaces que l’on considère
sont des revêtements des formes quadratiques, un outil efficace pour analyser ces applications
est les involutions linéaires introduites par Danthony et Nogueira [22] et étudiées en détail
par Boissy et Lanneau [14] (voir aussi [8]). Dans cette situation, on a des involutions linéaires
qui permutent au plus 6 intervalles. On peut définir l’invariant SAF pour ces involutions en
utilisant l’échange d’intervalles qui leur est associé.

En combinant des résultats d’Arnoux [3] et de Boshernitzan [15], on démontre que si
l’invariant SAF est nul, les longueurs des intervalles permutés engendrent un espace de
dimension 2 sur Q, et il existe une orbite périodique, alors l’involution linéaire en question
est périodique. Théorème ix est une conséquence directe de ce résultat.

Pour montrer Théorème viii, on utilise d’abord Théorème ix, et le fait que les propriétés
d’être une forme propre et d’être complètement algébriquement périodique sont préservées
par l’action locale du feuilletage noyau. Pour montrer qu’une forme propre est complètement
algébriquement périodique, il suffit de trouver dans sa feuille du feuilletage noyau une
surface stabilisée par une matrice hyperbolique. On applique ensuite du Théorème 4.6 pour
conclure. La réciproque est déjà connue par Théorème 4.7.

Par une extension des techniques mentionnées plus haut, nous obtenons également le
résultat suivant

Théorème x (Lanneau-N. [57]). Soit (X, ω) une surface de translation dans la composante hy-
perelliptique Hhyp(4) de H(4). Si (X, ω) est complètement algébriquement périodique, alors elle
est complètement périodique. En particulier, il existe des surfaces complètement périodiques dont
GL+(2,R)-orbite est dense dansHhyp(4).

Théorème x implique que d’être complètement périodique n’est pas une condition fermée
en général.

4.4. Groupes de Veech des formes propres.
Dans [68], McMullen démontre

Théorème 4.11 (McMullen [68]). Soit (X, ω) une forme propre par multiplication réelle dans ΩM2.
Alors, l’ensemble limite de son groupe de Veech SL(X, ω) est soit vide, soit un point, soit tout le cercle
∂∞H.

Dans [57], nous généralisons ce résultat aux formes propres dans certaines strates en genre
plus grand
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Théorème xi (Lanneau-N. [57]). Soit (X, ω) une forme propre Prym dans une des strateH(1, 1, 2)
(genre 3),H(4, 1, 1) (genre 4),H(4, 4)even (genre 5). Alors l’ensemble limite de SL(X, ω) est soit vide,
soit un point, soit tout le cercle ∂∞H.

Ce théorème découle aussi d’une analyse minutieuse des applications du premier retour
des feuilletage dans les directions homologiques de (X, ω). Par des contraintes topologiques,
on ne peut pas avoir la même conclusion pour les formes propres dans les autres strates.
Notons que des exemples de surfaces dont le groupe de Veech est infiniment engendré sont
aussi trouvés par Huber et Schmidt dans [47].

Rappelons que les surfaces de Veech (celles dont la GL+(2,R)-orbite est un fermé dans
sa strate) satisfont la propriété dite dichotomie de Veech suivante : le feuilletage dans toute
direction est soit périodique, soit uniquement ergodique (c-à-d. il existe une unique mesure
transverse invariante à une constante multiplicative près). Un feuilletage uniquement er-
godique est forcément minimal (i.e. toute feuille est dense dans la surface). On dit qu’une
surface de translation satisfait la dichotomie de Veech topologique si le feuilletage dans toute
direction est soit périodique, soit minimal. En poussant un peu plus loin notre analyse, nous
avons obtenu également

Théorème xii (Lanneau-N.[57]). Il existe des formes propres dans H(1, 1, 4) et H(4, 4)even qui
satisfont la dichotomie de Veech topologique sans être des surfaces de Veech.

Des exemples de surfaces satisfaisant la dichotomie de Veech topologique sans être des
surfaces de Veech ont été trouvés dans [21]. Ces exemples sont des revêtements doubles
des surfaces de Veech en genre 2 ramifiés au-dessus des points singuliers et un point de
connexion apériodique. Un point de connexion sur une surface de translation est par définition
un point tel que tout segment géodésique joignant ce point à une singularité est inclus dans
un lien de selles. Un point de connexion est dit apériodique si son orbite par le groupe de Veech
est infini. Les exemples dans Théorème xii ne sont pas obtenus de cette façon. Ils constituent
donc une nouvelle famille d’exemples de telles surfaces.

5. Sous-variétés affines de rang deux en genre 3

5.1. Surfaces génériques dans la composante hyperelliptiqueHhyp(4).
L’une des innovations de McMullen dans sa classification des adhérences d’orbites en genre
deux consiste à décomposer les surfaces de translation de genre 2 en sommes connexes de
cylindres et de tores troués joints par des liens de selles parallèles. Cela lui permet d’appliquer
un théorème de Ratner sur la classification des orbites par l’action du groupe {

(
1 ∗
0 1

)
} sur les

espaces homogènes de types SL(2,R)m
×Rn/SL(2,Z)m

×Zn.
Cette technique a été reprises par Hubert, Lanneau et Möller pour montrer l’existence des

surfaces génériques dans le lieux L ⊂ H(2, 2)odd. Rappelons que le lieu L est constitué des
couples (X, ω) ∈ H(2, 2)odd dont la surface X est hyperelliptique, et les deux zéros de ω sont
fixés par l’involution hyperelliptique.
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D’après les résultats de McMullen (cf. Théorème 3.1) si le groupe de Veech d’une surface
de genre deux contient un élément hyperbolique, alors cette surface est une forme propre, et
son orbite par GL+(2,R) ne peut pas être dense dans sa strate. Dans [42, 43] Hubert-Lanneau-
Möller ont montré que contrairement au cas de genre 2, il existe des surfaces dans ce lieu
L dont le groupe de Veech contient des éléments hyperboliques (notamment les surfaces
d’Arnoux-Yoccoz), mais leur orbite par GL+(2,R) est dense dans L.

Inspiré de ces résultats, dans [86], j’ai essayé d’appliquer la même technique aux surfaces
dans la composante hyperelliptiqueHhyp(4) deH(4). Il se trouve que dans cette composante,
grâce à l’existence de l’involution hyperelliptique, on peut décomposer toute surface en
réunion de parallélogrammes et de cylindres par des liens de selles selon un unique modèle.
Notons que les de selles en question ne sont pas forcément parallèles. En rajoutant une
hypothèse de parallélisme sur ces liens de selles, j’ai trouvé une condition suffisante pour
qu’une surface dans Hhyp(4) soit générique (i.e. son orbite par GL+(2,R) est dense dans
H

hyp(4)). Bien que cette condition ne soit satisfaite que par un ensemble de surfaces de
mesure nulle dansHhyp(4), elle m’a permis néanmoins de prouver

Théorème xiii (N. [86]). Soit (X, ω) une surface dansHhyp(4). Si (X, ω) admet une décomposition
en 3 cylindres dans la direction horizontale telle que les modules des cylindres sont indépendants sur
Q, alors (X, ω) est une surface générique.

Il existe des surfaces génériques dansHhyp(4) avec des périodes dans K(ı), où K est un corps réel
quadratique sur Q.

Il existe des surfaces génériques dans Hhyp(4) dont le groupe de Veech contient des éléments
hyperboliques Φ tels que Q(Tr(Φ)) est un corps cubique sur Q.

Notons que d’après les Théorèmes 4.6 et x, si (X, ω) ∈ Hhyp(4) et SL(X, ω) contient des
éléments hyperboliques, alors (X, ω) est complètement périodique. Théorème xiii implique
qu’il existe des surfaces génériques complètement périodiques dansHhyp(4).

5.2. Classification des sous-variétés affines de rang 2.
Depuis les résultats d’Eskin-Mirzakhani-Mohammadi [32, 33] et les contributions d’Avila-
Eskin-Möller [6], Wright [100, 101], et Filip [34, 35] nous avons désormais des outils très
puissants pour attaquer la classification des adhérences de GL+(2,R)-orbites. Dans une col-
laboration avec Alex Wright, en se servant de ces résultats généraux, nous avons montré

Théorème xiv (N.-Wright [90]). SoitO := GL+(2,R)·(X0, ω0) une GL+(2,R) orbite dansHhyp(4).
Alors, soit O est une orbite fermée, soit elle est dense dansHhyp(4).

SoitM := O l’adhérence de O dans Hhyp(4). Par les Théorèmes 2.4 et 2.6, on sait queM
est une sous-variété affine de dimension paire de Hhyp(4). Comme dimCHhyp(4) = 6, on a
d := dimCM ∈ {2, 4, 6}. Si d = 2, on aM = O, et O est une orbite fermée. Si d = 6, alors par
connexitéM = Hhyp(4), ce qui veut dire que O est dense dansHhyp(4). Donc, pour montrer
ce théorème, il suffit d’éliminer le cas d = 4.
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Supposons par absurde que dimCM = 4. On se place maintenant à un point (X, ω) ∈ M
représenté par une surface admettant une décompositions en cylindres dans la direction
horizontale (on dit aussi que (X, ω) est horizontalement périodique). L’existence d’une telle
surface dans M est garantie par un théorème de Smillie-Weiss [93]. On pourra utiliser les
déformations cylindriques décrites dans Théorème 2.15 pour atteindre d’autres surfaces dans
M. La condition dimCM = 4 (qui est équivalente àM est de rang 2) nous donne une certaine
liberté pour choisir les déformations qui nous conviennent. Il s’avère que dans tous les cas,
on peut toujours trouver une surface dont l’adhérence de son orbite ne peut pas être contenue
dansM. Ainsi, nous avons une contradiction qui nous permet de conclure qu’il n’existe pas
de sous-variété affine de dimension 4 dansHhyp(4).

Rappelons que le rang cylindrique d’une sous-variété affine est la moitié de sa dimension
en coordonnées absolues (voir Définition 2.13). Dans le cas de H(4), puisque p est un iso-
morphisme, une sous-variété affine de rang 2 de H(4) doit être de dimension 4. Une autre
formulation du Théorème xiv est qu’il n’existe pas de sous-variété affine de rang 2 dans
H

hyp(4).
Par un résultat de Kontsevich-Zorich [53], on sait que la strate H(4) contient deux com-

posantes Hhyp(4) et Hodd(4), toutes les deux sont de dimension complexe 6. Dans une
collaboration avec David Aulicino et Alex Wright, en poursuivant la méthode développée
dans [90], nous montrons

Théorème xv (Aulicino-N.-Wright [5]). Soit Q̃(3,−13) le lieu des 1-formes holomorphes dansH(4)
qui sont des revêtements doubles des formes quadratiques de la strate Q(3,−13) (de genre 1). Alors,
Q̃(3,−13) est l’unique sous-variété affine de rang deux dansHodd(4).

La nouveauté de ce théorème par rapport au précédent est le fait que les déformations
cylindriques nous permettent de détecter les symétries sur les surfaces dans les sous-variétés
affines particulières, ce qui est indispensable pour montrer qu’une surface de translation est
le revêtement double d’un forme quadratique. Cela donne encore plus de force à cet outil
qui pourtant pourrait paraître élémentaire.

Le principal obstacle pour étendre cette méthode aux autres strates est le nombre de
modèles topologiques pour les décompositions en cylindres à considérer. En cas deHhyp(4)
ce nombre est faible, on peut donc les examiner cas par cas explicitement. Dans le cas de
H

odd(4) ce nombre est déjà non-négligeable, nous devons prouver des lemmes techniques
pour traiter plusieurs cas à la fois. Pour les strates à plusieurs singularités, ce nombre explose
très vite, ce qui rend une étude cas par cas impossible. Néanmoins, dans une collaboration
avec D. Aulicino, nous avons obtenu la classification des sous-variétés affines de rang 2 dans
les strates à deux zéros H(3, 1) et H(2, 2) en genre 3. Rappelons d’abord que H(3, 1) est
connexe, etH(2, 2) a deux composantesHhyp(2, 2) etHodd(2, 2).

Théorème xvi (Aulicino-N. [4]).



29

(1) La strateH(3, 1) ne contient aucune sous-variété affine de rang 2.

(2) Il existe une seule sous-variété affine de rang 2 dans H(2, 2)hyp que l’on va noter par
Q̃(12,−12), il s’agit des revêtements doubles des formes quadratiques de la strate Q(12,−12).
Notons que Q̃(12,−12) est aussi le lieu H̃hyp

(2,2)(2) des revêtements doubles non-ramifiés des
surfaces dansH(2) dans la composanteHhyp(2, 2).

(3) SiM est une sous-variété affine de rang 2 dans la composanteHodd(2, 2), alors on a

• Si dimCM = 5, alors M est le lieu Q̃(4,−14) des revêtements doubles des formes
quadratiques de la strate Q(4,−14).
• Si dimCM = 4, alorsM = H̃odd

(2,2)(2) le lieu des revêtements doubles non-ramifiés des
surfaces deH(2) dansHodd(2, 2).

Pour montrer ce théorème, nous utilisons d’abord un résultat de A. Wright (cf. Théo-
rème 2.10) qui implique que l’ensemble des surfaces à petits carreaux est dense dans toute
sous-variété affine de rang 2 en genre 3. Nous utilisons également un résultat de S. Filip (cf.
Théorème 2.7) pour en déduire que si on peut déformer une surface dans sous-variété affine
de rang 2 M ⊂ H(m,n) en une surface à une seule singularité (en contractant un lien de
selles), alors cette nouvelle surface est incluse forcément dans une sous-variété affine de rang
2 deH(4). Cela nous permet d’utiliser la classification des sous-variétés affines de rang deux
dans H(4) pour simplifier une partie importante des arguments techniques. Le cœur de la
preuve reste en revanche une analyse en détail des modèles topologiques des décompositions
en cylindres.

Ces résultats confirment une vague conjecture que les sous-variétés affines de rang au
moins deux sont plutôt rares, et proviennent essentiellement des revêtements de surfaces de
translation ou de demi-translation de genre plus petit (voir [100, Conj.1.6, 1.7]). Dans une
collaboration en cours, nous espérons obtenir la liste complète des sous-variétés affines de
rang 2 dans les strates restantes en genre 3, i.e.H(2, 1, 1) etH(1, 1, 1, 1).

Notons enfin que dans cette direction, on a des résultats importants récents dans lesquels
les déformations cylindriques ont joué un rôle primordial.

Théorème 5.1 (Mirzakhani-Wright [78]). Toute sous-variété affine de rang g dans ΩMg est soit
une composante d’une strate, soit le lieu hyperelliptique d’une strate.

Théorème 5.2 (Apisa [1]). SoitM une sous-variété affine deHhyp(2g−2) ou deHhyp(g−1, g−1).
Si dimCM > 3, alors M est le lieu des revêtements ramifiés des surfaces de translation ou de
demi-translation de genre plus petit.

6. Surfaces plates de genre zéro

6.1. Systèmes locaux et métriques hyperboliques surM0,n.
Dans [25], Deligne-Mostow ont mis en évidence l’existence des métriques hyperboliques
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complexes paramétrées par des familles de poids réels positifs sur l’espaceM0,n des surfaces
de Riemann de genre zéro avec n points marqués. A l’aide de ces métriques, ils ont trouvé
des exemples de réseaux hyperboliques complexes (en particulier non-arithmétiques). Plus
précisément, étant donné un entier n ≥ 3, fixons n réels positifs (µ1, . . . , µn) tels que µ1 +

· · · + µn = 2. Notons µ := (µ1, . . . , µn). Pour tout ensemble de n points marqués distincts
Σ = {x1, . . . , xn}, on considère un système local de rang un L sur la sphère épointée CP1

\ Σ,
avec monodromie exp(2πıµs) en xs. Il se trouve que l’on a

dimCH1(CP1
\ Σ,L) = n − 2.

Notons par O(L) le faisceau des sections holomorphes du fibré en droites associé à L (sur
CP1
\Σ). On appelle section multivaluée de L une section de son tiré-en-arrière sur le revêtement

universel de CP1
\ Σ. Fixons une section horizontale multivaluée e de L sur CP \ Σ. Si D∗

est un petit disque centré en un point marqué xs, toute section de O(L) sur D∗ s’écrit alors
u = z−µs · e · f , où f est une fonction holomorphe sur D∗. Notons que z−µs est une fonction
multivaluée sur D∗.

De la même façon, une section de Ω1(L) sur D∗ s’écrit u = z−µs · e · f (z)dz, où f est une
fonction holomorphe sur D∗. On dit que u est une section méromorphe de O(L) ou de Ω1(L)
si f l’est, et on définit sa valuation en xs par

vxs(u) := vxs( f ) − µs.

On a

Proposition 6.1 (Deligne-Mostow [25]). Il existe une unique section méromorphe ωµ de Ω(L) sur
CP1

\ Σ avec valuation −µs en xs à une constante multiplicative près. De plus, cette section définit
une classe de cohomologie non-nulle dans H1(CP1

\ Σ; L).

Concrètement, si∞ < Σ, on peut écrire

ωµ = e ·
n∏

s=1

(z − xs)−µsdz.

Comme les modules des monodromies en xs sont tous 1, on peut définir une métrique
Hermitienne horizontale sur le fibré en droites associé à L. Grâce à cette métrique, on a une
forme Hermitienne ((., .)) sur H1(CP1

\ Σ,L).

Proposition 6.2 (Deligne-Mostow [25]). Supposons que 0 < µs < 1 pour tout s ∈ {1, . . . ,n},
alors ((., .)) est de signature (1,n − 3), et on a (([ωµ], [ωµ])) > 0, où [ωµ] est la classe de ωµ dans
H1(CP1

\ Σ,L).

Comme les constructions ci-dessus s’appliquent à toute partie Σ de cardinal n de CP1,
on a un système local H de rang n − 2 muni d’une métrique Hermitienne horizontale de
signature (1,n−3) surM0,n dont la fibre au-dessus du point représentant (CP1,Σ) est l’espace
H1(CP1

\ Σ,L). Soit PH le fibré projectif associé à H (i.e. la fibre au-dessus de (CP1,Σ) est
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l’espace projectif PH1(CP1
\Σ,L)). Le tiré-en-arrière de PH sur le revêtement universel M̃0,n

de M0,n est le fibré trivial de fibre CPn−3, où on a identifié Cn−2 à H1(CP1
\ Σ,L). La forme

Hermitienne de H nous donne alors une forme Hermitienne constante ((., .)) sur Cn−2.
Soit BC ⊂ CP1 la boule constituée des droites pour lesquelles la restriction de ((., .)) est

positive, c-à-d.
BC := {C · v ∈ CPn−3, ((v, v)) > 0}.

Par Proposition 6.2, la section ωµ de Ω(L) nous donne une application ω̃µ : M̃0,n → BC, qui
associe à un couple (CP1,Σ) la droite vectorielle dans H1(CP1

\Σ,L) engendrée par ωµ. On a

Proposition 6.3 (Deligne-Mostow [25]). l’application ω̃µ est holomorphe et étale (localement biho-
lomorphe).

Comme ω̃µ est holomorphe, on a un fibré en droites holomorpheLµ surM0,n dont la fibre
en (CP1,Σ) est la droite engendrée par ωµ dans H1(CP1

\ Σ,L). De plus, le tiré-en-arrière
de la métrique hyperbolique complexe de B par ω̃µ nous donne une structure métrique
hyperbolique complexe surM0,n.

Comme les monodromies de H doivent préserver la forme Hermitienne ((., .)), on a un mor-
phisme de π1(M0,n) à valeurs dans PU(1,n−3). Soit Γµ l’image de π1(M0,n) par ce morphisme.
On peut aussi voir Γµ comme l’image de π1(M0,n) par la représentation d’holonomie associée
la structure métrique hyperbolique complexe induite par ω̃µ. Dans [25], Deligne-Mostow
démontrent

Théorème 6.4 (Deligne-Mostow [25]). Supposons que les poids (µ1, . . . , µn) satisfont la condition
suivante

(INT) pour tous i , j ∈ {1, . . . ,n}, si µi + µ j < 1, alors (1 − µi − µ j)−1 est un entier.

Alors, Γµ est un réseau de PU(1,n − 3).

Dans [83], Mostow démontre que Γµ est aussi un réseau de PU(1,n−3) sous une hypothèse
un peu plus faible que (INT).

Théorème 6.5 (Mostow [83]). Supposons que les poids (µ1, . . . , µn) satisfont la condition suivante,
pour tous i , j ∈ {1, . . . ,n} tels que µi + µ j < 1

(ΣINT)

 si µi , µ j, alors (1 − µi − µ j)−1 est un entier,
si µi = µ j, alors (1/2 − µi)−1 est un entier.

Alors, Γµ est un réseau de PU(1,n − 3).

Ces théorèmes sont le point de départ d’une série de résultats sur des réseaux de PU(1,n−3),
mais dont la discussion serait hors du cadre de ce mémoire. Nous renvoyons les lecteurs
intéressés au survol [91] de J.R.Parker. Notons simplement que l’une des conséquences de
ces théorèmes est que si les poids dans µ satisfont (INT) ou (ΣINT), alors le volume total de
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M0,n par rapport à la forme volume de la métrique hyperbolique complexe correspondante
est fini.

6.2. Complétion métrique deM0,n et variétés coniques.
Dans [94], Thurston retrouve les même réseaux de PU(1,n − 3) que Deligne-Mostow en
utilisant l’approche de surfaces plates polyédrales. Pour tout entier n ≥ 3, on fixe n réels
positifs (α1, . . . , αn) tels que 0 < αi < 2π et

α1 + · · · + αn = 2π(n − 2).

Notons α = (α1, . . . , αn). On considère l’espace C(α) des métriques plates sur la sphère S2

à homothétie près ayant exactement n singularités avec les angles coniques donnés par
(α1, . . . , αn). Notons que par des résultats classiques, on peut identifier C(α) àM0,n (voir par
exemple [96], ou [94, Sect. 8]). Thurston construit des cartes locales pour C(α) en utilisant
des triangulations géodésiques et des applications développantes de la métrique plate. En
choisissant n−2 arêtes dans une triangulation, on peut définir localement une bijection entre
les surfaces plates au voisinage d’un point dans C(α) et un ouvert de CPn−3. Il se trouve que
dans ces coordonnées locales, on peut exprimer l’aire de la surface par une forme Hermitienne
de signature (1,n − 3), qui induit une métrique hyperbolique complexe sur C(α) et donc une
métrique hyperbolique surM0,n.

Le lien entre cette construction de Thurston et celle de Deligne-Mostow est le suivant :
soient µi = (1 − αi/(2π)), et µ = (µ1, . . . , µn). Les hypothèses sur α impliquent 0 < µi < 1 et
µ1 + · · · + µn = 2. On peut voir µi comme la courbure concentrée au point singulier d’angle
αi. Soit Σ = {x1, . . . , xn} une partie de cardinal n de S2. On peut alors considérer un système
local de rang un L sur S2

\ Σ comme plus haut. Soit ωµ une section méromorphe de Ω(L)
dont la valuation en xi est −µi. Alors |ω|2 définit une métrique plate sur S2 dont l’ensemble
de singularités est Σ, et l’angle conique en xi est αi. Autrement dit, |ω|2 représente un point
dans C(α). Par construction, on a

A(S2, |ω|2) =

∫
S2\Σ

ω ∧ ω = (([ω], [ω]))

où ((., .)) est la forme Hermitienne de H1(S2
\ Σ,L). Par conséquent, la forme Hermitienne

associée à l’aire des surfaces dans C(α) n’est rien d’autre que la forme Hermitienne de
H1(S2

\ Σ,L). De plus, il n’est pas difficile de voir que les coordonnées locales définies à
l’aide des arêtes dans une triangulation peuvent s’interpréter comme les évaluations de
[ω] ∈ H1(S2

\ Σ,L) sur une base de H1(S2
\ Σ,L). En conclusion, la métrique hyperbolique

complexe de Thurston est précisément celle qui est induite par la section holomorphe ω̃µ,
une fois qu’on identifie C(α) àM0,n.

L’interprétation en termes de surfaces plates permet à Thurston d’obtenir de façon naturelle
une complétionM

µ
0,n deM0,n muni de la métrique hyperbolique complexe associée à la famille

de poids µ. Supposons qu’on a deux points singuliers dont les courbures µi, µ j satisfont



33

µi + µ j < 1. Il existe des familles de surfaces plates dans C(α) normalisées par la condition
« l’aire est égale à 1 »sur lesquelles la distance entre ces deux points singuliers tend vers 0.
L’objet à la limite lorsque ces points se confondent est une surface plate avec n − 1 points
singuliers dont un correspond à la fusion de ces deux points. Par construction, ce nouveau
point singulier a la courbure µi + µ j. Plus généralement, si on a une partition {I1, . . . , Im} de
{1, . . . ,n} satisfaisant la condition

(∗) µ̃i :=
∑
j∈Ii

µ j < 1 pour tout i

on peut alors « fusionner »tous les points dans {x j, j ∈ Ii} en un seul point singulier de
courbure µ̃i. L’objet limite est alors une surface plate à m points singuliers dans C(β1, . . . , βm)
où βi = 2π(1 − µ̃i).

Il se trouve que l’opération de fusionner les points singuliers (de courbure totale plus
petite que 1) donne des familles de surfaces dans C(α) dont l’image par une application
développante pour la métrique hyperbolique complexe reste dans un domaine borné de
Hn−3
C
' BC. Par conséquent, les surfaces obtenues par ces opérations sont naturellement

inclues dans la complétion métriqueM
µ
0,n deM0,n.

Par construction M
µ
0,n est naturellement stratifié, chaque strate de M

µ
0,n correspond a une

partition de {1, . . . ,n} satisfaisant (∗). Dans [94], Thurston démontre

Théorème 6.6 (Thurston [94]). Soit µ = (µ1, . . . , µn) une famille de poids réels positifs tels que
µ1 + · · ·+ µn = 2. Alors, la complétion métriqueM

µ
0,n deM0,n est une variété conique de volume fini.

Cette complétion est un orbifold (i.e. un quotient de Hn−3
C

par un sous-groupe discret de PU(1,n− 3))
si et seulement si (µ1, . . . , µn) satisfait la condition (ΣINT).

Remarque 6.7.
• Pour une définition de la notion de variété conique (cone manifold), nous renvoyons le lecteur à

l’article de Thurston [94, Sect. 3]. Notons qu’une caractérisation des variétés coniques sphériques
a été prouvée par McMullen ( voir [75, Th.5.1]).
• La condition queM

µ
0,n soit un orbifold est plus forte que la condition que l’image d’holonomie de

π1(M0,n) soit un réseau.
• La complétion M

µ
0,n n’est pas toujours compacte. S’il existe une partie I ⊂ {1, . . . ,n} telle que∑

i∈I µi = 1, alorsM
µ
0,n a au moins un cusp.

6.3. Calculs du volume.
Pendant longtemps le problème du calcul des volumes pour les métriques métriques hyper-
boliques complexes de M0,n est resté sans réponse. Seuls quelques co-volumes des réseaux
de PU(2, 1) ont été évalués (voir e.g. [103, 92, 91, 48]). Récemment, McMullen [75] a donné
une formule générale pour calculer le volume deM

µ
0,n.
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Théorème 6.8 (McMullen [75]). Soit gµ la métrique hyperbolique de M0,n associée à la famille de
poids µ = (µ1, . . . , µn). Alors on a

Vol(M0,n, gµ) = Cn−3

∑
P

(−1)|P|+1(|P| − 3)!
∏
B∈P

max(0, 1 −
∑
i∈B

µi)|B|−1

où Cn−3 =
(−4π)n−3

(n−2)! , et P varie parmi les partitions de {1, . . . ,n}.

Comme toutes les strates ajoutées dansM
µ
0,n sont de codimension strictement positive, on

a
Vol(M0,n, gµ) = Vol(M

µ
0,n, gµ).

Théorème 6.8 découle d’une version du Théorème de Gauss-Bonnet pour les variétés co-
niques et un calcul explicite de la caractéristique d’Euler des strates de M

µ
0,n. Notons que

dans le cas où n = 5 et les poids dans (µ1, . . . , µ5) sont des rationnels, la caractéristique
d’Euler orbifold deM

µ
0,5 (et donc le volume deM

µ
0,n) a été calculée par Kappes et Möller [48].

Avec Vincent Koziarz, un collègue bordelais, nous avons commencé à nous intéresser à
ce problème avant que le résultat de McMullen ne soit communiqué. Nous voulions l’abor-
der par des méthodes de géométrie complexe, en particulier par la théorie des métriques
Kähler-Einstein singulières. Rappelons d’abord quelques notions de base. Soit X une variété
projective complexe de dimension N. Un R-diviseur de X est une somme formelle

D =

k∑
i=1

λiDi

oùλi ∈ R, et Di est un diviseur deX (i.e. une sous-variété irréductible, réduite de codimension
1). Associé à chaque R-diviseur λiDi on a un R-fibré en droites Li dont la classe de Chern
dans H1,1(X,R) est λiDi. Sur ce fibré, on peut définir une métrique Hermitienne (singulière)
hi qui est lisse en dehors de Di, et au voisinage de tout point de Di, sur lequel Di est défini
comme le lieu des zéros d’une fonction holomorphe f , on a

hi(vi, vi) = e−ϕi ,

où vi est une section holomorphe deLi partout non-nulle dans ce voisinage, et ϕi est donnée
par

ϕi = λi log(| f |2).

Notons que ϕi n’est pas définie sur Di. Il s’avère que la courbure de cette métrique est un
(1, 1)-courant dont la classe dans H1,1(X,R) est égale à λi[Di]. Par conséquent, [D] est la
classe de cohomologie représentée par la courbure de la métrique hD := h1 ⊗ · · · ⊗ hk du fibré
L1 ⊗ · · · ⊗ Lk.

Supposons désormais que les diviseurs Di sont à croisements normaux simples et que tous
les coefficientsλi satisfontλi < 1. Notons qu’avec ces conditions D n’est pas forcément effectif.
Soit x un point dans le support de D. Supposons que x ∈ ∩i∈IDi, on va noter ϕD =

∑
i∈I ϕi
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de telle sorte que si v est une section holomorphe partout non-nulle de L1 ⊗ · · · ⊗ Lk sur un
voisinage U de x , alors

hD(v, v) = eϕ−ϕD ,

où ϕ est une fonction lisse (à valeurs réelles) sur U.
Notons KX = ΩN,0

X
le fibré canonique de X. Fixons maintenant une forme volume dV lisse

sur X. On peut aussi voir dV comme une métrique Hermitienne du fibré

−KX = ∧NT1,0
X
.

L’opposé de la courbure de cette métrique ΘKX := ddc log(dV) est donc un représentant de
la première classe de Chern c1(X) de X. On appelle alors une métrique de Kähler-Einstein
singulière associée à la paire (X,D) une (1, 1)-forme fermée définie positive Ω définie surX\D
qui satisfait les conditions suivantes (rappelons qu’une (1, 1)-formeω est dite définie positive si
la forme bilinéaire symétrique (u, v) 7→ ω(u, Jv) est définie positive, où J : TX → TX, J2 = −Id,
est la structure complexe de X)

(1) la métrique de Kähler h sur X \ D dont la partie imaginaire est égale à Ω satisfait
Ric(h) = −cΩ sur X \D, où c est une constante positive et Ric(h) est la forme de Ricci de
h définie par Ric(h) = −ddc log(ΩN) ;

(2) pour tout point x dans le support de D, on a ΩN = eϕ−ϕDdV sur un voisinage U de x,
où ϕ est une fonction continue sur U et lisse en dehors de D.

Sous ces hypothèses, on a l’égalité suivante

Ric(Ω) = −cΩ + D

au sens des courants sur X, ce qui implique

[Ω] =
1
c

(c1(X) + [D]) ∈ H1,1(X,R).

Par des arguments classiques utilisant la « régularité »donnée par la condition (2), on obtient∫
X\D

ΩN =
1

cN (KX + D)N

où KX et D désignent des diviseurs de X, et le membre de gauche calcule leur intersection.

Notons désormais Ωµ la forme de Kähler de la métrique hyperbolique complexe sur
M0,n associée à la famille de poids µ = (µ1, . . . , µn). Par la suite, nous utiliserons la même
notation pour désigner cette métrique et la forme de Kähler associée. Il est bien connu que
la métrique hyperbolique complexe est Kähler-Einstein, et si on la normalise pour que la
courbure sectionnelle holomorphe soit égale à −2, alors, surM0,n, on a

Ric(Ωµ) = −(n − 2)Ωµ.

Nous regardons maintenant M0,n comme un ouvert dense dans la compactification de
Deligne-Mumford-KnudsenM0,n. Rappelons que les points deM0,n \M0,n représentent des
courbes stables de genre zéro jointes par des nœds simples. Pour une introduction sur ce sujet,
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le lecteur pourra consulter les livres de Arbarello-Cornalba-Griffiths [2], Harris-Morrison [40],
ou le survol de D. Zvonkine [105].

Le complémentaire deM0,n dansM0,n est une réunion finie de diviseurs dits vitaux, chacun
est associé à une partitionS de {1, . . . ,n} en deux parties I1, I2 telle que min{|I0|, |I1|} ≥ 2. SoitP
l’ensemble de toutes les partitions de {1, . . . ,n} en deux parties vérifiant cette condition. Pour
toute partition S = {I0, I1} ∈ P, on note par DS le diviseur de M0,n associé à S. On suppose
toujours que la partie I1 vérifie ∑

i∈I1

µi ≤ 1,

et on note µS :=
∑

i∈I1
µi. Il est bien connu que M0,n est une variété projective lisse, et que

la famille des diviseurs {DS, S ∈ P} sont à croisements normaux simples (voir [50, 52]). De
plus, le diviseur canonique K

M0,n
est équivalent à une combinaison linéaire des diviseurs

dans cette famille.
Dans [54] nous avons montré

Théorème xvii (Koziarz-N. [54]). Pour toute partition S = {I0, I1} ∈ P, posons

λS := (|I1| − 1)(µS − 1) + 1.

Notons que λS ≤ 1 pour tout S. Soit

Dµ :=
∑
S∈P

λSDS.

Alors, la métrique Ωµ est alors une métrique de Kähler-Einstein singulière associée à la paire
(M0,n,Dµ). Par conséquent, on a

Vol(M0,n,Ωµ) =

∫
M0,n

Ωn−3
µ =

1
(n − 2)n−3 (K

M0,n
+Dµ)n−3 =

1
(n − 2)n−3

∑
S∈P

(|I1| − 1)(µS −
|I1|

n − 1
)DS


n−3

Le cœur de ce résultat est le fait que Ωµ est une métrique de Kähler-Einstein singulière
associée à la paire (M0,n,Dµ). Pour le démontrer, nous construisons des sections holomorphes
du fibré Lµ (voir Proposition 6.3) au voisinage de tout point appartenant à ∂M0,n = ∪S∈PDS
dont la norme par rapport à la métrique Hermitienne ((., .)) peut être calculée par des for-
mules relativement simples. Comme Ωµ est par définition la courbure de cette métrique
Hermitienne surLµ, le calcul de la norme de ces sections donne des expressions convenables
de Ωµ qui nous permettent de conclure. Notons qu’une partie technique importante de la
preuve repose sur la méthode de Thurston pour évaluer l’aire d’une surface plate.

L’espace M0,n est naturellement stratifié, chaque strate de M0,n paramètre des courbes
stables qui ont la même surface topologique sous-jacente. La topologie de cette surface est
encodée par un arbre dont les sommets sont associés à des sous-ensembles dans une partition
de {0, . . . ,n}. En particulier, chaque diviseur DS, où S = {I0, I1}, correspond à un arbre à deux
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sommets associés aux deux parties I0 et I1. Grâce à cette approche de métrique Kähler-
Einstein singulière, on peut établir le lien entre la compactification de Deligne-Mumford-
KnudsenM0,n et les compactificationsM

µ
0,n de Thurston. Notamment, chaque strate deM

µ
0,n

correspond à un facteur qu’on appelle µ-principal d’une strate dans M0,n. Donc, dans un
certain sens, on peut dire queM

µ
0,n peut être obtenue deM0,n en « oubliant »certains facteurs

des strates dans ∂M0,n. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à la Section 5 de notre
article [54].

En raison des renormalisations différentes, notre métrique Ωµ et la métrique gµ de Mc-
Mullen diffèrent d’une constante. Compte tenu de cette constante, nous obtenons

Corollaire 6.9 ([54]). On a∑
S∈P

(
|I1| − 1

)(
µS −

|I1|

n − 1

)
DS


n−3

= (−1)n−3(n−2)n−4
∑
Q

(−1)|Q|+1(|Q|−3)!
∏
B∈Q

max
(
0, 1−

∑
i∈B

µi

)|B|−1
.

Bien que notre formule et celle de McMullen calculent le même volume, elles sont en fait
de natures très différentes et peuvent être vues comme complémentaires.

Notre approche nous a également permis de faire le lien entre le volume de M
µ
0,n et les

objets algébro-géométriques considérés par Y. Kawamata [49]. Plus précisément, lorsque tous
les poids dans (µ1, . . . , µn) sont des rationnels, on peut montrer que Ωµ représente la première
classe de Chern d’un Q-fibré en droites L̂µ surM0,n dont la restriction àM0,n est isomorphe
à L.

En simplifiant une construction de Y. Kawamata [49], nous avons obtenu des sections
globales explicites σ de L̂µ (plus précisément, σ est une section d’une puissance de L̂µ) dont
on peut calculer facilement le lieu des zéros Dσ, qui est toujours inclus dans∪S∈PDS. Comme
Dσ représente également la première classe de Chern de L̂µ, on obtient∫

M0,n

Ωn−3
µ = Dn−3

σ .

Cette observation nous a permis de prouver une variété de formules pour le calcul de
Vol(M0,n,Ωµ). En particulier, nous avons

Théorème xviii (Koziarz-N.[54]). Soit µ := (µ1, . . . , µn) une famille de réels positifs tels que
0 < µs < 1 et µ1 + · · · + µn = 2. Pour tous 1 ≤ s < s′ ≤ n, posons

λ(s, s′) =

 0 si
∑s′

k=s µk ≤ 1 ou
∑s′−1

k=s+1 µk ≥ 1,

min
{
µs, µs′ ,

∑s′
k=s µk − 1, 1 −

∑s′−1
k=s+1 µk

}
sinon

et

δS(s, s′) =

 1 si {s, s′} ⊂ I1

0 sinon
.
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Alors, le R-diviseur effectif

Dσ :=
∑
S

∑
1≤s<s′≤n

δS(s, s′)λ(s, s′) DS

satisfait ∫
M0,n

Ωn−3
µ = Dn−3

σ .

Notons que Théorème xviii est valable pour toute famille de poids réels, et non seulement
pour les poids rationnels. De plus, on pourrait envisager de généraliser cette méthode pour
calculer le volume des espaces de surfaces plates dont certains angles coniques sont supé-
rieurs à 2π. Dans cette situation, la fonction l’aire ne donne plus une métrique sur l’espace
de modules. Néanmoins il est toujours possible de définir une forme volume « naturelle »sur
ces espaces dont le volume total reste fini (voir [99, 87]).
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