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3.2.1 Coût du produit matrice-vecteur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
3.2.2 Comparaisonsur une sph�ere parfaitement conductrice . . . . . . . . . . . 85
3.2.3 Comparaisonsur une sph�ere di�electrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.3 R�esultats num�eriquessur descasplus complexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
3.3.1 Cavit �e cobra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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7.2.1 Coût du produit matrice-vecteur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
7.2.2 Sph�ere parfaitement conductrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
7.2.3 Sph�ere di�electrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

7.3 Cavit �e cobra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
7.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

I I I Equations de Maxw ell en domaine axisym �etrique 183

8 R�esolution des �equations de Maxw ell axi-sym �etriques par �el�ements �nis d'ar ête 185
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9.3.3 Cas du cône-sph�ere parfaitement conducteur . . . . . . . . . . . . . . . . 222

9.4 Couplageavec les �el�ements �nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
9.4.1 D�e�nition desop�erateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
9.4.2 Cas de la sph�ere revêtue par un mat�eriau di�electrique . . . . . . . . . . . 227
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In tro duction

Probl �ematique

Ce m�emoire a pour objet la r�esolution des �equations de Maxwell en r�egime fr�equentiel, �a
l'aide dem�ethodes�elements �nis. Cestravaux ont �et�e men�es,en majeure partie au seindu projet
POEMS (Propagation desOndes: Etude Mathematique et Simulation) de l'INRIA (Institut Na-
tional de Recherche en Informatique et Automatique), sp�ecialis�e dansl' �etude math�ematiquedes
probl�emesde propagation d'ondes.Ces travaux ont �egalement �et�e men�esen collaboration avec
l'O�ce National d'Etudes et de Recherche en A�eronautique (ONERA), et plus particuli �erement
avec le D�epartement Electromagn�etisme et Radar (DEMR). L'application recherch�ee est la
d�etermination des signatures radar de diversescibles (avions, missiles ...). Notre motivation
pour cette �etude vient du fait que la simulation num�erique est un outil puissant et 
exible.
De plus l'utilisation de m�ethodes d'ordre �elev�e est int�eressante �a deux titres. En premier lieu,
les m�ethodes d'ordre �elev�e permettent de traiter descashaute-fr�equenceavec une tr �es grande
pr�ecision.En secondlieu, ellespermettent de calculer avec �d �elit�e la signature radar de cibles
dites \furtiv es", dont le signal de retour est tr �es faible.

Nous allons maintenant faire un bref rappel desm�ethodes les plus pratiqu�eesa�n de mieux
cerner les enjeux de cette th�ese.La litt �erature �etant tr �esvaste sur ce sujet, nous ne seronspas
exhaustifs.

M �etho des \classiques" utilis �ees

Les m�ethodes les plus populaires pour r�esoudrece type de probl�eme, sont sans conteste
les �equations int�egrales.Dans le casd'un objet parfaitement conducteur plac�e dans le vide, on
peut ramener la r�esolution 3-D des�equationsde Maxwell �a une r�esolution 2-D sur la surfacede
l'ob jet. Une pr�esentation g�en�erale de cesm�ethodesest disponible dans le livre [Colton et Kress,
1983].Elles permettent de traiter �egalement desobjets uniform�ement di�electriques,mais le cas
parfaitement conducteur est le plus pratiqu�e. Bien qu'on ait gagn�e une dimensionen espace,on
a perdu le caract�ere local des�equations.Les syt�emeslin�eairessont pleins, ce qui limite la taille
des cas de calculs. Pour lever cette contrain te, des m�ethodes multip oles rapides ont �et�e mises
au point, nous renvoyons le lecteur �a [Coifman et al., 1993], [Song.et al., 1997].Cesm�ethodes
fournissent un produit matrice-vecteur rapide pour un côut de stockage faible. A l'aide de ces
techniques, les castrait �es peuvent être de tr �esgrande taille (plusieurs millions de ddl).

Sur le cas d'un objet parfaitement conducteur ou homog�ene (di�electrique), ces techniques
sont extrêmement performantes. Toutefois, les cas r�ealistes sont parfois plus complexes, les
objets ont souvent des h�et�erog�en�eit�es locales,di�ciles �a traiter en �equations int�egralespures.
Une solution attrayante est de r�esoudre les parties h�et�erog�enes de l'ob jet par une m�ethode
�el�ements �nis, et coupler les�el�ements �nis avecles�equationsint�egrales,pour r�esoudrela totalit �e
du probl�eme. Une analyse de cette strat�egie est men�ee dans [Simon, 2003], en utilisant des
�el�ements �nis d'arête de plus bas ordre et des�equations int�egralede plus bas ordre.
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Autant les�equationsint�egralesdeplus basordre ser�ev�elent pr�ecisescar l'erreur dedispersion
est extrêmement faible, autant les�el�ements �nis d'arête 3-D sou�rent d'un manquede pr�ecision,
car ils sont beaucoupplus dispersifs. Un des buts de cette th�eseest d'exhiber les d�efauts des
�el�ements �nis de bas ordre, et de montrer que les �el�ements �nis d'ordre �elev�e sont une r�eponse
convaincante a�n d'obtenir une m�ethode pr�ecise.

El �ements �nis d'ar ête

On a vu crô�tre un tr �es vif in t �er êt port �e aux m�etho des d'ordre �elev �e ces dix
derni �eres ann �ees. Cela se traduit par une abondancede travaux publi�es r�ecemment sur la
question. On peut dire, pour simpli�er, que si les �el�ements �nis d'arêtes de plus bas degr�e
�etaient d'actualit �e dans lesann�ees1980-1990,cela ne semble plus le casactuellement. Avant de
s'aventurer dans la jungle des�el�ements �nis d'arête, il nousa sembl�e important de signalerdeux
ouvragesder�ef�erence.Tout d'abord le livre dePeter Monk qui estparu en2002,[Monk, 2002].P.
Monk est le grand sp�ecialiste mondial desm�ethodesnum�eriquespour le calcul dessolutions de
Maxwell en r�egimeharmonique. Son livre, quoiquetechnique est abordable et permet, rien qu'�a
la lecture desintroductions de chaquechapitre de sefaire une id�eedesenjeux sur la question.Le
deuxi�emeouvrageque nous voudrions citer est plus tourn�e vers la mise en �uvre des�el�ements
�nis d'arête, et compl�ete ainsi le livre de Monk. Il s'agit de la monographiede Jin, [Jin, 1993]
qu'il a publi �e en 1993.

Le premier article de r�ef�erenceest celui de Jean-ClaudeN�ed�elec qui intro duit la premi�ere
famille de N�ed�elecen 1980dans [N�ed�elec,1980],puis la secondefamille en 1986dans [N�ed�elec,
1986]. Notons que N�ed�elec ne donne pas de fonctions de base dans ses articles et que leur
d�etermination �a tout ordre a fait l'ob jet de travaux sp�eci�ques. Pour p = 0, les fonctions de
basede la premi�ere famille avaient �et�e d�ej�a propos�eespar Whitney mais dans un contexte tout
�a fait di� �erent de celui de l'approximation par �el�ements �nis [Bossavit, 1998].Il est �a noter que,
chaque fois que l'on choisit un type d'�el�ement di� �erent (triangle, quadrangleen 2-D, t�etra�edre,
hexa�edre,pyramide, prisme en 3-D), le travail de de recherche d'une \b onnebase" est �a mener:
il n'y a pas unicit �e de la baseet le choix de la meilleure est l'ob jet de controversesanim�ees.

Ainsi, pour g�en�erer lesespacesdeN�ed�elec,on peut choisir desbases\g �en�eratrices" di� �erentes.
Ce choix d�ependra des propri �et�es qu'on veut obtenir sur la base. Dans les diverses bases
pr�esent�ees,les fonctions de basessont identiques �a l'ordre z�ero, mais pas aux ordres sup�erieurs.

Deux approchess'opposent dansla litt �erature, : leshexa�edresou lest�etra�edres.Lest�etra�edres
sont les plus populaires, notamment ces derni�eres ann�ees, car les mailleurs non-structur�es
t�etra�edriquessont extrêmement courants. Parmi la multitude de papierssur la mani�erede mon-
ter en ordre sur les t�etra�edres,nous citerons [Graglia et al., 1997], [Webb, 1999], [Ainsworth et
Coyle, 2003] et [Demkowicz, 2000]. La mont�ee en ordre sur les hexa�edresest plus simple, elle
est d�etaill�ee dans [Cohen, 2002].

Autres m�etho des �el�ements �nis

Des auteurs proposent une alternative aux sacro-saints �el�ements �nis d'arête. Nous avons
not�e deux approches concurrentielles. La premi�ere approche est la r�ehabilitation des �el�ements
�nis nodaux pour les�equationsde Maxwell. Longtemps,ces�el�ements �nis ont �et�e boud�espar les
num�ericienscar ils g�en�eraient desondesparasites qui polluaient la solution. De nombreux au-
teurs ont propos�eune technique de r�egularisation , nousrenvoyons le lecteur au papier [Costabel
et Dauge, 2002].
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La secondeapproche est l'utilisation de m�ethodes de Galerkin discontinues. Ces m�ethodes
ont connu un regain d'in t�er̂et exceptionnel cesderni�eresann�ees.Des travaux complets sur les
�equationsde Maxwell,utilisant les t�etra�edres,ont �et�e men�es�a l'univ ersit�e de Brown, [Hesthaven
et Warburton, 2002], [Hesthaven et Warburton, 2004], [Olson et Hesthaven, 2004]. Pour les
hexa�edres,nous sommespartis de la th�esede [Pernet, 2004].

Solution prop os�ee et plan de la th �ese

L'utilisation de m�ethodes d'ordre �elev�e se heurte souvent au probl�eme d'un temps de cal-
cul prohibitif et d'un stockage important par rapport aux m�ethodes de plus bas ordre. Cet
inconv�enient a �et�e lev�e par G. Cohen et P. Monk pour les �el�ements �nis d'arête de la seconde
famille de N�ed�elec sur les hexa�edres [Cohen et Monk, 1999]. Toutefois, cette approche s'est
r�ev�el�ee inadapt�ee, car on obtient de nombreusesondesparasites.Un rem�ede�etudi�e dans [Per-
net, 2004]est d'adopter une formulation Galerkin discontinue, mais cette solution n'est pas tr �es
heureuseen r�egime fr�equentiel. Nous proposonsd'utiliser les hexa�edresde la premi�ere famille
de N�ed�elec, pour lesquelsnous avons mis au point un algorithme de produit matrice-vecteur
rapide. Cet algorithme s'appuie sur la tensorisation desfonctions de baseset permet de gagner
�a la fois en stockageet en temps de calcul. On met en �uvre despr�econditionneursclassiques
pour montrer l'in t�er̂et de monter en ordre sur ce type de discr�etisation.

Nous proposons�egalement une m�ethode de discr�etisation, bas�ee sur la premi�ere famille,
pour r�esoudreles �equationsde Maxwell sur desdomainesaxi-sym�etriques. Pour traiter desdo-
maines non-born�es, on utilise un couplage�el�ements �nis- �equations int�egralesaxi-sym�etriques.
Desr�esultats num�eriquesmontrent que l'approche choisiedonneenti �erement satisfaction, et que
l'ordre �elev�e apporte un r�eel gain en nombre de degr�esde lib ert�e et en temps de calcul.

Cette th�eseest divis�eeen trois parties et neuf chapitres.

Dans la premi�erepartie, nous�etudions la r�esolution de l' �equation de Helmholtz par �el�ements
�nis spectraux. Les m�ethodes d'�el�ements �nis mixtes quadrilat �eraux ou hexa�edriques avec
condensationde masse(ou �el�ements �nis mixtes spectraux) ont �et�e utilis �eesavec succ�espour le
r�egimetransitoire [Fauqueux,2003].Pour de telles �equations,ellesconduisent �a desalgorithmes
peu côuteux en temps de calcul et en stockage. Nous montrons qu'en r�egime harmonique, on
conservecesbonnespropri �et�es�a condition d'utiliser desalgorithmes it �eratifs pour l'in versiondes
syst�emeslin�eaires.Nousmontrons qu'il est possiblede construire despr�econditionneurse�caces
lorsqu'on monte en ordre. Nousproposons�egalement une comparaisont�etra�edres/hexa�edressur
descascomplexes.

Dans la secondepartie, nous nous int�eressonsaux �equations de Maxwell 2-D et 3-D. Nous
montrons les inconv�enients lorsque l'on utilise la secondefamille de N�ed�elec sur les hexa�edres
ou une m�ethode Galerkin discontinue. Nous d�etaillons les hexa�edres de la premi�ere famille,
notamment la mani�ere dont on obtient l'algorithme rapide pour e�ectuer le produit matrice-
vecteur. Nous utilisons des pr�econditionneurs classiquessur ce type de discr�etisation. Nous
montrons, que d�ej�a sur descasde moyenne taille, la mont�ee en ordre pr�esente un int�er̂et non-
n�egligeable.

La troisi�emepartie est d�edi�eeau casaxisym�etrique. Dans cecas,les�equationsde Maxwell se
r�eduisent �a une r�esolution d'une suite de probl�emes2-D ind�ependants, chaque probl�eme�etant
reli�e �a un mode de la d�ecomposition de Fourier. Nousproposonsune formulation mixte utilisant
�a la fois les �el�ements �nis nodaux et les �el�ements �nis d'arête pour r�esoudrechaque probl�eme
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2-D. A�n de prendre en compte la condition de Sommerfeldde mani�ere exacte, nous couplons
les �el�ements �nis avec des �equations int�egralesd'ordre �elev�e. L'in t�egration des singularit�es est
discut�ee.Nous montrons sur descascomplexesle gain apport�e par la mont�eeen ordre.
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Premi �ere partie

Equation de Helmholtz
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Chapitre 1

R�esolution de l' �equation de
Helmholtz par �el�ements �nis
spectraux

Ce chapitre intr oduit les�el�ements�nis spectraux utilis �espour la r�esolution de
l' �equationdeHelmholtzainsi queleurs bonnespropri�et�es.La premi�ere section
s'attache �a d�ecrire la discr�etisation choisie et le calcul rapide de la matrice
�el�ements�nis qui en d�ecoule. La deuxi�emesection d�ecrit les�el�ementscourbes
qu'on utilise en 2-D et en 3-D. La troisi�eme section aborde la pr�ecision de
la m�ethode sur des cas d'objets lisseset avec des coins. La derni�ere section
montre tout l'int �erêt d'utiliser des�el�ements�nis d'ordre �elev�e sur un cas 2-D
r�ealiste.
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1.1 Form ulation variationnelle classique et �el�ements �nis spec-
traux

1.1.1 Cas mod�ele trait �e

On cherche �a r�esoudrel' �equation de Helmholtz dans le cash�et�erog�ene

� � ! 2 u � div( � r u) = f (1.1)

o�u � et � sont deux coe�cien ts qui peuvent être constants. C'est ce qu'on appellera le cas
homog�ene. Le cash�et�erog�ene a lieu quand les coe�cien ts � et � d�ependent de la position. On
a :

�
�

=
1
c2

o�u la constante c est la vitessede l'onde. Pour les �equations de Maxwell, � s'identi�e avec " et
� avec 1=� dans le cas transverse�electrique. Dans le cas homog�ene, l' �equation de Helmholtz
s'�ecrit classiquement :

� k2u � � u = f (1.2)

avec la relation de dispersion :
k =

!
c

On r�esoudral' �equation de Helmholtz dans un domaine born�e 
, on choisira desconditions aux
limites de type Dirichlet

u = ud

de type Neumann
@u
@n

= un

ou une condition absorbante d'ordre 1

@u
@n

� ik u = 0

On consid�ere un maillage conformeen quadrilat �eres/hexa�edresdu domaine 
 :


 =
Ne[

i =1

K i

8i 6= j K i \ K j = ;

Dans la �gure 1.1, on montre un exemplede maillage quadrilat �eral.

On consid�ereensuitela transformation F j , qui va transformer le carr�eunit �e bK = [0; 1]2 enun
quadrilat �erequelconqueK j . Cette transformation n'est pasa�ne sur desmaillagesquelconques.
Soit K j , le quadrilat �ere de sommetsA1, A2, A3, A4. Fj s'�ecrit :

Fj =
4X

`=1

A ` ^' `

avec
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Fig. 1.1 { Maillage quadrilat �eral : M h =
Ne[

j =1

K j ,

(0,0) (1,0)

(1,1)(0,1)

K̂
Fj K j

A4

A1

A2

A3

Fig. 1.2 { La transformation ~Fj

'̂ 1 = (1 � x̂1)(1 � x̂2)

'̂ 2 = x̂1(1 � x̂2)

'̂ 3 = x̂1x̂2

'̂ 4 = (1 � x̂1)x̂2

On notera DFj la matrice jacobiennede la transformation F j , et J j le d�eterminant de DFi .

1.1.2 Form ulation variationnelle

On �ecrit la formulation variationnelle \classique" de l' �equation de Helmholtz :

� ! 2
Z



� u v +

Z



� r u � r v =

Z



f v 8v 2 Uh

Les fonctions u et v sont prisesdans l'espaced'approximation :

Uh = f v 2 H 1(
) vjK i � Fi 2 Qr g

On choisit ensuite la position desdegr�es de lib ert�e sur le carr�e unit �e, en prenant les points de
Gauss-Lobatto en 2-D. Pour une m�ethode d'ordre r , on aura (r + 1)2 degr�es de lib ert�e sur le
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carr�e unit �e. Sur la �gure 1.3, on voit l'agencement de cespoints pour r=5. C'est le choix de
cespoints d'in terpolation qui donnent le quali�catif de spectral �a la m�ethode �el�ements �nis. En
e�et, lespoints de Gauss-Lobatto conduisent �a une convergenceexponentielle, quand on monte
en ordre, de l'erreur L 2 entre une fonction et son interpol�ee.Les points r�eguliersn'ont pascette
propri �et�e. Ils ont mêmela fâcheusetendance�a donner une interpol�eequi oscille de plus en plus
lorsqu'on monte en ordre, ce qui est connu commele ph�enom�enede Runge. Cette propri �et�e est
montr �eesur la �gure 1.4. On note les points de Gauss-Lobatto :

Fig. 1.3 { Les 36 points de Gauss-Lobatto pour des�el�ements spectraux Q5 en 2D
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Fig. 1.4 { Erreur L 2 entre la fonction 1=(1 + x2) et son interpol�ee sur l'in tervalle [� 5; 5]. A
gauche, erreur en �echelle lin�eaire, �a droite �echelle logarithmique

�̂ k;l = (�̂ k ; �̂ l ) k = 1::r + 1 l = 1::r + 1

Chaque degr�e de lib ert�e sur K̂ est associ�e �a une fonction de base,qui est un simple polynôme
d'in terpolation de Lagrange. La fonction de baseassoci�ee au degr�e de lib ert�e (k; l ) est un po-
lynôme d'ordre r en x̂1 et x̂2, qui vaut 1 au point �̂ k;l et 0 sur tous les autres points d'in terpo-
lation. On note cette fonction de base ^' k;l , elle vaut :

^' k;l (x̂1; x̂2) =
r +1Y

m=1 ;m6= k

x̂1 � �̂ k

�̂ m � �̂ k

r +1Y

m=1 ;m6= k

x̂2 � �̂ l

�̂ m � �̂ l

Elle v�eri�e bien
'̂ k;l (�̂ p; �̂ q) = � k;p � l ;q
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o�u � est le symbole de Kronecker. Pour les fonctions de base d�e�nies sur K̂ , on adoptera
indi� �eremment la notation avec un couple d'indices (i 1; i2) ou avec un seul indice i . Ainsi, on
peut aussi�ecrire :

'̂ i (�̂ j ) = � i;j

Les fonctions de basesur le quadrilat �ere K e v�eri�en t par d�e�nition :

^' i = ' i � Fe

d'o�u
' i = '̂ i � F � 1

e

r ' i = DF � t
e r̂ ^' i � F � 1

e

r̂ �etant le gradient par rapport �a x̂1; x̂2. Les fonctions de base ^' i sur le carr�e unit �e forment
une basede l'espaceQr . Qr est l'espacedespolynômesde degr�e inf�erieur ou �egal �a r en chaque
variable sur le carr�e unit �e K̂ .

Qr =

8
<

:

rX

i;j =0

ai;j x̂ i
1 x̂ j

2 avec ai;j 2 R 8 (i; j )

9
=

;

Sur chaque maille, la solution num�erique est combinaison lin�eaire des fonctions de base' i . Si
on note (ui )1� i � (r +1) 2 , les composantes de u dans cette base,on a

ujK e (x; y) =
(r +1) 2
X

i =1

ui ' i (x)

En injectant cette expression,dans la formulation variationnelle et en prenant v = ' j , on
obtient le syst�emediscret suivant :

� ! 2 M h Uh + K h Uh = Fh

Uh est le vecteur descomposantes de u. Le secondmembre s'�ecrit :

(Fh) i =
Z



f ' i =

X

e2 supp(' i )

Z

K̂
Je f (x) ^' i (x̂1; x̂2) dx̂1 dx̂2

On posedans toute la suite de l'expos�e commeconvention :

Je > 0

Pour les quadrilat �eres/hexa�edrespour lesquelsle jacobien est n�egatif, on permute au pr�ealable
la num�erotation dessommetsa�n de seramener �a un jacobien positif. Si le jacobien changede
signe,c'est que le quadrilat �ere est d�eg�en�er�e. La matrice de masseM h est de terme g�en�erique :

(M h) i;j =
Z



� ' i ' j =

X

e2 supp(' i )\ supp(' j )

Z

K̂
� Je ^' i (x̂1; x̂2) ^' j (x̂1; x̂2) dx̂1 dx̂2

La matrice de rigidit �e K h a pour expression:

(K h) i;j =
Z



� r ' i r ' j =

X

e2 supp(' i )\ supp(' j )

Z

K̂
� Je DF � 1

e DF � t
e r̂ ^' i (x̂1; x̂2)�r̂ '̂ j (x̂1; x̂2)dx̂1 dx̂2
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1.1.3 Expression des matrices en 2-D et 3-D, utilisation de la condensation
de masse

Pour �evaluer les int�egralessur K̂ , on utilise les formules d'in t�egration de Gauss-Lobatto,
exactes pour les polynômes de degr�e inf�erieur ou �egal �a 2r � 1. Or, le produit ^' i '̂ j est
un polynôme de degr�e 2r . On a �egalement la pr�esencede Je, qui est un polynôme de degr�e
sup�erieur �a 1, sur desmaillagesquelconques.Plus pr�ecis�ement, Je 2 P1 en 2-D (quadrilat �ere)
et Je 2 P4 \ Q2 en 3-D (hexa�edre). Par cons�equent, l'in t�egration utilis �ee est approch�ee, mais
cette approximation n'a�ecte pasla pr�ecisionde la m�ethode, cequi est v�eri� �e soit en faisant une
estimation d'erreur [Ciarlet, 1978],ou une analysede dispersion [Fauqueux, 2003].Le premier
auteur fait la d�emonstration dans le cas de t�etra�edres, alors que le secondauteur fait l'ana-
lyse de dispersion sur des maillages hexa�edriques r�eguliers. Nous avons observ�e une perte de
pr�ecision due �a la condensationde masse,sur des maillageshexa�edriques fortement d�eform�es.
Ce ph�enom�ene sera�etudi�e plus en d�etail dans le chapitre 3. L'utilisation des formules de qua-
drature de Gauss-Lobatto conduit �a la condensationde masse,i.e la matrice de masseest une
matrice diagonale.En e�et, on a :

(M h) i;j �
X

e2 supp(' i )\ supp(' j )

(r +1) d
X

k=1

� ! k Je '̂ i (�̂ k ) ^' j (�̂ k )

�̂ k est le point d'in t�egration (2-D ou 3-D), ! k le poids d'in t�egration. On a, par construction des
fonctions de base

'̂ i (�̂ k ) = � i;k

D'o�u
(M h) i;j �

X

e2 supp(' i )\ supp(' j )

! i � (�̂ i ) Je(�̂ i )� i;j

ce qui d�emontre que M h est diagonale.
Pour ce qui est de la matrice de rigidit �e, les expressionssont plus simples lorsqu'on utilise les
points de Gauss-Lobattopour int�egrerde mani�ereapproch�eelesint�egrales.Nousallons d�etailler
cesexpressionset montrer qu'elles m�enent �a un calcul plus rapide de la matrice de rigidit �e.

Cas 2-D

On s'int�eressedans cette partie au calcul de la matrice de rigidit �e �el�ementaire :

(K h) i;j =
Z

K̂
� Je DF � 1

e DF � t
e r̂ ^' i (x̂1; x̂2) r̂ '̂ j (x̂1; x̂2) dx̂1 dx̂2

avec i; j les num�eros locaux desdegr�esde lib ert�e. On note la matrice :

Be(x̂1; x̂2) = � Je DF � 1
e DF � t

e

Cette matrice est sym�etrique, elle contient l'information sur la g�eom�etrie.

(K h) i;j =
r +1X

m;n =1

! m;n B11(�̂ m ; �̂ n ) ^' 0
i 1

(�̂ m ) ^' i 2 (�̂ n ) ^' 0
j 1

(�̂ m ) ^' j 2 ( ^� n )

+ ! m;n B21(�̂ m ; ^� n ) ^' i 1 (�̂ m ) ^' 0
i 2

(�̂ n ) ^' 0
j 1

(�̂ m ) ^' j 2 ( ^� n )

+ ! m;n B21(�̂ m ; ^� n ) ^' 0
i 1

(�̂ m ) ^' i 2 (�̂ n ) ^' j 1 (�̂ m ) ^' 0
j 2

( ^� n )

+ ! m;n B22(�̂ m ; ^� n ) ^' i 1 (�̂ m ) ^' 0
i 2

(�̂ n ) ^' j 1 (�̂ m ) ^' 0
j 2

( ^� n )
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Apr �essimpli�cation, on trouve

(K h) i;j =
r +1X

m=1

! m;i 2 B11(�̂ m ; �̂ i 2 ) ^' 0
i 1

(�̂ m ) ^' 0
j 1

(�̂ m )� i 2 ;j 2

+ ! i 1 ;j 2 B21(�̂ i 1 ; �̂ j 2 ) ^' 0
i 2

(�̂ j 2 ) ^' 0
j 1

(�̂ i 1 )

+ ! i 2 ;j 1 B21(�̂ i 2 ; �̂ j 1 ) ^' 0
i 1

(�̂ j 1 ) ^' 0
j 2

(�̂ i 2 )

+
r +1X

n=1

! i 1 ;n B22(�̂ i 1 ; �̂ n ) ^' 0
i 2

(�̂ n ) ^' 0
j 2

(�̂ n )� i 1 ;j 1

Si on avait choisi d'in t�egrer plus pr�ecis�ement, par exempleen utilisant les points de Gaussau
lieu despoints de Gauss-Lobatto, on n'aurait pas eu de simpli�cations. Le calcul de la matrice
de rigidit �e aurait �et�e de complexit�e O(r 6) (boucle sur i 1; j 1; i2; j 2; m; n). Lorsqu'on utilise les
points de Gauss-Lobatto, le calcul de la matrice de rigidit �e est de complexit�e O(r 4). De fait, on
a une boucle sur i 1; j 1; i2; j 2 pour les termes crois�es contenant B 21. Pour les termes diagonaux
impliquant B11; B22, on a une boucle sur respectivement i 1; j 1; i2; m et i 1; i2; j 2; n. Le calcul
de la matrice est donc plus rapide et il est comparable au côut de calcul de la matrice pour
des �el�ements triangulaires Pr en O(r 4). Cette complexit�e n'est exacte que pour des �el�ements
triangulaires droits, pour lesquelson peut utiliser des matrices �el�ementaires pr�ecalcul�ees.En
pr�esencede triangles courbes,la matrice jacobiennen'est pasconstante par �el�ement, on ne peut
pas utiliser cesmatrices �el�ementaires. Le côut devient alors plus important en O(r 6), car nous
avons une sommation sur tous les points d'in t�egration :

(K h) i;j =
X

m

! m B (�̂ m ) r̂ '̂ i (�̂ m ) � r̂ '̂ j (�̂ m )

On devra utiliser O(r 2) points d'in t�egration pour �evaluer chaque interaction �el�ementaire. Nous
n'avons pas cet inconv�enient sur les quadrangleso�u le côut est toujours en O(r 4), �a causedes
simpli�cations exhib�ees.

Cas 3-D

Dans le cas 3-D, les calculs sont tr �es proches, et les conclusions identiques. En utilisant
les points de Gauss-Lobatto pour int�egrer, on aboutit �a une complexit�e en O(r 5) au lieu de
O(r 9) si on utilise des points di� �erents. Le gain est appr�eciable, ce qui est corrobor�e par les
exp�eriencesnum�eriques.On explicite les calculs, mais le lecteur n'est pas oblig�e de les lire ! On
utilise toujours la matrice

Be(x̂1; x̂2; x̂3) = � Je DF � 1
e DF � t

e
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(K h) i;j =
r +1X

l ;m;n =1

 

! l ;m;n B11(�̂ l ; �̂ m ; ^� n ) ^' 0
i 1

(�̂ l ) ^' i 2 (�̂ m ) ^' i 3 (�̂ n ) ^' 0
j 1

(�̂ l ) ^' j 2 ( ^� m ) ^' j 3 ( ^� n )

+ ! l ;m;n B22(�̂ l ; �̂ m ; ^� n ) ^' i 1 (�̂ l ) ^' 0
i 2

(�̂ m ) ^' i 3 (�̂ n ) ^' j 1 (�̂ l ) ^' 0
j 2

( ^� m ) ^' j 3 ( ^� n )

+ ! l ;m;n B33(�̂ l ; �̂ m ; ^� n ) ^' i 1 (�̂ l ) ^' i 2 (�̂ m ) ^' 0
i 3

(�̂ n ) ^' j 1 (�̂ l ) ^' j 2 ( ^� m ) ^' 0
j 3

( ^� n )

+ ! l ;m;n B21(�̂ l ; �̂ m ; ^� n ) ^' 0
i 1

(�̂ l ) ^' i 2 (�̂ m ) ^' i 3 (�̂ n ) ^' j 1 (�̂ l ) ^' 0
j 2

( ^� m ) ^' j 3 ( ^� n )

+ ! l ;m;n B21(�̂ l ; �̂ m ; ^� n ) ^' i 1 (�̂ l ) ^' 0
i 2

(�̂ m ) ^' i 3 (�̂ n ) ^' 0
j 1

(�̂ l ) ^' j 2 ( ^� m ) ^' j 3 ( ^� n )

+ ! l ;m;n B31(�̂ l ; �̂ m ; ^� n ) ^' 0
i 1

(�̂ l ) ^' i 2 (�̂ m ) ^' i 3 (�̂ n ) ^' j 1 (�̂ l ) ^' j 2 ( ^� m ) ^' 0
j 3

( ^� n )

+ ! l ;m;n B31(�̂ l ; �̂ m ; ^� n ) ^' i 1 (�̂ l ) ^' i 2 (�̂ m ) ^' 0
i 3

(�̂ n ) ^' 0
j 1

(�̂ l ) ^' j 2 ( ^� m ) ^' j 3 ( ^� n )

+ ! l ;m;n B32(�̂ l ; �̂ m ; ^� n ) ^' i 1 (�̂ l ) ^' 0
i 2

(�̂ m ) ^' i 3 (�̂ n ) ^' j 1 (�̂ l ) ^' j 2 ( ^� m ) ^' 0
j 3

( ^� n )

+ ! l ;m;n B32(�̂ l ; �̂ m ; ^� n ) ^' i 1 (�̂ l ) ^' i 2 (�̂ m ) ^' 0
i 3

(�̂ n ) ^' j 1 (�̂ l ) ^' 0
j 2

( ^� m ) ^' j 3 ( ^� n )

!

Apr �essimpli�cation, on trouve

(K h) i;j =
r +1X

l=1

! l ;i 2;i 3 B11(�̂ l ; �̂ i 2 ; �̂ i 3 ) ^' 0
i 1

(�̂ l ) ^' 0
j 1

(�̂ l )� i 2 ;j 2 � i 3 ;j 3

+
r +1X

m=1

! i 1 ;m;i 3 B22(�̂ i 1 ; �̂ m ; �̂ i 3 ) ^' 0
i 2

(�̂ m ) ^' 0
j 2

(�̂ m )� i 1 ;j 1 � i 3 ;j 3

+
r +1X

n=1

! i 1 ;i 2 ;nB33(�̂ i 1 ; �̂ i 2 ; �̂ n ) ^' 0
i 3

(�̂ n ) ^' 0
j 3

(�̂ n )� i 1 ;j 1 � i 2 ;j 2

+ ! j 1 ;i 2 ;i 3 B21(�̂ j 1 ; �̂ i 2 ; �̂ i 3 ) ^' 0
i 1

(�̂ j 1 ) ^' 0
j 2

(�̂ i 2 )� i 3 ;j 3

+ ! i 1 ;j 2 ;i 3 B21(�̂ i 1 ; �̂ j 2 ; �̂ i 3 ) ^' 0
j 1

(�̂ i 1 ) ^' 0
i 2

(�̂ j 2 )� i 3 ;j 3

+ ! j 1 ;i 2 ;i 3 B31(�̂ j 1 ; �̂ i 2 ; �̂ i 3 ) ^' 0
i 1

(�̂ j 1 ) ^' 0
j 3

(�̂ i 3 )� i 2 ;j 2

+ ! i 1 ;i 2 ;j 3B31(�̂ i 1 ; �̂ i 2 ; �̂ j 3 ) ^' 0
j 1

(�̂ i 1 ) ^' 0
i 3

(�̂ j 3 )� i 2 ;j 2

+ ! i 1 ;j 2 ;i 3 B32(�̂ i 1 ; �̂ j 2 ; �̂ i 3 ) ^' 0
i 2

(�̂ j 2 ) ^' 0
j 3

(�̂ i 3 )� i 1 ;j 1

+ ! i 1 ;i 2 ;j 3B32(�̂ i 1 ; �̂ i 2 ; �̂ j 3 ) ^' 0
j 2

(�̂ i 2 ) ^' 0
i 3

(�̂ j 3 )� i 1 ;j 1

Le calcul de la matrice est donc plus rapide, de complexit�e O(r 5), et il est même plus rapide
que dans le cas d'�el�ements t�etra�edriques Pr en O(r 6). Cette particularit �e est due au fait que
seulsles degr�esde lib ert�e plac�es localement dans le mêmeplan (parall�ele �a Oxy, Oxz ou Oyz)
ont une interaction non-nulle. De mêmequ'en 2-D, on gardecette complexit�e pour les �el�ements
courbesalors que pour les t�etra�edres, la complexit�e est alors en O(r 9).
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1.2 �El �ements �nis courb es

On s'est inspir�ede l'ouvrage [Solin et al., 2003],qui donnelesformulespour lesquadrilat �eres,
triangles, hexa�edreset t�etra�edres.

1.2.1 Cas 2-D
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�0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

f3(x) 
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Fig. 1.5 { Quadrilat �ere courbe

On suppose connaitre la param�etrisation des quatre arêtes du maillage par les fonctions
f 1; f 2; f 3; f 4 (pour lesnotations, cf. �gure 1.5). f 1 est une fonction qui va de l'in tervalle [0; 1] au
plan R2. Elle v�eri�e desconditions de compatibilit �e avec les coins du quadrilat �ere :

f 1(0) = A1 f 1(1) = A2

Sur les quadrilat �eres,on consid�ere la transformation de Gordon-Hall [Gordon et Hall, 1973]:

~Fi (x̂1; x̂2) = x̂1 f 2(x̂2) + (1 � x̂1) f 4(x̂2) + x̂2 f 3(x̂1) + (1 � x̂2) f 1(x̂1)

�
h
(1 � x̂1)(1 � x̂2)A1 + x̂1(1 � x̂2)A2 + x̂1x̂2A3 + (1 � x̂1)x̂2A4]

(1.3)

On choisit de projeter les points de Gauss-Lobatto du carr�e unit �e K̂ sur le quadrilat �ere courbe
par cette transformation (cf. �gure 1.6)

Pk = ~Fi ( �̂ k1; �̂ k2 ) 8k = (k1; k2) 1 � k1; k2 � r + 1

On utilise ensuiteune interpolation lagrangiennecommetransformation �nale F i entre le carr�e
unit �e et le quadrilat �ere courbe.

Fi (x̂1; x̂2) =
r +1X

k1;k2=1

Pk1;k2 ^' k1(x̂1) ^' k2(x̂2) (1.4)
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Fig. 1.6 { Projection despoints de Gauss-Lobatto par la transformation de Gordon-Hall

o�u ^' k1(x̂1) =
r +1Y

i =1 ;i 6= k1

x̂1 � �̂ k1

�̂ i � �̂ k1
est la fonction de Lagrangeassoci�eeau point �̂ k1 On a souvent

besoinde la matrice jacobienneDF i , on calcule les d�eriv�ees:

@Fi

@̂x1
(x̂1; x̂2) =

r +1X

k1;k2=1

d ^' k1

dx̂1
(x̂1) ^' k2(x̂2)Pk1;k2

@Fi

@̂x2
(x̂1; x̂2) =

r +1X

k1;k2=1

'̂ k1(x̂1)
d ^' k2

dx̂2
(x̂2)Pk1;k2

(1.5)

Pour �eviter de calculer lesd�eriv�eesdesfonctions de base,on va le faire une seulefois en calculant
les valeurs

d ^' i

dx
(�̂ j ) i; j = 1; (r + 1)

Ce sont (r + 1)2 valeurs �a calculer une seulefois. On en d�eduit l'expressionde DF i sur lespoints
de Gauss-Lobatto

@Fi

@̂x1
(�̂ j 1; �̂ j 2) =

r +1X

k1=1

d ^' k1

dx̂1
(�̂ j 1)Pk1;j 2

@Fi

@̂x2
(�̂ j 1; �̂ j 2) =

r +1X

k2=1

d ^' k2

dx̂2
(�̂ j 2)Pj 1;k2 j 1; j 2 = 1::(r + 1)

(1.6)

la d�eriv�eed'une fonction debasesecalcule�a partir desesvaleurssur lespoints deGauss-Lobatto
par simple interpolation :

d ^' i

dx̂1
(x̂1) =

r +1X

j =1

d ^' i

dx̂1
(�̂ j ) ^' j (x̂1) (1.7)
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On en d�eduit DFi en tout point :

@Fi

@̂x1
(x̂1; x̂2) =

r +1X

k1;k2;j =1

d ^' k1

dx̂1
(�̂ j ) ^' j (x̂1) ^' k2(x̂2)Pk1;k2

@Fi

@̂x2
(x̂1; x̂2) =

r +1X

k1;k2;j =1

^' k1(x̂1)
d ^' k2

dx̂2
(�̂ j ) ^' j (x̂2)Pk1;k2

(1.8)

En pratique, on ne doit connâ�tre les matrices jacobiennesaux seulspoints de Gauss-Lobatto,
car on utilise les formules d'in t�egration de Gauss-Lobatto pour calculer la matrice et le second
membre.

1.2.2 Cas 3-D

Transformation g�en�erale F i

Fig. 1.7 { Hexa�edre Courbe

On supposedisposer de la param�etrisation des arêtes et des facesd'un hexa�edre (pour les
notations, cf. �gure 1.7). On consid�ere,de mani�eresimilaire au caus2-D, la transformation pour
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passerd'un cube unit �e en un hexa�edre :

~Fi (x̂1; x̂2; x̂3) = (1 � x̂1)(1 � x̂2)(1 � x̂3) A0 + (1 � x̂1)(1 � x̂2)x̂3 A1 + (1 � x̂1)x̂2(1 � x̂3) A2

+ (1 � x̂1)x̂2x̂3 A3 + x̂1(1 � x̂2)(1 � x̂3) A4 + x̂1(1 � x̂2)x̂3 A5

+ x̂1x̂2(1 � x̂3) A6 + x̂1x̂2x̂3 A7

� (1 � x̂1)(1 � x̂2) e0(x̂3) � (1 � x̂1)(1 � x̂3) e1(x̂2) � (1 � x̂1)x̂3 e2(x̂2)

� (1 � x̂2)(1 � x̂3) e3(x̂1) � (1 � x̂2)x̂3 e4(x̂1) � (1 � x̂1)x̂2 e5(x̂3)

� x̂2(1 � x̂3) e6(x̂1) � x̂2x̂3 e7(x̂1) � x̂1(1 � x̂2) e8(x̂3)

� x̂1(1 � x̂3) e9(x̂2) � x̂1x̂3 e10(x̂2) � x̂1x̂2 e11(x̂3)

+ (1 � x̂1) f 0(x̂2; x̂3) + x̂1 f 5(x̂2; x̂3) + (1 � x̂2) f 1(x̂1; x̂3)

+ x̂2 f 4(x̂1; x̂3) + (1 � x̂3) f 2(x̂1; x̂2) + x̂3 f 3(x̂1; x̂2)
(1.9)

Cette transformation assureque :

x̂1 = 0 =) ~Fi (x̂1; x̂2; x̂3) = f 0(x̂2; x̂3)

On a la mêmepropri �et�e pour les autres faces.La v�eri�cation de cette propri �et�e est ais�ee :

~Fi (0; x̂2; x̂3) = (1 � x̂2)(1 � x̂3) A0 +(1 � x̂2)x̂3 A1 + x̂2(1 � x̂3) A2 + x̂2x̂3 A3

� (1 � x̂2)(1 � x̂3) e3(0) � (1 � x̂2)x̂3 e4(0) � x̂2(1 � x̂3) e6(0) � x̂2x̂3 e7(0)

� (1 � x̂2) e0(x̂3) � (1 � x̂3) e1(x̂2) � x̂3 e2(x̂2) � x̂2 e5(x̂3)

+(1 � x̂2) f 1(0; x̂3) + x̂2 f 4(0; x̂3) +(1 � x̂3) f 2(0; x̂2) + x̂3 f 3(0; x̂2)

+ f 0(x̂2; x̂3)
(1.10)

Or, nous connaissonsles extrêmit�es desarêtes

e3(0) = A0 e4(0) = A1 e6(0) = A2 e7(0) = A3 (1.11)

Nousavonsainsi lesdeux premi�ereslignesde l' �equation (1.10) qui sesuppriment. Nousconnais-
sonsaussi les bords desfaces:

f 1(0; x̂3) = e0(x̂3) f 4(0; x̂3) = e5(x̂3) f 2(0; x̂2) = e1(x̂2) f 3(0; x̂2) = e2(x̂2) (1.12)

On a bien ~Fi (0; x̂2; x̂3) = f 0(x̂2; x̂3).
Une fois cette transformation �etablie, l'id �eeest semblable �a ce qu'on a fait en 2-D : on projette
les points de Gauss-Lobatto du cube unit �e sur l'hexa�edre courbe param�etris�e par les �equations
dessix faces.

Pk = ~Fi ( �̂ k1; �̂ k2; �̂ k3 ) 8k = (k1; k2; k3) 1 � k1; k2; k3 � r + 1

r+1 est le nombre de points de Gauss-Lobatto.
On utilise ensuite une interpolation lagrangiennecommetransformation �nale F i entre le cube
unit �e et l'hexa�edre courbe :

Fi (x̂1; x̂2) =
r +1X

k1;k2;k3=1

Pk1;k2;k3 '̂ k1(x̂1) ^' k2(x̂2) ^' k3(x̂3) (1.13)
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On a souvent besoinde la matrice jacobienneDF i , on calcule les d�eriv�ees:

@Fi

@̂x1
(x̂1; x̂2; x̂3) =

r +1X

k1;k2;k3=1

d ^' k1

dx̂1
(x̂1) ^' k2(x̂2) ^' k3(x̂3)Pk1;k2;k3

@Fi

@̂x2
(x̂1; x̂2; x̂3) =

r +1X

k1;k2;k3=1

'̂ k1(x̂1)
d ^' k2

dx̂2
(x̂2) ^' k3(x̂3)Pk1;k2;k3

@Fi

@̂x3
(x̂1; x̂2; x̂3) =

r +1X

k1;k2;k3=1

'̂ k1(x̂1) ^' k2(x̂2)
d ^' k3

dx̂3
(x̂3)Pk1;k2;k3

(1.14)

Pour �eviter de calculer les d�eriv�eesdesfonctions de base,on ne calcule que les valeurs :

d ^' i

dx̂1
(�̂ j ) i; j = 1; (r + 1)

Ce sont (r + 1)2 valeurs �a calculer une seulefois. On en d�eduit l'expressionde DF i sur lespoints
de Gauss-Lobatto

@Fi

@̂x1
(�̂ j 1; �̂ j 2; �̂ j 3) =

r +1X

k1=1

d ^' k1

dx̂1
(�̂ j 1)Pk1;j 2;j 3

@Fi

@̂x2
(�̂ j 1; �̂ j 2; �̂ j 3) =

r +1X

k2=1

d ^' k2

dx̂2
(�̂ j 2)Pj 1;k2;j 3

@Fi

@̂x2
(�̂ j 1; �̂ j 2; �̂ j 3) =

r +1X

k3=1

d ^' k3

dx̂3
(�̂ j 3)Pj 1;j 2;k3 j 1; j 2; j 3 = 1::(r + 1)

(1.15)

La d�eriv�ee d'une fonction de base se calcule a partir de sesvaleurs sur les points de Gauss-
Lobatto par simple interpolation :

d ^' i

dx̂1
(x̂1) =

r +1X

j =1

d ^' i

dx̂1
(�̂ j ) ^' j (x̂1) (1.16)

On en d�eduit DFi en tout point :

@Fi

@̂x1
(x̂1; x̂2; x̂3) =

r +1X

k1;k2;k3;j =1

d ^' k1

dx̂1
(�̂ j ) ^' j (x̂1) ^' k2(x̂2) ^' k3(x̂3)Pk1;k2;k3

@Fi

@̂x2
(x̂1; x̂2; x̂3) =

r +1X

k1;k2;k3;j =1

^' k1(x̂1)
d ^' k2

dx̂2
(�̂ j ) ^' j (x̂2) ^' k3(x̂3)Pk1;k2;k3

@Fi

@̂x2
(x̂1; x̂2; x̂3) =

r +1X

k1;k2;k3;j =1

^' k1(x̂1) ^' k2(x̂2)
d ^' k3

dx̂3
(� j ) ^' j (x̂3)Ak1;k2;k3

(1.17)

L�a aussi, il ne sera n�ecessaireen pratique de connâ�tre DF i uniquement aux points de Gauss-
Lobatto.
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1.3 Pr �ecision de la m�etho de

Nouspr�esentons ici uniquement desr�esultatsnum�eriquesqui valident la m�ethode�el�ements �-
nis utilis �ee,et qui sugg�erent desordresdeconvergence.Pour desestimationsd'erreurs th�eoriques,
on pourra ser�ef�erer �a [Arnold et al., 2000]et [Grob, 2006].Sur descasacad�emiques,on compare
les di� �erents ordres d'approximation a�n de d�eterminer s'il est int�eressant de monter en ordre
sur desg�eom�etries lisses,desg�eom�etries pr�esentant desarêtesvivesou descoins.

1.3.1 Cas 2-D

Di�raction par un disque

Nous v�eri�ons la convergencedes�el�ements �nis spectraux sur le cas acad�emique de la dif-
fraction par un disque.Le probl�ememod�ele s'�ecrit :

8
>>><

>>>:

Trouver u 2 H 1(
)
� k2u � � u = 0 2 


u = � uinc = � exp(ik x) pour r = a
@u
@n

� ik u = 0 pour r = b

(1.18)

k est le nombre d'onde, il est �egal �a ! , car on a choisi une vitesse de propagation de 1. Le
domaine de calcul 
 est la couronne comprise entre les deux cercles de rayon a = 1 et
b = 2. La solution analytique de ce probl�emeest repr�esent�eesur la �gure 1.8. L'expressiondes
solutions analytiquespour la di�raction d'une sph�ereou d'un disque,est rappel�eesuccinctement
en annexe A. On peut voir sur les �gures 1.9 et 1.10 l' �evolution de l'erreur entre la solution

Fig. 1.8 { A gauche, partie r�eelle du champ di�ract �e, �a droite, partie r�eelle du champ total.
Commeon a une expressionanalytique de la solution, on peut la calculer sur tout le carr�e [-2,2].

num�eriqueet la solution analytique respectivement en fonction du pasde maillage et en fonction
du nombre de degr�es de lib ert�e. Pour cette derni�ere courbe, on utilise la grandeur h=r en lieu
et place du nombre de degr�esde lib ert�e (ddl) e�ectif, r �etant l'ordre d'approximation. En e�et,
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sur un maillage r�egulier la grandeur h=r est reli�eeau nombre de ddl, par une relation du type :

� h
r

� 2
=

C
Nddl

o�u C est une constante ind�ependante de r . On notera que l'ordre de convergenceest optimal
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Fig. 1.9 { Evolution de l'erreur L 2 en fonction du pasde maillage, �echelle log-log. Casdu disque

sur desmaillagespseudo-r�eguliers. log10(h) = � 1 correspond �a h =
�
10

.

en hr +1 et que, pour des pas de maillages utilis �es en pratique, l'ordre �elev�e apporte un gain
de pr�ecision substantiel pour un même nombre de degr�es de lib ert�e. On remarque que l'ordre
de convergenceen norme H 1 est en hr sur la �gure 1.11. Pour �nir sur le cas du disque,
nous utilisons des maillages non-structur�es, obtenus par d�ecoupagede maillages triangulaires
(cf. �gure 2.8). Chaque triangle est d�ecoup�e en trois quadrilat �eres. Sur la �gure 1.12, on a
repr�esent�e l'erreur L 2 en fonction du pasde maillage. On mesuredespentes de 2:09; 3:03 et 4:03
pour respectivement Q1, Q2 et Q3. Cesr�esultats tendent �a nousfaire penserqu'on garde l'ordre
de convergenceoptimal O(hr +1 ), sur desmaillagesnon-structur�eset en utilisant la condensation
de masse.
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Fig. 1.10 { Evolution de l'erreur L 2 en fonction de
h
r

, �echelle log-log. Cas du disque sur des

maillagespseudo-r�eguliers.
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Fig. 1.11 { Evolution de l'erreur H 1 en fonction de
h
r

, �echelle log-log. Cas du disque sur des

maillagespseudo-r�eguliers.
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Fig. 1.12 { Evolution de l'erreur L 2 en fonction de
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, �echelle log-log. Cas du disque sur des

maillagestriangulaires d�ecoup�es.
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Di�raction par un carr �e

On �etudie la di�raction d'une onde plane par un carr�e (voir �gure 1.13). Dans le casd'obs-

Fig. 1.13 { A gauche, partie r�eelledu champ di�ract �e, �a droite, partie r�eelledu champ total

tacles �a fronti �ere C1 comme pour le disque, la convergencede la m�ethode �el�ements �nis pour
un ordre �elev�e est tr �es rapide. Par cons�equent, il est avantageux de monter en ordre. Pour des
g�eom�etries pr�esentant des coins, la convergenceest plus laborieusecomme nous le constatons
sur les �gures 1.14 et 1.15. L'erreur faite sur la solution num�erique est mesur�ee �a partir d'une
solution de r�ef�erencecalcul�ee avec une approximation Q4 et avec un pas de maillage cinq fois
plus petit. On observe un ordre de convergenceen h

4
3 quel quesoit l'ordre, et pour la norme L 2

�2 �1.5 �1 �0.5 0
�4

�3.5

�3

�2.5

�2

�1.5

�1

�0.5

log
10

(h)

lo
g 10

(e
rro

r)

Q1
Q2
Q3
Q4
Q5

Fig. 1.14 { Evolution de l'erreur L 2 en fonction de h, �echelle log-log. Cas du carr�e sur des
maillagesr�eguliers.

ou H 1. Ce ph�enom�eneest con�rm �e par la th�eorie,qui pr�evoit un ordre de convergencede
2�
�

. �
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Fig. 1.15 { Evolution de l'erreur H 1 en fonction de h, �echelle log-log. Cas du carr�e sur des
maillagesr�eguliers.

est l'angle convexe que forme le coin, pour le carr�e � =
3�
2

, ce qui donne bien un ordre de
4
3

.

On seposela question suivante : \L'ordre �elev�e est-il plus pr�ecis �a nombre de ddl constant ?".
La r�eponseest oui, comme l'illustre la �gure 1.16. N�eanmoins, l'avantage de monter en ordre
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Fig. 1.16 { Evolution de l'erreur L 2 en fonction de
h
r

, �echelle log-log. Cas du carr�e sur des

maillagesr�eguliers.

(au del�a de Q3) semble mince...
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1.3.2 Cas 3-D

Di�raction par une sph�ere

Nous v�eri�ons la convergencedes�el�ements �nis spectraux sur le cas acad�emique de la dif-
fraction par une sph�ere. Le probl�ememod�ele s'�ecrit :

8
>>><

>>>:

Trouver u 2 H 1(
)
� k2u � � u = 0 2 


u = � uinc = � exp(ik x) pour r = a
@u
@n

� ik u = 0 pour r = b

(1.19)

Le domaine de calcul 
 est la couronne comprise entre les deux sph�eresde rayon a = 1 et
b = 1:5. La solution analytique de ce probl�eme est repr�esent�ee sur la �gure 1.17. On peut

Fig. 1.17 { A gauche, partie r�eelledu champ di�ract �e, �a droite, partie r�eelledu champ total

voir sur les �gures 1.18 et 1.19 l' �evolution de l'erreur entre la solution num�erique et la solution
analytique respectivement en fonction du pasde maillage ou en fonction du nombre de degr�esde
lib ert�e. On notera que l'ordre de convergenceest bien de hr +1 et que pour despasde maillages
utilis �esen pratique, l'ordre �elev�e apporte un gain de pr�ecisionsubstantiel pour un mêmenombre
de degr�esde lib ert�e. Sur desmaillagesnon-r�eguliers, il est di�cile d'obtenir de jolies droites et
d'estimer l'ordre de convergence.Des calculs sur l'erreur de dispersion, e�ectu �es au chapitre 3,
nous m�enent �a penserque la condensationde massenous fait perdre un ordre de convergence
sur desmaillagest�etra�edriquesd�ecoup�es.
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Fig. 1.18 { Evolution de l'erreur L 2 en fonction du pas de maillage, �echelle log-log. Cas de la
sph�ere sur desmaillagespseudo-r�eguliers.
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Fig. 1.19 { Evolution de l'erreur L 2 en fonction du nombre de ddl, �echelle log-log. Cas de la
sph�ere sur des maillagespseudo-r�eguliers.En abscisse,on mesurele logarithme du nombre de
degr�esde lib ert�e (num�erique), sanspasserpar la grandeur h=r.
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Di�raction par un parall �epip �ede

Comme dans le cas 2-D, on s'int�eresse�a la di�raction par un cube, qui pr�esente �a la fois
des arêtes vives et des coins. On repr�esente la solution num�erique sur la �gure 1.20 On fait

Fig. 1.20 { En haut, partie r�eelledu champ di�ract �e, en bas, partie r�eelledu champ total

une �etude de convergenceen prenant trois maillages de pas h,
h
2

et
h
4

avec du Q4. On note

les solutions obtenues sur chaque maillage u1, u2, u3. L'ordre de convergencese calcule par la
formule :

r =
log(jju2 � u1jj ) � log(jju3 � u2jj )

log(2)

On trouve num�eriquement r = 1:38. On peut supposerque l'ordre de convergenceth�eorique

est identique �a celui qu'on avait en 2-D, �a savoir
4
3

.
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1.4 Application aux �ltres optiques, in t �erêt de l'ordre �elev�e

Dans ce paragraphe,nous �etudions un dispositif optique appel�e �ltre �a hyper-fr�equencede
Fabry-Perrot. Ce cas nous a �et�e fourni par la d�efunte soci�et�e ATMEL. Nous rappelons, dans
un premier temps, le type d'onde incidente utilis �ee : les faisceauxgaussiens.Dans un second
temps, nous pr�esenterons les principales caract�eristiques du dispositif. Nous terminerons par
une apologie de l'ordre �elev�e sur ce cas.

1.4.1 Faisceaux gaussiens

Les faisceauxgaussienssont des solutions approch�eesde l' �equation de Helmholtz. Ils sont
utilis �es pour simuler des ondesse propageant selon un axe privil �egi�e. Ils sont construits de la
mani�ere suivante.

Si Oz est l'axe privil �egi�e et Ox l'axe perpendiculaire, on recherche dessolutions de

k2u +
@2u
@x2 +

@2u
@z2 = 0

sousla forme
u(x; z) = v(x; z)eik z

Un calcul simple montre que v v�eri�e

@2v
@z2 +

�
2ik

@v
@z

+
@2v
@x2

�
= 0

Si v(x; z) varie lentement en fonction de z, on peut n�egliger la variation secondede v(x; z)
devant le terme entre parenth�eses,il reste

2ik
@v
@z

+
@2v
@x2 = 0 (1.20)

soit, si l'on revient �a u

ik
@u
@z

+ k2u �
1
2

@2u
@x2 = 0:

Cette �equation est connue sousle nom d'approximation parabolique de l' �equation de Helmholtz.
Cette �equation poss�ede�egalement dessolutions ondesplanesde la forme ei (kx x+ kz z) avec

kz = ik
�

1 �
k2

x

2k2

�

Cette relation de dispersionest �a compareravec la relation de dispersionclassiquepour laquelle

kz = � ik

r

1 �
k2

x

k2

On voit ainsi que l' �equation parabolique ne rend compte que des ondesse dirigeant dans une
seuledirection (il n'y a qu'un seul kz pour l' �equation parabolique contre deux pour l' �equation
de Helmholtz) et que le nombre d'onde en z est approch�e �a l'ordre 2 car

p
1 � x2 = 1 �

x2

2
+ O(x4)

Maintenant si l'on revient �a (1.20), on peut v�eri�er que

v(x; z) = e
� 1

2 log(1+ i z
z0

)� k x 2

z0(1+ i z
z0

)
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en est, pour tout z0, une solution particuli �ere; la fonction

u(x; z) = e
� 1

2 log(1+ i z
z0

)� k x 2

z0(1+ i z
z0

)
+ ik z

est appel�e faisceaugaussien.En z = 0, la trace du faisceauest

u(x; 0) = e� 1
2

k x 2

z0 = e� x 2

w 2

o�u

w =

r
2z0

k

est le col du faisceau.Le faisceauest dit large lorsquew vaut plusieurs longueursd'onde (w est
appel�e aussiwaist du faisceau)

w = N � �

avec, pour �xer les id�ees,N � = 3; 6; 10; : : :. On a alors

z0 = � N 2
� �

Maintenant, si l'on calcule l'erreur sur l' �equation d'Helmholtz, adimensionalis�eepar k � 2,

" (x; z) = u +
1
k2 � u

On trouve

"(x; z) =
� eik z z

4w4k4(1 + i z
z0

)5

d4e� t2

dt4 (t = t(x; z)) ; t(x; z) =
x

w
q

1 + i z
z0

;

et on a donc

sup
(x;z ); z� 0

j" (x; z)j =
C0

4w4k4 ; avec C0 ' 12

ce qui est petit, puisque
w4k4 = (2� N � )4;

l'approximation est donc d'autant meilleure que le col est grand. w seraappel�e indi� �eremment
largeur du faisceaugaussien,ou \w aist".

1.4.2 Propri �et �es du �ltre optique

Description g�en�erale du disp ositif

Le dispositif �etudi�e est un empilement de couches de di�electrique (InP) s�epar�eespar des
couchesd'air, commele montre la �gure 1.21.On note la longueur d'onde nominaledu dispositif
� 0. l' �ecart entre deux couchesd'InP estde0:25� 0, except�epour la cavit �e centrale, dont la largeur

est de � 0. La largeur descouchesd'InP est de
5� 0

4n
o�u n est l'indice de r�efraction du milieu. On

prendra pour toutes les exp�eriencesnum�eriques:

� = 1:55�m

n = 3:155 � = n2
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Fig. 1.21 { Dispositif Atmel
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Fig. 1.22 { Coe�cien t de transmission du dispositif Atmel en fonction de la fr�equence.

Touteslesgrandeurssont adimensionalis�ees,lesunit �es sur lesaxessont deslongueurs d'onde
dans le vide. De même,on adimensionalisela fr�equencepar rapport �a la fr�equencef 0 =

c0

� 0
. On

parle alors de fr�equencerelative F =
f
f 0

. Une premi�ere �etude par ondesplanesnous fournit le

coe�cien t de transmission�a la sortie du dispositif suivant la fr�equencerelative. Sur la �gure 1.22,
on peut constater que le dispositif r�ealisebien une fonction de �ltre passe-bandetr �es s�electif.
La fr�equenceF = 1 s'apparente �a une fr�equencede r�esonance,pour laquelle le coe�cien t de
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transmission est de 1. D�es qu'on s'�ecarte l�eg�erement de cette fr�equence,le coe�cien t retombe
�a 0.

Maillage utilis �e

On s'int�eressemaintenant �a la simulation num�erique. Le premier obstaclequi s'est pr�esent�e
a �et�e la r�ealisation du maillage. La plupart desmailleurs r�ealisent desmaillagesen triangles. On
peut n�eanmoinsd�ecouper les triangles en trois et lesquadranglesen quatre, cequi nouspermet
de mailler n'imp orte quel domaine en quadrangles. Malheureusement, la m�ethode �el�ements
�nis s'av�ere plus e�cace sur des maillages r�eguliers. On a donc choisi de d�evelopper un outil
de maillage sp�eci�que �a un ensemble d'empilements, comme le dispositif Atmel. Le maillage
\optimal" (pour Q5) trouv�e lors dessimulations est pr�esent�e sur la �gure 1.23.

La structure particuli �ere du dispositif privil �egie certains ordres notamment Q5 et Q7. On
ne maille que la moiti �e du domaine et on reconstitue le reste de la solution par sym�etrie...
Sur l'axe de sym�etrie, on imposeune condition de Neumann, on s'astreint �a ne traiter que le
casde faisceauxgaussiens�a incidencenulle. Dans le casde faisceauxgaussiensquelconques,il
faudrait d�ecomposerla sourceenpartie sym�etrique et antisym�etrique. Pour la partie sym�etrique,
on imposerait une condition de Neumann, et pour la partie antisym�etrique une condition de
Dirichlet. On utilise des PML (Perfectly Matched Layers) au lieu de la condition absorbante

Fig. 1.23 { Maillage du domaine x � 0 utilis �e avec les �el�ements Q5. Les di�electriques sont
en vert. Les unit �es sont compt�eesen � 0 = 1:55�m : les longueurs physiquessont obtenues en
multiplian t par 1:55�m .

d'ordre 1, a�n de simuler de mani�ereplus �ne un domain non-born�e. On ne d�ecrira pas lesPML
danscette th�ese; on renvoie le lecteur �a la description de G. Cohendanssonlivre [Cohen,2002].
LescouchesPML sont rajout �eessur tout le pourtour du domainede calcul, apr�esla construction
du maillage. C'est pour cette raison, qu'on ne les voit pas sur les �gures. L'utilisation de PML
est particuli �erement adapt�e pour ce type de g�eom�etrie \cart �esienne".Pour d'autres g�eom�etries,
on pr�efererabien souvent l'in troduction d'une condition transparente. Cette derni�ereest d�ecrite
en annexeB.
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R�esultats avec des bords droits

La �gure 1.24 montre la solution obtenue pour une fr�equence�a 80% de la fr�equencede
r�esonance.On retrouve le cas1-D, avecun coe�cien t de transmission�egal�a 1 pour unefr�equence
de 0.8. C'est �evidemment une fr�equencehors \r �egime de fonctionnement" du �ltre optique.
Comme l'a montr �e le diagramme 1-D, la plage de fonctionnement du dispositif est entre F =
0:95 et F = 1:05.

On prend maintenant des couches de diam�etre 112� soit 173.6� m. La solution obtenue
est pr�esent�ee dans la �gure 1.25. On remarque que le champ s'�etale quasiment dans tout le
dispositif, mais il n'attein t pas les bords de mani�ere sensible.Le dispositif �etant su�sammen t
grand, lesbord n'in terviennent doncpas. On va maintenant �etudier l'e�et desbords,en prenant
un dispositif plus petit. On prend un dispositif de diam�etre 26� , soit 40.2� m. On observe un
d�ecalagedela fr�equenceder�esonance,qui estde1+10 � 4 au lieu de1, dansle cas1-D. Ced�ecalage
est probablement dû �a l'approximation utilis �eepour l'impl �ementation d'un faisceaugaussienet
�a la pr�esencede bords. A cette fr�equence,nous avons trac�e la solution sur la �gure 1.27 On
a e�ectu �e un balayage en fr�equencede la solution. On observe des comportements semblables
au cas 1-D, avec l'apparition de bossespour des fr�equencessup�erieures �a 1, relativement �a
la fr�equencede r�esonancedu syst�eme. On repr�esente sur la �gure 1.26 quelquessolutions �a
des fr�equencesproches de la fr�equencede r�esonance.On observe des \reb onds", la courbe de
transmission n'est plus une gaussienne. On a �egalement des oscillations, qui sont dues �a la
pr�esencede bords. Pour des fr�equencesinf�erieures �a 1, on a une gaussienne,dont la hauteur
diminue quand on s'�eloignede la fr�equence.On n'observe pas de rebonds.

R�esultats en prenan t des bords courb es

On perturb e le syst�emeen courbant l�eg�erement les2 couchesdi�electriquesde part et d'autre
de la cavit �e. La d�eformation cr�eealors une cavit �e optique concave qui serefermel�eg�erement sur
elle-m̂eme.

On e�ectue un balayageen fr�equencea�n de d�eterminer la fr�equencede \r �esonance",pour

Fig. 1.24 { Module du champ total pour une fr�equencerelative de 0.8 (ce qui correspond �a
augmenter la longueur d'onde de 1

0:8 par rapport �a � 0) et un waist de w = 4:96� m
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Fig. 1.25{ Diam�etre de 173.6� m, fr�equencerelative de 1 (la longueur d'onde est 1:55�m ),waist
w=9.92� m. Les unit �es sont compt�eesen � 0 = 1:55�m : les longueurs physiquessont obtenues
en multiplian t par 1:55�m .

laquelle le coe�cien t de transmission est maximal, et le coe�cien t de r�e
exion proche de z�ero.
On trace la solution obtenue �a cette fr�equencede r�esonancesur la �gure 1.28.

On constate que le faisceaureste con�n �e dans le dispositif, alors que dans le casde couches
planes, le faisceaus'�elargissait dans tout le dispositif. Le faisceauen sortie est donc plus �etroit
que dans le casde couchesplanes.Les bords n'in terviennent quasiment pas.

On repr�esente sur la �gure 1.29 le module du champ total suivant la direction d'att �nuation
du faisceau(direction perpendiculaire �a la direction de propagation). On n'a pas d'oscillations,
commedansle casde couchesplanes.Lorsqu'on e�ectue un balayageen fr�equence,la gaussienne
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F = 1.0001
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F = 1.0016
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Fig. 1.26 { Module du champ transmis ju(x; z = Z )j; x > 0 pour un dispositif de diam�etre
D=40.2� m, et un waist w = 9:92� m. Le Z correspond �a 4 longueursd'onde en aval du �ltre.
Axe horizontal : axe parall�ele au barreau x > 0. Les di� �erentes courbes correspondent �a un
balayageen fr�equenceou encoreun d�ecalageen longueur d'onde variant de � 3:094nm �a 0.
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Fig. 1.27{ Solution pour un diam�etre D=40.2� m, une fr�equencerelative F de 1.0001(d�ecalage
de la longueur d'onde de � 0:1548452nm), waist w = 9:92� m. En haut, partie r�eelledu champ
total, en bas, le module. Les unit �es sont compt�eesen � 0 = 1:55�m : les longueurs physiques
sont obtenuesen multiplian t par 1:55�m .
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Fig. 1.28 { Solution pour un diam�etre D=40.2� m, une fr�equencerelative F de 1.000732(lon-
gueur d'onde de 1:548866� m), waist w = 9:92� m. La 
 �eche est de 20nm au centre de la cavit �e.
Cas desbords courbes.

en entr �eereste �a peu pr�esune gaussienneen sortie, les \reb onds" sont moins marqu�esque dans
le casde couchesplanes.
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Fig. 1.29 { Module du champ transmis D=40.2� m, F= de 1.0 �a 1.0020w=9.92� m. Cas des
bords courbes.
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1.4.3 Ap ologie de l'ordre �elev�e

Nous nous concentrons uniquement sur le dernier cas(bords courbesavec une diam�etre de
40.2� m, une fr�equencerelative F de 1.000732et un waist w = 9:92� ). Nous commen�conspar
faire la simulation num�erique avec du Q2, 10 points par longueur d'onde (dans le di�electrique
et dans l'air). On obtient les r�esultats des�gures 1.30 et 1.31

Fig. 1.30 { Solution pour un diam�etre D=40.2� m, une fr�equencerelative F de 1.000732(lon-
gueur d'onde de 1:548866� m), waist w = 9:92� m. A gauche, solution de r�ef�erence; �a droite
solution pour Q2 avec 10 points par longueur d'onde
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Fig. 1.31{ Faisceaugaussien�a la sortie du dispositif, pour la solution de r�ef�erenceet la solution
num�erique Q2 avec 10 points par longueur d'onde

Oh malheur, la solution Q2 part dans le d�ecor! Si on mesurel'erreur �a la sortie du dispositif,
on trouve 100 % d'erreur. Ce ph�enom�enepeut s'expliquer de mani�ere simple. La dispersiondes
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�el�ements Q2 d�eplace l�eg�erement la fr�equencede r�esonance,de ce fait on tombe �a côt�e de la
fr�equencede r�esonance,et le �ltre ne laissepasserqu'un signal faible. De fa�con plus pr�ecise,on
peut tracer le coe�cien t de transmissionen fonction de la fr�equencepour la solution de r�ef�erence
et pour la solution Q2 avec 10 points par longueur d'onde. On voit nettement le d�ecalagede la
fr�equencede r�esonancesur la �gure 1.32, la fr�equencede r�esonancenum�erique du maillage Q2

est �egale�a F = 0:99989au lieu de f = 1:00073pour la solution de r�ef�erence.
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|| 
u 
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Q2

Fig. 1.32{ Coe�cien t de transmissionen fonction de la fr�equence,pour la solution de r�ef�erence
et la solution num�erique Q2 avec 10 points par longueur d'onde

Pour la fr�equencede r�esonance,on se �xe un objectif d'erreur �a 10 %, on a�c he dans le
tableau 1.1 le nombre de ddl n�ecessairepour atteindre cette erreur, ainsi que la taille de la
matrice LU (dans le casd'une r�esolution directe). Il apparâ�t �evident que sur ce cas, il est vain

Ordre Nombre ddl StockageLU
2 453000 598M o
3 69800 94M o
4 52000 78M o
5 33200 58M o
6 47700 93M o
7 42200 96M o

Tab. 1.1 { Nombre de ddl n�ecessairespour atteindre moins de 10 % d'erreur

et inutile de tenter de faire de faire du Q1 ou du Q2. L'ordre le plus appropri�e semble être le Q5,
pour des questionsde respect de la g�eom�etrie. Si on utilise un ordre sup�erieur, on se retrouve
avecdesmailles petites pour respecter la g�eom�etrie (typiquement une maille dans les interstices
d'air qui font un quart de longueur d'onde ...). On a donc par cons�equent plus de degr�es de
lib ert�e. Le maillage utilis �e pour Q5 est sur la �gure 1.23 (hors PML). On ne met que deux
mailles dans la cavit �e et deux mailles sur chaque di�electrique, suivant l'axe de propagation.
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d�ecrit la m�ethode des�el�ements �nis nodaux sur le cas parti-
culier de l' �equation de Helmholtz. Nous choisissonsles points de Gauss-Lobatto commepoints
d'in terpolation et points d'in t�egration, ce qui permet de r�ealiser la condensation de masse.
De plus, nous avons montr �e que ce choix menait �a un calcul rapide de la matrice de rigidit �e.
Nous avons �egalement introduit la technique utilis �ee pour prendre en compte de mani�ere �ne
la g�eom�etrie, technique dite des\ �el�ements courbesisoparam�etriques".

Lesr�esultatsnum�eriquestendent �a prouver qu'en 2-D, lesapproximations faitesned�et�eriorent
pasl'ordre deconvergence.Sur desg�eom�etries lisses,on semble obtenir unem�ethodequi converge
en O(hr +1 ) en norme L 2 et en O(hr ) en norme H 1. Sur des g�eom�etries singuli�eres, l'ordre de
convergenceest le mêmequel que soit l'ordre d'approximation. N�eanmoins,La mont�eeen ordre
permet d'obtenir une solution plus pr�ecisepour un mêmenombre de degr�esde lib ert�e.

Nous conclurons par la robustessedes m�ethodes d'ordre �elev�e, qui sur des cas di�ciles
commele casAtmel, donnent une solution pr�ecise,alors que les m�ethodes d'ordre un ou deux
n�ecessitent d'utiliser un nombre de degr�esde lib ert�e tr �esimportant. Lesm�ethodesd'ordre �elev�e
sont 
exibles, car on peut utiliser un ordre di� �erent si on veut changer la fr�equence(plut ôt que
de refaire le maillage!). On peut aussi calculer la solution pour Q4 et Q5 par exemple,et on
aura une estimation de l'erreur commise.
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Chapitre 2

Algorithmes it �eratifs de r �esolution

L'objectif de ce chapitre est de d�evelopper des m�ethodes it �eratives e�c aces
pour la r�esolution du syst�eme lin�eaire issu de la discr�etisation �el�ements �-
nis de l' �equation de Helmholtz . La premi�ere section apporte le premier
�el�ement de r�eponse, on y propose un algorithme rapide pour e�ectuer le
produit matrice vecteur. Cet algorithme s'accompagne d'un gain de stockage
appr�eciablelorsqu'on monte en ordre. La deuxi�emesection montre qu'un sol-
veur direct est tr �es largementsu�sant pour le cas 2-D et qu'il est n�ecessaire
de se tourner vers un solveur it �eratif en 3-D. La troisi�eme section expose
les performances des algorithmes it �eratifs bas�es sur les espaces de Krylov.
On fera le choix d'algorithmes optimaux, le BICGCR ou le COCG. La
troisi�eme section aborde le probl�eme du pr�econditionnement, on compare
divers pr�econditionneurs : la factorisation incompl�ete, le multigril le et la
d�ecomposition en sous-domaines.Les deuxpremiers sont tous deuxe�c aces
si on ajoute de l'amortissement.
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2.1 Form ulation mixte

L'utilisation d'une formulation mixte pour l' �equation des ondesa �et�e originalement intro-
duite par [Cohen et Fauqueux, 2000]. La transposition au r�egime harmonique est imm�ediate,
nous la d�etaillons ici pour exhiber les bonnespropri �et�esd'une telle approche.

2.1.1 Form ulation variationnelle, propri �et �es des matrices

L'id �ee de baseest d'in troduire une inconnue interm�ediaire v a�n de ne conserver que des
op�erateurs di� �erentiels d'ordre 1. On consid�ere le syst�eme:

� ! 2 � u � div(v) = f

1
�

v � r u = 0

On �etablit la formulation variationnelle en faisant l'in t�egration par parties sur la premi�ere
�equation :

� ! 2
Z



� u ' +

Z



v � r ' =

Z



f '

Z




1
�

v �  �
Z



r u �  = 0

u est choisi dans le mêmeespaced'approximation que dans la formulation standard :

Uh = f v 2 H 1(
) vjK i � Fi 2 Qr g

v est choisi dans l'espaced'approximation suivant :

Vh = f v 2 (L 2(
)) 2 J i DF � 1
i v � Fi 2 (Qr )2g

Par cons�equent, les fonctions de basev�eri�en t :

' i � Fi (x̂) = ^' i (x̂)

 i � Fi (x̂) =
1
J i

DFi  ̂ i (x̂)

Les fonctions de basevectorielles sont construites �a partir des fonctions de basescalaire (as-
soci�eesaux points de Gauss-Lobatto commedans la formulation standard) :

En 2-D  ̂ i =

�
�
�
�

^' i

0
ou

�
�
�
�

0
^' i

On aboutit au syst�emelin�eaire suivant :

� ! 2 M h Uh + Rh Vh = Fh

Bh Vh � Rt
h Uh = 0

La matrice M h est identique �a celledu chapitre 1, elle est diagonale,lorsqu'on utilise les points
de Gauss-Lobatto. Les matrices �el�ementaires de B h et Rh sont �egales�a :

(Bh)k;l =
Z

K i

 k �  l

=
Z

K̂

1
� J i

DF t
i DFi  ̂ k �  ̂ l
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(Rh)k;l =
Z

K i

 l � r ' k

=
Z

K̂
J i

1
J i

DFi  ̂ l � DF � t
i r̂ '̂ k

=
Z

K̂
 ̂ l � r̂ ^' k

Le choix de l'espaced'approximation pour v n'est pas anodin, il a �et�e choisi de telle sorte
que la matrice �el�ementaire de Rh ne d�epende pas de la g�eom�etrie. La matrice �el�ementaire de
Rh est identique quel que soit l' �el�ement : Rh = R̂. Le côut de stockage de la matrice globale
Rh est donc quasi-nul, car on ne stocke que la matrice �el�ementaire R̂. De plus cette matrice
�el�ementaire R̂ est creuse,du fait de la tensorisation desfonctions de base.En e�et, choisissons:

^' k (x̂; ŷ) = '̂ k1 (x̂) ^' k2 (ŷ) et  ̂ l = ^' l1 (x̂) ^' l2 (ŷ) e1

En int�egrant �a l'aide despoints de Gauss-Lobatto :

(Rh)k;l =
r +1X

m;n =1

! m;n ^' 0
k1

(�̂ m ) ^' k2 (�̂ n ) ^' l1 (�̂ m ) ^' l2 (�̂ n )

= ! l1 ;l2 ^' 0
k1

(�̂ l1 ) � k2 ;l2

De mani�ere analogue,pour le degr�e de lib ert�e vectoriel orient�e suivant e2, on obtient :

(Rh)k;l = ! l1 ;l2 '̂ 0
k2

(�̂ l2 )� k1 ;l1

La pr�esencede � k1 ;l1 d�emontre que la matrice �el�ementaire est creuse. Sur la �gure 2.1, on
peut voir les degr�esde lib ert�e vectoriels qui donnent une interaction non-nulle avec le degr�e de
lib ert�e scalairesymbolis�e par le point bleu marine. En 2-D, chaqueligne de la matrice R̂ contient

Fig. 2.1 { Interactions entre degr�esde lib ert�e scalaireset degr�esde lib ert�e vectoriels.

2(r + 1) valeurs non-nulles, alors que le nombre de colonnesest de 2(r + 1)2. En 3-D, chaque
ligne de la matrice R̂ contient 3(r + 1) valeurs non-nulles, alors que le nombre de colonnesest
de 3(r + 1)3. Le caract�ere creux de la matrice est diablement plus important en 3-D !

Int�eressons-nous�nalement aux propri �et�es de la matrice B h Prenons :

 k = ^' k es s = 1 ou 2  l = ^' l et t = 1 ou 2

En utilisant les points de Gauss-Lobatto pour int�egrer B h , on obtient alors :

(Bh)k;l =
! k

� J i
(DF t

i DFi )s;t � k;l
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La matrice �el�ementaire de Bh est par cons�equent une matrice diagonalepar blocs 2x2, chaque
bloc s'appliquant sur lesdeux inconnuesvectoriellesassoci�eesau mêmepoint de Gauss-Lobatto.
L'espaced'approximation pour v �etant discontinu, la matrice global B h est �egalement diagonale
par blocs 2x2 (blocs 3x3 en 3-D).

M h , on le rappelle au bon souvenir du lecteur, est diagonale.On a par cons�equent un côut
de stockageextrêmement faible : une matrice diagonaleet une matrice diagonalepar blocs2x2.
De plus, on peut �eliminer l'inconnue vectorielle en r�esolvant directement le syst�eme:

(� ! 2 Dh + Rh B � 1
h Rt

h) Uh = Fh

En pratique, on calcule directement l'in versede B h :

(B � 1
h )k;l =

� J i

! k
(DF � 1

i DF � t
i )s;t � k;l

Et on utilise l'algorithme de produit matrice-vecteur suivant (cas 3-D) :

Produit matrice-vecteur Y = Rh B � 1
h Rt

h U

Y = 0
Pour e = 1, nombre d'hexa�edresdu maillage

Pour i = 1, (r + 1)3

Ulocal(i) = Uglobal( lg(e,i) )
Fin Pour
// produit matrice-vecteur creux standard
Vlocal = Rh * Ulocal
// produit par la matrice diagonalepar blocs B � 1

h
Pour i = 1, (r + 1)3

Pour j = 1,3
V(j) = Vlocal(3*(i-1) + j)

B � 1
h V = B � 1

h (e;i ) * V
Pour j = 1,3

Vlocal(3*(i-1) + j) = B � 1
h V(j)

Fin Pour
// produit matrice-vecteur creux standard
Ulocal = Rt

h * Vlocal

Pour i = 1, (r + 1)3

Y( lg(e,i) ) += Ulocal(i)
Fin Pour

Fin boucle �el�ements

lg(e,i) est le num�ero global du degr�e de lib ert�e i de l' �el�ement e.

2.1.2 In t �erêt de la factorisation

Par compl�ement de Schur sur le syst�eme(2.1.1), on peut �eliminer l'inconnue vectorielle :

(� ! 2 M h + Rh B � 1
h Rt

h) Uh = Fh
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Or, S. Fauqueuxa d�emontr �e que la matrice de rigidit �e K h de la formulation standard �etait �egale
�a :

K h = Rh B � 1
h Rt

h

Cette �egalit�e est vraie si on choisit les points de Gauss-Lobatto pour int�egrer les matrices. La
formulation mixte est donc strictement �equivalente �a la formulation standard, sonseulet unique
avantage est de fournir une factorisation de la matrice de rigidit �e. Cette factorisation a l'in t�er̂et
majeur de fournir un produit matrice-vecteur peu côuteux en stockage (matrice diagonale et
diagonale par blocs �a stocker) et en temps de calcul (matrice de rigidit �e �el�ementaire creuse).
On peut e�ectuer descalculs de complexit�e pour illustrer cesdeux propri �et�es.

Cas 2-D

On note r l'ordre d'approximation, Ne le nombre d'�el�ements. Sur un maillage r�egulier, on a
globalement (r 2 Ne + O(1)) degr�esde lib ert�e pour u. L'inconnue vectorielle v �etant discontinue,
on a 2(r + 1)2 Ne degr�esde lib ert�e pour v .

Pour la formulation mixte, la matrice diagonalecôute r 2 Ne enstockage.La matrice diagonale
par blocs2x2 Bh est sym�etrique, sonstockageest de 3(r + 1)2 Ne, le tableau de correspondance
num�erotation locale/num�erotation globale lg(e,i) côute 0:5(r + 1)2.

Pour la formulation standard, on doit stocker la matrice globale A h . Comptabilisons le
nombre d'�el�ements non-nuls de cette matrice. On a (2 r + 1)2 coe�cien ts non-nuls pour chaque
ddl associ�e �a un sommet du maillage, (r + 1)(2 r + 1) coe�cien ts non-nuls pour chaque ddl
associ�e �a une arête du maillage, et (r + 1)2 coe�cien ts non-nuls pour chaque ddl interne. En
tout, on d�enombre ((2 r + 1)2 + 2(r + 1) (2 r + 1) (r � 1) + (r + 1)2 (r � 1)2) Ne coe�cien ts
non-nuls dans la matrice. On utilise la propri �et�e de sym�etrie de la matrice, en divisant par 2 ce
nombre et en rajoutant la moiti �e du côut d'une matrice diagonale.

Stockageutilis �e pour la formulation mixte 2-D : (r 2 + 3:5(r + 1)2) Ne

Stockageutilis �e pour la formulation standard 2-D : (0:5r 4 + 2r 3 + 2:5r 2) Ne

Pour le côut de calcul, on consid�ere que l'addition, la soustraction ou la multiplication
ont un côut de 1. Pour la formulation standard, on aura une multiplication et une addition,
pour chaque entr �eede la matrice (la sym�etrie n'in tervient pas). Pour la formulation mixte, on
a 2(r + 1)3 termes non-nuls dans la matrice R̂. Comme la factorisation fait intervenir deux
multiplications avec Rh et Rt

h, on aura un côut de 8(r + 1)3 Ne. A ce côut, il faut rajouter le
côut de la mulplication par M h et B � 1

h .
Op�erations pour la formulation mixte 2-D : (2 r 2 + 6(r + 1)2 + 8(r + 1)3) Ne

Op�erations pour la formulation standard 2-D : (2 r 4 + 8r 3 + 8r 2) Ne

Asympotiquement pour r grand, on trouve un côut en temps de calcul en O(r 4) pour la
formulation standard contre un côut en O(r 3) pour la formulation mixte. On divise cescôuts
par le nombre de degr�es de lib ert�e (r 2 Ne), a�n de comparer �a nombre de degr�es de lib ert�e
constant. On trouve les r�esultats de la �gure 2.2. Sur cette �gure, on voit que la formulation
mixte devient plus rapide d�es Q4, elle est moins on�ereuseen stockage d�es Q2. Le surcôut de
calcul lorsqu'on monte en ordre est relativement faible, il est loin d'être r�edhibitoire. En outre,
si on utilise un ordre �elev�e, on a besoin de moins de degr�es de lib ert�e pour obtenir la même
pr�ecisionsur la solution. Des comparaisonsplus \justes" seront e�ectu �eespar la suite.

Cas 3-D

On a r 3 Ne degr�esde lib ert�e pour u et 3(r + 1)3 Ne ddl pour v . Pour la formulation mixte,
on stocke r 3 Ne coe�cien ts pour M h et 6:5(r + 1)3 Ne coe�cien ts pour Bh .
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Fig. 2.2 { A gauche temps de calcul en fonction de l'ordre d'approximation, �a droite stockage

Pour la formulation standard, on a 12r 2 + 6r + 1 termes non-nuls pour chaqque ddl
associ�e �a un sommet du maillage, 4r (r + 1) + (r + 1) + 4r 2 termes pour chaque ddl associ�e
�a une arête, (r + 1)2 + 2r (r + 1) + 2r 2 termes pour chaque ddl associ�e �a une face et
3(r + 1)2 � 3r � 2 termes pour chaque ddl interne.

Stockageutilis �e pour la formulation mixte 3-D : (r 3 + 6:5(r + 1)3) Ne

Stockageutilis �e pour la formulation standard 3-D : (1:5r 5 + 4:5r 4 + 4r 3 ) Ne

Op�erations pour la formulation mixte 3-D : (2 r 3 + 15(r + 1)3 + 12(r + 1)4) Ne

Op�erations pour la formulation standard 3-D : (6 r 5 + 18r 4 + 14r 3) Ne

Asympotiquement pour r grand, on trouve un côut en temps de calcul en O(r 5) pour la
formulation standard contre un côut en O(r 4) pour la formulation mixte. On divise cescôuts
par le nombre de degr�es de lib ert�e (r 3 Ne), a�n de comparer �a nombre de degr�es de lib ert�e
constant. On trouve les r�esultats de la �gure 2.3 Sur cette �gure, on voit que la formulation
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Fig. 2.3 { A gauche temps de calcul, �a droite stockage

mixte devient plus rapide d�esQ4, elleestmoinson�ereuseenstockaged�esQ3. Pour la formulation
standard, on a utilis �e la propri �et�e fondamentale que la matrice �el�ementaire est creuse.En e�et,
lorsqu'on utilise les points de Gauss-Lobatto, seulsles degr�esde lib ert�e plac�es localement dans
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le même plan (parall�ele �a Oxy, Oxz ou Oyz) ont une interaction non-nulle. Cette propri �et�e a
�et�e mise en �evidencedans le chapitre 1. Cela donne lieu �a un côut asymptotique en O(r 5) au
lieu du côut \classique" en O(r 6) si on avait utilis �e despoints d'in t�egration de Gauss.Dans le
chapitre 3, on donnera despoints de comparaisonavec les t�etra�edres.

On notera que la formulation mixte fait apparâ�tre un ordre \optimal", qui donneun temps
de calcul minimal pour un nombre de degr�es de lib ert�e constant. En 2-D, l'ordre optimal
th�eoriqueest Q2, en 3-D c'est Q4. En conclusion,on utilisera la factorisation K h = Rh B � 1

h Rt
h

pour calculer le produit matrice-vecteur si r � 3. Pour desordres inf�erieurs, on assemblera la
matrice classiquement commeexplicit �e dans le chapitre 1.

Au niveaudu stockage,la formulation mixte permet de stocker �a peu pr�es8 vecteursen lieu
et placede la matrice. Si lescoe�cien ts physiques� et � sont r�eels,on ne stocke que 4 vecteurs.
En v�erit�e, ce sont les vecteurs n�ecessaires�a l'algorithme it �eratif de r�esolution, qui côutent le
plus cher en stockage!

In t �egration exacte

Le point cl�e pour obtenir cette factorisation est l'utilisation de formules de quadrature
approch�ees(ie formules de Gauss-Lobatto). Peut-on obtenir une factorisation similaire si on
utilise une formule de quadrature plus pr�ecise(formules de Gauss)? La r�eponseest oui, plus
pr�ecis�ement on obtient la factorisation suivante :

K h = Ch Rh B � 1
h Rt

h Cht

avec les notations :
(Ch) j;k = '̂ j (�̂ G

k )

(Rh) j;k = r̂ ^' G
j (�̂ G

k )

La matrice Bh est similaire �a la matrice Bh dessectionspr�ecd�edentes sauf qu'elle est exprim�ee
aux points de Gauss.Lorsqu'on utilise les points de Gauss,on perd la condensationde masse,
la matrice de massedevient alors factorisable en :

M h = Ch Dh C t
h

avec la matrice diagonale:
(Dh) j;j = � ! j Je(�̂ j )

Une d�emonstration de cesfactorisations est pr�esent�eeen annexeC.
N�eanmoins,l'utilisation de formulesde quadrature de Gauss,fournit un algorithme de calcul

deux fois plus lent, il reste donc plus int�eressant d'utiliser les formules approch�eesde Gauss-
Lobatto.

2.2 R�esolution directe

Avant d'aborder la r�esolution it �erative, il n'est pas inutile de rappeler bri �evement les fon-
damentaux d'une r�esolution directe. C'est en exhibant les avantageset les inconv�enients d'une
m�ethode directe, qu'on pourra conclure sur la n�ecessit�e ou non d'une r�esolution it �erative. On
s'int�eresseau syst�emelin�eaire :

(� ! 2 M h + Rh B � 1
h Rt

h) Uh = Fh

Une r�esolution directe consistera�a calculer la matrice complexesym�etrique

Ah = � ! 2 M h + Rh B � 1
h Rt

h
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et �a la factoriser sousla forme :

Ah = L D L t

Cette factorisation est connue sour le nom de factorisation de Crout. On doit expliciter la
matrice, ce qui revient �a calculer la matrice �el�ements �nis de la formulation standard! On est
alors confront�e au probl�emed'avoir une matrice tr �esvolumineusequand on monte en ordre. La
factorisation seraencoreplus volumineuse,rendant prohibitiv e l'utilisation dem�ethodesdirectes
pour descasde grande taille. Pour illustrer notre propos, nous donnonsles tailles desmatrices
�el�ements �nis, et la placem�emoire prise par la factorisation L D L t dans les tableaux 2.1 et 2.2.
Les castests sont respectivement la di�raction par un disqueet par une sph�ere.On imposeune
condition de Neumann sur l'ob jet, et une condition absorbante sur la fronti �ere ext�erieure du
domaine de calcul. A�n de comparer ce qui est comparable,on seplace �a nombre de degr�esde
lib ert�esconstant.

Nombre ddl 11000
Ordre d'approximation 1 2 3 5 7
Taille matrice Ah 1 Mo 1 Mo 2 Mo 5 Mo 8 Mo
Taille factorisation 11 Mo 11 Mo 12Mo 17Mo 25Mo
Avec condensation 11 Mo 10 Mo 9 Mo 7 Mo 6Mo
Nombre ddl 100000
Ordre d'approximation 1 2 3 5 7
Taille matrice Ah 9 Mo 15 Mo 24 Mo 46 Mo 77 Mo
Taille factorisation 117 Mo 126 Mo 134Mo 171Mo 244Mo
Avec condensation 117 Mo 109 Mo 100 Mo 88 Mo 83Mo
Nombre ddl 1000000
Ordre d'approximation 1 2 3 5 7
Taille matrice Ah 96 Mo 163 Mo 252 Mo 481 Mo 773 Mo
Taille factorisation 1472 Mo 1617 Mo 1673Mo 2045Mo 2700Mo
Avec condensation 1472 Mo 1440 Mo 1349 Mo 1187 Mo 1088Mo

Tab. 2.1 { Taille n�ecessaireen fonction de l'ordre d'approximation, cas2-D

On utilise MUMPS commesolveur direct [Amestoy et al., 2003],qui est bas�e sur une technique
multifron tale [Du� et Reid, 1983]et tr �esperformant [Amestoy et al., 2000].Dans le tableau 2.1,
on trouve une complexit�e en O(N ) pour la matrice A h et une complexit�e quasi-lin�eaire en
O(N 1:1) pour la factorisation (N �etant le nombre de degr�esde lib ert�e). En 3-D, lescomplexit�es
sont respectivement O(N ) et O(N 2), ce qui traduit bien que les matrices �el�ements �nis 3-D
requ�erent rapidement une m�emoire tr �esgrande. En 2-D, avec 2Go de m�emoire, on peut passer
descas �a un million de degr�esde lib ert�e. Il nous apparâ�t, en 2-D, qu'un solveur it �eratif a peu
de chancesd'être comp�etitif face �a un solveur direct, sauf pour de tr �es gros cas. En revanche,
le tableau 2.2 montre qu'un solveur direct est particuli �erement ine�cace en 3-D. En e�et, avec
2Go de m�emoire, on est limit �e �a des cas de moins de 150000 ddl. Or, des cas r�ealistes 3-D
comprennent plusieurs millions de ddl. Il est n�ecessairede setourner vers un solveur it �eratif !

Une technique int�eressante est la condensationstatique, cela consiste �a �eliminer les degr�es de
lib ert�e int�erieurs par un compl�ement de Schur. On d�ecompose la matrice �el�ementaire sous la
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Nombre ddl 110000
Ordre d'approximation 1 2 3 5 7
Taille matrice Ah 19Mo 36 Mo 59 Mo 138 Mo 219 Mo
Taille factorisation 1485 Mo 2094 Mo 1505Mo 2018Mo 2234Mo
Avec condensation 1485 Mo 1361 Mo 1476 Mo 1741 Mo 1605Mo
Nombre ddl 400000
Ordre d'approximation 1 2 3 5 7
Taille matrice Ah 186 Mo 343 Mo 559 Mo 464 Mo 836 Mo
Taille factorisation 37 Go 32 Go 42Go - -
Avec condensation 37 Go 33Go 28 Go - -

Tab. 2.2 { Taille n�ecessaireen fonction de l'ordre d'approximation, cas3-D

forme :

A =
�

Abord;bord Abord;int

A int ;bord A int ;int

�

o�u l'indice \b ord" se rapporte aux degr�es de lib ert�e sur la fronti �ere de l' �el�ement (en 2-D, ddl
associ�es aux sommetset aux arêtes). L'indice \in t " se rapporte aux degr�es de lib ert�e internes
de l' �el�ement (cf. �gure 2.4.

Fig. 2.4 { En bleu, ddl du bord, en rouge ddl internes de l' �el�ement

On a le syst�eme:

Abord;bord Ubord + Abord;int Uint = Fbord

A int ;bord Ubord + A int ;int Uint = Fint

soit en �eliminant Uint :

Uint = (A int ;int )� 1
�

Fint � A int ;bord Ubord

�

�
Abord;bord � Abord;int (A int ;int )� 1 A int ;bord

�
Ubord = Fbord � Abord;int (A int ;int )� 1 Fint

En pratique, on remplacela matrice �el�ementaire A, par le compl�ement de schur :

Abord;bord � Abord;int (A int ;int )� 1 A int ;bord

L'in verse A int ;int est calcul�e �el�ement par �el�ement lors de l'assemblage, mais on ne le stocke
pas. Par cons�equent, on est amen�e �a recalculer cesinversessi on veut reconstituer la solution
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sur tous les degr�es de lib ert�e du maillage. Il faut �egalement modi�er le terme source dans
le cas d'une source \v olumique". On voit dans le tableau 2.1, que la condensation statique
permet de diminuer la m�emoire requisepar un solveur direct, lorsqu'on monte en ordre. Cette
diminution parâ�t moindre en 3-D. En e�et, la condensationstatique a pour e�et de coupler
tous lesdegr�esde lib ert�e du bord, on perd malheureusement l'orthogonalit �e partielle qu'on avait
(sanscondensation,un ddl n'in teragit qu'avec lesddls situ�essur un mêmeplan parall�ele �a Oxy,
Oxz ou Oyz) ! Ainsi en 2-D, la condensationstatique nousfait passerd'une complexit�e en O(r 4)
�a une complexit�e en O(r 2), tandis qu'en 3-D on passeseulement d'une complexit�e en O(r 5) �a
une complexit�e en O(r 4).

Pour conclurecette sous-section,un solveur direct a d'excellentes propri �et�esen 2-D, permet-
tant de traiter de gros cas.On peut même�economiserde la m�emoirequand on monte en ordre,
en e�ectuant une condensationstatique. En 3-D, un solveur direct requiert beaucouptrop de
m�emoire - et donc de temps de calcul -, il est n�ecessaired'avoir recours �a un solveur it �eratif.

2.3 R�esolution it �erativ e

Les m�ethodes it �eratives les plus utilis �ees dans le cadre des �equations de Maxwell, sont
sp�ecialement d�evolues aux syst�emescomplexessym�etriques. C'est notamment COCG (Conju-
gate Orthogonal Conjugate Gradient) et BICGCR (BIConjugate Gradient Conjugate Residual
method), ellessont d�etaill�eesdans[Clemenset Weiland, 2002].Desm�ethodesplus classiquessont
�egalement utilis �eescommeGMRES (GeneralizedMinimal RESidual, cf. [Saad,1996] [Saad et
Schultz, 1986]),BICGSTAB (BiConjugate Gradient STABilized cf. [der Vorst, 1992])ou SQMR
(Symmetric Quasi-Minimal Residual [Freund et Nachtigal, 1991]). GMRES et BICGSTAB ont
l'avantage d'être con�cus pour des matrices non-sym�etriques. Tous les autres algorithmes uti-
lisent fortement la propri �et�e de sym�etrie. Par ailleurs, COCG et SQMR sont les �equivalents de
BICG et QMR. Lorsque la matrice est sym�etrique, on peut simpli�er l'algorithme du BICG
et QMR pour obtenir respectivement COCG et SQMR. Le COCG est �equivalent au gradient
conjugu�e pour des matrices r�eelles.Le param�etre de restart pour GMRES est pris �egal �a 20.
Malheureusement, cesm�ethodesconvergent d'autant plus lentement que le conditionnement de
la matrice sed�et�eriore. Pour acc�el�erer la convergencede cesm�ethodes, on \pr �econditionne" la
matrice par un inverse\appro ch�e". Dans cette section, on n'utilisera pas de pr�econditionneur,
la question du pr�econditionnement seraabord�eedans la section suivante.

2.3.1 Cas 2-D

Di� �eren tes m�etho des de Krylo v

Noustestonscesdi� �erentes m�ethodesit �erativessur le casdu disqueparfaitement conducteur
de diam�etre 20 longueursd'onde. On a ainsi un casrelativement haute-fr�equence,on utilise une
approximation Q5 avec 10 points par longueur d'onde. Le nombre de ddl est �egal �a 20000
environ. On �xe un crit �ere d'arr êt de " = 10� 6, on obtient les r�esultats de la �gure 2.5 et
du tableau 2.3. On observe que BICGCR et COCG sont les algorithmes les plus rapides avec
un r�esidu fortement oscillant. On peut rajouter un \p ost-traitement" a�n de lisser ce r�esidu en
utilisant le MRS (Minim um Residual Smoothing). Pour mieux connâ�tre ce type de technique,
le lecteur pourra lire [Zhou et Walker, 1994] et [Gutknecht et Rozloznik, 2001]. En pratique,
le lissagen'am�eliore pas grandement le nombre d'it �erations n�ecessaires,on a choisi de ne pas
l'utiliser. QMR donne desr�esultats prochesavec un r�esidu �evoluant par paliers. BICGSTAB a
tendance�a stagner,il n'est pasint�eressant �a utiliser sanspr�econditionnement. GMRES converge
correctement, mais pasdans le casdi�electrique (cf. �gure 2.6). Sanspr�econditionneur, il semble
que la m�ethode la plus rapide sur cecastest soit le BICGCR. Le COCG a cependant l'avantage
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Fig. 2.5 { Evolution du r�esidu en fonction du nombre d'it �erations, �echelle logarithmique. Cas
du disqueparfaitement conducteur.

M�ethode Nombre d'it �erations Temps
COCG 3547 53s
QMR 3558 58s
BICGCR 3068 49s
BICGSTAB 9982 149s
GMRES 4495 78s

Tab. 2.3 { Nombre d'it �erations et temps suivant l'algorithme it �eratif

d'être plus simpleet d'avoir un stockager�eduit (4 vecteurs).En l'absencedemention, la m�ethode
it �erative utilis �eeest le COCG.

Nous testons maintenant cesm�ethodesde Krylo v sur la di�raction d'un disquedi�electrique
(� = 4 � = 1). Le nombre de longueursd'onde dans le di�electrique est d'une vingtaine environ.
On obtient les r�esultats de la �gure 2.6. On notera que sur le cas h�et�erog�ene, GMRES(20) et
BICGSTAB stagnent tr �es fortement, ce qui prohibe leur utilisation dans ce cas. Nous avons
not�e la même di�cult �e pour les probl�emesde cavit �e. Nous verrons ult �erieurement que même
en pr�esenced'un pr�econditionneur, cesm�ethodes sont souvent moins e�caces que le COCG,
BICGCR ou QMR.

In
uence de la fr �equence

On s'int�eresseau nombre d'it �erations n�ecessaireslorsqu'on monte en fr�equenceen adaptant
le pas de maillage a�n d'avoir dix points par longueur d'onde. On peut soit ra�ner le maillage,
soit monter en ordre. On remarquesur la �gure 2.7, que le nombre d'it �erations augmente dans
les deux cas, l'augmentation �etant plus prononc�ee quand on monte en ordre. La d�et�erioration
de la convergenceest loin d'être probl�ematique, il est probable que si on avait choisi despoints
r�eguliersau lieu despoints de Gauss-Lobatto,on aurait eu desr�esultats bien pires. Il semble que
la complexit�e du nombre d'it �erations soit en O(k) (relation a�ne entre le nombre d'it �erations
et le nombre d'onde). En multiplian t par la complexit�e du produit matrice-vecteur en O(k 2),
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Fig. 2.6 { Evolution du r�esidu en fonction du nombre d'it �erations, �echelle logarithmique. Cas
du disquedi�electrique.
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Fig. 2.7 { Nombre d'it �erations en fonction de la fr�equence(le pas de maillage s'adapte). Cas
du disqueparfaitement conducteur.

on trouve que la m�ethode �el�ements �nis sanspr�econditionnement est de complexit�e O(k 3) en
2-D.

In
uence du maillage

Une autre interrogation concernela robustessed'une m�ethode it �erative suivant le maillage
utilis �e. On consid�ere trois maillagesdi� �erents (cf. �gure 2.8) avec 8 points par longueur d'onde
en Q5. Le nombre de degr�es de lib ert�e est le mêmesur les trois maillages(environ 20000). On
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obtient les r�esultats du tableau 2.4

Fig. 2.8 { Maillage r�egulier �a gauche, maillage quadrilat �eral au milieu, maillage \triangles
d�ecoup�es" �a droite

Maillage Nombre d'it �erations Temps
r�egulier 3809 58s
quadrilat �eral 5058 74s
triangles d�ecoup�es 5870 92s

Tab. 2.4 { Performancedu COCG avecdi� �erents maillages.Casdu disqueparfaitement conduc-
teur.

Sanssurprise, le conditionnement de la matrice se d�et�eriore si on ra�ne le maillage, si on
utilise de l'ordre �elev�e, si on monte en fr�equenceet si on utilise desmaillagesdequalit �e m�ediocre!

2.3.2 Cas 3-D

Di� �eren tes m�etho des de Krylo v

On fait le mêmetest sur le casde la di�raction par une sph�erede diam�etre 20� . Le maillage
Q5 contient 1130000 degr�es de lib ert�e (8 points par longueur d'onde), on obtient les r�esultats
de la �gure 2.9 et du tableau 2.5. Les r�esultats sont identiques �a ce qu'on a obtenu en 2-D !

M�ethode Nombre d'it �erations Temps
COCG 7717 3h 3mn
QMR 8226 3h 40mn
BICGCR 7021 3h
BICGSTAB 19741 7h 44mn
GMRES 8742 4h 8mn

Tab. 2.5 { Nombre d'it �erations et temps suivant l'algorithme it �eratif. Cas de la sph�ere parfai-
tement conductrice

On notera n�eanmoinsque le ratio
Nombre d'it �erations

Nombre ddl
est plus faible qu'en 2-D car pour un

casde mêmetaille, on a beaucoupplus de degr�es de lib ert�e alors que le nombre d'it �erations a
doubl�e (pour le disque, on comptait 4000 it �erations, contre 8000 environ pour la sph�ere). Ce
comportement va �a l'oppos�e de ce qu'on avait pour un solveur direct, en e�et quand on passe
du 2-D au 3-D, le temps de calcul n�ecessairepour une r�esolution directe devient plus important
pour un même nombre de ddl. Pour un solveur it �eratif, c'est l'in verse,pour un même nombre
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Fig. 2.9 { Evolution du r�esidu en fonction du nombre d'it �erations, �echelle logarithmique. Cas
de la sph�ere parfaitement conductrice.

de ddl, le temps de calcul seraplus faible en 3-D qu'en 2-D. On ne montre pas les r�esultats pour
la di�raction d'une sph�ere di�electrique car ils sont semblables �a ce qu'on a observ�e en 2-D. De
mani�ere g�en�erale, les cas2-D et 3-D ont de fortes similitudes.

In
uence de la fr �equence

Comme en 2-D, on peut constater que le nombre d'it �erations crô�t lin�eairement en fonction
de la fr�equence(cf. �gure 2.10). La complexit�e d'un calcul 3-D en utilisant un solveur it �eratif
sanspr�econditionnement est donc en O(k4).
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Fig. 2.10 { Nombre d'it �erations lorsqu'on ra�ne en maillage ou en ordre, la fr�equenceest
augment�eedans la mêmemesure.Cas de la sph�ere parfaitement conductrice.
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2.4 Pr �econditionnemen t

Les matrices qu'on obtient sont mal conditionn�ees,certaines valeurs propres peuvent être
prochesde z�ero (fr �equenceproche d'une r�esonancecommedans le casAtmel), certainesvaleurs
propres peuvent être tr �es grandes sur des maillages de qualit �e m�ediocre. Il est n�ecessairede
pr�econditioner le syst�emelin�eaire, ce qui revient �a remplacer le syst�emelin�eaire :

Ah Uh = Fh

par le syst�eme:
M h Ah Uh = M h Fh

On peut �egalement pr�econditionner �a droite et r�esoudre:

Ah M h Yh = Fh Uh = M h Yh

M h est le pr�econditionneur, c'est un op�erateur lin�eaire de telle sorte que :

conditionnement (Ah M h) � conditionnement (Ah)

Si on utilise des algorithmes sym�etriques (comme le COCG), il est n�ecessairede disposer de
pr�econditionneurssym�etriques.On n'utilise pasles techniquespr�ec�edentes car le produit A h M h

n'est pas sym�etrique. Le pr�econditionneur s'applique en modi�an t le produit scalaire :

< x; y > = (x; M h y)

En pratique, il n'est pas obligatoire de construire la matrice M h de mani�ere e�ectiv e, on n'a
besoinque d'avoir un algorithme de calcul de l'application du pr�econditionneur sur un vecteur
(produit matrice-vecteur) :

Y = M h X

De monbreux travaux ont �et�e men�es pour trouver des pr�econditionneurs e�caces pour
l' �equation de Helmholtz. Une approche s�eduisante est l'utilisation de la �t pour la r�esolution
approch�eede cette �equation sur desdomainestensoriels,c'est une technique exploit�eepar [El-
man et O'Leary, 1998], [Otto et Larsson, 2000], [Heikkola et al., 2003a] et [Heikkola et al.,
2003b]. On peut citer dans le même ordre d'id �eesles travaux originaux de [Gander et Nataf,
2001],qui proposent d'utiliser la factorisation analytique de l'op�erateur de Helmholtz en deux
op�erateurs d'ordre un pour r�ealiserune factorisation incompl�ete analytique. A�n d'exploiter les
id�eessous-jacentes �a cesdi� �erents travaux, il est n�ecessairede coupler les �el�ements �nis avec
desdi� �erences�nies pour exploiter la structure tensorielle desop�erateurs. Ce couplagene nous
semble pas facile �a r�ealiser,nous avons choisi d'ignorer cette technique.

Une autre approche est d'utiliser l' �equation de Helmholtz avec amortissement, soit en uti-
lisant une factorisation incompl�ete, soit en utilisant un algorithme multigrille. Nous avons
trouv�e cette approche satisfaisante car simple �a r�ealiser,et pouvant s'adapter �a n'imp orte quelle
discr�etisation. Le lecteur pourra lire [Bayliss et al., 1983],[Vuik et al., 2003]et [Erlangga, 2002]
pour approfondir le sujet.

On peut �egalement utiliser la d�ecomposition en sous-domainessur ce type d'�equation.
Cette approche est surtout int�eressante �a utiliser pour parall�eliser la r�esolution. Pour une
impl�ementation en s�equentiel, le gain en m�emoire r�ealis�e grâce �a cette technique n'est pas
des plus formidables. Parmi les nombreux articles sur le sujet, on pourra lire [Collino et al.,
1988], [Benamou et Despres,1996], [Larsson,1999], [Toselli, 1998], [Gander et al., 2002].

Une autre alternative est de faire du multigrille directement sans adjoindre de l'amortis-
sement. On distingue le multigrille g�eom�etrique, qui utilise des maillages plus grossierspour
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approcher la solution, et le multigrille alg�ebrique, qui construit la matrice du maillage grossier
uniquement �a partir de la matrice du maillage �n. Le principal d�efaut du multigrille g�eom�etrique
est que le maillage grossier doit être su�sammen t �n (quatre points par longueur d'ondes
est un bon crit �ere), le multigrille devient alors du 2-grilles, cette approche reste quand même
int�eressante, [Elman et al., 2001]. On n'a pas regard�e en d�etail le multigrille alg�ebrique pour
donner un avis pertinent, mais cette technique semble a priori int�eressante [Vaneket al., 1998a],
[Vanek et al., 1998b], [Vanek et al., 1997].

2.4.1 Pr �econditionnemen t par l' �equation de Helmholtz avec amortissemen t

On consid�ere l' �equation de Helmholtz amortie :

� k2(� + i� )u � � u = 0 (2.1)

Il y aura absorption si � > 0, ce signe est �a mettre en relation avec la convention qu'on a
choisie pour la condition absorbante :

@u
@n

� i k u = 0

On utilise les mêmes�el�ements �nis que pour l'equation de Helmholtz pour construire M � 1
h :

(M � 1
h ) i;j = � k2(� + i� )

Z



' i ' j dx +

Z



r ' i � r ' j dx

Appliquer le pr�econditionneur M �a un vecteur X , revient �a r�esoudrele syst�emelin�eaire :

M � 1
h X = Y

L'id �ee d'un tel pr�econditionneur vient de Bayliss, Goldstein and Turkel [Bayliss et al., 1983]
qui ont propos�e de pr�econditionner l' �equation de Helmholtz par le laplacien (� = 0 � = 0),
Laird a ensuite propos�e de prendre � = � 1 � = 0. Plus r�ecemment, Y.A. Erlangga et al
[Vuik et al., 2003] ont �etudi�e les qualit �es de ce pr�econditionneur pour � � 0 et � > 0. En
choisissant cesdeux conditions, on s'assurede la coercivit �e de la formulation variationnelle issue
de l' �equation (2.1) (ce qui n'est pas le caspour l' �equation de Helmholtz). La matrice M � 1

h est
d�e�nie positive, on peut alors approcher M h par des pr�econditionneurs e�caces du laplacien,
comme la factorisation incompl�ete ou du multigrille. Y.A. Erlangga a montr �e que le choix
(�; � ) = (0; 1) �etait optimal sousla condition � � 0. N�eanmoinsil a observ�e num�eriquement
que le choix (�; � ) = (1; 0:5) donnait les meilleurs r�esultats. Nous garderonsle plus souvent
ce choix de param�etres. La premi�ere approche conduit �a un stockage important, le côut du
pr�econditionneur est tel que le gain en temps de calcul et en stockage r�ealis�e sur la matrice �a
l'aide de la formulation mixte est n�egligeable.Le seul int�er̂et de cette approche est de gagneren
stockagepar rapport �a un solveur direct. On mettra en�evidencelesgainsr�ealis�espar la suite. En
revanche, la secondeapproche est plus satisfaisante commele montre [Erlangga et al., 2004],elle
permet d'avoir un stockageextrêmement r�eduit en utilisant le produit matrice-vecteur pr�esent�e
pr�ec�edemment.

Factorisation incompl �ete

On r�esout le syst�emelin�eaire
M � 1

h X = Y

par une m�ethode de factorisation incompl�ete : ILUT( "), d�etaill�eedans[Saad,1996].Cela revient
�a faire unefactorisation LU dela matrice en�eliminant lescoe�cien ts demodule inf�erieur au seuil
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" . Le d�esavantage de cette approche est de conduire �a un stockagerelativement important. On
exploite la sym�etrie de la matrice en ne stockant que la partie sup�erieurede la factorisation. Le
pr�econditionneur est alors sym�etrique, toutefois nous montrons quelquesr�esultats num�eriques
utilisant GMRES(20).

Dans un premier temps, on met en �evidence l'imp ortance de l'amortissement. En e�et,
le tableau 2.6 montre qu'en l'absenced'amortissement, la factorisation incompl�ete \d �ecroche"
rapidement, et peut mêmeêtre plus côuteuseque la r�esolution sanspr�econditionneur.

seuil " 1e-3 3e-3 1e-2 2e-2 4e-2
� = 1 � = 0 13 / 28 Mo 37 / 27 Mo 1 / 25 Mo 1 / 22 Mo 1 / 16 Mo
� = 1 � = 0:5 117 / 26 Mo 118 / 23 Mo 133 / 19 Mo 160 / 15 Mo 254 / 10 Mo
� = 1 � = 1:0 215 / 23 Mo 216 / 20 Mo 224 / 16 Mo 239 / 13 Mo 295 / 9 Mo

Tab. 2.6 { Nombre d'��t �erations en pr�econditionnant par une factorisation incompl�ete. Le cas
test est la di�raction par un disqueparfaitement conducteur de rayon 10. On adopte le format
\x / y Mo", o�u x est le nombre d'it �erations et y la taille m�emoire utilis �ee par la factorisation
incompl�ete.

On voit qu'en rajoutant de l'amortissement (� = 0:5), on �evite cet �ecueil,deplus la factorisation
incompl�ete n�ecessitealors moins d'espacem�emoire. Sur cet exemple, le choix � = 0:5 est
meilleur que le choix plus classique � = 1. On obtient des gains appr�eciables en côut de
stockagepar rapport �a un solveur direct. On divise par 2 �a 3 fois le stockagepar rapport �a une
factorisation classique.

Dans un secondtemps, on s'int�eresse�a l'in
uence de l'ordre d'approximation, �a nombre de
degr�esde lib ert�e constant, cf. tableau 2.7.Le castest est la di�raction d'une sph�ereparfaitement
conductrice (a = 4; b = 5), avec 105 000 degr�esde lib ert�e.

seuil " 1e-3 3e-3 1e-2 2e-2 4e-2
Q1 57 / 117 Mo 58 / 75 Mo 71 / 40 Mo 108 / 27 Mo 195 / 18 Mo
Q2 57 / 283 Mo 60 / 155 Mo 89 / 68 Mo 187 / 43 Mo 316 / 27 Mo
Q3 57 / 306 Mo 60 / 185 Mo 88 / 90 Mo 183 / 57 Mo 343 / 37 Mo
Q4 57 / 333 Mo 60 / 210 Mo 80 / 110 Mo 150 / 73 Mo 306 / 48 Mo
Q5 57 / 389 Mo 60 / 233 Mo 95 / 115 Mo 184 / 78 Mo 338 / 52 Mo

Tab. 2.7 { Nombre d'it �erations et taille de la factorisation incompl�ete. Di�raction par une
sph�ere.

L'ordre d'approximation n'a�ecte que la taille de la matrice LU, le nombre d'it �erations ne
varie pas beaucoup. En 3-D, le gain de stockage �a l'aide de la factorisation incompl�ete est
plus substantiel, allant parfois jusqu'�a un facteur de 10! Au vu de cesexp�eriences,il semble
raisonnablede choisir " = 10� 2, voire l�eg�erement sup�erieur si le stockageest trop important.

Une parade pour diminuer le stockage pour des ordres d'approximation �elev�es, consiste �a
utiliser un sous-maillageQ1 du domainede calcul. Cesous-maillageQ1 estg�en�er�e en subdivisant
le maillage initial sur les points de Gauss-Lobatto, commele montre la �gure 2.11. Les points
du sous-maillagecoincident exactement avec lesdegr�esde lib ert�e du maillage initial. On calcule
alors la factorisation incompl�ete sur la matrice �el�ements �nis Q1 de ce sous-maillage.On a par
cons�equent quel que soit l'ordre d'approximation le même stockage, le nombre d'it �erations est
l�eg�erement plus �elev�e commele montre le tableau 2.8.

Globalement le temps de calcul est sensiblement le même car chaque it �eration côute moins
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Fig. 2.11 { A gauche, maillage Q3, �a droite sous-maillageQ1

seuil 1e-3 3e-3 1e-2 2e-2 4e-2
Q2 80(57) 81(60) 101(89) 167(187) 326(316)
Q3 86(57) 87(60) 102(98) 171(183) 335(343)
Q4 89(57) 91(60) 104(80) 170(150) 316(306)
Q5 91(57) 94(60) 118(95) 208(184) 396(338)

Tab. 2.8 { Nombre d'it �erations et taille de la factorisation incompl�ete. Di�raction d'une sph�ere.
Utilisation du sous-maillageQ1.

cher (factorisation moins volumineuse), mais on a plus d'it �erations. Le point positif de cette
technique est bien d'avoir un stockagemoins important.

Multigrille

On peut encore gagner en stockage en utilisant un algorithme multigrille au lieu d'une
factorisation incompl�ete. Une analyse compl�ete et d�etaill�ee de cette m�ethode utilisant des
sch�emas di� �erences�nies est pr�esent�ee dans le rapport de Y.A. Erlangga. Nous d�ecrivons
bri�evement l'it �eration multigrille, et plus en d�etail les op�erateurs de restriction et de prolonge-
ment, sp�eci�ques �a la m�ethode �el�ements �nis qu'on utilise.

It �eration multigrille On utilise le mêmemaillage 
 h , on ne fait varier que l'ordre d'approxi-
mation not�e p. L'algorithme classiques'�ecrit :
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Multigrille( Ap, p, x, b)
Pr�e-lissagex = S� 1

p (x; b)
Calcul r�esidu r = b � Ap x
Restriction r c = Rp r
Si p=2 � r m

R�esolution directe xc = A � 1
p=2 r c

sinon
xc = 0
Pour i = 1,


Multigrille( Ap=2, p/2, xc, r c)
Fin Pour

Fin Si
Prolongement r = Pp xc

x = x + r
Post-lissagex = S� 2

p (x; b)
Fin Multigrille

On a choisi les notations suivantes :

{ Ap, matrice �el�ement �ni pour l'ordre d'approximation p
{ Rp, op�erateur de restriction de l'ordre d'approximation p vers p=2
{ Pp, op�erateur de prolongement de l'ordre d'approximation p=2 vers p
{ rm , ordre minimal pour lequel on fait une r�esolution directe
{ 
 = 1 correspond �a un V-cycle, 
 = 2 correspond �a un W-cycle
{ Sp lisseur
{ � 1 nombre d'it �erations de pr�e-lissage
{ � 2 nombre d'it �erations de post-lissage

Pour le lisseur, on utilise du Jacobi relax�e avec ! = 0:5 :

Sp(x; b) = x + ! (b � Ap x)

On a choisi de mettre une it �eration de post-lissageet une it �eration de pr�elissage.On a ainsi un
pr�econditionneur sym�etrique (les op�erateurs de prolongement et de restriction sont transpos�es
l'un de l'autre, commeon va le voir dansle paragraphesuivant). On choisit un W-cycle (
 = 2)
pour desquestionsde performance.

Op �erateurs de prolongemen t et restriction On note  c
i les fonctions de basedu maillage

grossier (ordre d'approximation de p=2), et ' f
i les fonctions de base du maillage �n (ordre

d'approximation p). Le maillage est le même, seul l'ordre change. Cependant, par abus de
notation de notation, nous parlons de maillage �n et de maillage grossier.

L'op�erateur de prolongement est d�e�ni par :

Pi;j =  c
j (� f

i )

o�u les points � f
i d�esignela position du degr�e de lib ert�e i du maillage �n. On prend de mani�ere

classiquel'op�erateur de restriction suivant :

R = P t

Avec cesd�e�nitions, on peut esp�erer obtenir un pr�econditionneur sym�etrique.
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A partir de l�a, deux possibilit�ess'o�ren t �a nous : soit on assemble la matrice P, et on utilise
un produit matrice vecteur creux classiquepour �evaluer Y = P X ; soit on fait un produit
matrice-vecteur qui utilise la tensorisation desfonctions de base.En utilisant le dernier proc�ed�e,
qu' on appellera \pro c�ed�e bô�te noire", on aura une complexit�e en O(r 4) contre O(r 6) pour le
premier proc�ed�e (cas 3-D).

Explicitons donc le proc�ed�e bô�te noire, qui s'appuie sur la tensorisation des fonctions de
base:

 ̂ c
j (�̂ f

i ) =  ̂ c
j 1

(�̂ f
i 1

)  ̂ c
j 2

(�̂ f
i 2

)  ̂ c
j 3

(�̂ f
i 3

)

Le produit matrice vecteur Y = P X s'�ecrit localement commeune triple somme:

Yi 1 ;i 2 ;i 3 =
X

j 1 ;j 2 ;j 3

 ̂ c
j 1

(�̂ f
i 1

)  ̂ c
j 2

(�̂ f
i 2

)  ̂ c
j 3

(�̂ f
i 3

)X j 1 ;j 2 ;j 3

On d�ecomposela triple sommeen trois sommessimples,et on obtient l'algorithme souhait�e!

w1j 1 ;j 2;i 3 =
X

j 3

 ̂ c
j 3

(�̂ f
i 3

) X j 1 ;j 2 ;j 3

w2j 1 ;i 2 ;i 3 =
X

j 2

 ̂ c
j 2

(�̂ f
i 2

) w1j 1 ;j 2 ;i 3

w3i 1 ;i 2 ;i 3 =
X

j 1

 ̂ c
j 1

(�̂ f
i 1

) w2j 1 ;i 2 ;i 3

Yi 1 ;i 2 ;i 3 = w3i 1 ;i 2 ;i 3

Il n'est donc n�ecessairede ne stocker que lescoe�cien ts  ̂ c
j 1

(�̂ f
i 1

), ind�ependants de la g�eom�etrie.
Le côut de stockage est nul par rapport au premier proc�ed�e qui exigeait de stocker toute la
matrice P. On note pc = p=2 et pf = p. On e�ectue des calculs de complexit�e de temps de
calcul produit matrice-vecteur desdeux proc�ed�es :
Op�erations pour P assembl�ee (2-D) : [ (pc � 1) (pf + 1) + (2 pf + 1)]2

Op�erations pour P assembl�ee (3-D) : [ (pc � 1) (pf + 1) + (2 pf + 1)]3

Op�erations pour P bô�te noire (2-D) : 2(pf + 1)2 (pc + 1) + 2(pf + 1) (pc + 1)2 + (pf + 1)2

Op�erations pour P bô�te noire (3-D) : 2(pf + 1)3 (pc + 1) + 2(pf + 1)2 (pc + 1)2 + 2(pf +
1) (pc + 1)3 + (pf + 1)3

Les graphesrepr�esentant cescomplexit�es sont sur la �gure 2.12.
Pour les ordres impairs, on a pris l'arrondi sup�erieur de pc = p=2. En e�et, le passagede Q3

�a Q1 ou Q5 �a Q2 est trop brutal, et donne des r�esultats assezm�ediocres. En 2-D, on utilisera
le proc�ed�e classiquepour p � 3 et le proc�ed�e bô�te noire pour desordres sup�erieurs. En 3-D, le
proc�ed�e bô�te noire est toujours le plus performant.

R�esultats pr �eliminaires sur la sph�ere On consid�ere la même sph�ere que dans le cas de
la factorisation incompl�ete. On utilise du COCG pr�econditionn�e par une it �eration multigrille.
Pour le maillage grossierQ1, on utilise la factorisation incompl�ete ILUT(3e-3) pour la r�esolution
du syst�emelin�eaire.
Le gain en nombre d'it �erations est appr�eciable(cf. tableau 2.9), le gain en temps de calcul n'est
pas n�egligeable notamment pour des ordres d'approximation �elev�es. Le nombre d'it �erations
est n�eanmoins largement sup�erieur au nombre d'it �erations qu'on pouvait esp�erer (NDLR : 60
it �erations). Pour expliquer cette di�cult �e nous regardonsle nombre d'it �erations en fonction du
pas de maillage pour Q2 (cf. tableau 2.10) :
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Fig. 2.12 { Temps de calcul pour l'op�erateur de prolongement/restriction. A gauche 2-D, �a
droite 3-D

Ordre Q2 Q4 Q8

Nombre it �erations 211 151 134
Temps 79s 72s 64s
Nombre it �erations sanspr�econditionneur 1971 2235 2988
Tempssanspr�econditionneur 169s 264s 346s

Tab. 2.9 { Performancesdu pr�econditionneur multigrille sur la sph�ereparfaitement conductrice
(condition de Neumann)

Pas de maillage 1.0 0.5 0.25 0.125
Nombre it �erations 228 245 211 80

Tab. 2.10 { Nombre d'it �erations du COCG pr�econditionn�e par une it �eration multigrille, pour
di� �erents pas de maillage

Le pas de maillage h = 0:25 correspond �a huit points par longueur d'onde. Lorsqu'on ra�ne
le maillage, la grille grossi�ere est mieux adapt�ee, on a donc moins d'it �erations. Une di�cult �e
est le manque de pr�ecision�evident de Q1. De fait, il est souvent plus ad�equat de posercomme
ordre minimal :

rm = 2

Mais cel�a imposed'utiliser au minimum du Q4.

Une alternativ e a priori s�eduisan te... On peut �egalement avoir l'id �ee d'utiliser le sous-
maillage Q1 (cf. �gure 2.8) pour pr�econditionner Qk par une it �eration multigrille sur le sous-
maillage Q1. En faisant cette op�eration, on stocke la matrice Q1 (qui peut être relativement
volumineuse),mais on a un produit matrice-vecteur plus rapide que le produit matrice vecteur
avec de l'ordre �elev�e. Le côut du lisseur est moindre, et a priori les op�erateurs de restriction
et de prolongement sont peu côuteux. Pour ces derniers, on utilise des op�erateurs classiques
pour les fonctions de based'ordre 1, cf. [Hackbusch, 1985].Sur le mêmecasque pr�ec�edemment
on compare les temps obtenus avec les deux techniques sur le tableau 2.11, ainsi que l'espace
m�emoire requis. On utilise cette fois un solveur direct pour le maillage grossieret du BICGCR,
ce qui donne l�eg�erement moins d'it �erations que dans le paragraphe pr�ec�edent. On peut voir
ainsi que pour du Q8, le BICGCR pr�econditionn�e par du multigrille classiquea besoinde 129

69



Ordre Q2 Q4 Q8

Nombre it �erations 193 / 212 144 / 184 129 / 186
Temps 74s / 62s 64s/ 59s 58s/ 51s
M�emoire 78 Mo / 105 Mo 35 Mo / 65 Mo 24 Mo / 51 Mo

Tab. 2.11 { Nombre d'it �erations du BICGCR pr�econditionn�e par du multigrille. A gauche,
statistiques pour le multigrille classique,�a droite pour le multigrille utilisant le sous-maillage
Q1

it �erations alorsqu'il a besoinde186it �erations lorsqu'on utilise du multigrille sur le sous-maillage
Q1. N�eanmoins, on gagne l�eg�erement en temps de calcul, car chaque it �eration est beaucoup
moins côuteuse. En revanche, au niveau de l'espacem�emoire, on a besoinde 51 Mo contre 24
Mo pour le multigrille classique.Dans cet espacem�emoire on ne fait pas �gurer le côut des
vecteurs d'it �erations (20 Mo). L'espacem�emoire est un facteur important pour la r�esolution
de cas3-D de grandestailles, on n'utilisera donc pas cette alternative.

D �efaut des pr �econditionneurs bas�es sur l' �equation de Helmholtz amortie

Les pr�econditionneurs bas�es sur l' �equation de Helmholtz amortie paraissent sou�rir d'une
limitation importante. Ils ont l'avantage non-n�egligeabled'avoir une complexit�e ind�ependante
du pas de maillage, de la d�eformation du maillage et de l'ordre d'approximation. Mais leur
complexit�e d�ependtoujours fortement de la fr�equence! En outre, sur le cash�et�erog�ene,le nombre
d'it �erations est assezimportant. Nous illustrons cespropri �et�es sur le casde la di�raction d'un
disque di�electrique (� = 4 � = 1), le même casqu'au d�ebut du chapitre. Sur le tableau 2.12,
on note le nombre d'it �erations n�ecessaireslorsqu'on pr�econditionnepar l' �equation de Helmholtz
amortie (factorisation compl�ete!).

Fr�equence 0.25 0.5 1.0 2.0 3.0
Nombre it �erations BICGCR 68 203 600 1800 2700

Tab. 2.12 { Nombre d'it �erations pour di� �erentes fr�equences.BICGCR pr�econditionn�e par
l' �equation de Helmholtz amortie � = 1:0 � = 0:5. Une fr�equencede 1 correspond �a la
di�raction d'un disquedi�electrique de diam�etre 20 longueursd'onde (dans le di�electrique).

2.4.2 D�ecomp osition en sous-domaines

L'id �ee est de r�esoudredes probl�emeslocaux sur des domainesde petite taille. L'avantage
escompt�e de cette technique est de gagner en stockage si on utilise un solveur direct pour
r�esoudreles syst�emeslin�eairesdans chaque sous-domaine.En e�et, on a vu que la complexit�e
d'un solveur direct �etait �a peu pr�esen O(N 2) en 3-D. En morcellant le domaine,on peut esp�erer
atteindre une complexit�e en O(N ).

On utilise une m�ethode de Schwarz additiv e sans recouvrement. On note la partition en
sous-domaines:


 =
N s[

i =1


 i
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Sur chaque sous-domaine
 i , on r�esout le probl�emeaux limites :

� � ! 2 u � � u = 0 dans 
 i

@u
@n

� i k u = 0 sur @
 i \ @
 j

+ conditions aux limites sur @
 i \ @


Sur les interfacesentre sous-domaines,on imposeune condition absorbante d'ordre 1. On s'as-
sure ainsi que chaque probl�eme dans un sous-domaineest bien pos�e. On note A i la matrice
�elements �nis du sous-domaine
 i . Le pr�econditionneur s'�ecrit alors :

M � 1 =
N sX

i =1

Pi A � 1
i P t

i

Pi est l'op�erateur de prolongement du sous-domaine
 i vers le domaine 
. On prend comme
op�erateur :

(Pi ) j;k =

R

 i

' j ' i
kR


 ' j ' j

o�u ' j est une fonction de basedu domaine 
 et ' i
k une fonction de basedu domaine 
 i . Par

condensationde masse,Pi est une matrice diagonale.Sur tous les degr�esde lib ert�e du domaine

 i , on a :

(Pi ) j;j =
1

Nombre sous-domainespartageant le ddl glob(j )

o�u glob(j) est le num�ero global (dans le domaine 
) du degr�e de lib ert�e j du domaine 
 i . En
pratique, l'op�erateur de prolongement ne fait que renum�eroter les inconnues du domaine 
 i

vers le domaine 
, sauf sur la fronti �ere du domaine 
 i , o�u il faut en plus pond�erer la valeur des
inconnues.Cette pond�eration r�ealiseune moyennede u pour les degr�esde lib ert�e partag�es par
plusieurs sous-domaines.On obtient ainsi une propri �et�e de conservation de la masse.En e�et,
si on choisit

ui = 1 sur tous les sous-domaines

On a alors :

u =
N sX

i =1

Pi ui = 1 sur 


Pour d�ecouper le maillage 
 en petits morceaux, on utilise un d�ecoupageen bô�tes (cf. �-
gure 2.13).

Sur le cas de la di�raction par un disque di�electrique, nous obtenons les r�esultats du ta-
bleau 2.13. Globalement, on a besoin de moins d'it �erations qu'avec un pr�econditionneur utili-

Fr�equence 0.25 0.5 1.0 2.0 3.0
2x2 sous-domaines 51 101 169 300 322
4x4 sous-domaines 132 311 500 922 1002
8x8 sous-domaines 251 651 1125 1982 2088

Tab. 2.13 { Nombre d'it �erations du BICGCR pr�econditionn�e par la m�ethode de Schwarz addi-
tiv e.

sant l' �equation de Helmholtz amortie. C'est d'autant plus vrai que le nombre de sous-domaines
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Fig. 2.13 { D�ecoupageen bô�tes d'un domaine de calcul. Chaque num�ero est associ�e �a un
sous-domaine,intersection du petit rectangle avec le domaine de calcul.

n'est pastrop important. La d�ependancevis-�a-vis de la fr�equencesemble moins forte. Lorsqu'on
qu'on choisit une fr�equence3 contre 1, on passede 169 it �erations �a 322,alors qu'avec l' �equation
de Helmholtz amortie, on passait de 600 it �erations �a 2700!

Sur le tableau 2.14, on met en �evidencele gain en stockage,sur le cas3-D de la di�raction
d'une sph�ere. On utilise du Q4, et pour chaque sous-domaine,on factorise la matrice associ�ee
au sous-maillageQ1. Comme on l'a vu ant�erieurement, on peut �eventuellement e�ectuer une
factorisation incompl�ete du moment qu'on choisit un seuil assezpetit (" = 1e � 3 donne des
r�esultats corrects). Le casavec1x1x1domaineest env�erit�e le pr�econditionnement par la matrice
associ�ee au sousmaillage Q1, c'est le cas d'un seul sous-domaine...Dans ce cas, on retrouve
les limitations de la factorisation incompl�ete lorsqu'on ne met pas d'amortissement. En e�et, le
nombre d'it �erations est de 202 contre 45 it �erations si on utilise un solveur direct.

D�ecomposition en 1x1x1 2x2x2 4x4x4 8x8x8
Nombre d'it �erations avec solveur direct 45 66 137 224
Nombre d'it �erations avec factorisation incompl�ete 202 124 142 224
M�emoire 366 Mo 207 Mo 101 Mo 64 Mo

Tab. 2.14 { Nombre d'it �erations du BICGCR pr�econditionn�e par la m�ethode de Schwarz ad-
ditiv e. Pour factoriser les matrices �el�ements �nis de chaque sous-domaine,on utilise soit un
solveur direct, soit une factorisation incompl�ete. Cas de la sph�ere.

Cet e�et est moins crucial lorsqu'on d�ecompose en sous-domaines,bien qu'il soit encore
pr�esent. Sur ce cas test, la factorisation incompl�ete avec amortissement est moins gourmande
en m�emoire (37 Mo contre 64 Mo) et en temps de calcul. Sur le cash�et�erog�ene, il sera parfois
plus int�eressant de faire de la d�ecomposition de domaines.

Pour am�eliorer les performanceslorsqu'il y a beaucoupde sous-domaines,on peut faire du
recouvrement et utiliser une correction sur maillage grossier, [Cai et al., 1998]. Nous excluons
cette technique sur un code s�equentiel. En e�et le recouvrement induit des matrices bien plus
importantes (notamment lorsqu'on utilise du Q5 par exemple),o�u est le gain par rapport �a un
solveur direct ?
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2.4.3 Solveur it �eratif ?

On a pr�esent�e desr�esultats num�eriquesutilisant parfois du COCG, parfois du GMRES(20),
parfois du BICGCR. On peut se demander quel solveur it �eratif est le plus judicieux, une fois
le syst�eme pr�econditionn�e. Nous mettons en comp�etition plusieurs algorithmes : BICGCR,
GMRES(20), QCGS, TFQMR et BICGSTAB. QCGS est une variante \lisse" du CGS (Conju-
gate Gradient Squared), il est d�ecrit dans [Tong, 1992].BICGCR s'applique exclusivement aux
matrices complexessym�etriques tandis que les autres algorithmes s'appliquent �a des matrices
quelconques.De plus, ils ne n�ecessitent pas de connâ�tre la transpos�eede la matrice, contraire-
ment au BICG et QMR. Le cas test est la di�raction d'une sph�ere di�electrique (cf. chapitre 3
pour les d�etails du cas test). On fait varier la fr�equenceet on utilise un pr�econditionneur mul-
tigrille. Les r�esultats sont consign�es sur le tableau 2.15. Sur ce cas test, on ne modi�e pas le

Fr�equence BICGCR QCGS GMRES(20) TFQMR BICGSTAB
0.125 34 42 30 40 40
0.25 72 94 99 100 123
0.5 145 182 288 185 215
1.0 383 544 719 577 975

Tab. 2.15 { Nombre d'it �erations en fonction de la fr�equenceet pour divers solveurs

maillage, le maillage est \adapt �e" �a la fr�equence1, il est trop �n pour lesautres fr�equences.On
voit que pour une fr�equencepeu �elev�ee,GMRES(20) demandetr �espeu d'it �erations. Lorsqu'on
augmente la fr�equence,il devient beaucoupmoins int�eressant quele BICGCR. Cesr�esultats sou-
lignent bien que la prise en compte de la sym�etrie de la matrice m�enent �a un gain substantiel
du nombre d'it �erations. Si on est amen�e �a manipuler des pr�econditionneurs non-sym�etriques,
il semble plus judicieux d'utiliser QCGS ou TFQMR. Notons en�n, une complexit�e lin�eaire
du nombre d'it �erations en fonction de la fr�equence.Lorsqu'on multiplie par deux la fr�equence,
on multiplie �egalement par deux le nombre d'it �erations. Dans la suite, on utilisera plut ôt le
BICGCR.

Commeon l'a signal�e auparavant, une it �eration de chaquealgorithme repr�esente un produit
matrice-vecteur et une application du pr�econditionneur. Typiquement QCGS est donn�e dans la
litt �erature avec 2 produits matrice vecteur et 2 applications du pr�econditionneur par it �eration.
Nous multiplions en cons�equencepar deux le nombre d'it �erations pour coller �a notre r�egle.
Or, le côut du produit matrice-vecteur et du pr�econditionneur est majoritaire (il repr�esente
plus de 90 % du côut total) par rapport aux additions et produit scalairescalcul�es dans les
algorithmes it �eratifs. Le temps de calcul est donc proportionnel au nombre d'it �erations quel que
soit l'algorithme it �eratif utilis �e.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d�ecrit un algorithme rapide pour e�ectuer le produit matrice-
vecteur, pour la discr�etisation choisie dans le chapitre 1. On a compar�e la complexit�e de l'algo-
rithme standard avec cet algorithme rapide. On a trouv�e qu'il �etait int�eressant pour desordres
d'approximation sup�erieurs �a 3, que ce soit en 2-D ou en 3-D.

Nousavonsensuiteobserv�equ'un solveur direct �etait satisfaisant pour l'ensemble desprobl�emes
rencontr �esen 2-D. En 3-D, le solveur direct est trop gourmand en m�emoire, il faut avoir recours
�a un solveur it �eratif. En l'absencede pr�econditionneur, le solveur it �eratif est tr �escôuteux car le
nombre d'it �erations augmente lorsqu'on ra�ne le maillage, ou si on augmente la fr�equenceou
lorsqu'on a desmaillagesde qualit �e m�ediocre.
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Parmi les pr�econditionneurs propos�es dans la litt �erature, notre choix s'est arrêt�e sur la
factorisation incompl�ete, le multigrille et la d�ecomposition en sous-domaines.Pour les deux
premiers,on doit ajouter de l'amortissement �a l' �equation de Helmholtz, a�n qu'ils soient stables.
La factorisation incompl�ete limite toutefois le nombre de degr�es de lib ert�e qu'on peut traiter,
car le côut en m�emoire de ce pr�econditionneur est tr �es important. Le multigrille n'a pas cet
inconv�enient, le principal d�efaut du multigrille est la relative \faiblesse" du lisseurutilis �e (Jacobi
par points).

La d�ecomposition ensous-domainesest tr �escôuteuseenespacem�emoire,ellen'est int�eressante
�a utiliser qu'avecune r�esolution parall�ele.En e�et, lorsqu'il y a peude sous-domaines,le nombre
d'it �erations est assezr�eduit.
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Chapitre 3

Comparaison hexa�edres / t �etra �edres

Nous nous proposons dans ce chapitre d'�etablir des comparaisons entre
les �el�ements �nis hexa�edriques qu'on a pr�esent�es et des �el�ements �nis
t�etra�edriquesutilis �es classiquement.Nous faisons en premier lieu une �etude
dedispersion sur desmail lagesp�eriodiques.Nous feronsune comparaison sur
le cas acad�emiquede la sph�ere. Finalement, nous traiterons descas r�ealistes
3-D, utilisant les pr�econditionneurs pr�esent�es dans le chapitre 2.
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3.1 Analyse de disp ersion

On consid�ere un milieu homog�ene in�ni maill�e par un motif �el�ementaire, le motif le plus
simple �etant un cube de taille h. Pour simpli�er, on choisit � = 1 � = 1, on a ainsi une
vitessede propagation �egale�a 1. L'analyse de dispersion consiste�a �etudier dessolutions ondes
planesdu sch�ema discret.

U(x) = U0 exp(i~k � x)

Les solutions non-triviales du sch�ema discret fournissent alors une relation entre la pulsation !
et le nombre d'onde k = j~kj. Cette relation est connue sousle nom de relation de dispersion
discr�ete. Elle approche la relation de dispersion continue :

! 2 = k2

Cas 2-D

Prenons par exemplele casd'un triangle P2. On consid�ere le maillage de la �gure 3.1. Les
quatre premiers degr�es de lib ert�e de ce maillage sont ind�ependants. Tous les autres degr�es de
lib ert�e satisfont une relation de p�eriodicit �e. Typiquement, nous avons les relations suivantes :

u5 = u1 exp(ik x h)

u6 = u3 exp(ik x h)

u7 = u1 exp(i
3
2

kx h + i

p
3

2
ky h)

On consid�ere lesquatre premi�ereslignesde la matrice �el�ements �nis associ�ee�a cemaillage. Pour
toutes les colonnesj > 4, on utilise la relation de p�eriodicit �e que satisfait l'inconnue u j . On
�elimine ainsi toutes les inconnues uj ; j > 4. On obtient, un probl�emesaux valeurs propres
(4x4) de la forme :

� ! 2 h2 ~Dh Uh + ~K h Uh = 0

Une valeur propre correspond �a la relation dedispersioncontinue,ellesatisfait un d�eveloppement
du type :

! 2 h2 = k2 h2 + c(k h)p+2 + o((k h)p+2 )

p est appel�e l'ordre de l'erreur de dispersion. La constante c d�epend de la direction du vecteur
d'onde. En 2-D, on a ainsi une d�ependancesuivant l'angle d'incidence � de l'onde plane. Les
autres valeurs propres correspondent �a desondes\parasites", leur vitessede propagation tend
vers l'in�ni, quand le pas de maillage h tend vers 0.
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7891011
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Fig. 3.1 { Maillage p�eriodique P2
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On introduit les variables :
� 1 = k h cos�

� 2 = k h sin �

Les�el�ements �nis quadrilat �eraux sans condensationdemasse(en utilisant lesformulesde Gauss
exactespour 2r + 1) v�eri�en t les relations discr�etessuivantes (nous ne mettons que les termes
pr�epond�erants du d�eveloppement) :

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 +
� 4

1

12
+

� 4
2

12
pour r = 1

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 +
� 6

1

720
+

� 6
2

720
pour r = 2

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 +
� 8

1

100800
+

� 8
2

100800
pour r = 3

Les relations discr�etes sont �etablies pour tous les ordres d'approximation dans [Ainsworth,
2004a].Dans la th�esede S. Fauqueux, lescalculssont d�etaill�espour les�el�ements quadrilat �eraux
avec condensationde masse,nous faisons�gurer ici les r�esultats :

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 �
� 4

1

12
�

� 4
2

12
pour r = 1

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 �
� 6

1

1440
�

� 6
2

1440
pour r = 2

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 �
� 8

1

302400
�

� 8
2

302400
pour r = 3

Commeon peut le constater, la condensationde massesur lesquadrilat �eres/hexa�edresdiminue
la dispersion par r . Une opinion commune est que la condensationde masseest une m�ethode
de sous-int�egration, car on n'in t�egrepas exactement la formulation variationnelle. On pourrait
penserque l'approximation ainsi faite fasseperdre de la pr�ecision. Il n'en est rien, on gagne
même de la pr�ecision, du moins en ce qui concernel'erreur de dispersion. On remarquera que
la condensationde masseinversele signe de l'erreur de dispersion. C'est une proprit �et�e qu'on
retrouve �egalement pour les triangles/t �etra�edres [Elmkies, 1998]. On peut moyenner les deux
m�ethodes(avec condensationet sanscondensation):

Ah = �A avec condensation
h + (1 � � )Asans condensation

h

On choisit :
� =

r
r + 1

On obtient les relations discr�etessuivantes :

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 �
� 6

1

240
�

� 4
1 � 2

2

144
�

� 2
1 � 4

2

144
�

� 6
2

240
pour r = 1

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 �
� 8

1

37800
�

� 8
2

37800
pour r = 2

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 �
� 1

10
15876000

�
� 1

20
15876000

pour r = 3

On remarque qu'on gagneainsi deux ordres dans l'erreur de dispersion. Cette technique tient
plus du gadget que de l'e�cacit �e, car ce gain n'est v�eri� �e que sur desmaillagesr�eguliers.
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On calculedesrelations similaires pour les triangles avec le motif p�eriodique de la �gure 3.1

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 +
� 4

1

16
+

� 2
1 � 2

2

8
+

� 4
2

16
pour r = 1

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 +
� 6

1

1280
+

� 4
1 � 2

2

640
+

11� 2
1 � 4

2

3840
+

� 6
2

1440
pour r = 2

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 +
19� 8

1

5017600
+

23� 6
1 � 2

2

2257920
+

1427� 4
1 � 4

2

67737600
+

1819� 2
1 � 6

2

101606400
+

263� 8
2

81285120
pour r = 3

Il est di�cile d'in terpr êter de telles relations, et comme je ne suis pas un fanatique des
courbesde dispersion, j'ai pr�ef�er�e introduire une constante de dispersion \ L 2" :

constanteL 2 =
� 1

2�

Z 2 �

0
c(� )2d�

� 1=2

o�u c(� ) est la constante qui apparait dans le d�eveloppement limit �e de la relation de dispersion :

! 2

k2 = 1 + c(� )(k h)p + o((k h)p)

On moyenne ainsi la dispersion pour tous les angles d'incidence de l'onde plane. Nous vou-
lons aussi comparer la dispersion entre les di� �erents ordres d'approximation. Pour ce faire, on
introduit une variable adimensionnelle:

K =
6k h
2� ~r

O�u ~r est d�e�ni en fonction du nombre de degr�es ind�ependants du maillage :

~r =

r
Nombre de degr�esde lib ert�e ind�ependants

Aire du motif �el�ementaire

La valeur K = 1 correspond ainsi �a un maillage contenant exactement 6 degr�esde lib ert�e par
longueur d'onde, quel que soit l'ordre d'approximation. A�n d'avoir une constante L 2 raison-
nable (pas minusculequand on monte en ordre), on utilisera plut ôt cette d�e�nition de c(� ) :

! 2

k2 = 1 + c(� )K p + o(K p)

Ainsi constanteL 2 repr�esentera directement l'erreur de dispersion moyennequand on utilise un
maillage avec 6 points par longueur d'onde!

Les r�esultats sont not�es dans les tableaux 3.2 et 3.1. L'ordre de l'erreur de dispersion est
�egal �a 2r pour les �el�ements �nis quadrilat �eraux et triangulaires.

Ordre d'approximation Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7

Sanscondensationde masse 6.76e-2 1.80e-2 5.98e-3 2.22e-3 8.74e-4 3.60e-4 1.52e-4
Avec condensationde masse 6.76e-2 8.98e-3 1.99e-3 5.54e-4 1.74e-4 6.00e-5 2.18e-5

Tab. 3.1 { Constante L 2 de l'erreur de dispersion pour les �el�ements �nis quadrilat �eraux

On voit ainsi qu'avec 6 points par longueur d'onde, il est int�eressant de monter en ordre
quel que soit l' �el�ement �ni consid�er�e. On notera que ce sont les �el�ements quadrilat �eraux avec
condensationde masse,qui donnent la dispersion la plus petite. Ils sont talonn�es de pr�es par
les �el�ements �nis triangulaires sur un maillage parfaitement r�egulier. La qualit �e du maillage
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Ordre d'approximation P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
Triangles droits 1.02e-1 3.26e-2 1.17e-2 6.14e-3 3.42e-3 2.31e-3 1.57e-3
Triangles �equilat�eraux 6.33e-2 1.45e-2 3.81e-3 1.28e-3 4.43e-4 1.74e-4 6.967e-5

Tab. 3.2 { Constante L 2 de l'erreur de dispersion pour les �el�ements �nis triangulaires

triangulaire a une certaine in
uence, pour tous les ordres d'approximation. En tenant compte
de l'ordre de l'erreur de dispersion, on peut calculer le nombre de points par longueur d'onde
n�ecessairepour le maillage \triangles droits", a�n d'obtenir la mêmeerreur de dispersionque le
maillage \triangles �equilat�eraux". Ainsi pour P1 on a besoinde 7.6 points par longueur d'onde,
pour P7 on a besoin de 7.5 points par longueur d'onde, contre 6 points par longueur d'onde
pour le maillage triangles �equilat�eraux.

De la mêmemani�ere,on peut quanti�er l'apport de la condensationdemassesur les�el�ements
�nis quadrilat �eraux. Les �el�ements sanscondensationde massen�ecessitent 7.13 points par lon-
gueur d'onde pour Q1, et 6.89 points par longueur d'onde pour Q7 ! Cet �ecart peut sembler
minime, mais en 3-D, �ca se traduit par une augmentation de 50% du nombre de degr�es de
lib ert�e en Q7 ! Nous nous sommes�egalement int�eress�es �a savoir si cet avantage de condenserla
masse�etait conserv�e sur des maillages d�eform�es. Nous avons pris le maillage de la �gure 3.2,
et nous avons �evalu�e les constantes de dispersion L 2 (cf. tableau 3.3). L'ordre de l'erreur de
dispersion est toujours �egal �a 2r avec ou sanscondensationde masse.

Fig. 3.2 { Motif �el�ementaire de maillage quadrilat �eral d�eform�e

Ordre d'approximation Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6

Sanscondensationde masse 7.74e-2 2.57e-2 1.00e-2 5.07e-3 2.77e-3 1.67e-3
Avec condensationde masse 1.19e-1 8.29e-3 1.91e-3 3.39e-4 1.06e-4 6.93e-5

Tab. 3.3 { Constante L 2 de l'erreur de dispersion sur un maillage fortement d�eform�e

On voit que la condensationde massed�et�eriore lesr�esultats pour Q1, mais lesam�eliore pour
lesautres ordresd'approximation. L'am�elioration semble mêmeplus importante quedans le cas
r�egulier. Les constantes obtenues sont �a un poil pr�es les mêmesque dans le cas du maillage
r�egulier. On a remarqu�e que les triangles \droits" d�ecoup�es(au lieu destriangles �equilat�eraux)
donnaient desconstantes bien plus �elev�ees.

Cas 3-D

Pour cequi est deshexa�edresr�eguliers,lesconclusionssont identiques au cas2-D, du fait de
la tensorisation du maillage. La condensationde massefournit toujours un gain de pr�ecision.La
constante L 2 de l'erreur de dispersion, fait intervenir une int�egralemettant en jeu deux angles
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� ; � :

constanteL 2 =
� 1

4�

Z 2 �

0

Z �

0
(c(� ; ' ))2 sin � d� d'

� 1=2

La grandeur ~r est alors �egale�a :

~r = 3

r
Nombre de degr�esde lib ert�e ind�ependants

Volume du motif �el�ementaire

Nous utilisons toujours la variable K :

K =
6k h
2� ~r

Nous faisonsune �etude de dispersion, dans le casdu maillage de la �gure 3.3, dont on d�ecoupe
chaque t�etra�edre en 4 hexa�edres.Du fait de la complexit�e descalculs, il est di�cile de calculer
la constante L 2 pour des ordres sup�erieurs ou �egaux �a 3 sur ce maillage. Nous avons choisi
de n'�evaluer cette constante de l'erreur de dispersion que pour une seuledirection du vecteur
d'onde, la direction (1; 0; 0). On a mis dans le tableau 3.4, le terme principal de l'erreur de
dispersion. Comme en 2-D, les �el�ements avec condensationde massedispersent plus pour Q1,
mais ont une constante plus petite que les �el�ements sanscondensationde massepour lesordres
sup�erieurs. On notera que la condensationde massefait perdre deux ordres de dispersion pour
r � 2, l'ordre de l'erreur dedispersionestde2(r � 1) au lieu de2r , commeon pouvait s'attendre.
Ce n'est pas seulement la d�eformation du maillage qui est la causede cette perte de pr�ecision,
mais �egalement la structure du maillage. En e�et, si on prend le maillage hexa�edrique de la
�gure 3.4, on a un ordre 2r pour l'erreur de dispersion!

Ordre Q1 Q2 Q3 Q4

Sanscondensationde masse 0:108K 2 0:0447K 4 0:0215K 6 0:0144K 8

Avec condensationde masse 0:227K 2 0:00898K 2 0:00392K 4 0:00229K 6

Tab. 3.4 { Erreur de dispersion pour k = (1; 0; 0)

Fig. 3.3 { Maillage t�etra�edrique dit \r �egulier"

Nous comparons les erreurs de dispersion des �el�ements �nis hexa�edriques sur maillage
r�egulier avec les �el�ements �nis t�etra�edriques, sur deux maillages (cf. �g 3.5, 3.3). Le second
maillage est dit \r �egulier", il n'en est rien. Pour cause,il est impossiblede remplir l'espace3-D
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Fig. 3.4 { Maillage hexa�edrique l�eg�erement modi� �e

Fig. 3.5 { Maillage \t �etra�edresdroits"

avec des t�etra�edres r�eguliers car l'angle form�e par deux facesest �egal �a 70:53 degr�es, qui ne
divise pas 360... Le secondmaillage est n�eanmoinsplus r�egulier que le premier (le ratio plus
grande arête/ plus petite arête est moins �elev�e). Le tableau comparatif 3.5 montre nettement
queles�el�ements �nis hexa�edriquessur maillage r�egulier sont moins dispersifs.L'ordre de l'erreur
de dispersion est pour tous cescon�gurations de 2r .

Ordre 1 2 3 4 5
T�etra�edresdroits 0.168 5.51e-2 2.05e-2 1.27e-2 8.41e-3
T�etra�edres\r �eguliers" 0.1082 2.85e-2 8.59e-3 4.24e-3 2.30e-3
Hexa�edresr�eguliers 0.0653 8.27e-3 1.81e-3 5e-4 1.57e-4

Tab. 3.5 { Constante L 2 de l'erreur de dispersionpour les t�etra�edreset hexa�edres(avecconden-
sation de masse)

On veut illustrer lese�ets de la condensationdemassesur le probl�eme\concret" derecherche
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de valeurs propres :
8
<

:

trouver (! ; u) 2 R � H 1(
) u 6= 0 tel que
� ! 2 u � � u = 0 2 


u = 0 2 @


On connâ�t les modespropres du cube [0; 1]3 avec la condition de Dirichlet :

! m;n = �
p

l2 + m2 + n2 u = sin(� l x) sin(� m x) sin(� n x) l ; m; n 2 N�

On �etudie la convergencede la valeur propre (1,1,1) et du mode propre associ�e sur les �-
gures 3.6, 3.7 et 3.8, pour un maillage hexa�edrique r�egulier. On voit sur la premi�ere �gure,
que les �el�ements avec condensationde massedonnent une valeur propre plus pr�eciseque les
�el�ements sanscondensationde masse.En revanche, c'est le contraire pour les vecteurspropres,
qui sont mieux approch�es avec les �el�ements sanscondensationde masse.Les valeurs propres
ont une convergenceen O(h2 r ) tandis que les vecteurs propres convergent en O(hr ) en norme
H 1 et en O(hr +1 ) en norme L 2. Lorsqu'on prend un maillage non-r�egulier, les valeurs propres
ont une convergenceen O(h2 r � 2) pour r � 2 si on utilise de la condensationde masse,cequ'on
peut voir sur la �gure 3.9. Sur ce type de maillage, les �el�ements Q1 avec condensationde masse
semblent donner des valeurs propres plus pr�ecisesque les �el�ements Q1 sans condensation de
masse.Notons en�n que pour obtenir 1% d'erreur sur la valeur propre �a l'aide d'une approxi-
mation Q1, on a besoinde 5 fois plus de degr�es de lib ert�e en maillage non-r�egulier, ce qui est
assezd�esappointant... On e�ectuera d'autres comparaisonsentre maillage r�egulier/non-r�egulier
dans la section suivante.

Fig. 3.6 { Convergencede la valeur propre num�erique vers la valeur propre analytique en
fonction du nombre de ddl. Echelle log-log, maillagesr�eguliers.
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Fig. 3.7 { Convergencedu mode num�erique vers le mode analytique en fonction du nombre de
ddl. Echelle log-log, norme L 2, maillagesr�eguliers.

Fig. 3.8 { Convergencedu mode num�erique vers le mode analytique en fonction du nombre de
ddl. Echelle log-log, norme H 1, maillagesr�eguliers

Fig. 3.9 { Convergencede la valeur propre num�erique vers la valeur propre analytique en
fonction du nombre de ddl. Echelle log-log, maillage \t �etra�edresd�ecoup�es.
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3.2 Cas acad�emique de la sph�ere

En pr�eambule, nous pr�ecisonsque dans la suite du chapitre, nous utiliserons exclusivement
BICGCR commealgorithme it �eratif de r�esolution. Commeon l'a mentionn�e dans le chapitre 2,
c'est l'algorithme le plus robuste, aussi robuste que QMR, mais plus e�cace que ce dernier.
Nous ne montrons aucun r�esultat num�erique r�ealis�e avec du P1 ou du Q1. Pour cause,cesdeux
�el�ements sont bien trop dispersifs, et sur des cas de grande taille, il faut souvent mettre 50
points par longueur d'onde pour obtenir un r�esultat potable. Ils ont �egalement le d�esavantage
de n�ecessiterdesmaillagestr �esvolumineux, qui prennent tout l'espacem�emoire! On exclut leur
utilisation d'embl�ee.

3.2.1 Coût du pro duit matrice-v ecteur

Sur maillage t�etra�edrique \r �egulier", on e�ectue descalculs de complexit�e du côut produit
matrice-vecteur pour les �el�ements t�etra�edriques. On d�enombre les interactions suivantes de la
matrice �el�ements �nis :

{ Nombre d'in teractions par sommet :
15 + 50(r � 1) + 60(r � 1)(r � 2)=2 + 24(r � 1)(r � 2)(r � 3)=6

{ Nombre d'in teractions par ddl d'une arete :
8 + 18(r � 1) + 12(r � 1)(r � 2)=2 + 6(r � 1)(r � 2)(r � 3)=6

{ Nombre d'in teractions par ddl d'une face :
5 + 8(r � 1) + 6(r � 1)(r � 2)=2 + 2(r � 1)(r � 2)(r � 3)=6

{ Nombre d'in teractions par ddl interieur :
(r + 1)(r + 2)(r + 3)=6

Pour chaque interaction de la matrice, on compte deux op�erations (une multiplication et une
addition), on obtient alors les complexit�es suivantes :
Op�erations : 1=3r 6 + 4r 5 + 28=3r 4 � 2r 3 + 122r 2 � 174r + 70
Stockageutilis �e : Nombre op�erations=4 + 0:5r:3

Pour le stockage,on a pris en compte la sym�etrie (on divise par deux le nombre d'in teractions
et on rajoute la moiti �e de la diagonale). Lorsqu'on divise par le nombre de degr�es de lib ert�e,
a�n de comparer �a nombre de ddl constant, on obtient la �gure 3.10.
On a �egalement valid�e ce calcul th�eorique par des exp�eriencesnum�eriques sur le cas de la
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Fig. 3.10 { A gauche, temps de calcul pour les t�etra�edres et pour les hexa�edres(formulation
mixte). A droite, stockagepour les deux �el�ements.

sph�ere, cf. �gure 3.11. Les r�esultats th�eoriquesconcordent bien avec l'exp�erience num�erique.
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Fig. 3.11 { A gauche, temps de calcul pour les t�etra�edres et pour les hexa�edres(formulation
mixte). A droite, stockage pour les deux �el�ements. Le temps de calcul est mesur�e sur 1000
it �erations de COCG pour un cas de 100000 ddl (le maillage est di� �erent pour chaque ordre,
a�n d'avoir le mêmenombre de ddl). Pour Q2, on utilise la formulation standard

Les t�etra�edressont plus rapidespour P1, P2 et P3, ils sont plus lents pour lesordres sup�erieurs.
Au niveaude l'espacem�emoire, la formulation mixte apporte un gain d�esl'ordre 2. En pratique,
on n'ira jamais au-del�a de P4, car alors l'espacem�emoire requis est trop important. Pour Q1 et
Q2, on utilisera exclusivement la formulation standard, pour les ordres sup�erieurs on utilisera
la formulation mixte. On remarqueraque num�eriquement Q5 est plus rapide que Q4, alors que
la th�eorie donne Q4 gagnant. Nous n'avons pas d'explications de cette di� �erenceminime...

3.2.2 Comparaison sur une sph�ere parfaitemen t conductrice

On consid�ere une sph�erede rayon a = 4, la condition absorbante est plac�eesur une sph�ere
ext�erieure de rayon b = 6. On imposeune condition de Dirichlet sur la sph�ere int�erieure. On
a repr�esent�e le champ di�ract �e solution sur la �gure 3.12.

Fig. 3.12{ Partie r�eelledu champ di�ract �e par unesph�ereparfaitement conductricedediam�etre
8 longueursd'onde
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Pour mailler le domaineen t�etra�edres,on utilise gmsh,un mailleur t�etra�edrique gratuit. On
d�ecoupe ensuite chaque t�etra�edresen 4 hexa�edres,ce qui donne le maillage de la �gure 3.13.

On comparedansun premier temps la convergencedest�etra�edresclassiques�a la convergence
des hexa�edres - avec condensation de masse- sur des maillages t�etra�edriques d�ecoup�es. La
convergencede ces �el�ements est montr �ee sur la �gure 3.14. En abscisse,on fait �gurer, le

Fig. 3.13 { Exemple de maillage hexa�edrique utilis �e

Fig. 3.14{ Evolution de l'erreur L 2 en fonction du nombre de degr�esde lib ert�e. �Echelle log-log,
casde la sph�ere parfaitement conductrice sur desmaillage t�etra�edriquesd�ecoup�es

nombre de degr�es de lib ert�es en �echelle logarithmique. En ordonn�ees,on repr�esente l'erreur
relative par rapport �a la solution analytique, en �echelle logarithmique aussi. On voit que plus
on monte en ordre, plus la convergenceest rapide, et on a besoinde moins de degr�esde lib ert�e
pour obtenir une solution pr�ecise.On a trac�e une ligne horizontale en trait plein, qui symbolise
les 5% d'erreur. On peut alors collecter le nombre de degr�es de lib ert�e n�ecessairespour avoir
une erreur relative d'environ 5%, ce qui est fait sur la �gure 3.15. Sur cette �gure, on a�c he le
nombre de degr�esde lib ert�e n�ecessairespour atteindre cette erreur, pour trois typesd'�el�ements :
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{ �El�ements t�etra�edriquesclassiques
{ �El�ements hexa�edriquessur maillage \pseudo-r�egulier"
{ �El�ements hexa�edriquessur maillage \t �etra�edresd�ecoup�es

Fig. 3.15{ Nombre dedegr�esde lib ert�en�ecessairepour atteindre uneerreur de5%pour diverses
approximations.

On peut observer qu'on divise par 7 le nombre de degr�es de lib ert�e quand on utilise du P4 au
lieu du P2. La technique dest�etra�edresd�ecoup�esest moins performante que lespurs t�etra�edres,
on a besoin de 300000 degr�es de lib ert�e pour Q4 contre moins de 100000 pour du P4. Même
en utilisant des hexa�edres r�eguliers, il faut utiliser au minimum du Q6 pour n�ecessitermoins
de degr�es de lib ert�e. Le lecteur se pose sûrement la question suivante : \P ourquoi on peut
pas utiliser du Q7 sur des t�etra�edresd�ecoup�es? \. La raison est purement technique en v�erit�e.
En e�et, lorsqu'on demande un maillage tr �es grossier en t�etra�edres, le mailleur fournit des
t�etra�edresassezplats. Par malheur, lorsqu'on courbe cest�etra�edres,il peut arriver qu'une arête
int�erieure du t�etra�edre traversela face courbe du t�etra�edre! ! Inutile de pr�eciserqu'on d�egrade
compl�etement la solution, le conditionnement de la matrice ... C'est relativement ais�e �a d�etecter,
car sur ces�el�ements d�eg�en�er�es, le jacobien changede signe.Un exempled'�el�ement d�eg�en�er�e est
illustr �e sur la �gure 3.16. Pour obtenir cette �gure, on a d�ecoup�e le t�etra�edre suivant la carte
locale Fi . Il faut serendre compte que pour obtenir 100000 degr�esde lib ert�e en d�ecoupant des

Fig. 3.16 { T�etra�edre d�eg�en�er�e, vue de dessus,et vue de dessous
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t�etra�edres avec du Q7, il faut environ 60 t�etra�edres. C'est un vrai d�e� de mailler ce domaine
avec aussi peu de t�etra�edresen ayant en outre l'exigeanceque le maillage soit sympathique...
Pour le maillage r�egulier hexa�edrique, il se pose deux probl�emes.Le premier c'est que si on
met 8 points par longueur d'onde sur la sph�ere int�erieure, on a 5 points par longueur d'onde
sur la sph�ere ext�erieure, �a causedu ratio 2/3 entre les deux rayons! Le secondprobl�eme,c'est
qu'il est di�cile d'obtenir pile 5% d'erreur pour Q7 et Q8, un coup le maillage est trop grossier,
un coup il est bien trop �n. Sur le tableau 3.6, on a mis les temps de r�esolution avec ou sans
pr�econditionnement pour cesdivers �el�ements. Quand on met Q2 r�egulier, c'est Q2 utilis �e avec
un maillage quasi-r�egulier de la sph�ere. Lorsqu'on met Q2 d�estructur�e, c'est Q2 utilis �e avec un
maillage t�etra�edrique d�ecoup�e. Le pr�econditionneur multigrille et la factorisation incompl�ete
ILUT(1e-2) sont deux pr�econditionneurs bas�es sur l' �equation de Helmholtz amortie, ils sont
d�etaill�es dans le chapitre 2. Comme on peut le voir sur ce tableau, la factorisation incompl�ete

�El�ement �ni Nombre ddl Tempssanspr�econditionneur Multigrille ILUT(1e-2)
Q2 r�egulier 220000 244s 157s 42s
Q4 r�egulier 132000 242s 120s 28s
Q6 r�egulier 70 200 150s 80s 15s
Q2 d�estructur�e 874000 3090s 703s 876s
Q4 d�estructur�e 304000 1298s 305s 99s
P2 743000 1672s 250s 653s
P4 98000 195s 105s 25s

Tab. 3.6 { Performancessur la sph�ere parfaitement conductrice

donne les r�esultats les plus int�eressants, sauf sur des cas exigeant une place m�emoire trop
importante. On peut conseiller l'utilisation de ce pr�econditionneur pour des cas de moins de
500000 ddl, au-del�a seul le pr�econditionneur multigrille n'est pas côuteux en espacem�emoire.
La d�ecomposition en sous-domainesest une technique trop côuteuseen espacem�emoire.

3.2.3 Comparaison sur une sph�ere di �electrique

Le probl�ememod�ele est la di�raction d'une sph�ere di�electrique :

� = 4; � = 1 pour r � a

� = 1; � = 1 pour r > a

Le rayon de la sph�ere di�electrique est pris �egal �a 2. Une condition absorbante d'ordre 1 est
impos�ee sur une sph�ere ext�erieure de rayon 3. Le champ di�ract �e obtenu est repr�esent�e sur
la �gure 3.17. Le maillage hexa�edrique r�egulier utilis �e est a�c h�e sur la �gure 3.18. On no-
tera qu'avec ce maillage, on r�ealise presquenaturellement l'adaptation du pas de maillage �a
la longueur d'onde! En revanche, un mailleur t�etra�edrique ne r�ealiserapas cette condition, ce
qui donne des performancesmeilleures pour les hexa�edressur ce type de maillage, comme on
peut le voir sur le tableau 3.7. Mais la technique dest�etra�edresd�ecoup�esest moins performante
encoreune fois! Pour P2, il est n�ecessaired'avoir au moins un million de ddl, on n'a pas jug�e
utile de mettre les stats du P2...

3.3 R�esultats num �eriques sur des cas plus complexes

On n'a pas la pr�etention de traiter des cas r�ealistes, mais de traiter d'autres g�eom�etries
que la sph�ere, pour lesquelleson ne connâ�t pas de solution analytique. On traite le casd'une
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�El�ement �ni Nombre ddl Tempssanspr�econditionneur Multigrille ILUT(1e-2)
Q2 r�egulier 220000 1391s 535s 324s
Q4 r�egulier 85000 708s 185s 91s
Q6 r�egulier 78 000 787s 165s 77s
Q4 d�estructur�e 243000 5795s 729s 534s
P4 180000 1597s 695s 363s

Tab. 3.7 { Performancessur la sph�ere di�electrique

cavit �e cobra et d'un cone-sph�ere revêtu. Dans tous les cas,on utilise une condition absorbante
d'ordre 1. Dans l'annexe B, on a introduit une condition transparente, qui s'obtient en it �erant la
r�esolution du probl�eme�el�ements �nis avec la condition absorbante d'ordre 1. Si on sait r�esoudre
rapidement ce dernier probl�eme,on saura r�esoudrerapidement le probl�emeavec une condition
transparente.

3.3.1 Cavit �e cobra

C'est le cas d'une cavit �e (cf. �gure 3.19), dont on a ouvert l'extr �emit�e droite, en imposant
une condition absorbante d'ordre 1. Sur les autres parois de la cavit �e, on imposeune condition
de Neumann. Les dimensionsde cette cavit �e sont environ 20 longueursd'onde sur 4 longueurs
d'onde. Le champ di�ract �e solution est repr�esent�e sur la �gure 3.20.Cette solution de r�ef�erence
a �ete obtenue sur un maillage hexa�edrique, en prenant une approximation Q8 avecun million de
ddl. Comme dans le casde la sph�ere, on d�etermine le nombre de ddl n�ecessairespour atteindre
5 % d'erreur avec une approximation P4, Q4... On r�ecapitule les r�esultats obtenus sur la cavit �e
cobra dans le tableau 3.8. On utilise plut ôt un algorithme 2-grille, l'algorithme multigrille �etant
moinsperformant sur cecas-l�a. En pratique, au vu del'espacem�emoirerequispar la factorisation
incompl�ete, il nous semble inutile d'aller au-del�a de 3-grilles. En e�et, en prenant trois grilles,
la taille m�emoire utilis �ee pour factoriser la matrice de la grille grossi�ere est n�egligeabledevant
la m�emoire n�ecessairepour stocker la matrice de la grille �ne ainsi que les vecteursd'it �eration.

Fig. 3.17 { Partie r�eelledu champ di�ract �e par une sph�ere di�electrique
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Fig. 3.18 { Maillage hexa�edrique quasi-r�egulier d'une sph�ere di�electrique

Fig. 3.19 { Maillage de la cavit �e en t�etra�edres�a gauche, en hexa�edres�a droite

Fig. 3.20 { Partie r�eelle du champ di�ract �e par la cavit �e cobra. A gauche, coupe �a l'in t�erieur
de la cavit �e, �a droite valeur sur la surface.

Ce sont la matrice et les vecteurs qui côutent chers en espacem�emoire, limitan t les cas 3-D
�a 5 millions de ddl (2 Go de ram). La formulation mixte donne �a cette occasionenti �erement
satisfaction, car une approximation P4 n�ecessitebeaucoupplus de stockage.

Sur ce cas, on arrive �a produire un maillage t�etra�edrique su�sammen t grossier (cf. �-
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�El�ement �ni Nombre ddl Tempssanspr�econditionneur 2-grille ILUT(1e-2)
Q4 r�egulier 330000 29863s 3589s 6920s
Q6 r�egulier 185000 17272s 1916s 1564s
Q8 r�egulier 95 600 9 860s 1 082s 1 021s
Q4 d�estructur�e 567400 NC 7009s 17947s
Q6 d�estructur�e 466700 NC 6821s 13766s
P4 358900 NC 14016s 8036s

Tab. 3.8 { Performancessur la cavit �e cobra

gure 3.19) pour utiliser Q6 sur des t�etra�edres d�ecoup�es. N�eanmoins, le nombre de degr�es de
lib ert�e est au minimum doubl�e lorsqu'on passed'un maillage structur �e �a un maillage non-
structur �e. P4 n�ecessitemoins de ddl que Q4 et Q6 non-structur�es,mais il est plus lent �a l'uti-
lisation avec un pr�econditionneur 2-grilles. En�n, tous les feux sont au vert pour Q8 structur �e.
En e�et sur ce cas, l'erreur de dispersion joue un rôle beaucoupplus important que sur les
autres cas rencontr �es. Les �el�ements ayant une erreur de dispersion tr �es faible sont avantag�es.
C'est pour cette raison, qu'il est inutile de vouloir faire du P2 ou du Q2 sur cecas,ils ont besoin
d'un nombre trop important de ddl.

3.3.2 Cone-sph �ere rev êtu

On traite le cas du cone-sph�ere de la �gure 3.21 On prend des indices complexespour la

Fig. 3.21 { Maillage du cone-sph�ere en t�etra�edres. En vert, revêtement, en rouge le domaine
ext�erieur (vide).

partie di�electrique :
� = 3 + 0:5i � = 0:5 � 0:5i

La partie imaginaire (positive pour � et n�egative pour � ) correspond �a un amortissement.
Comme on peut le voir sur la �gure 3.22, la solution s'att �enue fortement au fur et �a mesure
qu'elle p�en�etre dans la partie di�electrique. L'amortissement introduit rend ce casextrêmement
bien conditionn�e, commeen t�emoignent lesr�esultats du tableau 3.9. Le rayon de la sph�ereest de
2, contre une �epaisseurde 0.8 du revêtement. A causede cette �epaisseurrelativement faible, il
nous est impossiblede cr�eer desmaillagest�etra�edriquesnon-d�eg�en�er�es avec un pas de maillage
strictement sup�erieur �a 0.51.Avec cepasde maillage, les�el�ements droits fournissent une erreur
de 5 %, quel que soit l'ordre d'approximation. Par cons�equent, on ne peut esp�erer prendre un
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Fig. 3.22 { Partie r�eelle du champ total pour un cone sph�ere. A gauche, coupe int�erieure, �a
droite valeur du champ sur la surfaceext�erieure.

pas de maillage plus grand, utiliser des �el�ements droits et obtenir une erreur de 5 %! C'est
ce qui est re
 �et�e dans le tableau, la g�eom�etrie nous imposele maillage, il est plus int�eressant
dans ce casd'utiliser du Q2 non-structur�e que du Q4 non-structur�e... On a quasiment le même
souci pour les t�etra�edres (en moins probl�ematique). P4 donne avec ce maillage 1:7% d'erreur
si on utilise les �el�ements courbes.Mais on ne peut pas prendre un pas de maillage plus grand
pour obtenir une erreur de 5%, car on r�ecup�ere dest�etra�edresd�eg�en�er�es.Sur ce type de cas,P2

�El�ement �ni Nombre ddl Tempssanspr�econditionneur Multigrille ILUT(1e-2)
Q2 d�estructur�e 494000 1787s 274s 370s
Q4 d�estructur�e 3838000 42200s 1426s -
P2 178000 193s 24s 21s
P4 166 000 516s 107s 27s

Tab. 3.9 { Performancessur le cone-sph�ere revêtu

l'emporte pour les raisons invoqu�ees.

3.4 Conclusion

Dans cechapitre, nousavons montr �e qu'en 2-D, la condensationde massediminuait l'erreur
de dispersion, en maillage r�egulier et non-r�egulier. La comparaisonavec les triangles se r�ev�ele
favorablesaux quadrilat �eres.En 3-D, la condensationde massedonne une erreur de dispersion
en O(h2 r � 2) au lieu de O(h2 r ), sur desmaillages t�etra�edriquesd�ecoup�es. Toutefois, sur le cas
r�egulier, Les hexa�edressont moins dispersifsque les t�etra�edres.

Des comparaisons, tant au niveau th�eorique que num�erique, ont montr �e que le produit
matrice vecteur deshexa�edres�etait plus rapide que pour les t�etra�edres�a partir de l'ordre 4. En
ce qui concernela m�emoire, on observe un gain d�es l'ordre 2.

L'ensemble desr�esultats num�eriquesmontrent que les hexa�edressont plus performants que
les t�etra�edresavec ou sanspr�econditionneur, pourvu qu'on disposed'un maillage hexa�edrique
\r �egulier". La technique des t�etra�edresd�ecoup�es donne des r�esultats assezd�ecevants. Sur cer-
tains cas favorables comme la cavit �e cobra (grande zone �a mailler), elle est relativement per-
formante par rapport aux t�etra�edres. Elle permet d'�etudier des cas de grande taille car les
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hexa�edressont beaucoupmoins côuteux en m�emoire. Sur descasd�efavorables,commele cone-
sph�ere(couche de petite �epaisseur),il est pr�ef�erabled' utiliser lest�etra�edres.Les t�etra�edressont
di�ciles �a courber, ce qui donne souvent lieu �a dest�etra�edresd�eg�en�er�es lorsque le maillage est
trop grossier.Cette contrain te p�enalised'autant plus la technique des t�etra�edres d�ecoup�es. Il
nous semble que les hexa�edres sont plus faciles �a courber, il y a un int�er̂et non-n�egligeable�a
disposerde mailleurs hexa�edriquesnon-structur�es.
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Deuxi �eme partie

Equations de Maxw ell 2-D et 3-D
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Chapitre 4

Seconde famille de N �ed�elec sur les
quadrilat �eres

Ce chapitre pr�esentela discr�etisation des�equationsde Maxwell 2-D par les
�el�ements �nis quadrilat�eraux utilisant la seconde famil le de N�ed�elec comme
espace d'approximation. La premi�ere section montre comment on aboutit �a
un produit matrice-vecteur rapide en r�ealisant la condensationde masse.La
seconde section met en valeur les modes parasites qui polluent la solution
num�erique.
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Pourquoi commen�cons-nouspar la secondefamille, avant la premi�ere? La raison est pure-
ment historique. En e�et, seule la secondefamille de N�ed�elec sur les quadrilat �eres conduit �a
la condensationde masse.On peut �etendre de mani�ere simple la formulation mixte pour les
�el�ements H 1 vers une formulation mixte pour les �el�ements H-rot en utilisant la secondefamille
de N�ed�elec.Cette extensionest d�etaill�eedans [Pernet, 2004].Il nous est paru donc plus logique
de privil �egier la secondefamille. La suite nousa montr �e l' �etenduede notre erreur ! On rappelera
bri�evement comment on r�ealisecette extension, et les bonnespropri �et�es qui en d�ecoulent. On
conclura sur un inconv�enient majeur de ce choix de discr�etisation, �a savoir la pr�esenced'ondes
parasites.

4.1 Form ulation mixte des �equations de Maxw ell

4.1.1 Form ulation variationnelle standard

On supposecommedansla premi�erepartie uned�ependanceharmoniquedu champ �electrique
et magn�etique :

E(x; t) = E(x) e� i! t

H (x; t) = H (x) e� i! t

On se place dans le cas transversemagn�etique, avec E vecteur du plan, et H scalaire ( on a
H = H z ). On d�e�nit un rotationnel scalaireet un rotationnel vectoriel :

rot v =
@vy

@x
�

@vx

@y

rot u = (
@u
@y

; �
@u
@x

)

Le champ �electrique E(x) et le champ magn�etique sont solutions des�equations :
8
<

:

� i! " E � rot H = f

� i! � H + rot E = 0

On e�ectue un changement de variable, a�n de seramener �a un syst�emeplus sympathique.

" = "0 " r

� = � 0 � r

k2
0 =

! 2

c2
0

= ! 2 � 0 "0

�E =
E
"0

�H = � i! � 0 H

On obtient ainsi le syst�eme:
8
<

:

� k2
0 " r �E � rot �H = f

� r �H + rot �E = 0
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Par abusde notation, on omettra la barre sur �E et �H , on utilisera ! alors qu'il s'agit de k0. On
parlera �egalement de ", � , alors qu'on devrait dire " r et � r . Avec cesabus de notations, on a le
syst�emesuivant : 8

<

:

� ! 2 " E � rot H = f

� H + rotE = 0

Le milieu environnant est le vide, o�u :

" = 1 � = 1

On peut �eventuellement �eliminer l'inconnue H et obtenir une �equation en E :

� ! 2 " E + rot (
1
�

rotE) = f

On �etablit la formulation variationnelle, dite formulation standard, des �equations de Maxwell
2-D :

� ! 2
Z



" E � ' +

Z




1
�

rotE rot ' +
Z

@


1
�

rotE ' � n = �
Z



f � ' (4.1)

On choisit E; ' dans l'espace:

H (rot ; 
) = f u 2 (L 2(
)) 2 tel que rot u 2 L 2(
) g

Le terme de bord est �egal �a :
Z

@


1
�

rotE ' � n = �
Z

@

H ' � n

Si on imposeune condition de conducteur parfait,

E � n = 0

le terme de bord devient nul, car on impose' � n = 0 dans l'espacede discr�etisation. Si on
imposeune condition de Silver-M•uller :

H � i !
r

"
�

E � n = 0

on obtient le terme de bord suivant :

� i!
Z

@


r
"
�

E � n ' � n

Le facteur � i! apparâ�t �a causedu changement de variable qu'on a introduit.
On choisit commeespacede discr�etisation :

Vh = f u 2 H (rot ; 
) tel que DF t
i u � Fi 2 Q2

r g

o�u r est l'ordre d'approximation. Pour passerd'une fonction d�e�nie sur le carr�e unit �e K̂ vers
une fonction d�e�nie sur un quadrilat �ere, on utilise donc la formule :

' j � Fi (x̂) = DF � t
i (x̂) '̂ j (x̂)

La transformation DF � t
i est dite H-rot conforme.Si une fonction de base'̂ d�e�nie sur K̂ appar-

tient �a H (rot ; K̂ 1 [ K̂ 2), alors la fonction de base' construite �a l'aide de cette transformation
appartiendra �a H (rot ; K i [ K j ). La d�emonstration de cette propri �et�e revient �a d�emontrer que
la transformation DF � t

i conserve la continuit �e de la trace tangentielle. Cette d�emonstration est
faite dans l'annexe de [Cohen, 2002].

Lesdegr�esde lib ert�essont pris, commedansle casscalaire,aux points deGauss-Lobatto.On
exigeque les degr�esde lib ert�e tangentiels soient continus d'un �el�ement �a un autre. Cette conti-
nuit �e est v�eri� �ee en attribuan t un num�ero global identique pour un degr�e de lib ert�e tangentiel
partag�e par deux �el�ements, cf. �gure 4.1.
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Fig. 4.1 { Degr�esde lib ert�e de la secondefamille sur les quadrilat �erespour r = 2

4.1.2 Expression des matrices �el�ementaires

La matrice de masse�el�ementaire a pour terme g�en�erique :

(M h) j;k =
Z

K i

" ' j � ' kdx

Apr �eschangement de variables, on obtient :

(M h) j;k =
Z

K̂
J i DF � 1

i " DF � t
i '̂ j � '̂ kdx̂

On obtient la condensationde masseen utilisant les points de Gauss-Lobatto comme points
d'in t�egration :

(M h) j;k = ! j (J i DF � 1
i " DF � t

i )( �̂ j )� j;k

La matrice de masse�el�ementaire est diagonalepar blocs2x2. Lorsqu'on assemble cette matrice,
on peut avoir des blocs de plus grande taille, du fait de la continuit �e des degr�es de lib ert�e
tangentiels, chaquebloc �etant associ�e �a un point de quadrature du maillage. Commeon peut le
voir sur la �gure 4.1, on a des blocs 4x4 sur les sommetsde ce maillage, des blocs 3x3 sur les
points de quadrature plac�essur lesarêtes,desblocs 2x2 sur lespoints de quadrature int�erieurs.

La matrice de rigidit �e �el�ementaire a pour terme g�en�erique :

(K h) j;k =
Z

K i

1
�

rot ' j rot ' kdx

Apr �eschangement de variables, on obtient :

(K h) j;k =
Z

K̂

1
� J i

rot '̂ j rot '̂ kdx̂

On distingue deux typesde degr�esde lib ert�e :

'̂ 1
j 1 ;j 2

= ^' j 1 (x1) ^' j 2 (x2)e1

'̂ 2
j 1 ;j 2

= ^' j 1 (x1) ^' j 2 (x2)e2

En utilisant les points de Gauss-Lobatto, on obtient les expressionssuivantes :
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Interaction (j 1; j 2; 1) et (k1; k2; 1) :
r +1X

n=1

1

� J i (�̂ j 1 ; �̂ n )
! j 1 ;n ^' 0

j 2
(�̂ n ) ^' 0

k2
(�̂ n ) � j 1 ;k1

Interaction (j 1; j 2; 2) et (k1; k2; 2) :
r +1X

n=1

1

� J i (�̂ n ; �̂ j 2 )
! j 1 ;n ^' 0

j 1
(�̂ n ) ^' 0

k1
(�̂ n ) � j 2 ;k2

Interaction (j 1; j 2; 1) et (k1; k2; 2) :
1

� J i (�̂ j 1 ; �̂ k2 )
! j 1 ;k2 ^' 0

j 2
(�̂ k2 ) ^' 0

k1
(�̂ j 1 )

On a une matrice de rigidit �e �el�ementairement creuse,mais le nombre d'�el�ements non-nuls tend
asymptotiquement vers 50 % pour r tendant vers l'in�ni.

On a une propri �et�e similaire pour le cas 3-D, les degr�es de lib ert�e orient�es suivant es ont
une interaction non-nulle, si et seulement si

j s = ks

Les degr�esde lib ert�e orient�essuivant es ont une interaction non-nulle avec les degr�esde lib ert�e
orient�es suivant et (s 6= t) si et seulement si

j 1 = k1 ou j 2 = k2 ou j 3 = k3

On retrouve la propri �et�e �enonc�eedansle casscalaire,lesdegr�esde lib ert�e n'in teragissent qu'avec
ceuxsitu�essur un mêmeplan. La matrice derigidit �e est �el�ementairement creuse,bien plus creuse
en 3-D qu'en 2-D.

4.1.3 Une form ulation variationnelle mixte possible

Elle s'obtient en conservant l'inconnue H . On e�ectue une int�egration par parties, pour ne
garder que le terme rotationnel s'appliquant sur des inconnuesvectorielles :

� ! 2
Z



" E � ' �

Z



H rot( ' ) �

Z

@

H ' � n =

Z



f � '

Z



� H  +

Z



rotE  = 0

Le terme de bord est identique �a celui obtenu pour la formulation variationnelle standard
(on a mis H au lieu de rotE ...). Il est donc trait �e de la même mani�ere, on ne revient pas
dessus.On choisit E dans le même espaced'approximation discret, H est choisi dans l'espace
d'approximation discret suivant :

Wh = f u 2 L 2(
) tel que u � Fi 2 Qr g

Les degr�esde lib ert�e pour H sont pris aux points de Gauss-Lobatto, les fonctions de basesont
identiques �a cellesintroduites dans le cadre de l' �equation de Helmholtz.

Apr �esdiscr�etisation, on obtient le syst�emediscret suivant :
(

� ! 2 M h Eh � Rh H = Fh

Dh Hh + Rt
h Eh = 0

avec
M h commed�e�nie dans la section pr�ec�edente
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(Dh) i;j =
Z



�  i  j

(Rh) i;j =
Z



rot (' i )  j

On �elimine l'inconnue H h :

� ! 2 M h Eh + Rh D � 1
h Rt

h Eh = Fh

On a ainsi remplac�e la matrice K h par Rh D � 1
h Rt

h. Il est possiblede d�emontrer, si on choisit les
points de Gauss-Lobatto commepoints d'in t�egration, que :

K h = Rh D � 1
h Rt

h

Cette d�emonstration est faite dans [Pernet, 2004].

4.1.4 In t �erêt de la form ulation variationnelle mixte

Lesavantagessont du mêmeacabit quepour l' �equation deHelmholtz. La matrice �el�ementaire
est ind�ependante de la g�eom�etrie :

(Rh) j;k =
Z

K̂

^rot( '̂ j )  ̂ j dx̂

Elle ne n�ecessiteaucun stockage, de plus elle est �el�ementairement creuse.A chaque degr�e de
lib ert�e vectoriel, on ne comptequer + 1 degr�esde lib ert�e scalairesqui interagissent. Lesmatrices
de masseM h et Dh sont respectivement diagonalepar blocs et diagonale.

On a par cons�equent un côut du produit matrice vecteur en O(r 3) en 2-D et O(r 4) en 3-D,
contre un côut en O(r 4) et O(r 5) si on utilise la formulation variationnelle standard. On fait un
calcul de complexit�e commedans le casde l' �equation de Helmholtz, sur un maillage r�egulier.

Nombre d'op�erations formulation standard 2-D : (4 r 4 + 20r 3 + 42r 2 + 42r + 16)Ne

Nombre d'op�erations formulation mixte 2-D : (8 r 3 + 25r 2 + 22r + 5) Ne

Nombre d'op�erations formulation standard 3-D : (42r 5 + 162r 4 + 156r 3 � 6r 2 � 36r + 6) Ne

Nombre d'op�erations formulation mixte 3-D : (24r 4 + 132r 3 + 228r 2 + 162r + 42)Ne

Pour faire ce calcul, on a consid�er�e que la matrice issue de la formulation standard �etait
assembl�eeainsi que la matrice de masseM h de la formulation mixte. Il est relativement ais�e de
retrouver le terme pr�epond�erant de cesd�eveloppements.

Pour la formulation standard 2-D, chaquedegr�e de lib ert�e vectoriel (il y en a 2(r + 1)2) inter-
agit avec(r + 1)2 degr�esde lib ert�e vectoriels,on a donc principalement 2r 4 interactions. Chaque
interaction donne lieu �a deux op�erations (une multiplication et une addition), on retrouve ainsi
le terme pr�epond�erant 4r 4.

Pour la formulation mixte 2-D, la matrice de rigidit �e �el�ementaire compte r + 1 interactions
pour chaque degr�e de lib ert�e vectoriel, soit principalement 2r 3 termes non-nuls dans cette
matrice. La factorisation fait apparâ�tre deux produits impliquant cette matrice, on a bien un
terme pr�epond�erant en 8r 3.

Pour la formulation mixte 3-D, la matrice de rigidit �e �elementaire comptabilise 2(r + 1)
interactions pour chaque degr�e de lib ert�e vectoriel, on a donc un terme pr�epond�erant en 3r 3 �
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2r � 4 = 24r 4. Notons au passagele caract�ere particuli �erement creux de la matrice de rigidit �e
�el�ementaire de la formulation mixte. Comparativement aux nombres d'�el�ements de la matrice,
elle est plus creuseque la matrice obtenue pour l' �equation de Helmholtz. Le taux de remplissage
de la matrice est �egal �a :

Nombre �el�ements non-nuls
Nombre �el�ements

=
2

3(r + 1)2

alors que pour Helmholtz, il est �egal �a

Nombre �el�ements non-nuls
Nombre �el�ements

=
1

(r + 1)2

Pour le nombre d'in teractions de la formulation standard, il su�t de diviser par 4 le nombre
d'op�erations. Pour la formulation mixte, on ne stocke que des matrices de masse.En 2-D, on
stocke quatre coe�cien ts par point de quadrature (trois pour une matrice bloc 2x2 sym�etrique
et un coe�cien t pour la matrice diagonale). En 3-D, on stocke douze coe�cien ts par point de
quadrature (six pour chaque matrice bloc 3x3 sym�etrique). Aux matrices de masse,on rajoute
la num�erotation du maillage, on obtient :
Stockageformulation mixte 2-D : 5(r + 1)2 Ne

Stockageformulation mixte 3-D : 13:5(r + 1)3 Ne

On veut comparer �a nombre de degr�esde lib ert�e �egal, il est donc n�ecessaired'estimer le nombre
de degr�esde lib ert�e :

Nombre de ddl en 2-D : 2(r + 1)2 � 2(r + 1)

Nombre de ddl en 3-D : 3(r + 1)3 � 9(r + 1) � 3(2 (r � 1)2 + 4(r � 1))

Sur les �gures 4.2 et 4.3, on a mis les temps de calculs (�ctifs) en fonction de l'ordre d'ap-
proximation, ainsi que l'espacem�emoire requis. On trouve une di� �erencenotable par rapport
�a Helmholtz, la formulation mixte est plus e�cace que la formulation standard pour tous les
ordres d'approximation, on ne conserve donc que la formulation mixte. Ce comportement se
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Fig. 4.2 { A gauche temps de calcul en fonction de l'ordre d'approximation, �a droite stockage.
Nombre ddl constant.
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Fig. 4.3 { A gauche temps de calcul en fonction de l'ordre d'approximation, �a droite stockage.
Nombre ddl constant.

comprend relativement ais�ement. En 2-D, on a �nalement peu de degr�esde lib ert�e qui sont en
commun avec deux �el�ements. L'assemblage de la matrice nous fait gagnermoins d'in teractions
que dans le casde Helmholtz. En 3-D, ce qui prime plus, c'est le caract�ere tr �escreux de la ma-
trice de rigidit �e, qui donne un avantage signi�catif �a la formulation mixte. L'ordre \optimal",
n�ecessitant le moins de calculs est le Q3 en 3-D.
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4.2 Pollution de la solution : mo des parasites

Dans cette section,nousnous limitons au cas2-D, car nousn'avonspastrait �e le cas3-D. En
e�et, au vu des inconv�enients rencontr �es en 2-D, il nous est paru inutile de tester la m�ethode
en 3-D. Des r�esultats num�eriquesmontrant la d�e�cience d'une telle approche en 3-D sont dans
la th�ese[Pernet, 2004].Dans un premier temps, nous nous proposonsde montrer desr�esultats
de convergenceen maillage r�egulier et en maillage \triangles d�ecoup�es". Dans un secondtemps,
nousmettrons en �evidencelesmodespropresparasitesinh�erents �a la discr�etisation choisie.Pour
une�etude th�eorique,on pourra lire [Bo� et al., 1999],[Caorsi et al., 1999]et [M. Costabel, 2003].

4.2.1 Etude de convergence

Comp ortemen t sur maillages r �eguliers

Nous consid�erons le casd'un disque :
8
>><

>>:

� ! 2E + rot rotE = 0

E � n = � E inc � n sur Ca

rotE � i! E � n = 0 sur Cb

Le champ incident (E inc ; H inc ) v�eri�e les �equations de Maxwell avec :

H inc = exp(� i k � x)

La fronti �ere int�erieure Ca est un cercle de rayon a = 10, la fronti �ere ext�erieure un cercle de
rayon b = 12. La solution de ce probl�eme est repr�esent�ee sur la �gure 4.4 (�gure de droite).
On peut voir sur cette �gure que la condition de Silver-M•uller pollue pas mal la zoned'ombre!
Desr�esultats num�eriquesmettant en jeu une condition transparente, plutot que la condition de
Silver-M•uller, sont montr �esun peu plus loin. On peut ainsi e�ectuer une �etude de convergence

Fig. 4.4 { Partie r�eelledu champ total pour un disquederayon 10.A gauche,solution analytique
avecunecondition transparente, �a droite solution analytique avecunecondition deSilver-M•uller.

sur ce cas acad�emique. Cette �etude est r�ealis�ee sur la �gure 4.5. On utilise la norme H-rot,
car en pratique on calcule le champ scalaire H . Le calcul de l'erreur se fait entre ce champ
scalaire num�erique et la solution analytique H analytique. Cette solution v�eri�e l' �equation de
Helmholtz avec une condition de Neumann inhomog�ene.On observe une convergenceen O(h r )
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Fig. 4.5 { Evolution de l'erreur H-rot entre solution num�erique et la solution analytique en
fonction de h=r, o�u h est le pasde maillage, r l'ordre d'approximation. Echelle log-log, maillages
r�egulierssur le casdu disqueparfaitement conducteur.

en maillage r�egulier. On a vraisemblablement un ordre de convergenceoptimal, lorsqu'on utilise
de la condensationde masseet des�el�ements �nis courbes.En abscissede la �gure 4.5, on a mis
h=r et non h, a�n de comparer les di� �erents ordres d'approximations. On voit que sur ce cas,il
est tr �es int�eressant de monter en ordre.

Sur des maillages quasi-r�eguliers de la sph�ere lorsqu'on utilise des sourcesde type \onde
plane", on ne rencontre pas de di�cult �es.Ce n'est pas le casd'une sourceponctuelle. Prenons
pour illustrer notre propos, un domaine carr�e :

8
>>>><

>>>>:

� ! 2E + rot rotE = f sur 


E � n = 0 sur �

f (x) = rot (
1
r 2

0
exp(� 7

r 2

r 2
0

))


 est le carr�e [� 1; 1]2, � le bord du carr�e, r 0 le rayon de distribution de la gaussienne.on choisit
le jeu de param�etres :

! = 2:02� r 0 = 0:4

On obtient les solutions de la �gure 4.6, lorsqu'on prend un maillage r�egulier avec 15 points
par longueur d'onde. On voit que la solution est perturb�ee par des parasites et ce quel que
soit l'ordre d'approximation utilis �e, except�e pour Q5 sur cet exemple.Il faut noter que sur cet
exemple,nous avons fait expr�esde surmailler en mettant 15 points par longueur d'onde. C'est
pour montrer que mêmesur desmaillages �ns et r�eguliers, il est possibled'observer desondes
parasites.Une mani�ere de les enlever est de prendre un maillage encoreplus �n... En d�epit de
cesondesparasites,on constate la convergencede la m�ethode, commele montre le tableau 4.1.
La convergenceest-elle en O(hr ) ? Elle est pour le moins irr �eguli�ere, il n'est pas possible de
conclure. La solution de r�ef�erenceest calcul�ee �a l'aide de la premi�ere famille (cf. chapitre 5).
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Fig. 4.6 { Solution num�eriqueH sur maillage r�egulier, avecun point source.De gauche �a droite,
et de haut en bas, on utilise une approximation Q1, Q2, Q3, Q4, Q5 et Q6.

Comp ortemen t sur maillages non-r �eguliers

Sur desmaillagesr�eguliers,on rencontre quasiment tout le temps desparasitessur la solu-
tion, �a moinsdeprendreun maillagetr �es�n (30 points par longueurd'onde). Nousconsid�eronsla
di�raction par un carr�e di�electrique (cf. �gure 4.7). Le maillage utilis �e est obtenu en d�ecoupant
les triangles en trois quadrilat �eres. La solution num�erique obtenue est sur la �gure 4.8. On
voit nettement que les ondesparasites �epousent la forme du maillage et sont localis�ees.Elles
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Pas de maillage h Erreur Ordre de convergence
0.667 0.664 -
0.333 0.0893 2.89
0.167 4.87e-4 7.52
0.0833 4.84e-4 0.01
0.0417 3.91e-5 3.62
0.0208 1.27e-5 1.62

Tab. 4.1 { Evolution de l'erreur pour une approximation Q4, sur le carr�e avec un point source

e=0.8
m=1.0

e =1.0
m=1.0

(3,3)

(-3,-3)

(1,1)

�3 �2 �1 0 1 2 3
�3

�2

�1

0

1

2

3

Fig. 4.7 { Etude de la di�raction d'un carr�e di�electrique. A droite, maillage utilis �e pour les
simulations.

s'ajoutent �a la solution physique, sansla perturb er. On a �egalement test�e si la condensationde

Fig. 4.8 { A gauche, partie r�eelledu champ di�ract �e H avec des�el�ements �nis d'arête Q5 avec
condensationde masse.A droite, di� �erenceavec la solution de r�ef�erence(zoom de 10).

massene pouvait pas être responsablede ce ph�enom�ene. Il n'en est rien, on obtient �egalement
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desondesparasites lorsqu'on ne condensepas la masse.N�eanmoinson a observ�e que les ondes
parasites�etaient totalement di� �erentes si on utilisait les formules de Gauss-Lobatto ou les for-
mules de Gausspour calculer les int�egrales.

De mani�ereg�en�erale, l'apparition de cesondesparasitesestassezimpr�evisible,on a beauraf-
�ner le maillage, on n'est pas�a l'abri de cesparasites,particuli �erement en maillage non-r�egulier.
On illustre cette propri �et�e sur la �gure 4.9. Le cas est la di�raction d'un disque parfaitement

�2 �1.8 �1.6 �1.4 �1.2 �1 �0.8 �0.6
�4.5

�4

�3.5

�3

�2.5

�2

�1.5

�1

�0.5

0

Q2 x Q2

Q3 x Q3

Q4 x Q4

Q5 x Q5

Q7 x Q7

Fig. 4.9 { Evolution de l'erreur H-rot entre la solution num�erique et la solution analytique, sur
desmaillages\triangles d�ecoup�es.Echelle log-log, utilisation de la condition transparente. Cas
du disqueparfaitement conducteur.

conducteur, de mêmescaract�eristiques que la section pr�ec�edente, la solution analytique est sur
la �gure 4.4 (�gure de gauche). On utilise cette fois une condition transparente au lieu de la
condition de Silver-M•uller, et des maillages de mauvaise qualit �e (triangles d�ecoup�es). On ob-
serve une convergencetr �es erratique de la solution num�erique, mais visiblement la m�ethode
est n�eanmoinsconsistante. Il peut arriver que les ondesparasitessoient localis�ees�a un endroit
pr�ecis du maillage et de tr �es forte amplitude. Elles donnent une erreur tr �es importante, alors
que sur le reste du maillage, l'erreur est minime.

4.2.2 Etude de la distribution des valeurs propres

Une mani�ere di� �erente d'aborder ce probl�emesde modes parasites, est de faire une �etude
de valeurs propres et de les exhiber plus clairement. Le probl�emeaux valeurs propres s'�ecrit :

8
>><

>>:

trouver (! ; u) 2 R � H (rot ; 
) ! 6= 0 u 6= 0 tel que

� ! 2 u + rot rotu = 0 2 


u � n = 0 2 @
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Le domaine 
 consid�er�e est le carr�e [� 1; 1]2, les valeurs propres analytiques sont �egales�a :

! m;n =
�

p
m2 + n2

2
m � 0 n � 0 (m; n) 6= (0; 0)

Les modespropres associ�es sont �egaux �a :

Hm;n (x; y) = cos(
� m (1 + x)

2
) cos(

� n (1 + y)
2

)

Mo des propres en maillage r �egulier

On calcule les modes propres avec Arpack [Lehoucq et al., 1996]. Cette librairie permet
de calculer rapidement des valeurs propres et modes propres d'une matrice creuse�a l'aide de
m�ethodesit �eratives.Le mode de r�esolution le plus int�eressant est le mode de Cayley, qui permet
d'�eliminer la valeur propre nulle et de s�electionner un nombre limit �e de modes autour d'une
fr�equencecentrale. On commencepar un maillage Q1 avec 20 cellules dans chaque direction,
On a�c he sur la �gure 4.10, la distribution de valeurs propres. Pour ce cas-l�a, on a calcul�e
toutes les valeurs propres (1 600 degr�es de lib ert�e), a�n de ne pas sous-estimerla multiplicit �e.
On ne tient pas en compte des valeurs propres nulles. On voit qu'on a les bonnes valeurs
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Fig. 4.10 { Distribution desvaleurspropres sur un maillage 20x20avec une approximation Q1.
Les traits rougessymbolisent les valeurs propres analytiques. Les points bleus repr�esentent les
valeurs propres num�eriques.Les d�ecalagessont dûs �a l'erreur de dispersion importante en Q1.

propres, mais la multiplicit �e est incorrecte. De fait, certaines valeurs propres correspondent �a
desmodespropres non-physiques.On a�c he sur la �gure 4.11 quelquesmodespropres associ�es
�a la premi�erevaleur propre. On contemple ainsi lesmodespropresparasites! La premi�erevaleur
propre est de multiplicit �e th�eorique2 (le mode (1,0) et le mode (0,1)) alors que num�eriquement
on trouve une multiplicit �e 42! Le spectre de l'op�erateur est compl�etement pollu�e, il est di�cile
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Fig. 4.11 { Quelquesmodespropres associ�es �a la premi�ere valeur propre (1,0). On utilise une
approximation Q1 sur un maillage 20x20.

d'isoler lesmodespropresphysiques.Les deux modesphysiquesne sont pas identi�ables, cequi
est facile �a expliquer. Les modespropres forment une baseorthogonale de l'espacedesvecteurs
propres associ�es �a la premi�ere valeur propre. Cette base n'est pas unique, on peut faire des
combinaisons lin�eaires entre ces modes propres pour obtenir une autre baseorthogonale. On
pourrait donc retrouver lesmodespropresphysiquessi on savait, quelle combinaison lin�eairede
tous les modes, permettrait de les obtenir. Lorsqu'on ra�ne le maillage, les modes physiques
convergent vers leur valeur th�eorique,tandis que lesmodesparasitesvarient suivant le maillage.
Mais comme les deux types de modes sont indissociables car ils ont la même valeur propre,
il nous est impossiblede v�eri�er la convergencevers le mode physique. Au niveau des valeurs
propres, le fait de ra�ner le maillage ne rejette pas les valeurs propres parasites vers l'in�ni.
On a remarqu�e que la multiplicit �e desvaleurs propres augmente lorsqu'on ra�ne le maillage!

On peut faire la même analyse pour une approximation Q4 avec 5 cellules dans chaque
direction, On met lesmodespropresparasitessur la �gure 4.12.Les conclusionssont identiques
�a ce qu'on a observ�e en Q1. On observe �egalement le même ph�enom�ene lorsqu'on prend le cas
limite o�u le maillage est constitu�e d'un seul �el�ement avec une approximation Q8, cf. �gure 4.13.
Sur tous lescasnum�eriquestrait �es, lesvaleurspropressimplesne semblent pas être parasit�ees.
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Fig. 4.12 { Quelquesmodespropres associ�es �a la premi�ere valeur propre (1,0). On utilise une
approximation Q4 sur un maillage 5x5.

Fig. 4.13 { Tous les modes propres associ�es �a la premi�ere valeur propre (1,0). On utilise une
approximation Q8 sur un seul �el�ement.
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Mo des propres en maillage non-r �egulier

Nous faisons la même �etude sur un petit maillage non r�egulier (cf. �gure 4.14). On utilise
une approximation Q5. Sur ce type de maillage, lesvaleurspropresphysiquesont la bonnemul-

�1 �0.5 0 0.5 1
�1

�0.8

�0.6

�0.4

�0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Fig. 4.14 { Maillage utilis �e pour le calcul desmodespropres

tiplicit �e, mais on a desvaleurspropresparasites.On a synth�etis�e la di� �erencemaillage r�egulier/

Fig. 4.15 { Quelquesmodesphysiquesentour�esde modesparasites!
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maillage non-r�egulier sur la �gure 4.16. On a s�electionn�e une bande de spectre correspondant
�a la �nesse du maillage. L'utilisation de maillagesnon-r�eguliersa un avantage, celui de s�eparer
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Fig. 4.16 { A gauche, distribution des valeurs propres sur maillage \triangles d�ecoup�es"; �a
droite, distribution sur maillage r�egulier. Les traits horizontaux rougessymbolisent les valeurs
propres analytiques. Les points bleus sont les valeurs propres num�eriques. On utilise une ap-
proximation Q5, l'erreur de dispersion n'est pas visible commeen Q1.

les modespropres physiquesdesmodespropres parasites! Mais probablement que l'apparition
de valeurs propres parasites est la causedes solutions beaucoupplus perturb�eeslorsqu'on est
en maillage non-r�egulier.

4.3 Conclusion

Danscechapitre, nousavonsd�ecrit comment l'utilisation de la secondefamille deN�ed�elecsur
les quadrilat �eresmenait �a un gain en temps de calcul et en stockage.Des�etudesde complexit�e
ont montr �e que ce gain �etait r�ealis�e �a partir de l'ordre 1.

Nousavonsensuiteconstat�equecette discr�etisation donnedesr�esultatsnum�eriquesd�ecevants,
�a causede l'apparition d'ondes\parasites". Cesparasitessont tr �esp�enalisants lorsquel'on utilise
desmaillagestriangulaires d�ecoup�es.

Une �etude num�erique des valeurs propres et vecteurs propres, exhibe plus clairement les
modespropres parasites. Sur des maillages r�eguliers, les modespropres parasitesont la même
valeur propre que les modes propres physiques.Sur maillage non-r�egulier, les valeurs propres
di� �erent.

La pr�esencede valeurs propres parasitesd�et�eriore le conditionnement de la matrice, même
en utilisant despr�econditionneurs.Toutes cesraisonsnous ont d�e�nitiv ement d�ecid�es �a exclure
l'utilisation de ces�el�ements, mêmesur desmaillagesr�eguliers.
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Chapitre 5

Premi �ere famille sur les
quadrilat �eres/hexa �edres

Une alternative s�eduisantede la seconde famil le est la premi�ere famil le, dont
l'espace local de polynômesest l�eg�erement di� �erent. Nous verrons qu'avec cet
espace d'approximation, on obtient une m�ethode spectralementcorrecte. L'in-
conv�enient majeur est la perte de la condensation de masse. N�eanmoins,
il est possible de trouver un algorithme rapide pour r�ealiser un produit
matrice-vecteur. Dans la derni�ere section, nous verrons comment on peut
pr�econditionner le syst�eme lin�eaire issu d'une telle discr�etisation.
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5.1 Form ulation variationnelle et espace d'appro ximation

On choisit d'adopter danscette section, desnotations 3-D. On part de la formulation varia-
tionnelle d'ordre deux, obtenue dans le chapitre pr�ec�edent :

� ! 2
Z



" E � ' +

Z




1
�

rotE rot ' +
Z

@


1
�

rotE ' � n = �
Z



f � ' (5.1)

On choisit E; ' dans l'espace:

H (rot ; 
) = f u 2 (L 2(
)) 3 rot u 2 (L 2(
)) 3g

L'espaced'approximation est la premi�ere famille de N�ed�elecsur les hexa�edres:

Vh = f u 2 H (rot ; 
) tel que DF t
i u � Fi 2 Qr � 1;r ;r � Qr ;r � 1;r � Qr ;r ;r � 1g

o�u r est l'ordre d'approximation. Les fonctions de baseslocales sont �egales�a (cf. [Cohen et
Monk, 1998]) :

'̂ (i; 1) = ^' G
i 1

(x̂1) ^' GL
i 2

(x̂2) ^' GL
i 3

(x̂3) e1 i1 2 [1; r ] i 2 2 [1; r + 1] i 3 2 [1; r + 1]

'̂ (i; 2) = ^' GL
i 1

(x̂1) ^' G
i 2

(x̂2) ^' GL
i 3

(x̂3) e2 i1 2 [1; r + 1] i 2 2 [1; r ] i 3 2 [1; r + 1]

'̂ (i; 3) = ^' GL
i 1

(x̂1) ^' GL
i 2

(x̂2) ^' G
i 3

(x̂3) e3 i1 2 [1; r + 1] i 2 2 [1; r + 1] i 3 2 [1; r ]

On note les points de Gauss:
�̂ G

i i 2 [1; r ]

et les points de Gauss-Lobatto :
�̂ GL

i i 2 [1; r + 1]

les fonctions de baselagrangiennesassoci�eesaux points de Gauss:

Soit i 2 [1; r ]; ^' G
i 2 Pr � 1 tel que 8j 2 [1; r ] ^' G

i (�̂ G
j ) = � i;j

les fonctions de baselagrangiennesassoci�eesaux points de Gauss-Lobatto :

Soit i 2 [1; r + 1]; ^' GL
i 2 Pr tel que 8j 2 [1; r + 1] '̂ GL

i (�̂ GL
j ) = � i;j

Les degr�esde lib ert�e obtenus sont a�c h�essur la �gure 5.1. On introduit la matrice de masse:

(M h) j;k =
Z



" ' j � ' k

et la matrice de rigidit �e :

(K h) j;k =
Z




1
�

rot ' j � rot ' k

5.2 Expression des matrices �el�ementaires

On e�ectue le changement de variable pour seramener �a l' �el�ement de r�ef�erence:

(M h) j;k =
Z

K̂
"J i DF � 1

i DF � t
i '̂ j � '̂ k

(K h) j;k =
Z

K̂

1
J i �

DF t
i DFi rot '̂ j � rot '̂ j
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Fig. 5.1 { Degr�esde lib ert�e de la premi�ere famille sur les quadrilat �erespour r = 2

DFi n'est pas une matrice constante dans le casd'hexa�edresdroits quelconques,une premi�ere
solution est d'utiliser brutalement (r + 1)3 points de Gauss (formule exacte pour (Q2r +1 )3)
pour int�egrer les deux matrices. Cette solution ne nous convient pas car en 3-D, on aura une
complexit�e du calcul de la matrice en O(r 9) o�u r est l'ordre d'approximation, ce qui est assez
prohibitif si on veut faire du Q6 ou du Q7. On choisit de sous-int�egrer cesdeux matrices, on
�evalue la matrice de masseavec (r + 1)3 points de Gauss-Lobatto et la matrice de rigidit �e avec
r 3 points de Gauss.Dans lesdeux cas,on utilise une formule exactepour (Q2r � 1)3. On aboutira
�a une complexit�e en O(r 4) en 2-D et O(r 7) en 3-D.

5.2.1 Cas 2-D

Matrice de masse

On introduit la matrice 2x2 :

B = "J i DF � 1
i DF � t

i

On �evalue cette matrice sur tous les points de Gauss-Lobatto. On a alors :

(M h)(j; 1);(k;1) =
X

m;n

(B11)( �̂ GL
m ; �̂ GL

n )! GL
m;n '̂ G

j 1
(�̂ GL

m ) ^' GL
j 2

(�̂ GL
n ) ^' G

k1
(�̂ GL

m ) ^' GL
k2

(�̂ GL
n )

Soit apr�essimpli�cation :

(M h)(j; 1);(k;1) = � j 2 ;k2

r +1X

m=1

(B11)( �̂ GL
m ; �̂ GL

j 2
) ! GL

m;j 2
'̂ G

j 1
(�̂ GL

m ) ^' G
k1

(�̂ GL
m )

De fa�con analogue,on trouve les autres termes de la matrice :

(M h)(j; 2);(k;2) = � j 1 ;k1

r +1X

m=1

(B22)( �̂ GL
j 1

; �̂ GL
m ) ! GL

j 1 ;m '̂ G
j 2

(�̂ GL
m ) ^' G

k2
(�̂ GL

m )

(M h)(j; 1);(k;2) = (B21)( �̂ GL
k1

; �̂ GL
j 2

) ! GL
k1 ;j 2

^' G
j 1

(�̂ GL
k1

) ^' G
k2

(�̂ GL
j 2

)

On a bien une complexit�e en O(r 4) pour le calcul de la matrice de masse.Contrairement �a la
premi�erefamille, la matrice demassen'est pasdiagonale.Toutefoissur maillageorthogonal, il est
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possiblede la condenseren utilisant despoints bienschoisis (points de Gaussdansune direction
et Gauss-Lobatto dans l'autre direction). Nous n'utiliserons pas cette propri �et�e, exploit�ee en
r�egime temporel dans [Cohen et Monk, 1998]. Si on applique des �el�ements �nis, c'est d'abord
pour pouvoir traiter desg�eom�etries complexeset donc desmaillageshexa�edriquesquelconques.

Matrice de rigidit �e

Dans le cas2-D, le rotationnel est orient�e suivant ez, et la matrice jacobienneDF i doit être
interpr êt�ee comme:

DFi =
�

DF 2D
i 0

0 1

�

La matrice de rigidit �e �el�ementaire sesimpli�e :

(K h) j;k =
Z

K̂

1
J i �

rot '̂ j rot '̂ j

On note le scalaire :
A =

1
J i �

On �evalue cette quantit �e sur tous les points de Gauss,on a alors :

(K h)(j; 1);(k;1) =
X

m;n

A(�̂ G
m ; �̂ G

n )! G
m;n ^' G

j 1
(�̂ G

m ) ^' 0GL
j 2

(�̂ G
n ) ^' G

k1
(�̂ G

m ) ^' 0GL
k2

(�̂ G
n )

Soit apr�essimpli�cation :

(K h)(j; 1);(k;1) = � j 1 ;k1

rX

m=1

A(�̂ G
j 1

; �̂ G
m )! G

j 1 ;m ^' 0GL
j 2

(�̂ G
m ) ^' 0GL

k2
(�̂ G

m )

De fa�con analogue:

(K h)(j; 2);(k;2) = � j 2 ;k2

rX

m=1

A(�̂ G
m ; �̂ G

j 2
)! G

m;j 2
^' 0GL

j 1
(�̂ G

m ) ^' 0GL
k1

(�̂ G
m )

(K h)(j; 1);(k;2) = A(�̂ G
j 1

; �̂ G
k2

)! G
j 1 ;k2

^' 0GL
j 2

(�̂ G
k2

) ^' 0GL
k1

(�̂ G
j 1

)

L�a aussi, la complexit�e du calcul de la matrice de rigidit �e est en O(r 4).

5.2.2 Cas 3-D

On explicite ici le calcul de la matrice en utilisant les points de Gauss-Lobatto pour la
matrice de masseet la matrice de rigidit �e.

Matrice de masse

On introduit la matrice 3x3 :

B = "J i DF � 1
i DF � t

i

On �evalue cette matrice sur tous les points de Gauss-Lobatto. On a alors :

(M h)(j; 1);(k;1) =
X

m1 ;m 2 ;m 3

(B11)( �̂ GL
m )! GL

m1 ;m 2 ;m 3
^' G

j 1
(�̂ GL

m1
) ^' GL

j 2
(�̂ GL

m2
) ^' GL

j 3
(�̂ GL

m3
) ^' G

k1
(�̂ GL

m1
) ^' GL

k2
(�̂ GL

m2
) ^' GL

k3
(�̂ GL

m3
)
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Soit apr�essimpli�cation :

(M h)(j; 1);(k;1) = � j 2 ;k2 � j 3 ;k3

r +1X

m=1

(B11)( �̂ GL
m;j 2 ;j 3

) ! GL
m;j 2 ;j 3

^' G
j 1

(�̂ GL
m ) ^' G

k1
(�̂ GL

m )

De mani�ere analogue:

(M h)(j; 2);(k;2) = � j 1 ;k1 � j 3 ;k3

r +1X

m=1

(B22)( �̂ GL
j 1 ;m;j 3

) ! GL
j 1 ;m;j 3

^' G
j 2

(�̂ GL
m ) ^' G

k2
(�̂ GL

m )

(M h)(j; 3);(k;3) = � j 1 ;k1 � j 2 ;k2

r +1X

m=1

(B33)( �̂ GL
j 1 ;j 2;m ) ! GL

j 1 ;j 2 ;m ^' G
j 3

(�̂ GL
m ) ^' G

k3
(�̂ GL

m )

(M h)(j; 1);(k;2) = � j 3 ;k3 (B21)( �̂ GL
k1 ;j 2 ;j 3

) ! GL
k1 ;j 2 ;j 3

'̂ G
j 1

(�̂ GL
k1

) ^' G
k2

(�̂ GL
j 2

)

(M h)(j; 1);(k;3) = � j 2 ;k2 (B31)( �̂ GL
k1 ;j 2 ;j 3

) ! GL
k1 ;j 2 ;j 3

'̂ G
j 1

(�̂ GL
k1

) ^' G
k3

(�̂ GL
j 3

)

(M h)(j; 2);(k;3) = � j 1 ;k1 (B32)( �̂ GL
j 1 ;k2 ;j 3

) ! GL
j 1 ;k2 ;j 3

'̂ G
j 2

(�̂ GL
k2

) ^' G
k3

(�̂ GL
j 3

)

La complexit�e de calcul de la matrice de masseest donc en O(r 5), elle n'est pas diagonale.

Matrice de rigidit �e

Le calcul de la matrice de rigidit �e est un poil plus complexe.On intro duit la matrice 3x3 :

A = "
1

J i �
DF t

i DFi

On calcule le rotationnel desfonctions de base:

rot '̂ (j; 1) =

�
�
�
�
�
�
�
�

0

^' G
j 1

^' GL
j 2

'̂
0GL
j 3

� ^' G
j 1

'̂
0GL
j 2

^' GL
j 3

rot '̂ (j; 2) =

�
�
�
�
�
�
�
�

� ^' GL
j 1

'̂ G
j 2

'̂
0GL
j 3

0

^'
0GL
j 1

^' G
j 2

^' GL
j 3

rot '̂ (j; 2) =

�
�
�
�
�
�
�
�

^' GL
j 1

^'
0GL
j 2

^' G
j 3

� ^'
0GL
j 1

^' GL
j 2

^' G
j 3

0

On applique la matrice A �a cesrotationnels :

A rot '̂ (j; 1) =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

A21 '̂ G
j 1

'̂ GL
j 2

^'
0GL
j 3

� A32 '̂ G
j 1

^'
0GL
j 2

'̂ GL
j 3

A22 '̂ G
j 1

'̂ GL
j 2

^'
0GL
j 3

� A32 '̂ G
j 1

^'
0GL
j 2

'̂ GL
j 3

A32 '̂ G
j 1

'̂ GL
j 2

^'
0GL
j 3

� A33 '̂ G
j 1

^'
0GL
j 2

'̂ GL
j 3

A rot '̂ (j; 2) =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

� A11 ^' GL
j 1

'̂ G
j 2

'̂
0GL
j 3

+ A31 '̂
0GL
j 1

^' G
j 2

^' GL
j 3

� A21 ^' GL
j 1

'̂ G
j 2

'̂
0GL
j 3

+ A32 '̂
0GL
j 1

^' G
j 2

^' GL
j 3

� A31 ^' GL
j 1

'̂ G
j 2

'̂
0GL
j 3

+ A33 '̂
0GL
j 1

^' G
j 2

^' GL
j 3

A rot '̂ (j; 3) =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

A11 '̂ GL
j 1

^'
0GL
j 2

^' G
j 3

� A21 '̂
0GL
j 1

'̂ GL
j 2

^' G
j 3

A21 '̂ GL
j 1

^'
0GL
j 2

^' G
j 3

� A22 '̂
0GL
j 1

'̂ GL
j 2

^' G
j 3

A31 '̂ GL
j 1

^'
0GL
j 2

^' G
j 3

� A32 '̂
0GL
j 1

'̂ GL
j 2

^' G
j 3
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Il su�t ensuitede faire le produit scalaireavec le rotationnel de chaquefonction de base' (k;1),
' (k;2) et ' (k;3) . Sur chaque terme obtenu, on fait les simpli�cations qui en d�ecoulent du fait
que :

^' GL
i (�̂ GL

j ) = � i;j

On d�etaille les calculs pour l'in teraction (j; 1) avec (k; 1), on donne l'expression �nale pour les
autres interactions. L'in teraction de (j; 1) avec (k; 1), vaut donc :

(K h)(j; 1);(k;1) =
Z

K̂
A22 ^' G

j 1
^' GL

j 2
'̂

0GL
j 3

'̂ G
k1

'̂ GL
k2

'̂
0GL
k3

�
Z

K̂
A32 ^' G

j 1
'̂ GL

j 2
'̂

0GL
j 3

'̂ G
k1

'̂
0GL
k2

'̂ GL
k3

�
Z

K̂
A32 ^' G

j 1
'̂

0GL
j 2

^' GL
j 3

'̂ G
k1

'̂ GL
k2

^'
0GL
k3

+
Z

K̂
A33 ^' G

j 1
'̂

0GL
j 2

^' GL
j 3

'̂ G
k1

'̂ GL
k2

^'
0GL
k3

Le premier terme donne apr�es int�egration num�erique

X

m1 ;m 2 ;m 3

A22(�̂ GL
m ) ! GL

m ^' G
j 1

(�̂ GL
m1

) ^' GL
j 2

(�̂ GL
m2

) ^'
0GL
j 3

(�̂ GL
m3

) ^' G
k1

(�̂ GL
m1

) ^' GL
k2

(�̂ GL
m2

) ^'
0GL
k3

(�̂ GL
m3

)

On obtient la simpli�cation suivante :

j 2 = m2 = k2

On �elimine ainsi deux indices sur 9 indices initiaux. On sait d�es maintenant qu'on va obtenir
une complexit�e en O(r 7). Peut-on faire mieux? Oui, on peut faire mieux en utilisant sur ce
terme les points d'in t�egration :

(�̂ G
i ; �̂ GL

j ; �̂ GL
k )

On �eliminerait ainsi 4 indices au lieu de 2 et on obtient une complexit�e en O(r 5). C'est un cas
relativement favorable car les fonctions de basede Gausssont sur le mêmeindice m1. Dans un
casmoins favorable (interaction crois�ee (j; 1) (k; 2)), on a ce type de terme :

�
X

m1 ;m 2 ;m 3

A21(�̂ GL
m ) ! GL

m ^' G
j 1

(�̂ GL
m1

) ^' GL
j 2

(�̂ GL
m2

) ^'
0GL
j 3

(�̂ GL
m3

) ^' GL
k1

(�̂ GL
m1

) ^' G
k2

(�̂ GL
m2

) ^'
0GL
k3

(�̂ GL
m3

)

Sur le premier indice m1, le choix d'un point de Gaussou d'un point de Gauss-Lobatto donne
une seulesimpli�cation. Sur le deuxi�emeindice m2, mêmecasde �gure, mêmepunition. Sur le
dernier indice m3, qu'on mette du Gaussou du Gauss-Lobatto , on est cuits �a causedesdeux
d�eriv�eesconjointes. On a donc, quellesquesoient lescombinaisonsde points qu'on choisit, deux
simpli�cations, et donc forc�ement une complexit�e en O(r 7).

Par cons�equent, il est plus intelligent de choisir des points de Gauss-Lobatto pour tous les
indices.Primo, cechoix aboutit �a une simplicit �e d'impl �ementation, cequi est agr�eable.Deuxio,
le produit matrice-vecteur rapide, qui sed�eduit de cescalculs,comporte un nombre minimal de
termes lorsqu'on utilise les points de Gauss-Lobatto. Ce point sera d�evelopp�e ult �erieurement.
Tertio, l'utilisation despoints deGauss-Lobattoneconduit pas�a l'apparition demodesparasites
alors que l'utilisation despoints de Gaussest n�efastesur desmaillagest�etra�edriquesd�ecoup�es
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Revenons�a notre premier terme de l'in teraction entre (j; 1) et (k; 1). Apr �es simpli�cation,
il vaut :

� j 2 ;k2

X

m;n

A22(�̂ GL
m ; �̂ GL

j 2
; �̂ GL

n ) ! GL
m;j 2 ;n ^' G

j 1
(�̂ GL

m ) ^'
0GL
j 3

(�̂ GL
n ) ^' G

k1
(�̂ GL

m ) ^'
0GL
k3

(�̂ GL
n )

On a trois autres termes :

�
X

m

A32(�̂ GL
m ; �̂ GL

k2
; �̂ GL

j 3
) ! GL

m;k 2 ;j 3
'̂ G

j 1
(�̂ GL

m ) ^'
0GL
j 2

(�̂ GL
k2 ) ^' G

k1
(�̂ GL

m ) ^'
0GL
k3

(�̂ GL
j 3

)

�
X

m;n

A32(�̂ GL
m ; �̂ GL

j 2
; �̂ GL

k3
) ! GL

m;j 2 ;k3
'̂ G

j 1
(�̂ GL

m ) ^'
0GL
j 3

(�̂ GL
k3

) ^' G
k1

(�̂ GL
m ) ^'

0GL
k2

(�̂ GL
j 2

)

� j 3 ;k3

X

m;n

A33(�̂ GL
m ; �̂ GL

n ; �̂ GL
j 3

) ! GL
m;n;j 3

^' G
j 1

(�̂ GL
m ) ^'

0GL
j 2

(�̂ GL
n ) ^' G

k1
(�̂ GL

m ) ^'
0GL
k2

(�̂ GL
n )

On adopte les notations suivantes :

G GL( i; j ) = '̂ G
i (�̂ GL

j )

dGL GL( i; j ) = ^'
0GL
i (�̂ GL

j )

�a22(i; j; k) = A22(�̂ GL
i ; �̂ GL

j ; �̂ GL
k ) ! GL

i;j;k

Le premier terme de la matrice de rigidit �e est alors �egal �a :

(K h)(j; 1);(k;1) = � j 2 ;k2

r +1X

m;n =1

�a22(m; j 2; n) G GL( j 1; m) dGL GL( j 3; n) G GL(k1; m) dGL GL(k3; n)

�
r +1X

m=1

�a32(m; k2; j 3) G GL( j 1; m) dGL GL( j 2; k2) G GL(k1; m) dGL GL(k3; j 3)

�
r +1X

m=1

�a32(m; j 2; k3) G GL( j 1; m) dGL GL( j 3; k3) G GL(k1; m) dGL GL(k2; j 2)

+ � j 3 ;k3

r +1X

m;n =1

�a33(m; n; j 3) G GL( j 1; m) dGL GL(j 2; n) G GL(k1; m) dGL GL(k2; n)

Les autres termes de la matrice de ridigit �e sont �egaux �a :

(K h)(j; 2);(k;2) = � j 1 ;k1

r +1X

m;n =1

�a11(j 1; m; n) G GL( j 2; m) dGL GL( j 3; n) G GL(k2; m) dGL GL(k3; n)

�
r +1X

m=1

�a31(k1; m; j 3) G GL( j 2; m) dGL GL( j 1; k1) G GL(k2; m) dGL GL(k3; j 3)

�
r +1X

m=1

�a31(j 1; m; k3) G GL( j 2; m) dGL GL( j 3; k3) G GL(k2; m) dGL GL(k1; j 1)

+ � j 3 ;k3

r +1X

m;n =1

�a33(m; j 2; n) G GL( j 2; n) dGL GL( j 1; m) G GL(k2; n) dGL GL(k1; m)
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(K h)(j; 3);(k;3) = � j 1 ;k1

r +1X

m;n =1

�a11(j 1; m; n) G GL( j 3; n) dGL GL(j 2; m) G GL(k3; n) dGL GL(k2; m)

�
r +1X

m=1

�a21(k1; j 2; m) G GL( j 3; m) dGL GL( j 1; k1) G GL(k3; m) dGL GL(k2; j 2)

�
r +1X

m=1

�a21(j 1; k2; m) G GL( j 3; m) dGL GL( j 2; k2) G GL(k3; m) dGL GL(k1; j 1)

+ � j 2 ;k2

r +1X

m;n =1

�a22(m; j 2; n) G GL( j 3; n) dGL GL( j 1; m) G GL(k3; n) dGL GL(k1; m)

(K h)(j; 1);(k;2) = �
r +1X

m=1

�a21(k1; j 2; m) G GL( j 1; k1) dGL GL(j 3; m) G GL(k2; j 2) dGL GL(k3; m)

+
r +1X

m=1

�a31(k1; m; j 3) G GL( j 1; k1) dGL GL(j 2; m) G GL(k2; m) dGL GL(k3; j 3)

+
r +1X

m=1

�a32(m; j 2; k3) G GL( j 1; m) dGL GL( j 3; k3) G GL(k2; j 2) dGL GL(k1; m)

� � j 3 ;k3

r +1X

m;n =1

�a33(m; n; j 3) G GL( j 1; m) dGL GL( j 2; n) G GL(k2; n) dGL GL(k1; m)

(K h)(j; 1);(k;3) = +
r +1X

m=1

�a21(k1; j 2; m) G GL( j 1; k1) dGL GL(j 3; m) G GL(k3; m) dGL GL(k2; j 2)

�
r +1X

m=1

�a31(k1; m; j 3) G GL( j 1; k1) dGL GL(j 2; m) G GL(k3; j 3) dGL GL(k2; m)

� � j 2 ;k2

r +1X

m;n =1

�a22(m; j 2; n) G GL( j 1; m) dGL GL( j 3; n) G GL(k3; n) dGL GL(k1; m)

+
r +1X

m=1

�a32(m; k2; j 3) G GL( j 1; m) dGL GL( j 2; k2) G GL(k3; j 3) dGL GL(k1; m)

(K h)(j; 2);(k;3) = � � j 1 ;k1

r +1X

m;n =1

�a11(j 1; m; n) G GL( j 2; m) dGL GL( j 3; n) G GL(k3; n) dGL GL(k2; m)

+
r +1X

m=1

�a31(k1; m; j 3) G GL( j 2; m) dGL GL( j 1; k1) G GL(k3; j 3) dGL GL(k2; m)

+
r +1X

m=1

�a21(j 1; k2; m) G GL( j 2; k2) dGL GL(j 3; m) G GL(k3; m) dGL GL(k1; j 1)

�
r +1X

m=1

�a32(m; k2; j 3) G GL( j 2; k2) dGL GL(j 1; m) G GL(k3; j 3) dGL GL(k1; m)

Les autres termes de la matrice sed�eduisent de ceux-ci par sym�etrie. Une fois cette matrice
�el�ementaire calcul�ee, on rappelle au lecteur qu'il faut prendre en compte les signesdes degr�es
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de lib ert�e locaux par rapport aux degr�es de lib ert�e globaux, pour assurer la continuit �e de la
composante tangentielle des inconnues. Typiquement, lorsque le sensde parcours local d'une
arête est oppos�e au sensde parcours global de l`arête, il faut multiplier par -1 la ligne et la
colonnede la matrice �el�ementaire, pour chaque degr�e de lib ert�e associ�e �a l'ar ête en question.

Au �nal, lesexpressionsexhib�eesnouspermettent d'obtenir un calcul de la matrice � ! 2 M h +
K h en O(r 7), ce qui est plus int�eressant que la complexit�e en O(r 9) si on ne fait pas de sous-
int�egration dans les hexa�edres,ou sur des�el�ements t�etra�edriquescourbes.

5.3 Pr �ecision de la m�etho de

Cas 2-D

On �etudie la convergencede la solution num�eriquevers la solution analytique pour un disque
parfaitement conducteur de rayon 1 (cf. �gure 5.2) Sur maillage r�egulier, on obtient l' �evolution

Fig. 5.2 { A gauche, partie r�eelle du champ total pour un disque de rayon 1. �a droite partie
r�eelledu champ di�ract �e.

de l'erreur de la �gure 5.3.On met commed'habitude enabscissela quantit �eh=r, proportionnelle
au nombre de ddl. On voit que Q5 n�ecessitemoins de ddl que lesautres ordresd'approximation
pour atteindre une erreur de 0.1%. On fait la même �etude sur des maillages non-structur�es
(cf. �gure 5.4). On notera que les �el�ements d'ordre 1 semblent ne pas converger, l'erreur reste
constante. Sur la �gure 5.5, on a repr�esent�e la solution pour le maillage le plus �n. On voit que
lesoscillations de la solution sont capt�eescorrectement, mais qu'on a une erreur d'in terpolation
tr �es importante. Les ordres de convergencetrouv�es sont r�ecapitul�es dans le tableau 5.1. On

Ordre d'approximation 1 2 3 4 5
Ordre de convergence,maillage r�egulier 1.03 2.01 2.97 4.02 4.97
Ordre de convergence,maillage non-structur�e 0.06 1.08 2.06 3.04 4.02

Tab. 5.1 { Ordres de convergencemesur�essur les quadrilat �eresde la premi�ere famille

notera que la m�ethode converge en O(hr ) en norme H-rot pour des maillages r�eguliers et en
O(hr � 1) pour desmaillagesnon-structur�es.On a pens�ed'abord quecette perte depr�ecision�etait
due �a la sous-int�egration. Malheureusement, cette conjecture s'est av�er�ee fausse,on obtient les
mêmesordres de convergencelorsqu'on calcule de mani�ere exacte les int�egrales.Probablement
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Fig. 5.3 { Evolution de l'erreur H-rot entre la solution num�erique et la solution analytique en
fonction de h=r, o�u h est le pas de maillage, r l'ordre d'approximation. Echelle log-log. Cas du
disquesur desmaillagesr�eguliers.
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Fig. 5.4 { Evolution de l'erreur H-rot entre la solution num�erique et la solution analytique en
fonction de h=r, o�u h est le pas de maillage, r l'ordre d'approximation. Echelle log-log. casdu
disquesur desmaillagestriangulaires d�ecoup�es.

quecette perte depr�ecisionestdue �a la transformation DF � t
i qu'on doit appliquer aux fonctions

de base.
Comme dans le casde l' �equation de Helmholtz, on s'est pos�e la question :

\ La pr�esenced'une singularit�e d�esavantage-t-elle les ordres d'approximations �elev�es?". La
r�eponseest non, son illustration est dans le chapitre suivant (cf. �gure 6.8). Bien que l'ordre
de convergencesoit le même pour tous les ordres d'approximation (O(h4=3) pour le carr�e), la
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Fig. 5.5 { Partie r�eelledu champ total pour un disquede rayon 1. Maillage tr �es�n de triangles
d�ecoup�es.On utilise les �el�ements �nis quadrilat �eraux de la premi�ere famille �a l'ordre 1.

constante est bien plus faible pour les ordres �elev�es, qui ont donc besoinde moins de ddl pour
une pr�ecisiondonn�ee.

Cas 3-D

On s'int�eresseau cas d'une sph�ere parfaitement conductrice (cf. �gure 5.6), on utilise une
condition deSilver-M•uller sur la frontiere ext�erieure.Le champ �electriqueE di�ract �e est solution
de :

� ! 2E + rot rot E = 0 pour 1 � r � 2

E � n = � Einc � n pour r = 1

rotE � n � i! n � (E � n) = 0 pour r = 2

Einc = exp(� i! z) ex

Le champ �electrique total vaut :
Etot = Einc + E

On obtient la courbe de convergencede la �gure 5.7. Il semblerait qu'on ait comme en 2-D,
une convergenceen O(hr ), pour la norme H-rot.

On peut �egalement se poser la question de la pr�ecision de la m�ethode sur des maillages
t�etra�edriquesd�ecoup�es.On obtient lescourbesde convergencede la �gure 5.8. Commeen 2-D,
on trouve une convergenceen hr � 1, l'ordre 1 n'est pasconsistant. Une analysede dispersionsur
maillage non-r�egulier faite au chapitre 7 tend �a d�emontrer ce r�esultat.
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Fig. 5.6 { Solution analytique de la di�raction par une sph�ere. A gauche, partie r�eelle de la
composante suivant x du champ di�ract �e E. A droite, champ total.
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Fig. 5.7 { Evolution de l'erreur H-rot entre la solution num�erique et la solution analytique en
fonction de h=r, o�u h est le pas de maillage, r l'ordre d'approximation. Echelle log-log. Cas de
la sph�ere sur desmaillagesr�eguliers.
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Fig. 5.8 { Evolution de l'erreur H-rot entre la solution num�erique et la solution analytique en
fonction du nombre de degr�es de lib ert�e (�echelle log-log). Cas de la sph�ere avec des maillages
t�etra�edriquesd�ecoup�es
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5.4 Algorithme rapide du pro duit matrice-v ecteur

5.4.1 Factorisation discr �ete

On s'int�eresseau produit matrice vecteur :

Yh = � ! 2 M h Eh + K h Eh

On traite uniquement l'hexa�edre K i , le vecteur global Yh est obtenu par assemblage. Sur
l'hexa�edre K i , le produit matrice vecteur s'�ecrit :

Yj = � ! 2
X

k;m

! GL
m B (�̂ GL

m ) '̂ k (�̂ GL
m ) � '̂ j (�̂ GL

m )Ek +
X

k;m

! G
m A(�̂ G

m ) rot ('̂ j )( �̂ G
m ) � rot( '̂ j )( �̂ G

m ) Ek

en rappelant les expressionsdesmatrices d�ependant de la g�eom�etrie :

B (x̂) = "J i DF � 1
i DF � t

i

A(x̂) = "
1

J i �
DF t

i DFi

On s�eparela double sommeen deux sommessimples.La premi�ere sommefera en quelquesorte
l' �evaluation de E aux points de Gauss-Lobatto et de rot (E) aux points de Gauss.La seconde
somme fera l'in t�egration contre les fonctions tests, et leurs rotationnels. On intro duit deux
vecteurs interm�ediaires :

~E j = ! GL
j B (�̂ GL

j )
X

k

'̂ k (�̂ GL
j ) Ek

~H j = ! G
j A(�̂ G

j )
X

k

rot( '̂ k)( �̂ G
j ) Ek

On notera que ~E j est un vecteur �a trois composantes en 3-D. Nous introduisons les matrices
diagonales:

�B j;k = B (�̂ GL
j )� j;k

�A j;k = A(�̂ G
j )� j;k

Ainsi que les matrices :
Ĉj;k = '̂ k(�̂ GL

j )

R̂j;k = rot '̂ k (�̂ G
j )

On a donc par construction :
~E = �B Ĉ E

~H = �A R̂ E

Le vecteur produit Yh est obtenu par la somme:

Yh = � ! 2
X

m

~Em � '̂ j (�̂
GL
m ) +

X

m

~Hm � rot '̂ j (�̂ GL
m )

On retrouve les matrices Ĉ etR̂, mais transpos�ees! On peut �ecrire cette sommesousla forme
matricielle :

Y = (� ! 2 Ĉ t �B Ĉ + R̂t �AR̂) E

On a ainsi trouv�e une factorisation de la matrice de masseet de rigidit �e. On notera que Ĉ et R̂
sont �el�ementairement creuseset ind�ependantes de la g�eom�etrie. L'information sur la g�eom�etrie
est stock�eedans les matrices diagonalespar blocs �A et �B . En 3-D, on pr�efereral'utilisation des
points de Gauss-Lobatto pour �evaluer les int�egrales.
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5.4.2 Form ulation mixte

On a ainsi mis en place tous les ingr�edients n�ecessaires�a un produit matrice vecteur peu
côuteux en stockageet en temps de calcul. La factorisation n'a pas �et�e obtenue par une formu-
lation mixte commedans leschapitres pr�ec�edents. Qu'�a cel�a ne tienne, faisonsen une! On part
du syst�emed'�equations : 8

>>><

>>>:

� ! 2 ~E + rot( H ) = 0

� H � rot (E) = 0

1
"

~E = E

On �etablit la formulation variationnelle, en faisant l'in t�egration par parties sur la premi�ere
�equation : 8

>>>>>>><

>>>>>>>:

� ! 2
Z




~E ' +
Z



H rot ' = 0

Z



� H  �

Z



rot( E)  = 0

Z




1
"

~E� =
Z



E�

E et sa fonction test associ�ee ' , sont pris dans le mêmeespaceVh de la formulation standard.
H et sa fonction test associ�ee  , sont pris dans l'espace:

Wh = f u 2 (L 2(
)) 3 tel que DF t
i u � Fi 2 Q3

r � 1g

On utilise les points de Gausspour discr�etiser cet espace.En 3-D, on pr�ef�erera l'utilisation des
points de Gauss-Lobatto et l'espaced'approximation suivant :

Wh = f u 2 (L 2(
)) 3 tel que DF t
i u � Fi 2 Q3

r g

~E et sa fonction test associ�ee � , sont pris dans l'espace:

Ph = f u 2 (L 2(
)) 3 tel que J i DF � 1
i u � Fi 2 Q3

r g

On utilise les points de Gauss-Lobatto pour discr�etiser cette espace.Apr �es changement de
variables, les matrices �el�ementaires en jeu sont :

C0
j;k =

Z

K i

� k � ' j =
Z

K̂
�̂ k � ^' j

R0
j;k =

Z

K i

 k � rot ' j =
Z

K̂
 ̂ k � rot '̂ j

A0
j;k =

Z

K i

�  k �  j =
Z

K̂
� J i DF � 1

i DF � t
i  ̂ k �  ̂ j

B 0
j;k =

Z

K i

� k � � j =
Z

K̂

1
" J i

DF t
i DFi �̂ k � �̂ j

Le syst�emelin�eaire �a r�esoudreest :
8
>><

>>:

� ! 2 C0 ~E + R0H = 0

A0H � (R0)t H = 0

B 0 ~E = (C0)t E
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On �elimine les inconnues interm�ediaires ~E et H :

(� ! 2 C0(B 0)� 1(C0)t + R0(A0)� 1(R0)t ) E = 0

On obtient la même factorisation que dans le paragraphe pr�ec�edent. La matrice C 0 est �egale
�a la matrice pr�ec�edemment nomm�ee Ĉ t aux poids de Gauss-Lobatto pr�es. La matrice R0 est
�egale�a la matrice pr�ec�edemment nomm�ee R̂t aux poids de Gausspr�es.Les matrices (A0)� 1 et
(B 0)� 1 sont �egalesaux matrices pr�ec�edemment nomm�ees �A et �B aux poids d'in t�egration pr�es.
On aboutit ainsi �a la mêmefactorisation en utilisant une formulation mixte ou en d�ecomposant
le produit matrice vecteur au niveaudiscret. N�eanmoins,il noussemble quela d�ecomposition au
niveau discret poss�edel'avantage d'être une d�emarche plus \syst �ematique" que l' �etablissement
de la formulation mixte.

5.4.3 Pro duit R̂ E et Ĉ E en 2-D

Explicitons la matrice �el�ementaire Ĉ en 2-D :

Ĉ(j; 1);(k;1) = ^' G
k1

(�̂ GL
j 1

) ^' GL
k2

(�̂ GL
j 2

)

(j; 1) d�esignecommed'habitude une fonction de baseorient�eesuivant ex . Apr �essimpli�cation :

Ĉ(j; 1);(k;1) = '̂ G
k1

(�̂ GL
j 1

) � j 2 ;k2

Par analogie:

Ĉ(j; 2);(k;2) = '̂ G
k2

(�̂ GL
j 2

) � j 1 ;k1

Les interactions crois�eessont nulles :

Ĉ(j; 1);(k;2) = Ĉ(j; 2);(k;1) = 0

La matrice �el�ementaire est creuse,on compte r termes pour chaque ligne de la matrice, soit au
total 2r (r + 1)2 �el�ements non-nuls dans la matrice. On utilise un produit matrice vecteur creux
(cf. chapitre 1) pour e�ectuer le produit matrice vecteur au niveau �el�ementaire.

Explicitons la matrice �el�ementaire R̂ en 2-D :

R̂(j; 1);(k;1) = � ^' G
k1

(�̂ G
j 1

) ^'
0GL
k2

(�̂ G
j 2

)

soit apr�essimpli�cation :

R̂(j; 1);(k;1) = � ^'
0GL
k2

(�̂ G
j 2

) � j 1 ;k1

De même,on a :

R̂(j; 1);(k;2) = '̂
0GL
k1

(�̂ G
j 1

) � j 2 ;k2

Ce sont lesseulesinteractions, car en 2-D, l'inconnue H est scalaire.La matrice �el�ementaire est
creuse,on compte 2(r + 1) termes pour chaque ligne de la matrice, soit 2(r + 1) r 2 �el�ements
non-nuls dans la matrice. On remarquera qu'en 2-D, le côut du produit matrice vecteur est
r�eparti de mani�erequasi-�egaleentre la contribution de la matrice de masseet cellede la matrice
de rigidit �e. La contribution de la matrice de masseest mêmel�eg�erement sup�erieure.
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5.4.4 Pro duit R̂ E et Ĉ E en 3-D

On adopte les notations suivantes :

E =
X

k

'̂ (k;1)E
1
k +

X

k

'̂ (k;2)E
2
k +

X

k

'̂ (k;3)E
3
k

Y = � ! 2Ĉ t �B Ĉ E + R̂t �A R̂ E

On d�ecompose�egalement le vecteur produit :

Y =
X

k

'̂ (k;1)Y
1

k +
X

k

'̂ (k;2)Y
2

k +
X

k

'̂ (k;3)Y
3

k

Explicitons la matrice �el�ementaire Ĉ en 3-D :

Ĉ(m;1);(k;1) = '̂ G
k1

(�̂ GL
m1

) ^' GL
k2

(�̂ GL
m2

) ^' GL
k3

(�̂ GL
m3

)

Apr �essimpli�cation :
Ĉ(m;1);(k;1) = '̂ G

k1
(�̂ GL

m1
) � m2 ;k2 � m3 ;k3

Par analogie:
Ĉ(m;2);(k;2) = '̂ G

k2
(�̂ GL

m2
) � m1 ;k1 � m3 ;k3

Ĉ(m;3);(k;3) = '̂ G
k3

(�̂ GL
m3

) � m1 ;k1 � m2 ;k2

Les interactions crois�eessont nulles :

Ĉ(m;1);(k;2) = Ĉ(m;2);(k;1) = Ĉ(m;1);(k;3) = Ĉ(m;3);(k;1) = Ĉ(m;2);(k;3) = Ĉ(m;3);(k;2) = 0

La matrice �el�ementaire est creuse,on compte r termes pour chaque ligne de la matrice, soit au
total 3r (r + 1)3 �el�ements non-nuls dans la matrice. Le produit Ĉ E revient �a calculer l'in terpo-
lation de E aux points de Gauss-Lobatto :

w1(m1; m2; m3) =
rX

k1 = 1

G GL(k1; m1) E 1
k1 ;m 2 ;m 3

w2(m1; m2; m3) =
rX

k2 = 1

G GL(k2; m2) E 2
m1 ;k2 ;m 3

w3(m1; m2; m3) =
rX

k3 = 1

G GL(k3; m3) E 3
m1 ;m 2 ;k3

Explicitons la matrice �el�ementaire R̂ en 3-D, en utilisant lespoints de Gauss-Lobattocomme
points d'in t�egration :

R̂(m;2);(k;1) = ^' G
k1

(�̂ GL
m1

) ^'
0GL
k3

(�̂ GL
m3

)� m2 ;k2

R̂(m;3);(k;1) = � ^' G
k1

(�̂ GL
m1

) ^'
0GL
k2

(�̂ GL
m2

)� m3 ;k3

R̂(m;1);(k;2) = � ^' G
k2

(�̂ GL
m2

) ^'
0GL
k3

(�̂ GL
m3

)� m1 ;k1

R̂(m;3);(k;2) = ^' G
k2

(�̂ GL
m2

) ^'
0GL
k1

(�̂ GL
m1

)� m3 ;k3

R̂(m;1);(k;3) = ^' G
k3

(�̂ GL
m3

) ^'
0GL
k2

(�̂ GL
m2

)� m1 ;k1

R̂(m;2);(k;3) = � ^' G
k3

(�̂ GL
m3

) ^'
0GL
k1

(�̂ GL
m1

)� m2 ;k2
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Les interactions \diagonales" sont nulles :

R̂(m;1);(k;1) = R̂(m;2);(k;2) = R̂(m;3);(k;3) = 0

On n'est pastr �esheureux,car on a un seulsymbolede kronecker, cequi donneraune complexit�e
en O(r 5), si on utilise un produit matrice-vecteur creux R̂ E classique.Nous ne calculonspas le
produit R̂ E de mani�ere standard, nous allons s�eparer la double sommede chaque interaction
�el�ementaire en simplessommes.On d�ecomposeR̂ en six composantes :

R̂ = R̂12 + R̂13 + R̂21 + R̂23 + R̂31 + R̂32

Le produit matrice vecteur R̂12 E s'�ecrit :

(R̂21 E)m1 ;m 2 ;m 3 =
X

k1 ;k3

G GL(k1; m1) dGL GL(k3; m3)E 1
k1 ;m 2 ;k3

On d�ecomposecette double sommeen deux �etapes:

w21
m1 ;m 2 ;m 3

=
rX

k1=1

G GL(k1; m1) E 1
k1 ;m 2 ;m 3

(R̂21 E)m1 ;m 2 ;m 3 =
r +1X

k3=1

dGL GL(k3; m3) w21
m1 ;m 2 ;k3

La premi�ere�etape est de complexit�e 2(r + 1)3 r alors que la secondeest de complexit�e 2(r + 1)4.
On trouve bien la complexit�e optimale en O(r 4), on met toutes les �etapes de calcul pour les
autres composantes de R̂ :

w31
m1 ;m 2 ;m 3

=
rX

k1=1

G GL(k1; m1) E 1
k1 ;m 2 ;m 3

(R̂31 E)m1 ;m 2 ;m 3 = �
r +1X

k2=1

dGL GL(k2; m2) w31
m1 ;k2 ;m 3

w12
m1 ;m 2 ;m 3

=
rX

k2=1

G GL(k2; m2) E 2
m1 ;k2 ;m 3

(R̂12 E)m1 ;m 2 ;m 3 = �
r +1X

k3=1

dGL GL(k3; m3) w12
m1 ;m 2 ;k3

w32
m1 ;m 2 ;m 3

=
rX

k2=1

G GL(k2; m2) E 2
m1 ;k2 ;m 3

(R̂32 E)m1 ;m 2 ;m 3 =
r +1X

k1=1

dGL GL(k1; m1) w32
k1 ;m 2 ;m 3

w13
m1 ;m 2 ;m 3

=
rX

k3=1

G GL(k3; m3) E 3
m1 ;m 2 ;k3

(R̂13 E)m1 ;m 2 ;m 3 =
r +1X

k2=1

dGL GL(k2; m2) w13
m1 ;k2 ;m 3
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w23
m1 ;m 2 ;m 3

=
rX

k3=1

G GL(k3; m3) E 3
m1 ;m 2 ;k3

(R̂23 E)m1 ;m 2 ;m 3 = �
r +1X

k1=1

dGL GL(k1; m1) w23
k1 ;m 2 ;m 3

Les sommations�nales faites sont :

Z 1
m1 ;m 2 ;m 3

= (R̂12 E)m1 ;m 2 ;m 3 + (R̂13 E)m1 ;m 2 ;m 3

Z 2
m1 ;m 2 ;m 3

= (R̂21 E)m1 ;m 2 ;m 3 + (R̂23 E)m1 ;m 2 ;m 3

Z 3
m1 ;m 2 ;m 3

= (R̂31 E)m1 ;m 2 ;m 3 + (R̂32 E)m1 ;m 2 ;m 3

Le lecteur aura remarqu�e que les valeurs interm�ediaires ont d�ej�a �et�e calcul�eeslors du produit
avec la matrice Ĉ. On a de fait :

w1(m1; m2; m3) = w21
m1 ;m 2 ;m 3

= w31
m1 ;m 2 ;m 3

w2(m1; m2; m3) = w12
m1 ;m 2 ;m 3

= w32
m1 ;m 2 ;m 3

w3(m1; m2; m3) = w13
m1 ;m 2 ;m 3

= w23
m1 ;m 2 ;m 3

On fait la mêmed�emarche pour le produit avec R̂t . On peut l�a aussiregrouper descalculsavec
Ĉ t .

La raison est que R̂ peut être factoris�eesousla forme :

R̂ = Ŝ Ĉ

La matrice Ŝ est la matrice de rigidit �e qu'on avait introduite pour la secondefamille. Lestermes
non-nuls de Ŝ sont :

Ŝ(m;2);(k;1) = ^'
0GL
k3

(�̂ GL
m3

) � m1 ;k1 � m2 ;k2

Ŝ(m;3);(k;1) = � ^'
0GL
k2

(�̂ GL
m2

) � m1 ;k1 � m3 ;k3

Ŝ(m;1);(k;2) = � ^'
0GL
k3

(�̂ GL
m3

) � m1 ;k1 � m2 ;k2

Ŝ(m;3);(k;2) = ^'
0GL
k1

(�̂ GL
m1

) � m2 ;k2 � m3 ;k3

Ŝ(m;1);(k;3) = ^'
0GL
k2

(�̂ GL
m2

) � m1 ;k1 � m3 ;k3

Ŝ(m;2);(k;3) = � ^'
0GL
k1

(�̂ GL
m1

) � m2 ;k2 � m3 ;k3

Pour r�esumer, on dispose de l'algorithme suivant pour e�ectuer le produit matrice-vecteur
Y = � (! 2 M h + K h) E :

Egl = Ĉ E

Hgl = Ŝ Egl

H = �A Hgl

Ysti� = Ŝt H

Ygl = � ! 2 �B Egl + Ysti�

Y = Ĉ t Ygl
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5.4.5 Complexit �e du pro duit matrice-v ecteur

Dans cette sous-section,on e�ectue des calculs de complexit�e au niveau th�eorique, a�n
d'�evaluer si le produit matrice-vecteur, obtenu �a l'aide d'une factorisation discr�ete, est plus
rapide que le produit matrice-vecteur standard. Pour ce dernier, on stocke la matrice globale,
et on fait un produit matrice-vecteur creux standard.

Cas 2-D

Pour la formulation standard, on compte le nombre d'�el�ements non nuls de la matrice glo-
bale sur un maillage r�egulier. Ainsi, chaque degr�e de lib ert�e associ�e �a une arête interagit avec
(2 r + 1) r + 2r (r + 1) degr�es de lib ert�e. Chaque degr�e de lib ert�e associ�e �a l'in t�erieur d'un
�el�ement interagit avec tous les degr�es de lib ert�e de l' �el�ement soit 2r (r + 1) ddl. Sur maillage
r�egulier, on a 2r Ne degr�es de lib ert�es associ�es aux arêtes et 2r (r � 1) N e degr�es de lib ert�es
int�erieurs. Ne repr�esente nombre d'�el�ements du maillage.
Nombre ddl maillage : 2r 2 Ne

Nombre d'op�erations formulation standard : (4 r 4 + 8r 3 + 2r 2) Ne

Stockageformulation standard : (r 4 + 2r 3 + 1:5r 2) Ne

Pour la factorisation discr�ete, on comptabilise 2r (r + 1)2 �el�ements non-nuls dans la matrice
Ĉ. On prend en compte deux additions et deux multiplications pour chaque �el�ement de cette
matrice (produit avec Ĉ et sa transpos�ee), soit quatre op�erations. On a �egalement 4 op�erations
pour chaque�el�ement non-nul de la matrice R̂ (2 r 2(r + 1) �el�ements non-nuls). Pour les matrices
d�ependant de la g�eom�etrie �A et �B , on compte six op�erations pour chaque point de Gauss-
Lobatto - multiplication par une matrice 2x2 - et une op�eration pour chaque point de Gauss-
multiplication par un scalaire.On ne stocke que cesmatrices, soit trois coe�cien ts par point de
Gauss-Lobatto et un coe�cien t par point de Gauss.
Nombre d'op�erations factorisation discr�ete : (16r 3 + 31r 2 + 20r + 6) Ne

Stockagefactorisation discr�ete : (3 (r + 1)2 + r 2) Ne

La factorisation discr�ete est plus e�cace �a partir de Q4, ce qu'on peut voir sur la �gure 5.9.
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Fig. 5.9 { A gauche temps de calcul en fonction de l'ordre d'approximation, �a droite stockage.
Premi�ere famille sur les quadrilat �eres.Nombre ddl constant.
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Cas 3-D

Pour la formulation standard, on a pour chaque degr�e de lib ert�e le nombre d'in teractions
suivant :
Interactions avec un ddl associ�e a une arête : 12r 3 + 14r 2 + 6r
Interactions avec un ddl associ�e a une face : 6r 3 + 10r 2 + 4r
Interactions avec un ddl interne : 3r 3 + 6r 2 + 3r
Sur un maillage hexa�edrique r�egulier, on a la r�epartition suivante :
Nombre ddl associ�es aux arêtes : 3r Ne

Nombre ddl associ�es aux faces: (6 r 2 � 6r ) Ne

Nombre ddl internes : (3 r 3 � 6r 2 + 3r ) Ne

On obtient alors :
Nombre ddl maillage : 3r 3 Ne

Nombre d'op�erations formulation standard : (18r 6 + 72r 5 + 84r 4 + 12r 3 + 6r 2) Ne

Stockageformulation standard : (4:5r 6 + 18r 5 + 21r 4 + 4:5r 3 + 1:5r 2) Ne

Pour la factorisation discr�ete, les produits avec la matrice Ĉ et sa transpos�ee demandent
12r (r + 1)3 op�erations. Les produits avec la matrice Ŝ et sa transpos�ee demandent 24(r +
1)4 op�erations. Les produits avec les matrices d�ependant de la g�eom�etrie demandent 15(r +
1)3 + 15(r + 1)3 op�erations. Au niveau du stockage,on stocke deux matrices 3x3 sym�etriques
pour chaque point de Gauss-Lobatto , soit 12 coe�cien ts. Au �nal, on obtient les complexit�es
suivantes :
Nombre op�erations factorisation discr�ete : (36r 4 + 162r 3 + 270r 2 + 198r + 54)Ne

Stockagefactorisation discr�ete : (12(r + 1)3 ) Ne

Asymptotiquement, le produit matrice vecteur côutera 50% plus cher avec la premi�ere famille
par rapport �a la secondefamille, car le terme pr�edominant est 36r 4, alors qu'il est de 24r 4 pour
la secondefamille. Les r�esultats sont r�esum�es sur la �gure 5.10. La factorisation discr�ete est
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Fig. 5.10{ A gauche temps de calcul en fonction de l'ordre d'approximation, �a droite stockage.
Premi�ere famille sur les hexa�edres.Nombre ddl constant.

plus e�cace �a partir de Q2. On a un côut maitris�e quand on monte en ordre, alors que le côut
exploselorsqu'on utilise une formulation standard. Desexp�eriencesnum�eriquescon�rment cette
�etude, comme on peut le voir sur le tableau 5.2 L'espacem�emoire requis par la factorisation
discr�ete est d�erisoire pour r assezgrand. Asymptotiquement, on a besoinde 12 coe�cien ts par
point de quadrature, soit 4 coe�cien ts par degr�e de lib ert�e. Le stockagede la matrice ser�eduit
donc �a 4 vecteursdans le casg�en�eral et 2 vecteurssi les indicesphysiques"; � sont r�eels.Il faut

135



Ordre d'approximation 1 2 3 4 5 6 7
Tempsde calcul formulation standard 55s 127s 224s 380s 631 939s 1380s
Tempsde calcul factorisation discr�ete 244s 128s 106s 97s 96s 98s 103s
Stockageformulation standard 18Mo 50Mo 105Mo 187Mo 308Mo 473Mo 681Mo
Stockagefactorisation discr�ete 23Mo 9.9Mo 6.9Mo 5.7Mo 5.0Mo 4.6Mo 4.3Mo

Tab. 5.2 { Comparaisonentre la formulation standard et la formulation discr�ete pour e�ectuer
1000it �erations du COCG pour un nombre de ddl constant �egal �a 100 000. Cas deshexa�edres.

comparer ce côut aux 6 vecteurs n�ecessairesau COCG, et 8 vecteurs pour le BICGCR... On
voit clairement que ce sont les vecteurs n�ecessaires�a l'algorithme it �eratif, qui côutent le plus.
Un autre point positif est que le côut de stockage de la matrice est largement inf�erieur - d'un
rapport 4 environ - au côut de la matrice �el�ements �nis d'ordre 1. En revanche, le tempsdecalcul
est plus �elev�e, il est environ �egal au double. Ce rapport est vrai dans le casd'indices physiques
r�eels.Dans le caso�u cesindices sont complexes,le temps de calcul du produit matrice-vecteur
de la matrice �el�ements �nis d'ordre �elev�e seradu mêmeordre de grandeur que pour la matrice
�el�ements �nis d'ordre 1.

In t �egration exacte

Comme pour le cas de Helmholtz, on peut se poser la question d'un choix de points
d'in t�egration plus pr�ecis (k + 1 points de Gauss), pour �evaluer les int�egrales.La factorisation
obtenue avec cespoints, est similaire :

M h = Ĉ Bh Ĉ t

Rh = ĈŜ Ah Ŝt Ĉ t

avec Ah et Bh d�e�nies aux points de Gauss,au lieu de Gauss-Lobatto, et :

Ĉj;k = ^' j (�̂ G
k )

Ŝj;k = ^curl ^' G
j (�̂ G

k )

Une d�emonstration de cesfactorisations est fournie en annexeC.
Le côut du produit matrice-vecteur sera alors de 60r 4 + o(r 4) au lieu de 36r 4 + o(r 4).

Cependant, l'utilisation de formules d'in t�egration exacte ou approch�ee donne le même ordre
de convergence.De plus, l'erreur de dispersion est en O(h2r � 2) sur desmaillagesquelconques,
comme on le montrera dans le chapitre 7. Il est donc plus avantageux d'�evaluer de mani�ere
approch�ee les int�egrales,a�n de garder un produit matrice-vecteur optimal.

5.5 Calcul de mo des propres

En 2-D, on obtient tous les modes physiqueset aucun mode parasite, contrairement �a la
secondefamille. Par souci de concision,on ne pr�esentera donc que le cas3-D. Le probl�emeest
la recherche de modespropres dans une cavit �e cubique :

8
<

:

trouver (! ; E) 2 R � H (rot ; 
) E 6= 0 tel que
� ! 2 E + rot rot E = 0 2 
 = [� 1; 1]3

E � n = 0 2 @


Les valeurs propres analytiques d'un cube de côt�e L sont connues :

! 2
k;m;n =

� 2 (k2 + m2 + n2)
L 2 k � 0 m > 0 n > 0
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5.5.1 Maillage r �egulier

On fait le calcul sur un maillage3x3x3avecuneapproximation d'ordre 5, on trouve lesmodes
physiqueset uniquement lesmodesphysiques.On en a�c he quelques-unssur la �gure 5.11.On

Fig. 5.11 { Quelquesmodes propres sur un maillage r�egulier 3x3x3 avec du Q5 (11500 ddl).
Sous-int�egration avec despoints de Gauss.

voit que sur ce cas, la sous-int�egration avec les points de Gaussn'apporte pas de parasites.

5.5.2 Maillage non-r �egulier

Sur un maillage t�etra�edrique d�ecoup�e, il en va autrement. Sur la �gure 5.12, on a dispos�e
certains modespropres trouv�es,un certain nombre est constitu�e de modesparasites.Le nombre
de modes parasites est de plus en plus important lorsqu'on diminue l'ordre d'approximation,
Q1 �etant le plus touch�e. De plus, les valeurs propres parasites s'�eloignent assez\len tement"
lorsqu'on ra�ne le maillage, et de fait elles polluent la solution pour des pas de maillages
utilis �esen pratique. Il est donc pr�ef�erabled'utiliser lespoints de Gauss-Lobatto (on sous-int�egre
toujours la matrice de rigidit �e!). Commeon peut le voir sur la �gure 5.13,l'utilisation despoints
de Gauss-Lobatto pour int�egrer la matrice de rigidit �e enl�eve totalement les modesparasites,et
ce pour tous les ordres d'approximation. Pour synth�etiser la di� �erenceentre l'in t�egration avec
points deGausset points deGauss-Lobatto,on a�c he le spectreobtenu par lesdeux int�egrations
sur la �gure 5.14.

5.6 Pr �econditionnemen t du syst �eme lin �eaire

Comme dans le cas de l' �equation de Helmholtz, la matrice �el�ements �nis obtenue est tr �es
mal conditionn�ee, le conditionnement se d�et�eriore lorsqu'on ra�ne le maillage, lorsqu'on aug-
mente la fr�equenceet lorsqu'on utilise des maillagesde qualit �e m�ediocre. On a �egalement une
di�cult �e suppl�ementaire car le noyau de l'op�erateur rot-rot est de dimension in�nie. De fait, le
conditionnement de la matrice sera�egalement mauvais lorsqu'on choisira desfr�equencesproches
de z�ero. Dans le pr�esent expos�e, on privil �egierale cashaute-fr�equencepar rapport au casbasse-
fr�equence,qui n�ecessitedes techniques sp�eci�ques. On aura souvent un domaine de calcul de
plus de quatre longueurs d'ondes de diam�etre et un maillage en espaceautour des huit points
par longueur d'onde.
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Fig. 5.12 { Quelquesmodespropres sur un maillage t�etra�edrique d�ecoup�e avec du Q4 (40000
ddl). Sous-int�egration avec despoints de Gauss.

Fig. 5.13 { Quelquesmodespropres sur un maillage t�etra�edrique d�ecoup�e avec du Q4 (40000
ddl). Sous-int�egration avec despoints de Gauss-Lobatto.

Pour pallier au mauvais conditionnement de la matrice, il est n�ecessairede pr�econditionner
le syst�emelin�eaire.On pr�esente ici plusieurspr�econditionneurs,dont la factorisation incompl�ete
et le multigrille. Nous n'utiliserons pas de d�ecomposition en sous-domaines,car cette technique
n'est pas tr �es int�eressante �a utiliser dans un code s�equentiel (cf. chapitre 2). Pour les lecteurs
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Fig. 5.14 { Distribution des valeurs propres en utilisant les points de Gauss �a gauche, et les
points de Gauss-Lobatto �a droite. Les lignes horizontales symbolisent les valeurs propres ana-
lytiques.

qui veulent faire du parall�ele, on peut citer [Rappetti et Toselli, 2002]ou [Toselli, 2000].

5.6.1 Pr �econditionnemen t par un sous-maillage Q1

=)
F � 1

i

K̂

Fig. 5.15 { Sous-maillageQ1 d'une cellule �el�ementaire Q2. transformation Fi pour passerdu
carr�e de r�ef�erencevers un petit carr�e du sous-maillage.

L'id �eeest similaire �a cequ'on a utilis �e pour Helmholtz. On d�ecoupe le maillage initial suivant
les points de Gauss-Lobatto. On obtient ainsi une correspondancedirecte entre les degr�es de
lib ert�e du sousmaillage Q1 et lesdegr�esde lib ert�e initiaux. Une illustration 2-D du proc�ed�e est
a�c h�ee sur la �gure 5.15. Contrairement au cas scalaire, il est cependant n�ecessairede d�e�nir
un op�erateur de projection, �a causede la transformation DF � t

i . On note les fonctions de base
d'ordre �elev�e ' (i;s ) , et les fonctions de based'ordre 1  (j;t ) . L'indice i repr�esente la position
du degr�e de lib ert�e tandis que l'indice s repr�esente son orientation (1 2 ou 3). L'op�erateur de
projection est une simple injection :

Pi;j =  (j;t )(� i ) � es
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Soit apr�eschangement de variables :

Pi;j = (DF � t
i )s;t  ̂ j (�̂ (i;s ))

Or la fonction de based'ordre 1 a pour composante tangentielle 1 sur l'ar ête �a laquelle elle est
associ�ee,et 0 sur les autres arêtes.On a par cons�equent :

Pi;j = (DF � t
i )s;t � i;j

La transformation DFi transforme le cube de r�ef�erenceK̂ en un petit pav�e, issu du d�ecoupage
du cube de r�ef�erence sur les points de Gauss-Lobatto (voir �gure 5.15). Les deux sommets
oppos�esdu pav�e sont :

(�̂ GL
i 1

; �̂ GL
i 2

; �̂ GL
i 3

) et (�̂ GL
i 1+1 ; �̂ GL

i 2+1 ; �̂ GL
i 3+1 )

On en d�eduit l'expressionde DF i , qui est donc diagonale:

DFi =

0

B
@

�̂ GL
i 1+1 � �̂ GL

i 1
0 0

0 �̂ GL
i 2+1 � �̂ GL

i 2
0

0 0 �̂ GL
i 3+1 � �̂ GL

i 3

1

C
A

En d�e�nitiv e, la matrice de projection est diagonale,du moment que la num�erotation desddl du
sous-maillageQ1 co•�ncide avec la numerotation desddl du maillage original Qk . Si ce n'est pas
le cas, il faut en plus introduire une matrice de permutation. Le pr�econditionneur vaut donc :

M h = Ph A � 1
h P t

h

o�u Ah est la matrice �el�ements �nis du sous-maillageQ1. On a bien un pr�econditionneursym�etrique.
On utilise un solveur direct pour r�esoudreles syst�emeslin�eairesA h X = B .

On s'int�eressedansun premier temps �a la di�raction d'une sph�ereparfaitement conductrice
(cf. �gure 5.16). On prend un maillage avec8/10 points par longueur d'onde pour une fr�equence
de 1.0, et on note le nombre d'it �erations suivant la fr�equence,sur le tableau 5.3. On voit ici

Ordre F = 0:125 F = 0:25 F = 0:5 F = 1:0 F = 1:5
Q2(110000ddl) N C 49 19 16 49
Q4(92000ddl) N C N C 42 30 123
Q6(72000ddl) N C N C 71 47 159

Tab. 5.3 { Nombre d'it �erations du BICGCR pour une sph�ere parfaitement conductrice, pour
di� �erentes fr�equenceset avec un même maillage. Le pr�econditionneur utilis �e est la matrice
�el�ements �nis d'ordre 1.

que ce pr�econditioneur n'est pas adapt�e au casbasse-fr�equence.En e�et lorsque le maillage est
beaucouptrop �n vis-�a-vis de la fr�equenceconsid�er�ee, l'algorithme pr�econditionn�e ne converge
pas au bout de 1000it �erations. C'est un pr�econditionneur qui donne desr�esultats tr �essatisfai-
sants lorsqu'on est dans le r�egimede fonctionnement (fr �equencede 1). Sanssurprise, on a une
d�et�erioration lorsqu'on monte en ordre.

Dans un secondtemps, on �etudie le pr�econditionneur pour le casd'un point sourcedansune
cavit �e cubique [� 2; 2]3, on fait �evoluer la fr�equenceEN adaptant le maillage pour avoir toujours
10 points par longueur d'onde, pas plus, pas moins. On obtient les r�esultats du tableau 5.4. On
a choisi le casde la cavit �e car c'est un casplus di�cile que la sph�ere parfaitement conductrice.
On peut ainsi clairement observer que le nombre d'it �erations croit lin�eairement en fonction de
la fr�equence.La di�cult �e du casmasqueles di� �erencesentre les ordres d'approximation, alors
qu'on les voyait sur la sph�ere parfaitement conductrice.
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Fig. 5.16 { Partie r�eelledu champ di�ract �e par une sph�ere parfaitement conductrice.

Ordre F = 0:25 F = 0:5 F = 0:8
Q2 30 74 124
Q4 27 72 131

Tab. 5.4 { Nombre d'it �erations du BICGCR pour une cavit �e cubique, pour di� �erentes
fr�equences,avec un maillage adapt�e. Le pr�econditionneur utilis �e est la matrice �el�ements �nis
d'ordre 1.

5.6.2 Pr �econditionnemen t �a l'aide d'une factorisation incompl �ete

Au lieu d'utiliser un solveur direct pour r�esoudrele syst�emelin�eaire de la matrice �el�ements
�nis d'ordre 1, on proposedans cette sous-sectiond'utiliser une factorisation incompl�ete. Pour
que cette technique marche, il est n�ecessaire(cf. chapitre 2), de rajouter de l'amortissement, et
donc de calculer la matrice d'ordre 1, Ah avec un indice physique :

~" = "(� + i� )

Dans le chapitre 2, on avait vu que le choix (�; � ) = (1; 0:5) �etait satisfaisant, ainsi que le
choix d'un seuil de 0.01. Sur le tableau 5.5, on e�ectue quelquestests a�n de d�eterminer le bon
choix de param�etres. On voit que la factorisation incompl�ete �echout quasiment tout le temps
si on ne met pas d'amortissement. Même un seuil de 1e � 3 est insu�san t ! Quand on ajoute
de l'amortissement, la factorisation incompl�ete donne de bons r�esultats et m�ene �a des gains
importants de stockage,allant jusqu'�a diviser par 10 le côut m�emoire. Le choix entre � = 0:5
et � = 1 est corn�elien, il faut choisir entre être rapide ou être peu cher en m�emoire. Comme
ce dernier point nous semble relativement important, on choisit de prendre � = 1 � = 1
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Seuil 1e � 4 1e � 3 0:01 0:05 0:08 0:1
� = 1 � = 0 30=370M o 1 =350M o 1 =340M o 1 =326M o 1 =318M o 1 =314M o

� = 1 � = 0:5 55=299M o 55=242M o 55=149M o 82=74M o 116=55M o 145=47M o

� = 1 � = 1 97=244M o 97=197M o 99=108M o 110=53M o 133=40M o 155=34M o

Tab. 5.5 { Nombre d'it �erations du BICGCR pour une sph�ere parfaitement conductrice, pour
di� �erents jeux de param�etres. Le pr�econditionneur utilis �e est la factorisation incompl�ete sur la
matrice �el�ements �nis d'ordre 1.

et un seuil de 5e-2.On remarqueraqu'il est n�ecessairede prendre un seuil bien plus important
que pour l' �equation de Helmholtz (1e-2) a�n de gagner su�sammen t en espacem�emoire par
rapport �a un solveur direct.

5.6.3 Pr �econditionnemen t utilisan t la d�ecomp osition de Helmholtz

On proposedanscette sous-sectiond'utiliser le pr�econditionneurmis enavant dans[Perrussel
et al., 2004]. Ce pr�econditionneur est d�etaill�e pour le cas des �el�ements t�etra�edriques de la
premi�ere famille de N�ed�elec de plus bas ordre. L'extension aux hexa�edresest imm�ediate, mais
l'extension pour desordres d'approximation �elev�es semble d�elicate. Le pr�econditionneur utilise
la d�ecomposition de Helmholtz :

Eh = r � h + ~Eh

avec � h potentiel scalaireexprim�e dans la basedes�el�ements �nis nodaux et ~Eh qui appartient
�a l'orthogonal du noyau du rotationnel. On construit ainsi un op�erateur N de projection de
l'espacedes �el�ements �nis nodaux vers l'espacedes �el�ements �nis d'arête. Pour les �el�ements
d'ordre 1, il s'�ecrit

N i;j =

8
<

:

� 1 si le point j est la premi�ere extrêmit�e de l'ar ête i
1 si le point j est la secondeextrêmit�e de l'ar ête i
0 sinon

On assemble �egalement la matrice �el�ements �nis nodaux :

A � = N t Ah N

Le pr�econditionneur xn = M rn s'�ecrit alors :

xn = 0 x � = 0
r � = N t (rn � Ah xn )
Descente de Gauss-Seidelsur le syst�emeA � x � = r �

xn = xn + N x �

Descente et remont�eede Gauss-Seidelsur le syst�emeA xn = rn

x � = 0
r � = N t (rn � Ah xn )
Remont�eede Gauss-Seidelsur le syst�emeA � x � = r �

xn = xn + N x �

L'auteur alterne les descentes et remont�eesde Gauss-Seidela�n d'avoir un pr�econditionneur
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sym�etrique. On se contente ici d'utiliser ce pr�econditionneur sur le sous-maillageQ1. Les cas
consid�er�esdans[Perrusselet al., 2004]sont plut ôt descasbasses-fr�equences,o�u le pr�econditionneur
semble particuli �erement e�cace. On a dispos�e sur le tableau 5.6, le nombre d'it �erations selonla
fr�equencepour un pasde maillage �x �e, adapt�e pour la fr�equence1. Pour desfr�equencesfaibles,
le gain en nombre d'it �erations est impressionnant. N�eanmoins,cepr�econditionneur sou�re d'in-

Ordre F = 0.125 F = 0.25 F = 0.5 F = 0.75 F = 1
Pas de pr�econditionneur 1262 1157 1253 1373 1250

Helmholtz (� = 1:0 � = 0) 86 148 272 517 2750
Helmholtz (� = 1:0 � = 1) 117 140 197 252 361

Tab. 5.6 { Nombre d'it �erations du BICGCR pr�econditionn�e en utilisant la d�ecomposition de
Helmholtz, en ajoutant ou non de l'amortissement. L' �el�ement �ni utilis �e est Q1 avec 110000
ddl environ.

stabilit �espour desfr�equencesassez�elev�ees.Typiquement, si je prends huit points par longueur
d'onde sur un maillage Q1 pour la sph�ere parfaitement conductrice et une fr�equencede 1, l'al-
gorithme it �eratif ne converge pas (il met 2750 it �erations avec 10 points par longueur d'onde).
Lorsqu'on regardede plus pr�es l'e�et du pr�econditionneur sur ce maillage, on s'apercoit que la
norme du vecteur apr�es application du pr�econditionneur est multipli �e par 1012 ! La pr�ecision
machine est de 10� 16 environ, insu�san te pour que ce type d'instabilit �e soit control �ee par
l'algorithme it �eratif. A�n de stabiliser ce pr�econditionneur, il est indispensablede rajouter de
l'amortissement, comme dans le cas de la factorisation incompl�ete. Comme on peut voir sur
le tableau 5.6, l'amortissement fait gagneren nombre d'it �erations surtout pour des fr�equences
�elev�ees.Pour le casbasse-fr�equence,le nombre d'it �erations est l�eg�erement sup�erieur, sansqu'il
y ait mati�ere �a crier au drame.

Lorsqu'on utilise ce pr�econditionneur pour des m�ethodes d'ordre �elev�e (en passant par le
sous-maillage),on perd sesbonnespropri �et�esde convergencepour le casbasse-fr�equence.Mais
commeon peut le voir sur le tableau 5.7, son e�cacit �e est correctedans le cashaute-fr�equence.
Il faut comparer les 361 it �erations pour Q1 (fr �equence1) et les 406, 456, et 518 it �erations pour
respectivement Q2, Q4 et Q6. De plus, quand on monte en ordre, le côut du pr�econditionneur
reste constant car on passepar une matrice d'ordre 1. Le ratio côut pr�econditionneur/coût
produit matrice vecteur diminue en cons�equence.Th�eoriquement, le pr�econditionneur côute
moins de trois produits matrice-vecteur pour l'ordre un, ce ratio sera plus proche de 1.5 pour
desordresd'approximation �elev�es.Mais il faut prendre en compte qu'on a �et�e oblig�e de rajouter
une partie imaginaire �a " , on a donc un côut deux fois plus �elev�e si les indices physiquessont
r�eels.

Ordre F = 0:25 F = 0:5 F = 1:0 F 1:5
Q2(110000ddl) 399 270 406 592
Q4(92000ddl) N C 438 456 N C
Q6(72000ddl) N C 589 518 N C

Tab. 5.7 { Nombre d'it �erations du BICGCR pour une sph�ere parfaitement conductrice, pour
di� �erentes fr�equenceset avecun mêmemaillage.Le pr�econditionneurutilis �eest la d�ecomposition
de Helmholtz sur la matrice �el�ements �nis d'ordre 1.

Si on veut garder un bon comportement en bassefr�equence,il est n�ecessaired'e�ectuer la
d�ecomposition de Helmholtz directement sur les fonctions de based'ordre �elev�e. Cette solution
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est di�cile �a mettre en oeuvre, et surtout le gain esp�er�e est quasi-nul, parce que le côut du
pr�econditionneurseratr �esimportant car le pr�econditionneurutilise du Gauss-Seidel,pour lequel
il est indispensablede stocker toute la matrice ! Comme on l'a vu pr�ec�edemment, le côut de
stockageet de temps de calcul devient assezvite prohibitif lorsqu'on monte en ordre.

5.6.4 Multigrille

On utilise un algorithme multigrille (cf. chapitre 2), comme pr�econditionneur. Cette ap-
proche a �et�e abord�ee par quelquesauteurs, dont [Hiptmair, 1998], [Beck et Hiptmair, 1999],
[Gopalakrishnan et al., 2004], [Perrussel,2005]. La discr�etisation choisie est pour tous cesau-
teurs des �el�ements �nis t�etra�edriques ou hexa�edriques de plus bas degr�e. De plus, quand ils
font deshexa�edres,ce sont en fait descubes: forc�ement les hexa�edresquelconquesde plus bas
degr�e ne sont pas consistants ! Les premiers utilisent plut ôt du multigrille g�eom�etrique tandis
que le dernier fait du multigrille alg�ebrique. Nousnouslimiterons ici au multigrille g�eom�etrique.
Nousutilisons, commedanslesautres pr�econditionneurs,un sous-maillageQ1 interm�ediaire, sur
lequel on applique une it �eration multigrille.

Pour l'op�erateur de prolongement, on utilise l'injection classique,�a savoir :

P(i;s );(j;t ) =  c
(j;t )(�

f
i ) � es

o�u on a not�e  c
(j;t ) les fonctions de basedu maillage grossier,et � i

f lespoints associ�esaux degr�es
de lib ert�e du maillage �n. L'op�erateur de restriction est choisi �egal au transpos�e de l'op�erateur
de prolongement. On choisit �egalement un op�erateur de post-lissagetranspos�e de l'op�erateur
de pr�elissage.On a ainsi un pr�econditionneur sym�etrique. Les op�erateurs de lissagesont bas�es
sur la d�ecomposition de Helmholtz, commedans le casde la section pr�ec�edente. L'op�erateur de
pr�elissages'�ecrit :

x � = 0
r � = N t (rn � Ah xn )
Relaxation R� sur le syst�emeA � x � = r �

xn = xn + N x �

Relaxation R sur le syst�emeA xn = rn

L'op�erateur de post-lissageest le transpos�e :

Relaxation Rt sur le syst�emeA xn = rn

x � = 0
r � = N t (rn � Ah xn )
Relaxation Rt

� sur le syst�emeA � x � = r �

xn = xn + N x �

Pour les�etapesderelaxation, on pourra utiliser du Gauss-Seidelcommedansla sectionpr�ec�edente
ou du Jacobi. L'avantage principal de ce dernier est de pouvoir esp�erer l'utiliser avec desfonc-
tions de based'ordre �elev�e de mani�eree�cace, plûtot que de passerpar le sous-maillageQ1. On
n'a pas eu le temps de r�ealisercette id�ee,nous comparonsles deux lisseurssur les tableaux 5.8
et 5.9. On garde l'amortissement � = 1 � = 1, pour les raisons pr�ec�edemment �enonc�ees
(stabilit �e, robustesse).Sur la grille grossi�ere on utilise une factorisation incompl�ete au lieu d'un
solveur direct. Pour Q2, on fait du 2-grilles, pour Q4 du 3-grilles et pour Q6 du 4-grilles. Dans
ce dernier cas, le pr�econditionneur ne semble pas tr �ese�cace ... Lorsqu'on utilise du Jacobi au
lieu de Gauss-Seidel,on est plus robuste sur les cas hautes-fr�equences,le BICGCR converge
toujours. Dans [Gopalakrishnan et al., 2004], il apparait n�ecessaireque le pas de maillage du

144



Ordre F = 0:25 F = 0:5 F = 1:0 F 1:5
Q2(110000ddl) 87 56 162 560
Q4(92000ddl) 641 80 519 N C
Q6(72000ddl) N C 243 630 N C

Tab. 5.8 { Nombre d'it �erations du BICGCR pour une sph�ere parfaitement conductrice, pour
di� �erentes fr�equenceset avec un même maillage. Le pr�econditionneur utilis �e est une it �eration
multigrille sur la matrice �el�ements �nis d'ordre 1. Relaxation de Gauss-Seidel.

Ordre F = 0:25 F = 0:5 F = 1:0 F 1:5
Q2(110000ddl) 62 63 188 575
Q4(92000ddl) 549 95 294 784
Q6(72000ddl) N C 946 540 878

Tab. 5.9 { Nombre d'it �erations du BICGCR pour une sph�ere parfaitement conductrice, pour
di� �erentes fr�equenceset avec un même maillage. Le pr�econditionneur utilis �e est une it �eration
multigrille sur la matrice �el�ements �nis d'ordre 1. Relaxation de Jacobi (! = 0:5).

maillage grossier soit au moins de 4 points par longueur d'onde (il n'ajoute pas d'amortisse-
ment n�eanmoins).Or pour la fr�equence1:5, le maillage grossierne respectepascette contrain te
pour Q2, Q4 ou Q6. Cette contrain te est respect�ee pour Q2 avec une fr�equenceinf�erieure �a 1,
pour Q4 avec une fr�equenceinf�erieure �a 0.5. Ceci explique en partie la perte d'e�cacit �e du
pr�econditionneur sur certains cas.L'autre facteur en jeu est que pour les fr�equencestrop basses,
le passagepar le sous-maillageQ1 n'est pas robuste. Globalement, l'a jout d'amortissement a
tendance�a stabiliser les casqui autrement ne convergeraient pas du tout.

On peut choisir d'autres valeurs pour � et � plus appropri�ees,notamment � 6= 1. L'indice
physique du maillage grossierde niveau k (le maillage grossierde niveau 0 est le maillage �n)
est :

~" = " (� k+1 + � � (� )k )

On diminue ainsi le nombre d'onde lorsqu'on passesur desmaillagesde plus en plus grossiers.
Nous regardonsl' �evolution du nombre d'it �erations en fonction de � , en choisissant � = � sur
la �gure 5.17,en choisissant � =

�
2

sur la �gure 5.18.On utilise l'algorithme de Jacobi comme

algorithme de relaxation.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montr �e qu'il �etait possible de r�ealiser un produit matrice-
vecteur e�cace sur les quadrilat �eres/hexa�edres de la premi�ere famille. En 2-D, on peut se
satisfaire des points de Gauss-Lobatto et des points de Gauss pour int�egrer respectivement
la matrice de masseet de rigidit �e. En 3-D, ce choix donne lieu �a des modes parasites, il est
pr�ef�erable d'utiliser lespoints de Gauss-Lobatto pour int�egrer lesdeux matrices. Aveccechoix,
nous avons une m�ethode vierge de modesparasites.

En outre, nousavonspr�esent�equelquespr�econditionneurse�caces pour cetypedediscr�etisation.
La plupart decespr�econditionneurssont bas�essur les�equationsdeMaxwell avecamortissement,
a�n d'obtenir des algorithmes stables. Dans le chapitre sept, nous montrerons des exp�eriences
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num�eriquessur descasplus complexes.
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Chapitre 6

M �etho de de Galerkin discon tin ue
sur les quadrilat �eres/hexa �edres

Face aux di�cult �es rencontr�ees par la seconde famil le, on a tout d'abord
pens�e �a utiliser une formulation Galerkin discontinue, utilisant toujours le
même espace d'approximation local Qd

r . On garde ainsi la condensation de
masse, la matrice de ridigit �e creuse... Une telle approche est tr �es satisfai-
sante dans le domaine temporel, elle n'est pas tr �es heureusedans le r�egime
fr�equentiel, o�u le nombre de degr�es de libert�e est une quantit�e capitale lors
de la r�esolution du syst�eme lin�eaire. Dans la premi�ere section, on explicite
la discr�etisation choisie et le produit matrice-vecteur rapide qui en d�ecoule.
Dans la deuxi�emesection, on montre qu'il est n�ecessaire d'ajouter un terme
de p�enalisation a�n d'obtenir une m�ethode spectralement correcte.
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6.1 Description de la form ulation Galerkin discon tin ue

On s'int�eresse�a une m�ethode Galerkin discontinue sur les quadrilat �eres hexa�edres, notre
principale sourced'inspiration est [Pernet, 2004].Pour les t�etra�edres,le lecteur pourra consuler
[Hesthaven et Warburton, 2002],et pour une pr�esentation plus abstraite, [Arnold et al., 2002].

6.1.1 Form ulation variationnelle

On choisit danscette sectiondesnotations plut ôt 3-D, on montrera desr�esultats num�eriques
2-D et 3-D. On part du syst�emeen E et H des�equations de Maxwell :

8
<

:

� ! " E � rotH = f

� ! � H � rotE = 0

On n'utilise pas tout �a fait le mêmechangement de variable que pr�ec�edemment. On a choisi

�H = � i� 0 H

a�n d'avoir une sym�etrie dans le rôle de E et H . La formulation Galerkin discontinue s'�ecrit
(cf. [Pernet, 2004]) :

� !
Z

K i

" E � ' �
Z

K i

H � rot ' �
Z

@K i

f H g � ' � n =
Z

K i

f � ' (6.1)

� !
Z

K i

� H � ' �
Z

K i

rotE � ' �
1
2

Z

@K i

[E] � n � ' = 0 (6.2)

(6.3)

On s'estplac�e sur un hexa�edreK i . Si on consid�ere la fronti �erecommune avecun autre hexa�edre

K i K j

~n

� ij

Fig. 6.1 { Interface entre deux mailles �el�ementaires K i et K j

K j (cf. �gure 6.1), on a choisi les conventions :

f H g =
1
2

(H i + H j )

[E] = (E i � E j )

n sortante de K i vers K j

On a choisi de faire une int�egration par parties sur la premi�ere�equation et faire apparaitre ainsi
la moyenne plut ôt que le saut de H . Ce choix r�epond au d�esir de montrer que la formulation
variationnelle est sym�etrique. En e�et, les matrices de rigidit �e sont bien transpos�eesl'une de
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l'autre. Il nous reste �a montrer que les deux termes de 
ux sont sym�etriques. La contribution
int�erieure destermes de 
ux est trivialement sym�etrique :

�
1
2

Z

@K i

H i � ' i � n i;j et �
1
2

Z

@K i

E i � n i;j � ' i

En ce qui concernela contribution ext�erieure, elle est �egalement sym�etrique, mais c'est moins
imm�ediat. A priori, on a destermes de signeoppos�e :

�
1
2

Z

@K i

H j � ' i � n i;j et +
1
2

Z

@K i

E j � n i;j � ' i

Mais cesdeux termesnecorrespondent pas�a destermescrois�es,enfait il faut chercher lestermes
transpos�es sur l'hexa�edre adjacent K j . Sur ce dernier, on trouve les contributions ext�erieures
suivantes :

+
1
2

Z

@K i

H i � ' j � n i;j et �
1
2

Z

@K i

E i � n i;j � ' j

On v�eri�e bien la sym�etrie, le terme en H j � ' i � n a pour transpos�e E i � n � ' j , les deux sont
�egaux (facteur � 1=2).

L'espaced'approximation pour les deux inconnuesest le même:

Vh = f u 2 (L 2(
)) 3 tel que DF t
i u � Fi 2 Q3

r g

On a choisi localement le mêmeespacede polynômesquedansle chapitre pr�ec�edent. La pr�esence
de DF t

i permet d'obtenir des matrices de rigidit �e et de sauts ind�ependantes de la g�eom�etrie.
On obtient ainsi un produit matrice-vecteur rapide, qu'on explicite dans la suite de cechapitre.
Toutefois,si on omet cette transformation, il est toujours possibled'obtenir un produit matrice-
vecteur rapide. La d�emonstration de ce point est fournie en annexeC. N�eanmoins,on obtient
un algorithme de calcul l�eg�erement plus lent, c'est pour cette raison qu'on n'a pr�ef�er�e garder la
transformation DF t

i .
Cette formulation Galerkin discontinue est souvent appel�e LDG (Local Discontinuous Ga-

lerkin) dans la litt �erature. C'est par opposition �a des formulations du secondordre, a priori
plus adapt�e �a une r�esolution du secondordre. Une pr�esentation des formulations du second
ordre - dont I IPG, NIPG et SIPG - est faite dans [Riviere et al., 1999].La derni�ere formulation
SIPG (Symmetric Interior Penalty Galerkin) aboutit �a un syst�eme lin�eaire sym�etrique, ce qui
est primordial en r�egime harmonique. Elle est utilis �ee par [Houston et al., 2005] et [Olson et
Hesthaven, 2004].

6.1.2 Expression des matrices

Pour les �el�ements H 1 ou H(rot), il �etait n�ecessairede prendre les points de GaussLobatto
pour r�ealiser�a la fois la condensationde masseet respecter la continuit �e de l'espaced'approxi-
mation. Avec la formulation Galerkin discontinue, on a tout un �eventail de points qui r�ealisent
la condensationde masse.Nous consid�ereronsdeux alternatives :

{ Points de Gauss-Lobatto
{ Points de Gauss

L'avantage despoint de Gauss-Lobatto est d'avoir des termes de 
ux peu côuteux. L'avantage
despoints deGaussestd'avoir une int�egration plus pr�ecise,et dedonneruneerreur dedispersion
plus faible [Pernet, 2004].

Le syst�emelin�eaire discret de la formulation Galerkin discontinue s'�ecrit :
8
<

:

� ! B 1
h Eh � Rh Hh � Sh Hh = Fh

� ! B 2
h Hh � Rt

h Eh � St
h Eh = 0
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On note les matrices de masse:

(B 1
h) j;k =

X

i

Z

K i

" ' j � ' k

(B 2
h) j;k =

X

i

Z

K i

� ' j � ' k

la matrice de rigidit �e, �a laquelle on rajoute la contribution int�erieure des
ux :

(Rh) j;k =
X

i

Z

K i

rot ' j � ' k +
1
2

Z

@K i

' k � ' j � n

la matrice de saut non-locale :

(Sh)m;n =
1
2

X

i;j voisins

Z

@K i \ @K j

' n jK j � ' m jK i � n i;j

Explicitons cesdi� �erentes matrices,apr�eschangement devariable sur K̂ . On adopte la notation :

'̂ (j;s ) = ^' j es = ^' j 1 (x̂1) ^' j 2 (x̂2) ^' j 3 (x̂3)es

Les matrices de masse�el�ementaires sont identiques �a cellesdu chapitre pr�ec�edent :

(B 1
h)(j;s );(k;t ) = ! j (J i DF � 1

i " DF � t
i )( �̂ j ) es � et � j;k

(B 2
h)(j;s );(k;t ) = ! j (J i DF � 1

i � DF � t
i )( �̂ j ) es � et � j;k

Elles sont diagonalespar bloc 3x3. La matrice de rigidit �e �el�ementaire est ind�ependante de la
g�eom�etrie :

(Rh) j;k =
Z

K̂

^rot '̂ j � '̂ k +
1
2

Z

@K̂
'̂ k � '̂ j � n̂

On utilise les deux �egalit�es :

' k � Fi = DF � t
i '̂ k rot (' j � Fi ) =

1
J i

DFi ^rot '̂ j

Le terme surfaciquepeut s'�ecrirecommeunedi� �erencededeux int�egralesvolumiquesind�ependantes
de la g�eom�etrie, il est donc ind�ependant de la g�eom�etrie. La matrice de saut �el�ementaire est
ind�ependante de la g�eom�etrie :

(Sh)m;n =
1
2

Z

@K̂ 1 \ @K̂ 2

'̂ n jK̂ 1
� '̂ m jK̂ 2

� n̂1;2

o�u K̂ 1 et K̂ 2 sont deux cubesunit �esayant une facecommune.

Matrice de rigidit �e �el�ementaire

D�etaillons un peu plus les interactions de la matrice de rigidit �e �el�ementaire. On choisit deux
fonctions de baseorient�eessuivant e1 et e2 :

'̂ (j; 1) = ^' j 1 (x̂1) ^' j 2 (x̂1) ^' j 3 (x̂3)e1

' (k;2) = ^' k1 (x̂1) ^' k2 (x̂2) ^' k3 (x̂3)e2
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Le rotationnel de la premi�ere fonction de basevaut :

rot ' j =

�
�
�
�
�
�

0
^' j 1 ^' j 2 ^' 0

j 3

� ^' j 1 '̂ 0
j 2

'̂ j 3

La partie volumique de la matrice de ridigit �e vaut :
X

m

! m ^' j 1 (�̂ m1 ) ^' j 2 (�̂ m2 ) ^' 0
j 3

(�̂ m3 ) ^' k1 (�̂ m1 ) ^' k2 (�̂ m2 ) ^' k3 (�̂ m3 )

En utilisant la relation '̂ i (�̂ j ) = � i;j , on trouve :

! k1 ;k2 ;k3 '̂ 0
j 3

(�̂ k3 )� j 1 ;k1 � j 2 ;k2

La partie surfaciquede la matrice de ridigit �e se r�eduit �a deux int�egralessur les facesoppos�ees
x̂3 = 0 et x̂3 = 1 :

�
1
2

Z

[0;1]2
'̂ j 1 (x̂1) ^' j 2 (x̂2) ^' j 3 (0) ^' k1 (x̂1) ^' k2 (x̂2) ^' k3 (0)Det(ey ; ex ; ez)dx̂1 dx̂2

+
1
2

Z

[0;1]2
'̂ j 1 (x̂1) ^' j 2 (x̂2) ^' j 3 (1) ^' k1 (x̂1) ^' k2 (x̂2) ^' k3 (1)Det(ey ; ex ; ez)dx̂1 dx̂2

Sur lesautres faces,la contribution est nulle, �a causedu d�eterminant. En utilisant l'in t�egration
num�erique ad�equatesur les faces,on trouve la quantit �e :

1
2

! k1 ;k2 ( ^' j 3 (0) ^' k3 (0) � '̂ j 3 (1) ^' k3 (1))� j 1 ;k1 � j 2 ;k2

Finalement, on recenseles interactions suivantes pour la matrice de rigidit �e :

(Rh)(j; 1);(k;2) =
h
! k3 ^' 0

j 3
(�̂ k3 ) +

1
2

( ^' j 3 (0) ^' k3 (0) � ^' j 3 (1) ^' k3 (1))
i
! k1 ! k2 � j 1 ;k1 � j 2 ;k2

(Rh)(j; 1);(k;3) = �
h
! k2 '̂ 0

j 2
(�̂ k2 ) +

1
2

( ^' j 2 (0) ^' k2 (0) � '̂ j 2 (1) ^' k2 (1))
i
! k1 ! k3 � j 1 ;k1 � j 3 ;k3

(Rh)(j; 2);(k;3) =
h
! k1 ^' 0

j 1
(�̂ k1 ) +

1
2

( ^' j 1 (0) ^' k1 (0) � ^' j 1 (1) ^' k1 (1))
i
! k2 ! k3 � j 2 ;k2 � j 3 ;k3

Les autres interactions sont de signesoppos�es :

(Rh)(j; 2);(k;1) = � (Rh)(j; 1);(k;2)

(Rh)(j; 3);(k;1) = � (Rh)(j; 1);(k;3)

(Rh)(j; 3);(k;2) = � (Rh)(j; 2);(k;3)

On remarqueraque le terme surfaciqueet le terme volumique donnent la mêmestructure creuse
de la matrice. Chaqueligne de la matrice �el�ementaire de ridigit �e Rh contient 2(r + 1) �el�ements
non-nuls. Mais, on dispose de la propri �et�e suivante (valable pour les points de Gauss et de
Gauss-Lobatto) :

! k ^' 0
k (�̂ k ) +

1
2

( ^' k (0) ^' k (0) � ^' k (1) ^' k (1)) = 0 8k

Cette propri �et�e nouspermet d'a�rmer qu'on a en fait 2r �el�ements non-nuls sur chaqueligne de
la matrice. On a choisi de prendre cette d�e�nition de la matrice de rigidit �e (avec la contribution
destermesde 
ux int�erieurs), a�n d'avoir cenombre optimal d'�el�ements non-nuls. Globalement,
on aura un algorithme de produit matrice-vecteur optimal. La matrice de rigidit �e contient donc
�nalement 6r (r + 1)3 entr �eesnon-nulles.
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Termes de 
ux non-lo caux

On consid�ere la face x̂1 = 0 partag�ee entre deux hexa�edres de r�ef�erence K̂ 1 et K̂ 2, la
fonction test '̂ (j; 2) est �a support dans K̂ 1, alors que la fonction de base '̂ (k;3) est �a support

dans K̂ 2. Le terme de 
ux est alors �egal �a :

1
2

Z

[0;1]2
^' j 1 (0) ^' j 2 (x̂2) ^' j 3 (x̂3) ^' k1 (1) ^' k2 (x̂2) ^' k3 (x̂3)Det(ez; ey ; ex ) dx̂2dx̂3

Ce qui donne apr�es int�egration num�erique :

�
1
2

! j 2 ! j 3 ^' j 1 (0) ^' k1 (1)� j 2 ;k2 � j 3 ;k3

On peut mener descalculs similaires sur les autres faces.
Le lecteur aura remarqu�e que lorsqu'on utilise despoints de Gauss-Lobatto :

^' j (0) = 0 8j 2 ]0; r + 1[

La matrice de saut non-locale a par cons�equent une interaction non-nulle pour chaque degr�e
de lib ert�e tangentiel de chaque face. Lorsqu'on utilise les points de Gauss,ce n'est plus vrai.
Tous les degr�esde lib ert�e de K̂ 1 orient�essuivant ey ou ez vont interagir avec tous les degr�esde
lib ert�e orient�es de K̂ 2 suivant ey ou ez, plac�es sur le mêmeaxe parall�ele �a Ox. Ainsi un degr�e
de lib ert�e orient�e suivant ey interagira avec :

{ r + 1 degr�esde lib ert�e orient�essuivant ez de K̂ 2

{ r + 1 ddl orient�es suivant ez de l'hexa�edre adjacent �a la facex = 1
{ r + 1 ddl orient�es suivant ex de l'hexa�edre adjacent �a la facez = 0
{ r + 1 ddl orient�es suivant ex de l'hexa�edre adjacent �a la facez = 1.

Le nombre d'�el�ements non-nuls de chaque ligne de Sh devient alors �egal �a 4(r + 1) (interaction
avec 4 hexa�edres). On aurait �a premi�ere vue un produit matrice-vecteur Sh X deux fois plus
côuteux que le produit Rh X lorsqu'on utilise les points de Gauss! Heureusement, on dispose
d'une secondevue, et il est assezclair qu'on peut �ecrire un produit matrice-vecteur rapide pour
Sh X .

En e�et, ce produit s'�ecrit pour la facex = 0 et les ddl orient�es suivant ey :

(Sh X )(j; 2) = �
1
2

! j 2 ! j 3 ^' j 1 (0)
X

k1

^' k1 (1) X [(k1 ;j 2 ;j 3);3]

On remarque que la sommene fait pas intervenir j 1, on �evalue donc dans un premier temps
l'extrap olation de X au point (0; �̂ j 2 ; �̂ j 3 ) :

vj 2 ;j 3 =
X

k1

^' k1 (1) X [(k1 ;j 2 ;j 3);3]

Et dans un secondtemps, on calcule le vecteur produit :

(Sh X )(j; 2) = �
1
2

! j 2 ! j 3 '̂ j 1 (0)vj 2 ;j 3

La premi�ere�etape,commela seconde,n�ecessite2(r + 1)3 op�erations(on consid�erequ'on assemble
le produit, on a doncunemultiplication et uneaddition). Chaquefacede l'hexa�edre K̂ 1 demande
8(r + 1)3 op�erations. Le produit matrice vecteur Sh X est donc de complexit�e en O(r 3) alors que
le produit matrice vecteur Rh X est en O(r 4), donc le côut de calcul des
ux devient n�egligeable
si on utilise un ordre d'approximation su�sammen t �elev�e.
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6.1.3 Termes de p�enalisation

De mani�ere classique, les math�ematiciens introduisent dans la formulation Galerkin dis-
continue, des termes de p�enalisation, qui leur permettent de montrer des estimations d'erreur
optimale. On peut ainsi ajouter �a l' �equation (6.1) :

� i! �
Z

@K i

[E � n] � ' � n dx

Et un terme similaire pour l' �equation (6.2).

� i! �
Z

@K i

[H � n] � ' � n dx

Les coe�cien ts � et � doivent être positifs pour correspondre �a un amortissement (ce signeest
li�e �a la convention � i! t qu'on a choisi). Dans la suite, on prendra toujours :

� = 0 � = 0:5

En e�et, en l'absence d'amortissement sur H , il est ais�e de faire un compl�ement de Schur
pour �eliminer l'inconnue H . La valeur 0:5 est classiquement utilis �eedans lesm�ethodesGalerkin
discontinues. Il existe d'autres valeurs plus \optimales", ce n'est pas notre pr�eoccupation.

Apr �eschangement de variables, le terme de p�enalisation devient �egal �a :

Ph E = � i!
Z

K̂

1
ds

DF t
i DFi [Ê � n̂] � '̂ � n̂

On choisit comme d'habitude de ne pas expliciter la matrice associ�ee �a ce terme. On pr�ef�ere
utiliser un produit matrice vecteur rapide. La premi�ere �etape est le calcul de Ê aux points
d'in t�egration de chaqueface(extrapolation de E). Cette phasea d�ej�a �et�e r�ealis�ee lors du calcul

dessauts.La seconde�etape est l'application de la transformation g�eom�etrique
1
ds

DF t
i DFi . On

calcule cette matrice 3x3 sur tous les points de quadrature de chaque face. Pour chaque point
de quadrature on doit multiplier cette matrice par la valeur extrapol�ee de Ê � n̂. Comme on
ne consid�ere que les valeurs tangentielles du champ �electrique, on n'a besoin en pratique que
d'une sous-matrice2x2. La troisi�eme et derni�ere �etape est l'in t�egration contre les fonctions de
base.Cette �etape peut être regroup�ee avec le calcul des termes de 
ux. Pour chaque point de
quadrature, on a 2 soustractions(di� �erenceentre les composantes tangentielles de E i et E j ), 4
multiplications et 2 additions pour la multiplication avec la matrice 2x2 et deux additions pour
rajouter la contribution du terme de p�enalisation aux termes de 
ux. Au total, on a besoinde
10 op�erations par point de quadrature.

6.1.4 Calculs de complexit �e

A�n de mieux �xer les id�ees,il est utile de faire un calcul de complexit�e a�n de comparer les
m�ethodesde Galerkin discontinue (points de Gaussou Gauss-Lobatto) avec la secondefamille
de N�ed�elec.On r�ecapitule les côuts de calcul en utilisant les points de Gauss-Lobatto :
Coût B 1

h X et B 2
h X : 30(r + 1)3 Ne

Coût Rh X et Rt
h X : 24r (r + 1)3 Ne

Coût Sh X et St
h X : 48(r + 1)2 Ne

Pour les points de Gauss,ce dernier côut est plus �elev�e :
Coût Sh X et St

h X : 96(r + 1)3 Ne

On rajoute le côut du terme de p�enalisation : Coût Ph X : 60(r + 1)2 Ne
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Fig. 6.2 { A gauche temps de calcul en fonction de l'ordre d'approximation pour le cas2-D, �a
droite cas3-D. Nombre de ddl constant.

Le nombre de degr�es de lib ert�e est �egal �a 3(r + 1)3 Ne. Sur la �gure 6.2, on a repr�esent�e le
temps de calcul en fonction de l'ordre d'approximation, lorsqu'on compare�a nombre de degr�es
de lib ert�econstant. Logiquement, on trouveunecomplexit�e lin�eairepour la formulation Galerkin
discontinue, car on n'a plus decontinuit �e decertainsdegr�esde lib ert�ecommedansla formulation
H 1 ou H(rot). Si on prend un mêmepasde maillage, le nombre de degr�esde lib ert�e en Galerkin
discontinue est bien plus important en 3-D qu'en 2-D par rapport aux nombres de degr�es de
lib ert�e en formulation H(rot). Ce point explique, qu'�a nombre de ddl constant, la formulation
Galerkin discontinue donne un produit matrice vecteur plus rapide que la formulation H(rot)
en 3-D. Si on utilise un ordre bas, les points de Gaussfournissent une solution plus pr�eciseque
les points de Gauss-Lobatto, mais le côut du produit matrice-vecteur est bien plus �elev�e. Si on
utilise un ordre �elev�e, le côut est proche, mais le gain en pr�ecisionn'est pas terrible. Le choix
est corn�elien, seulel'exp�eriencenous permet de trancher et de pr�ef�erer les points de Gauss, il
est toujours bon d'avoir le moins de degr�esde lib ert�e possible.Le stockageest comparable�a ce
qu'on a pour la premi�ere famille, lorsquel'on utilise la factorisation discr�ete pour cette derni�ere.

6.1.5 Conditions aux limites

Nous rappelons ici comment on prend en compte les conditions aux limites, pour une des-
cription plus compl�ete, le lecteur pourra seref�erer �a [Piperno et Fezoui, 2003].On seplace sur
un hexa�edre K i dont une desfaces� est un bord du domaine de calcul. On n'a pas d'hexa�edre
de l'autre côt�e de cette face, il faut donc donner une autre d�e�nition des
ux num�eriques:

�
1
2

Z

�
(H i + H j ) � ' � n d�

�
1
2

Z

�
(E i � E j ) � n � ' d�

Les valeurs E j et H j ne sont pas d�e�nies car il n'existe pas d'hexa�edre K j . On exploite alors la
condition aux limites sur � pour donner une d�e�nition �a cesdeux valeurs.
Condition de Dirichlet E � n = f :

E j � n = � E i � n + 2f H j = H i

Condition de Neumann n � (H � n) = f :

E j = E i H j = � H i + 2f
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Condition de Silver-M•uller n � (H � n) = i
r

�
�

E � n :

E j � n = � i

r
�
�

n � (H i � n) H j = i
r

�
�

E i � n

6.1.6 R�esolution du syst �eme lin �eaire

On peut choisir de garder les deux inconnuesE et H ou faire un compl�ement de schur pour
ne conserver que E. Le compl�ement fournit alors le syst�eme:

� ! 2 B 1
h Eh + (Rh + Sh) (B 2

h)� 1 (Rt
h + St

h)Eh = ! Fh

Sur le tableau 6.1, on donne les tailles des matrices LU n�ecessaire�a une r�esolution directe,
suivant qu'on choisit ou non d'�eliminer une inconnue. Cessimulations ont �et�e r�ealis�eessur des

Ordre d'approximation 1 2 3
DG Lobatto sanscompl�ement 1687 Mo 1774 Mo 2647 Mo
DG Gausssanscompl�ement 5709 Mo 11623 Mo 28100 Mo
DG Lobatto 1688 Mo 2 010 Mo 2520 Mo
DG Gauss 5642 Mo 11398 Mo 24622 Mo
Premi�ere famille 496 Mo 544 Mo 768 Mo

Tab. 6.1 { Taille m�emoire requisepar une r�esolution directe, cas 3-D. On compare �a nombre
de ddl constant (80000).

maillagesd�eform�es.On compareavec la premi�ere famille sur les hexa�edres(cf. chapitre 5). On
remarquera que le compl�ement de Schur ne nous fait pas gagner en stockage. Les points de
Gaussdonnent des matrices LU n�ecessitant un stockage environ 10 fois plus important qu'en
utilisant les points de Gauss-Lobatto. Les points de Gauss-Lobatto fournissent �egalement un
stockagetr �esimportant, cequi exclut l'utilisation d'un solveur direct sur lesm�ethodesGalerkin
discontinues3-D.

En cequi concernele solveur it �eratif, il est int�eressant de consid�erer plut ôt l' �equation fournie
par le compl�ement de Schur. Cela permet d'avoir desvecteursd'it �eration deux fois plus petits,
et donc de gagnerun facteur 2 en stockage.On utilisera commepour l' �equation de Helmohltz,
du BICGCR au besoinpr�econditionn�e par une factorisation incompl�ete sur l' �equation amortie,
ou par une d�ecomposition en sous-domaines.

Pour trouver les modespropres et valeurs propres, on passerapar le compl�ement de Schur,
car il nous ram�ene �a �etudier les valeurs propres d'une matrice sym�etrique positive. Si on avait
gard�e les deux inconnues E et H , on aurait eu une matrice sym�etrique mais ind�e�nie (de fait
lorsque ! est valeur propre, � ! est �egalement valeur propre).

6.2 Pr �esence de mo des parasites ?

6.2.1 Etude de convergence

Cas 2-D

Cas du disque On s'int�eressedansun premier temps au casdu disqueparfaitement conduc-
teur. On reprend le cas test du cinqui�eme chapitre (cf. �gure 5.2), on utilise une condition
de Silver-M•uller sur la frontiere ext�erieure. On trace les courbesd'erreur en fonction du pas de
maillage sur la �gure 6.3. L'erreur est calcul�eesur H , qui est le rotationnel de E �a une constante
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pr�es.Pour la secondefamille, on calculait �egalement l'erreur sur H , mais commeH n'�etait pas
une inconnue principale de la formulation variationnelle, on devait �evaluer le rotationnel de E.
L'avantage de la formulation Galerkin discontinue est que H est une inconnue du probl�emeet
les deux inconnues E et H jouent un rôle similaire. Les erreurs commisessur E ou H sont
�equivalentes en 3-D, en 2-D c'est moins clair.
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Fig. 6.3 { Evolution de l'erreur sur H entre la solution num�erique et la solution analytique en
fonction de h=(r + 1), o�u h est le pas de maillage, r l'ordre d'approximation. Echelle log-log.
Cas du disquesur desmaillagesr�eguliers.

On choisit de prendre en abscissela variables h=(r + 1), cela permet de comparer de fa�con
�equitable lesordresd'approximation. On voit quesur cepetit cas,�a nombre de degr�esde lib ert�e
�x �e, on gagne en pr�ecision lorsqu'on monte en ordre. Au niveau des ordres de convergence,
on mesure une convergenceen O(h1:02) pour Q1, une convergenceen O(h4:3) pour Q2, une
convergenceen O(h3:10) pour Q3, une convergenceen O(h5:88) pour Q4 et une convergence
en O(h5:06) pour Q5. Au vu de cesmesures,on peut conjecturer que la m�ethode de Galerkin
discontinue converge en O(hr +2 ) si l'ordre est pair et en O(hr ) si l'ordre est impair. Cette
distinction ordre pair/ordre impair a �et�e signal�eevia une �etude num�erique 1-D [Piperno, 2003].
On e�ectue la mêmed�emarche sur desmaillagestriangulaires d�ecoup�es,qui nous posaient des
probl�emesdans le chapitre pr�ec�edent : On n'observe pas de convergenceerratique commedans
le cas de la secondefamille de N�ed�elec sur les quadrangles.Contrairement au cas r�egulier, on
obtient une convergenceen O(hr +1 ) (on mesure une pente de 1.95 pour Q1 et de 3.02 pour
Q2). Il n'y a plus de distinction ordre pair/ordre impair. On comparela pr�ecisionobtenue avec
les points de Gauss, par rapport aux points de Gauss Lobatto sur la �gure 6.5. On voit que
l'utilisation despoints de Gauss-Lobatto donne le mêmeordre de convergencesur desmaillages
triangulaires d�ecoup�es,mais la constante est bien plus �elev�eepour lespoints de Gauss-Lobatto.
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Fig. 6.4 { Evolution de l'erreur sur H entre la solution num�erique et la solution analytique en
fonction de h=(r + 1), o�u h est le pas de maillage, r l'ordre d'approximation. Echelle log-log.
Cas du disquesur desmaillagestriangulaires d�ecoup�es.
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Fig. 6.5 { Evolution de l'erreur sur H entre la solution num�erique et la solution analytique en
fonction de h=(r + 1), o�u h est le pas de maillage, r l'ordre d'approximation. Echelle log-log.
Cas du disquesur desmaillagestriangulaires d�ecoup�es.
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Cas du carr �e On consid�ere un carr�e parfaitement conducteur 6.6. La solution de r�ef�erence

Fig. 6.6 { A gauche, partie r�eelledu champ total pour carr�e de côt�e 2. �a droite partie r�eelledu
champ di�ract �e.

est calcul�ee sur un maillage �n avec de l'ordre �elev�e, on garantit une erreur inf�erieure �a 10� 4

sur la solution de r�ef�erence.On trace les courbes de convergencepour la m�ethode Galerkin
discontinue sur la �gure 6.7. On voit sur cette �gure, qu'on obtient une convergenceen O(h4=3),
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Fig. 6.7 { Evolution de l'erreur sur H entre la solution num�erique et la solution de r�ef�erence
en fonction de h=(r + 1), o�u h est le pas de maillage, r l'ordre d'approximation. Echelle log-log.
Cas du carr�e sur desmaillagestriangulaires d�ecoup�es.

mais que la constante est bien plus petite quand on monte ordre. Il reste donc int�eressant
de monter en ordre en pr�esencede coins. Sur la �gure 6.8, on compare les erreurs commises
par la formulation Galerkin discontinue, la secondefamille et la premi�ere famille en fonction
du nombre de ddl, ce pour divers ordres d'approximation. On voit que la formulation Galerkin
discontinue est comp�etitiv e par rapport �a la premi�ere famille. La secondefamille donnetoujours
une convergenceen dents de scie.
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Fig. 6.8 { Evolution de l'erreur sur H entre la solution num�erique et la solution de r�ef�erenceen
fonction du nombre de ddl. Echelle log-log. Cas du carr�e sur desmaillages triangles d�ecoup�es,
plusieurs �el�ements �nis utilis �es.

Dans l'ensemble desexp�eriencesnum�eriquesmen�ees,on n'a jamais observ�ed'ondesparasites,
même sur des maillages relativement grossiers(6/7 points par longueur d'onde). La m�ethode
semble tr �esrobuste comparativement �a la secondefamille.
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Cas 3-D

Maillages r �eguliers On s'int�eresseau cas d'une sph�ere parfaitement conductrice (cf. �-
gure 5.6), on utilise une condition de Silver-M•uller sur la frontiere ext�erieure. On introduit
l'erreur H-rot (qui est en fait une erreur L 2, car on disposede H ) :

error =

�
jjEnum�erique � Eanalytiquejj2

L 2 (
) + jjH num�erique � H analytiquejj2
L 2 (
)

� 1=2

�
jjEanalytiquejj2

L 2 (
) + jjH analytiquejj2
L 2 (
)

� 1=2

On trace les courbes d'erreur en fonction du nombre de degr�es de lib ert�e sur la �gure 6.9. Le
nombre de degr�es de lib ert�e est le nombre d'inconnues utilis �eespour E uniquement. Le pas
de maillage h est consid�er�e proportionnel �a l'in verse de la racine cubique du nombre de ddl.
Au niveau des ordres de convergence,on trouve un ordre de 1:08; 3:42; 3:30; 2:65 et 5:28 pour
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Fig. 6.9 { Evolution de l'erreur H-rot entre la solution num�erique et la solution analytique en
fonction de h=(r + 1), o�u h est le pas de maillage, r l'ordre d'approximation. Echelle log-log.

respectivement Q1, Q2, Q3, Q4 et Q5. Pour Q1, il semble qu'on convergee�ectiv ement en O(h),
on retrouve le cas2-D sur desmaillagesr�eguliers.Pour lesautresordres,on nepeut pasconclure,
la convergence�etant irr �eguli�ere.

Maillages non-structur �es On met en valeur dans ce paragraphe l'imp ortance de p�enaliser
la formulation Galerkin discontinue sur desmaillagesnon-structur�es.Le premier castest est la
di�raction par une sph�eredi�electriqued'indices " = 4 � = 1. Lessolutions num�eriquesde ce
probl�emesont a�c h�eessur la �gure 6.10. Un casplus di�cile est le casd'un cube, �a l'in t�erieur
duquel on a plac�e une sourcedipolaire :

� ! 2E + rot rot E = f sur 
 = [� 1; 1]3

E � n = 0 sur @


f =
1
r 2

0
exp(�

7� r 2

r 2
0

)ex
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Fig. 6.10 { Champ di�ract �e Ex pour la formulation Galerkin discontinue (points de Gauss). �A
gauche sansp�enalisation et �a droite avec p�enalisation � = 0:5. On utilise le mêmemaillage et
une approximation Q3.

r0 est le rayon de la gaussienne,�egal �a 0.6. Sur un maillage t�etra�edrique d�ecoup�e (cf. �gure 3.5),
on obtient les solutions de la �gure 6.11.On voit que le terme de p�enalisation permet d'obtenir
unesolution relativement propre, alorsquela formulation Galerkin discontinue sansp�enalisation
donne une solution fortement perturb�ee.Dans la suite, on exhibera les parasites �a l'aide d'une

Fig. 6.11 { Champ Ex pour la formulation Galerkin discontinue (points de Gauss). �A gauche
sansp�enalisation et �a droite avec p�enalisation � = 0:5. On utilise le même maillage et une
approximation Q4.

�etude de valeurs propres.

6.2.2 Etude de valeurs propres

Une �etude num�erique pour des triangles/t �etra�edres est r�ealis�ee dans [Hesthaven et War-
burton, 2004]. Pour l'analyse th�eorique, on renvoie le lecteur �a [Bu�a et Perugia, 2005]. Nous
nous limitons danscette partie uniquement au casde quadrilat �eres/hexa�edressur desmaillages
r�eguliers et non-structur�es. Au premier abord, il nous a sembl�e que la formulation Galerkin
discontinue �etait exempte d'ondes parasites.On va constater dans cette sous-sectionqu'il n'en
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est rien. On distingue la formulation Galerkin discontinue avec points de Gauss et points de
Gauss-Lobatto.

Cas 2-D, poin ts de Gauss-Lobatto

Mo des propres en maillage r �egulier Comme dans le casde la secondefamille, on n'a pas
de valeurspropresparasites,mais une multiplicit �e incorrecte. Lesmodespropresphysiquessont
indissociablesdesmodespropresparasitescommeon le voit sur la �gure 6.12.Lorsqu'on ra�ne

Fig. 6.12 { 13 premiers modes propres pour un maillage 20x20 avec une approximation Q1.
Utilisation despoints de Gauss-Lobatto.

le maillage, la multiplicit �e des valeurs propres n'est pas modi� �ee, on n'a pas de prolif �eration
incontrol �ee des modes parasites commedans le cas de la secondefamille. Les modes parasites
sont toujours �a la mêmeplace, mais leur forme varie quand on ra�ne le maillage.

Mo des propres en maillage non-r �egulier L'utilisation de maillagesnon-r�eguliersest tr �es
b�en�e�que, on recensebeaucoup moins de modes propres parasites que dans le cas r�egulier,
nous en exhibons quelquesuns sur la �gure 6.13, sur le maillage 4.14 avec une approximation
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Fig. 6.13{ Quelquesmodesproprespour un maillage triangulaire d�ecoup�e (approximation Q5).
Utilisation despoints de Gauss-Lobatto

Q5. Sur ce maillage, le mode parasite a�c h�e est le premier qu'on rencontre dans le spectre!
Lorsqu'on utilise un maillage triangulaire plus �n qu'on d�ecoupe, les valeurs propres parasites
sont repouss�eesplus loin dans le spectre. Il est possible que sur des maillages non-r�eguliers,
la m�ethode Galerkin discontinue soit spectralement correcte, alors qu'elle ne l'est pas sur des
maillagesr�eguliers.
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Fig. 6.14{ A gauche distribution desvaleursproprespour la secondefamille, �a droite distribu-
tion pour Galerkin discontinue avec points de Gauss.Les traits horizontaux rougessymbolisent
les valeurs propres analytiques. Les points bleus sont les valeurs propres num�eriques.On utilise
une approximation Q1 sur un maillage 20x20pour les deux.

Cas 2-D, poin ts de Gauss

Maillage r �egulier On observe une di� �erencenotable avec les points de Gauss-Lobatto. On
obtient desvaleurspropresparasites,lesvaleurspropresphysiquesont une multiplicit �e correcte.
La cons�equenceimm�ediate est que lesmodespropresphysiquessont dissoci�esdesmodespropres
parasites(voir �gure 6.15). On synth�etise la di� �erencede distribution desvaleurs propres entre
la secondefamille et Galerkin discontinue sur la �gure 6.14. Cette �gure con�rme, d'une part,
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Fig. 6.15 { 13 premiers modes propres pour un maillage 20x20 avec une approximation Q1.
Utilisation despoints de Gauss.

la prolif �eration des modes propres parasites pour la secondefamille et, d'autre part, la non-
prolif �eration pour Galerkin discontinue.

Maillage non-r �egulier Il n'y a pas de di� �erencenotable avec les points de Gauss-Lobatto,
on a�c he sur la �gure 6.16 les modespropres trouv�esavec le premier mode parasite trouv�e sur
ce maillage. D'autres modesparasitesexistent, mais bien plus loin dans le spectre. Le maillage
non-r�egulier est aussi tr �esb�en�e�que lorsqu'on utilise les points de Gauss.
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Fig. 6.16{ Quelquesmodesproprespour un maillage triangulaire d�ecoup�e (approximation Q5).
Utilisation despoints de Gauss
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Cas 3-D

Maillage r �egulier On n'a pas not�e de di� �erencefondamentale entre les points de Gausset
les points de Gauss-Lobatto. En e�et lorsqu'on utilise un maillage r�egulier, on a des valeurs
propres parasiteset desvaleurs propres de multiplicit �e incorrecte. Les valeurs propres trouv�ees
correspondent �a desvaleurs propres du type :

! 2
k;m;n =

� 2 (k2 + m2 + n2)
L 2 k > 0 m � 0 n � 0

Ainsi certainesvaleurspropressont parasitescommeon peut le voir sur la �gure 6.17.Du fait de
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Fig. 6.17 { Distribution des valeurs propres pour Galerkin discontinue avec points de Gauss.
Lestraits horizontaux rougessymbolisent lesvaleurspropresanalytiques. Lestraits horizontaux
verts symbolisent les valeurs propres en choissisant (k; m; n) = (1; 0; 0) ou (2; 0; 0). Les points
bleus sont les valeurs propres num�eriques. On utilise une approximation Q1 sur un maillage
10x10x10(24 000 ddl).

la multiplicit �e incorrecte, il est impossiblede dissocier les modespropres physiquesdesmodes
propres parasites,on exhibe quelquesmodesparasitessur la �gure 6.18.Le mode (0,1,1) est de
multiplicit �e physique 3, alors qu'on trouve num�eriquement six modesassoci�es.Le mode (1,1,1)
de multiplicit �e physique 2, n'est pas parasit�e. N�eanmoins,nous avons commeen 2-D une non-
prolif �eration desmodesparasites.Lorsqu'on ra�ne le maillage, le nombre de modesassoci�es �a
une valeur propre est constant.

Maillage non-structur �e Le maillage consid�er�e dans cette section est celui de la �gure 3.5
d�ecoup�eenhexa�edres.On utilise uneapproximation Q4. Un tel maillageestadapt�e �a la fr�equence
1 (10 points par longueur d'onde). On s'attend �a observer le même apport \b �en�e�que" qu'on
avait en 2-D. Bien au contraire, l'e�et est tr �es mal�e�que ! Sur la �gure 6.19, on a repr�esent�e
la distribution des valeurs propres obtenues. On a beaucoupde valeurs propres parasites, qui
polluent le spectre entier, avecun espacement r�egulier. Nousavonsobserv�e une prolif �eration des
modesparasites lorsqu'on ra�nait le maillage. Plus on ra�ne le maillage, plus on a de valeurs
propresparasites.Lorsqu'on monte en ordre en gardant le mêmemaillage, le nombre de valeurs
propres parasites diminue. On a repr�esent�e sur la �gure 6.20 les modes parasites et les modes
physiques,qu'on peut dissocier en maillage non-r�egulier. N�eanmoins, il faut partir �a la pêche
pour les trouver, g�en�erer 100 modes,pour esp�erer en trouver quelquesuns de physiques... Les
premiers modes physiques( mode (0,1,1) en haut �a droite, mode (1,1,1) en-dessous)sont tr �es
bien approch�es.
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Fig. 6.18 { Quelquesmodespropres sur un maillage r�egulier 10x10x10(24000ddl). Utilisation
despoints de Gauss
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Fig. 6.19 { Distribution des valeurs propres pour Galerkin discontinue avec points de Gauss-
Lobatto. Les traits horizontaux rougessymbolisent les valeurs propres analytiques. Les points
bleus sont les valeurs propres num�eriques. On utilise une approximation Q4 sur un maillage
non-structur�e.
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Fig. 6.20 { Quelquesmodespropres sur un maillage non-structur�e (72000 ddl). Utilisation des
points de Gauss-Lobatto. On repr�esente principalement les modespropres physiques.
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In
uence de la p�enalisation Au niveau discret le probl�emeaux valeurs propres s�ecrit :

� ! (B 1
h + i� Ph) E + (Rh + Sh) H = 0

(Rh + Sh)t E � ! (B 2
h + i� Ph) H = 0

On ne peut pas �eliminer H si � 6= 0, mais on le prend �egal �a z�ero! On �elimine donc H et on
cherche les valeurs propres d'une matrice complexesym�etrique. Les valeurs propres sont donc
complexes.On consid�ere le même maillage t�etra�edrique d�ecoup�e de la �gure pr�ec�edente, on
utilise une approximation Q3. L'a jout du terme de p�enalisation rejette lesmodesparasitesdans
le plan complexeavecunepartie imaginaire assez�elev�ee,commeon peut le voir sur la �gure 6.21.
Seulsles modesphysiquesgardent une partie imaginaire proche de z�ero. Sur la �gure 6.22, on
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Fig. 6.21 { Distribution des valeurs propres pour Galerkin discontinue avec points de Gauss-
Lobatto et terme de p�enalisationm � = 0:5. On utilise une approximation Q3 sur un maillage
non-structur�e.

a dispos�e les modes propres physiquespour des fr�equencescroissantes. Sur cette �gure, on a
choisi de visualiser le module du champ �electrique plut ôt que la partie r�eellede la composante
suivant x. Dansnosexp�eriencesnum�eriques(en maillager�egulierou non-structur�e), nousn'avons
jamais trouv�e de mode parasite qui n'�etait pas rejet�e dans le plan complexe.De plus, la partie
imaginaire desmodesphysiquesest tr �espetite, d'autant plus que le maillage est �n (forc�ement
les valeurs propres convergent vers les valeurs propres analytiques r�eelles).xProbablement, que
la formulation Galerkin discontinue est spectralement correctepour leshexa�edresde la seconde
famille.

6.3 Conclusion

Dans cechapitre, nousavons d�ecrit une m�ethode de Galerkin discontinue sur leshexa�edres,
utilisant les mêmesespaceslocaux que la secondefamille de N�ed�elec. Les matrices de rigidit �e
obtenuessont creuseset ind�ependantes de la g�eom�etrie. Les matrices de massesont diagonales
par bloc 3x3. On obtient ainsi un produit matrice-vecteur rapide et peu côuteux en stockage.

ELorsqu'on utilise une formulation Galerkin discontinue, on ne rencontre pas de di�cult �es
dans le cas2-D, o�u le nombre de modesparasitesest restreint et leur impact sur la qualit �e de
la solution est n�egligeable.Lorsqu'on passeau cas 3-D, le nombre de parasites est bien plus
important, ce qui oblige �a rajouter �a la formulation variationnelle un terme de p�enalisation.
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Fig. 6.22 { Quelquesmodespropres sur un maillage non-structur�e (39000 ddl). Utilisation des
points de Gauss-Lobatto avec terme de p�enalisation. On n'observe que des modes physiques.
Module du champ �electrique.

Grâce �a ce terme de p�enalisation, on obtient une m�ethode robuste, gardant un stockage tr �es
faible et un produit matrice-vecteur rapide.

L'inconv�enient principal reste le nombre de degr�es de lib ert�e tr �es important, par rapport �a
la premi�ere famille.
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Chapitre 7

Comparaison hexa�edres / t �etra �edres
pour les �equations de Maxw ell 3-D

Nous nous proposons dans ce chapitre d'�etablir des comparaisons entre
les �el�ements �nis hexa�edriques de la premi�ere famil le et les �el�ements �nis
t�etra�edriquesde la premi�ere famil le. Nous faisons en premier lieu une �etude
de dispersion sur des mail lages p�eriodiques. Nous ferons une comparaison
sur le cas acad�emiquede la sph�ere. Finalement, nous traiterons descas com-
plexes3-D, utilisant les pr�econditionneurs pr�esent�es dans le chapitre .
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7.1 Analyse de disp ersion

Le proc�ed�e d'obtention deserreursde dispersionest identique �a celui utilis �e dans le chapitre
trois pour l' �equation de Helmholtz. On ne revient pasdessus.En outre, on adopte une d�e�nition
similaire pour �evaluer la constante L 2 de l'erreur de dispersion. La seuledi� �erenceest dans la
d�e�nition de ~r . Comme on a des degr�es de lib ert�e vectoriels, il est n�ecessairede choisir la
d�e�nition suivante :

~r =

r
Nombre de degr�esde lib ert�e ind�ependants / 2

Aire du motif �el�ementaire
en 2-D

~r =
3

r
Nombre de degr�esde lib ert�e ind�ependants / 3

Volume du motif �el�ementaire
en 3-D

On rappelle qu'on utilise la variable K :

K =
6k h
2� ~r

7.1.1 Cas 2-D

El �ements �nis quadrilat �eraux

Pour les quadrilat �eres,on obtient les mêmeserreurs de dispersion que pour le casscalaire.
Une d�emonstration d'une telle propri �et�e est faite par [Cohenet Monk, 1998],[Ainsworth, 2004b],
la d�emonstration est �egalement r�ealis�ee dans le cas de la secondefamille. Il est int�eressant de
noter que la premi�ere et la secondefamille donnent la mêmeerreur de dispersion, alors que la
premi�erefamille n�ecessitemoinsdedegr�esde lib ert�e.On rappelle l'erreur moyennededispersion,
sur les �el�ements �nis quadrilat �eraux (cf. chapitre 3), sur le tableau 7.1.

Ordre d'approximation Q1 Q2 Q3 Q4 Q5

Int�egration exacte 6:76e � 2K 2 1:80e � 2K 4 5:98e � 3K 6 2:22e � 3K 8 8:74e � 4K 10

Int�egration approch�ee 6:76e � 2K 2 8:98e � 3K 4 1:99e � 3K 6 5:54e � 4K 8 1:74e � 4K 10

Tab. 7.1 { Constante L 2 de l'erreur de dispersion pour les �el�ements �nis quadrilat �eraux

On e�ectue les mêmescalculs dans le cas de maillages triangulaires d�ecoup�es, on s'attend
dans ce cas �a avoir une di� �erencepar rapport au cas scalaire, car les maillages ne sont pas
cr�e�es par tensorisation d'un maillage 1-D. Les erreurs de dispersion trouv�eesdans ce cas,sont
visibles sur le tableau 7.2. Sur desmaillagesfortement modi� �es,l'ordre de l'erreur de dispersion

Ordre d'approximation Q1 Q2 Q3 Q4 Q5

Int�egration exacte 4:54e � 2K 0 6:29e � 3K 2 1:88e � 3K 4 7:5e � 4K 6 3:58e � 4K 8

Int�egration approch�ee 9:89e � 2K 2 9:16e � 3K 4 2:39e � 3K 6 7:46e � 4K 8 2:99e � 4K 10

Tab. 7.2 { Constante L 2 de l'erreur de dispersionpour les�el�ements �nis quadrilat �eraux sur des
maillagestriangulaires d�ecoup�es

est de 2r lorsqu'on utilise une int�egration num�erique approch�ee.En revanche, on obtient bien
un ordre de 2r � 2, si on utilise une int�egration exacte. On observe ainsi une non-consistance
de Q1 sur des maillages triangulaires �equilat�eraux d�ecoup�es, ce qu'on avait subodor�e dans le
chapitre 5 �a l'aide d'une �etude num�erique de convergence.Le terme pr�epond�erant de la relation
de dispersion s'�ecrit pour le maillage �etudi�e :

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 +
� 2

1

22
+

� 2
2

22
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On a bien un biais de
1
22

de la valeur propre physique. L'in t�egration num�erique approch�ee,

bizarrement, fait gagner de la pr�ecision. La relation de dispersion discr�ete pour Q1 avec une
int�egration num�erique approch�ees'�ecrit :

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 �
5 � 4

1

96
�

5� 2
1 � 2

2

48
�

5� 4
2

96

Pour ced�eveloppement, on a consid�er�e que h �etait �egal �a la demi-longueurdu triangle d'origine
(qu'on d�ecoupe). La constante de dispersion (environ 0.104) est plus grande que la constante
sur maillage r�egulier (environ 0.0833).

El �ements �nis triangulaires

Lorsqu'on utilise les �el�ements �nis triangulaires de la premi�ere famille sur des triangles
�equilat�eraux, on obtient les relations de dispersion discr�etessuivantes :

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 +
� 6

1

3840
�

� 4
1 � 2

2

256
+

� 2
1 � 4

2

768
�

7� 6
2

11520
pour r = 1

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 +
13� 6

1

86400
+

71� 4
1 � 2

2

57600
�

� 2
1 � 4

2

14400
+

41� 6
2

172800
pour r = 2

Pour r = 1, une justi�cation d�etaill�eeest disponible dans [Monk et Parrott, 1994].On s'aper-
coit qu'on obtient un ordre 4 pour l'erreur de dispersionpour les �el�ements triangulaires de plus
bas ordre (au lieu d'un ordre 2 pour les quadrangles).De plus les constantes sont tr �es petites,
de fait ces�el�ements dispersent tr �es peu lorsqu'on a que des triangles �equilat�eraux. Malheureu-
sement, ils sont tr �essensibles�a la d�eformation du maillage. En e�et, on obtient les relations de
dispersion suivantes pour destriangles rectangles:

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 �
� 4

1

36
�

� 3
1 � 2

18
+

� 2
1 � 2

2

9
�

� 1 � 3
2

18
�

� 4
1

36
pour r = 1

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 +
� 6

1

16200
�

13� 5
1 � 2

10800
+

13� 4
1 � 2

2

5400
�

13� 3
1 � 3

2

5400
+

13� 2
1 � 4

2

5400
�

13� 1 � 5
2

10800
+

� 6
2

16200
pour r = 2

Ainsi pour R1, on obtient un ordre 2 de dispersion et un ordre 4 pour R2. On synth�etise
la di� �erence triangles rectangles/ triangles �equilat�eraux sut le tableau 7.3. Seul R1 est tr �es

Ordre d'approximation R1 R2 R3 R4 R5
Triangles rectangles 2:80e � 2K 2 1:74e � 2K 4 9:85e � 3K 6 7:34e � 3K 8 4:60e � 3K 10

Triangles �equilat�eraux 7:23e � 4K 4 7:87e � 3K 4 2:97e � 3K 6 1:41e � 3K 8 5:35e � 4K 10

Tab. 7.3 { Constante L 2 de l'erreur de dispersionpour les�el�ements �nis triangles de la premi�ere
famille sur desmaillagestriangulaires r�eguliers

sensible�a la d�eformation du maillage, pour les ordres sup�erieurs, on obtient un ordre de 2r ,
et les constantes sont du même ordre de grandeur, avec un avantage net pour les triangles
�equilat�eraux.

En ce qui concernela secondefamille, on obtient les relations suivantes pour les triangles
�equilat�eraux :

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 +
� 4

1

24
+

� 2
1 � 2

2

12
+

� 4
2

24
pour r = 1

! 2 h2 = � 2
1 + � 2

2 +
3� 6

1

6400
+

9� 4
1 � 2

2

6400
+

9� 2
1 � 4

2

6400
+

3� 6
2

6400
pour r = 2
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Bien que la secondefamille soit un \enrichissement" de la premi�ere famille (R1 � (P1)2, R2 �
(P2)2), les triangles de la secondefamille sont plus dispersifs que ceux de la premi�ere famille,
notamment pour l'ordre 1 et 2. Pour lesordresplus �elev�es,la di� �erenceestminime. On donneles
constantesde l'erreur dedispersionpour lestriangles de la secondefamille dansle tableau 7.4.Le

Ordre d'approximation P1 P2 P3 P4 P5
Triangles rectangles 1:94e � 1K 2 6:54e � 2K 4 3:82e � 2K 6 2:07e � 2K 8 1:48e � 2K 10

Triangles �equilat�eraux 1:58e � 1K 2 3:68e � 2K 4 1:37e � 2K 6 4:48e � 3K 8 1:89e � 3K 10

Tab. 7.4 { Constante L 2 de l'erreur de dispersion pour les �el�ements �nis triangulaires de la
secondefamille sur desmaillagestriangulaires r�eguliers

dramea lieu pour P1 qui donneuneerreur de dispersiond'ordre 2 sur desmaillages�equilat�eraux
alors qu'on a un ordre 4 pour R1. Ainsi P1 n�ecessitedeux fois plus de degr�es de lib ert�e que
R1 et d�etruit les bonnespropri �et�esde cet �el�ement. C'est bien �a causede ce ph�enom�eneque les
triangles de la premi�ere famille de plus bas ordre sont tr �espopulaires en �electromagn�etisme.

On illustre sur un casconcret la sensibilit�e de R1 vis-�a-vis du maillage. Le probl�ememod�ele
est la di�raction par un point sourcedans une cavit �e carr�ee (cf. chapitre 4). La cavit �e est un
carr�e [� 5; 5]2, la fr�equenceest prise �egale�a 1.01, le rayon de distribution de la gaussienne0.6.
On consid�ere un maillage triangles rectangleset un maillage non-structur�e; on compareavec la
solution de r�ef�erencesur la �gure 7.1. Les maillagesutilis �espour R1 contiennent eux 10 points
par longueurd'onde. On voit quelestriangles �equilat�eraux donnent unesolution correcte(même
si l'erreur L 2 est de 20%), alors que les triangles rectanglesdonnent 100%d'erreur �a causede
la dispersion num�erique.

Fig. 7.1 { Point sourcedans une cavit �e. A gauche, solution num�erique de r�ef�erence,au milieu
solution num�erique avec un maillage de triangles rectangles, �a droite avec un maillage de tri-
anglesquasi-�equilat�eraux. Trianglesde la premi�ere famille, maill�esavec dix points par longueur
d'onde.

Sur ce même cas test, on illustre la dispersion pour Q1 sur des maillages r�eguliers. Sur
la �gure 7.2, on voit que la solution obtenue �a l'aide d'une int�egration approch�ee poss�ede les
mêmesnoeuds et ventres que la solution de r�ef�erence,alors que l'in t�egration exacte fournit
une solution fausse�a 100%. Les maillages contiennent plus de 60 points par longueur d'onde.
On notera que l'erreur en dispersion en O(K 2 r ) sur des maillages triangulaires d�ecoup�es en
quadrilat �eresn'est obtenue que si on utilise (r + 1)2 points de Gauss-Lobatto pour la matrice
de masseet r 2 points de Gausspour la matrice de rigidit �e, commeon l'a pr�esent�e au chapitre
5. Si on met des points de Gauss-Lobatto pour int�egrer la matrice de rigidit �e, on retombe sur
une convergenceen O(K 2r � 2).

174



Fig. 7.2 { Point source dans une cavit �e. A gauche, solution num�erique de r�ef�erence,au mi-
lieu solution num�erique avec une int�egration exacte, �a droite avec une int�egration approch�ee.
Quadrilat �eresde la premi�ere famille, maill�esavec 60 points par longueur d'onde.

7.1.2 Cas 3-D

El �ements �nis hexa �edriques

La dispersiondeshexa�edresde la premi�ere famille sur maillage r�egulier est identique au cas
2-D (et donc �a Helmholtz). L'in t�egration num�eriqueapproch�eedonneune dispersionplus faible.
Dans le casdest�etra�edresd�ecoup�es, lescalculssont relativement on�ereux, on secontente de les
faire pour l'ordre 1 et 2. Le maillage utilis �e est celui de la �gure 3.3. On trouve lesconstantes du
tableau 7.5. La d�eformation du maillage nous fait perdre deux ordres, on obtient une erreur de

Ordre Q1 Q2

Int�egration exacte 3:71e � 2K 0 5:54e � 3K 2

Int�egration approch�ee 3:28e � 2K 0 2:94e � 3K 2

Tab. 7.5 { Constante L 2 de l'erreur de dispersion sur un maillage t�etra�edrique d�ecoup�e.

dispersionen O(K 2 r � 2), que ce soit en �evaluant de mani�ere exacte les int�egralesou de mani�ere
approch�ee en utilisant les points de Gauss-Lobatto. C'est surtout p�enalisant pour Q1, qui en
cons�equencen'est pas consistant, que ce soit en terme d'erreur d'in terpolation ou d'erreur de
dispersion.Lesconstantes sont sensiblement lesmêmessuivant la m�ethode d'in t�egration choisie.
On notera que cette perte d'ordre est vraie pour un maillage hexa�edrique l�eg�erement modi� �e
(par exemplecelui de la �gure 3.4). C'est donc bien la non-lin�earit�e de la transformation F i qui
est la causede cette perte d'ordre.

El �ements �nis t �etra �edriques

On ne consid�ereque lest�etra�edresde la premi�erefamille. Malheureusement en 3-D, il est im-
possiblede g�en�erer desmaillagest�etra�edriquesr�egulierspour mailler l'espace.C'est par ailleurs
un sujet ouvert que de trouver un motif �el�ementaire pour mailler l'espacede telle sorte que les
t�etra�edressoient le plus \r �eguliers" possible,commele montre l'article [Eppstein et al., 2004].
Par cons�equent, nousnouscontentons desdeux motifs �el�ementaires du chapitre 3, cf. �gures 3.3
et 3.5. Nous obtenons les constantes de dispersion du tableau 7.6. Nous observons comme en
2-D, une sensibilit�e importante vis-�a-vis du maillage pour R1. Lorsqu'on utilise un maillage plus
\r �egulier", on divise par 5 l'erreur de dispersion.Cela signi�e qu'il faut prendre un maillage 2.2
fois plus �n si on utilise des t�etra�edres droits et qu'on veut obtenir une erreur de dispersion
sembable aux t�etra�edresdits r�eguliers.

175



Ordre 1 2 3
Rk sur dest�etra�edresdroits 3:7e � 1K 2 4:99e � 2K 4 2:96e � 2K 6

Rk sur dest�etra�edres\r �eguliers" 6:76e � 2K 2 8:4e � 3K 4 5:6e � 3K 6

Qk sur deshexa�edresr�eguliers 6:53e � 2K 2 8:27e � 3K 4 1:81e � 3K 6

Tab. 7.6 { Constante L 2 de l'erreur de dispersionpour les�el�ements t�etra�edriquesde la premi�ere
famille. Comparaisonavec les hexa�edresde la premi�ere famille sur maillage r�egulier.

Pour conclure, il semble plus judicieux de choisir R1 et R2 plut ôt que Q1 et Q2 car ils
donnent unedispersion�equivalente �a cesdernierssur desmaillages\r �eguliers". Ils ont l'avantage
consid�erable de donner un ordre optimal pour l'erreur de dispersion sur des maillages non-
structur �es alors que les hexa�edres sou�rent d'une perte de pr�ecision dans ce cas. Pour des
ordres sup�erieurs, il est pr�ef�erable d'utiliser Qk , car la perte de pr�ecisionest moins criante et le
gain en stockageet en temps de calcul compenselargement cette perte de pr�ecision.

7.2 Cas acad�emique de la sph�ere

Nous faisonsdescomparaisonssur le casacad�emiquede la sph�ere parfaitement conductrice
et de la sph�ere di�electrique. Nous calculonssur cesobjets le champ lointain, appel�e aussiS.E.R
(SectionEquivalente Radar). La SER est obtenue en�evaluant l'in t�egralesuivante pour di� �erents
vecteursunitaires u :

� (u) =
k2

4�

Z

�
eik u �OM

h
u � (n � H ) + (u 
 u � I )(E � n)

i
dM

Pour la justi�cation de cette formule, le lecteur pourra se r�ef�erer �a [Monk, 2002]. u est donc
la direction pour laquelle on d�esire connâ�tre le champ lointain � . Le plus souvent, on impose
au vecteur directeur d'appartenir �a un plan, et on fait varier l'angle d'incidence � . Le champ
lointain est un vecteur complexe,dont on calcule la grandeur :

SER = 10 log10(jj � jj2)

C'est cette grandeur qu'on a�c hera quand on parlera de SER sur les �gures (ou RCS = Radar
Cross Section, pour la traduction anglaise). A�n de traiter des domainesborn�es, on utilise la
condition transparente pr�esent�ee en annexe B. On utilise un crit �ere d'arr êt de 10� 6 pour le
solveur de la matrice �el�ements �nis, et un crit �ere d'arr êt de 10� 3 pour le solveur de la condition
transparente. Pour calculer le champ lointain, on fait une int�egration num�erique standard. On a
alors besoind'�evaluer H en despoints de quadrature. Pour ce faire, on calcule le rotationnel de
E au niveaudiscret. Commeon l'a signal�e, E est assezbien �evalu�e alors quesonrotationnel l'est
moins bien. Il est probable qu'on aurait de meilleurs r�esultats si on e�ectuait une �evaluation
\v ariationnelle" de H comme d�ecrit dans [Monk et Parrott, 2001]. De même, la condition
transparente n�ecessitel' �evaluation de H .

Nous utilisons les �el�ements �nis t�etra�edriquesde la premi�ere famille de N�ed�elec, et comme
discr�etisation de cette espace,les �el�ements �nis propos�es par Graglia et al. [1997]. D'autres
�el�ements �nis t�etra�edriquesd'ordre �elev�e ont �et�e propos�es,mais surtout pour la secondefamille
dont [Webb, 1999], [Ainsworth et Coyle, 2003], [Demkowicz, 2000].

7.2.1 Coût du pro duit matrice-v ecteur

On fait ici une comparaisonpurement num�erique entre le côut d'un produit matrice vecteur
avec les t�etra�edreset avec les hexa�edres.On obtient la �gure 7.3 sur un casde 200000 degr�es
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Fig. 7.3 { A gauche, temps pour 1000 it �erations de COCG sur un casde 200000ddl. A droite,
stockagerequis avant le d�ebut des it �erations.

de lib ert�e. On voit que les hexa�edres sont plus rapides que les t�etra�edres d�es l'ordre 3. Pour
le stockage, les hexa�edres sont moins côuteux d�es l'ordre 2. On a choisi ici de faire �gurer le
stockagen�ecessairepour construire la matrice, le maillage ... Ce stockagecomprenddonc toutes
les variables cr�e�ees except�e les vecteurs d'it �erations. On voit notamment que les m�ethodes
d'ordre un sont p�enalis�ees�a causedu maillage qui côute tr �escher. En e�et, on stocke toutes les
informations sur les faces,arêtes,sommetset les informations de connectivit�e entre cesentit �es.
Pour chaque �el�ement du maillage, on connait la liste des sommets,des arêtes, des degr�es de
lib ert�e, des faces.Pour chaque face, on connâ�t les deux �el�ements adjacents, la liste des arêtes
de la face, la liste dessommets.Toute cette connectiquea sonutilit �e lorsqu'on utilise de l'ordre
�elev�e, c'est un peu super
u pour les m�ethodes d'ordre 1. A mon sens, faire de l'ordre 1 est
di�cile dans le senso�u il faut ne stocker que les tableaux dont on a strictement besoin, pour
gagnerde la m�emoire. L'avantage desm�ethodesd'ordre �elev�e qu'on proposeest de s'a�ranc hir
de cette contrain te et de conduire �a un faible stockagesanstrop d'e�orts.

A cause du côut de stockage trop important pour les t�etra�edres d'ordre �elev�e, et d'une
convergencetrop lente dest�etra�edresd'ordre bas,nousnepr�esentons pasder�esultatsnum�eriques
sur les t�etra�edres.

7.2.2 Sph�ere parfaitemen t conductrice

On �etudie la di�raction par une sph�ereparfaitement conductrice de rayon 4 (voir �gure 7.4).
On se�xe commeobjectif d'atteindre une erreur maximale de 0.5 dB sur la SER. Pour illustrer
ce seuil, on a�c he la SER analytique et la SER avec 0.43 dB d'erreur obtenue pour du Q4, sur
la �gure 7.5. On obtient lesr�esultats du tableau 7.7. Sur cecas-l�a, Q8 est optimal, car on a alors
besoinde ne mettre qu'une seulemaille entre la sph�ere int�erieure (condition de Dirichlet) et la
sph�ere ext�erieure (condition transparente). Q2 n�ecessiteplus d'un million de degr�es de lib ert�e
alors qu'on est en maillage r�egulier. Sur dest�etra�edresd�ecoup�es, c'est inutile d'esp�erer que Q2

convergeravers une solution assezpr�ecise!
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Fig. 7.4 { Partie r�eelledu champ total pour une sph�ereparfaitement conductrice. Composante
suivant x du champ �electrique

Ordre Nombre ddl Erreur BICGCR ILUT(0.05) Helmholtz 2-grille
Q2 1015000 0.74 dB 4740 s - 5186 s 1556 s

3660 (186 Mo) - 801 (587 Mo) 133 (938 Mo)
Q4 250000 0.54 dB 852 s 146s 706s 376s

3457 (30 Mo) 213 (240Mo) 561 (126 Mo) 202 (180 Mo)
Q6 295000 0.2 dB 2484 s 218 s 2796 s 1382 s

8404 (33 Mo) 276 (268Mo) 1870 (149 Mo) 741 (207 Mo)
Q8 160000 0.28 dB 864 s 109 s 550 s 543 s

5041 (21 Mo) 262 (133Mo) 793 (81 Mo) 622 (109 Mo)

Tab. 7.7 { Performancessur la sph�ere parfaitement conductrice. Sur les lignes du bas, on fait
�gurer le nombre d'it �erations ainsi que la place m�emoire utilis �ee lors de la simulation.

7.2.3 Sph�ere di �electrique

On �etudie la di�raction par une sph�ere di�electrique de rayon 2 (voir �gure 7.6), avec pour
indices :

" = 3:5 � = 1

On se�xe commeobjectif d'atteindre une erreur maximale de 0.5 dB sur la SER. Pour illustrer
ce seuil, on a�c he la SER analytique et la SER avec 0.3 dB d'erreur obtenue pour du Q4, sur
la �gure 7.7. Sur ce castest, Q8 est encorebien adapt�e, tout commeQ4.
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Fig. 7.5 { Section Equivalente Radar pour une sph�ere parfaitement conductrice. Le maillage
Q4 utilis �e est maill�e avec 8 points par longueur d'onde (250000 ddl environ).

Ordre Nombre ddl Erreur BICGCR ILUT(0.05) Helmholtz 2-grille
Q2 940000 0.95 dB 19486 s - 17970 s 4344 s

15227 (171 Mo) - 3603 (574 Mo) 628 (947 Mo)
Q4 88000 0.30 dB 894 s 189s 2305s 488 s

9 886 ( 10 Mo) 718 (99 Mo) 5646 (47 Mo) 813 (67 Mo)
Q6 230000 0.18 dB 4401 s 1035 s 3 787 s 1 095 s

18800(24 Mo) 1455 (271Mo) 3479 (123 Mo) 794 (180 Mo)
Q8 88000 0.03 dB 1484 s 307s 5260 s 952 s

15300 (10 Mo) 1200 (90Mo) 12700 (47 Mo) 1800 (66 Mo)

Tab. 7.8 { Performancessur la sph�ere di�electrique

7.3 Cavit �e cobra

On �etudie la di�raction par une cavit �e cobra (cf. �gure 7.8). On se �xe comme objectif
d'atteindre une erreur maximale de 0.5 dB sur la SER. La SER de r�ef�erenceest a�c h�ee sur
la �gure 7.9. Sur ce cas test, Q6 est mieux adapt�e que Q4 et Q8 (on n'a pas communiqu�e les

Ordre Nombre ddl Erreur BICGCR ILUT(0.05) Helmholtz 2-grille
Q4 412 000 0.45 dB 14039 s 2247 s 9371 s 9294 s

34800 (47Mo) 1900 (391 Mo) 5800 (184 Mo) 4300(260 Mo)
Q6 187000 0.4 dB 12096 s 846 s 4821s 10063 s

31500 (22Mo) 1700 (161 Mo) 6400 (87 Mo) 10500(130 Mo)

Tab. 7.9 { Performancessur la cavit �e cobra
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Fig. 7.6 { Partie r�eelledu champ total pour une sph�ere di�electrique. Composante suivant y du
champ magn�etique

statistiques de ce dernier).
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Fig. 7.7 { Section Equivalente Radar pour une sph�ere di�electrique. Le maillage Q4 utilis �e est
maill�e avec 8 points par longueur d'onde (90000 ddl environ).

Fig. 7.8 { A gauche, maillage de la cavit �e cobra, �a droite, partie r�eelledu champ total pour une
cavit �e cobra. Composante suivant x du champ �electrique.
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Fig. 7.9 { Section Equivalente Radar pour une cavit �e cobra.

7.4 Conclusion

Dans cechapitre, nousavons fait une �etude de dispersionsur desmaillagesnon-r�eguliers.En
2-D, les triangles de la premi�ere famille de plus bas ordre ont la remarquable propri �et�e d'avoir
une erreur de dispersion en O(h4) sur desmaillagestriangulaires �equilat�eraux, alors qu'elle est
en O(h2) sur des maillages \triangles rectangles". Lorsqu'on monte en ordre sur les triangles
de la premi�ere famille, on n'a pas de gain d'ordre, mais des constantes plus petites pour les
triangles �equilat�eraux. Les triangles de la secondefamille sont plus dispersifs que la premi�ere
famille. En ce qui concerneles quadrilat �eres de la premi�ere famille, on obtient une erreur de
dispersion en O(h2 r � 2) lorsque l'on calcule de mani�ere exacte les int�egrales,et une erreur en
O(h2 r ) lorsqu'ellessont calcul�eesde mani�ere approch�ees.De plus, les constantes sont plus plus
petites que pour les triangles de la premi�ere famille, pour des ordres d'approximation �elev�es.
En 3-D, on a toujours une erreur de dispersion en O(h2 r � 2) sur les hexa�edresde la premi�ere
famille, que ce soit avec des int�egralesapproch�eesou exactes,sur desmaillagesquelconques.

Nousavons�egalement compar�e les t�etra�edreset leshexa�edresau niveaudu produit matrice-
vecteur. A nombre de degr�es de lib ert�e �egal, les hexa�edressont plus rapides que les t�etra�edres
d�es l'ordre 3. On obtient un gain en stockage �a partir de l'ordre 2. Les t�etra�edres demandent
un stockagebeaucouptrop important lorsqu'on veut monter en ordre.

Sur l'ensemble descas-testspr�esent�es,le pr�econditionneur le plus e�cace est la factorisation
incompl�ete devant le multigrille. Ce dernier est peu e�cace sur des ordres tr �es �elev�es comme
Q6 et Q8, il donne des r�esultats tr �es satisfaisants pour Q2, un peu moins satisfaisants pour
Q4 et d�ecevants pour les ordres sup�erieurs. Il faudrait probablement �eviter le passagepar le
sous-maillageQ1, pour obtenir un algorithme plus robuste.
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Troisi �eme partie

Equations de Maxw ell en domaine
axisym �etrique
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Chapitre 8

R�esolution des �equations de Maxw ell
axi-sym �etriques par �el�ements �nis
d'ar ête

Nous nous int �eressonsici �a la r�esolution des�equationsde Maxwell pour des
domainespr�esentantune sym�etrie de r�evolution. La source - en g�eneral une
onde plane - ne pr�esentepas cette sym�etrie. On d�ecompose la source et la
solution en s�eries de Fourier suivant l'angle de r�evolution � . On aboutit �a
desprobl�emes2-D ind�ependants, qu'on peut alors r�esoudre par une m�ethode
�el�ements �nis. Dans la premi�ere section, nous d�ecrivons la discr�etisation
choisie, sesavantagespar rapport aux autreschoix possibles.Dans la seconde
section, nous nous attachons �a montrer via desexemplesnum�eriquesque ce
choix est satisfaisant.

Sommaire

8.1 Description de la m�etho de �el�ements �nis . . . . . . . . . . . . . . . . 186
8.1.1 Choix de la formulation variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
8.1.2 Calcul de la matrice �el�ements �nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

8.2 Pr �ecision de la m�etho de . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
8.2.1 Cas de la sph�ere parfaitement conductrice . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
8.2.2 Cas du cone-sph�ere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
8.2.3 Cas du cylindre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

8.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

185



8.1 Description de la m�etho de �el�ements �nis

8.1.1 Choix de la form ulation variationnelle

Equations de Maxw ell en coordonn �ees cylindriques

Le changement descoordonn�eescart�esiennes(x,y,z) verslescoordonn�eescylindriques (r; � ; z)
s'�ecrit :

x = r cos�
y = r sin �
z = z

La basecylindrique (r̂ ; �̂ ; ẑ) s'exprime :

r̂ =

�
�
�
�
�
�

cos�
sin �
0

�̂ =

�
�
�
�
�
�

� sin �
cos�
0

ẑ =

�
�
�
�
�
�

0
0
1

Le rotationnel d'un champ de vecteursE devient dans les coordonn�eescylindriques :

rot (E) =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

1
r

� @Ez

@�
�

@( r E � )
@z

�

@Er

@z
�

@Ez

@r

1
r

� @( r E � )
@r

�
@Er

@�

�

On consid�ere les �equationsde Maxwell :

� i! " E � rotH = 0

� i! � H + rotE = 0

On d�ecomposele champ �electrique et le champ magn�etique en s�eriesde Fourier :

E =
+ 1X

m= �1

�
�
�
�
�
�
�
�

Er ;m

E � ;m

Ez;m

e� im� H =
+ 1X

m= �1

�
�
�
�
�
�
�
�

H r ;m

H � ;m

H z;m

e� im�

m seraappel�e num�ero de mode. Par simple propri �et�e d'orthogonalit �e , chaquemode (E m ; H m )
est solution d'un probl�emeind�ependant 2-D :

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

� i! " r E r = � imH z �
@( r H � )

@z

� i! " E � =
@H r

@z
�

@H z

@r

� i! " r Ez =
@( r H � )

@r
+ im H r

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

� i! � r H r =
@( r E � )

@z
+ imE z

� i! � H � =
@Ez

@r
�

@Er

@z

� i! � r H z = � im E r �
@( r E � )

@r
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On introduit les notations suivantes :

rot (u(r; z)) =

�
�
�
�
�
�
�
�

@u
@z

�
@u
@r

rot( v ) =
@vz

@r
�

@vr

@z
~v =

�
�
�
�
�

vz

� vr

On note les nouvelles inconnues:

E =

�
�
�
�
�

Er

Ez
H = !

�
�
�
�
�

H r

H z

�E � = i E � �H � = i! H �

On obtient le syst�emed'�equations suivant :

� ! 2 " E +
m
r

~H �
1
r

rot( r H � ) = 0 (8.1)

� H +
m
r

~E �
1
r

rot (r E � ) = 0 (8.2)

� ! 2 " E � + rot H = 0 (8.3)

� H � + rot E = 0 (8.4)

On a E; H 2 H (r ot; 
) et E � ; H � 2 H 1(
).
On peut seposerla questiondu choix d'inconnuesprincipales �a choisir. On exposeenpremier

lieu en quoi le choix de E � et H � m�ene �a une impasse.Dans un secondtemps, on fait le choix
plus \classique" de E et E � . Ce choix aboutit �a l' �evaluation d'in t�egralesdivergentes en 1=r,
nous montrons comment on peut d�etourner cette di�cult �e apparente.

Pourquoi ne pas prendre E � et H � ?

Un choix attractif est de ne choisir que E � et H � . On aboutit alors au syst�emed'�equations
suivantes :

8
>><

>>:

� ! 2 " E � � rot
h

� (r )
�
m r r (r H � ) � ! 2" r rot (r E � )

� i
= 0

� � r H � + rot
h
� (r )

�
m r (r E � ) + � r rot (r H � )

� i
= 0

(8.5)

en notant :

� (r ) =
1

! 2"�r 2 � m2

La formulation variationnelle s'obtient par int�egration par parties sur les deux �equations :

8
>>><

>>>:

� ! 2
Z



" r E �  + ! 2

Z



" r � (r ) rot (r E � ) � rot (r  ) � m

Z



� (r ) rot (r  ) � r (r H � ) = 0

�
Z



� r H � � +

Z



� r � (r ) rot (r H � ) � rot (r � ) + m

Z



� (r ) r (r E � ) � rot (r � ) = 0

(8.6)
Les variables E � et H � sont dans H 1(
), ainsi que les fonctions tests  et � . Pour avoir une
formulation variationnelle bien d�e�nie, il est n�ecessairede rajouter une condition sur l'axe
r =

m
k

:

m r (r E � ) + � r rot (r H � ) = 0

En pratique, il est di�cile d'imp osercette condition aux limites.

187



Choix plus classique de E et E �

L' �equation (8.2) nous fournit les deux relations :

� ~H =
1
r

(m E � r (r E � ) )

rot (H ) = m div(
E
� r

) + rot(
1

� r
rot( r E � ))

Cesdeux relations et l' �equation (8.4) nous permet d'�eliminer les inconnuesH et H � :

(� ! 2 " r +
m2

� r
) E �

m
� r

r (r E � ) + rot (
r
�

rot E) = 0 (8.7)

� ! 2 " r E � + m r div(
E
� r

) + r rot (
1

� r
rot (r E � )) = 0 (8.8)

On e�ectue la formulation variationnelle de cesyst�emea�n d'obtenir une formulation variation-
nelle sym�etrique :

� ! 2
Z



" r E � ' + m

Z




1
� r

(m E � r (r E � )) � ' +
Z




r
�

rotE rot ' = 0 (8.9)

� ! 2
Z



" r E �  �

Z




1
� r

(m E � r (r E � )) � r (r  ) = 0 (8.10)

A�n demettre en�evidencela sym�etrie, on peut ajouter lesdeux �equationset obtenir le probl�eme
suivant :

8
>>>><

>>>>:

Trouver (E; E � ) 2 H(rot,
) � H 1(
) tel que

� ! 2
Z



" r (E � ' + E �  )dr dz +

Z




1
� r

(m E � r (r E � )) � (m ' � r (r  )) dr dz

+
Z




r
�

rot (E) rot (' ) dr dz = 0 8(' ;  ) 2 H(rot,
) � H 1(
)

Le lecteur aura not�e la pr�esencede 1=r sur une desint�egrales,rendant n�ecessairel'a jout d'une
condition aux limites sur l'axe. A cette formulation variationnelle, il faut rajouter la condition
aux limites :

(m E � r (r E � )) = 0 pour r = 0

Cette condition est �evidemment v�eri� �eepar les solutions du probl�emecontinu car :

(m E � r (r E � )) = � r ~H

En projetant cette condition sur les deux composantes, on obtient les deux conditions :

m Er � E � = 0 (8.11)

m Ez = 0 (8.12)

Il est di�cile d'imp oser ces conditions dans l'espace discret. En e�et, lorsqu'on adopte une
discr�etisation par �el�ements �nis d'arête, on ne sait traiter que des conditions aux limites por-
tant sur E � n. Par cons�equent, les inconnues discr�etes ne v�eri�eron t pas a priori les condi-
tions (8.11) et (8.12). La formulation variationnelle fait donc intervenir des int�egralesdiver-
gentes. Le papier [Hiptmair et Ledger, 2005] propose d'�evaluer ces int�egralesavec (3r + 1)2

points de quadrature sansavoir besoind'un traitement suppl�ementaire. Quelquepart, on peut

188



interpr�eter cette technique de surint�egration comme une technique de p�enalisation. On met
de mani�ere arti�cielle des coe�cien ts �elev�es dans la matrice a�n de forcer le syst�eme discret
�a v�eri�er les conditions aux limites voulues. Cette justi�cation est heuristique, les r�esultats
num�eriques montrent que cette technique de surint�egration fonctionne correctement et qu'il
n'est pas n�ecessairede prendre autant de points d'in t�egration, une int�egration normale avec
(r + 1)2 points de Gauss su�t (voir �gure 8.2). Le cas test choisi est la di�raction par une
sph�ere di�electrique d'indices " = 1:0 � = 3:5 (cf. �gure 8.1). La m�ethode ne parâ�t pas

Fig. 8.1 { Partie r�eelledu champ di�ract �e par une sph�eredi�electrique.Composante x du champ
�electrique.
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Fig. 8.2 { Evolution de l'erreur entre la solution num�eriqueet la solution analytique pour divers
ordres d'approximations. Utilisation du mêmemaillage triangles d�ecoup�espour tous les ordres.

tr �esrobuste �a causede cette di�cult �e sur l'axe. Cette di�cult �eepeut être lev�eeen utilisant des
�el�ements �nis nodaux au lieu des�el�ements �nis d'arête, la condition aux limites est alors simple
�a traiter. N�eanmoins,il faut un traitement sp�e�cique dessingularit�esg�eom�etriques, on renvoie
le lecteur aux travaux de [Assouset al., 2003].
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Mo di�cation de la form ulation variationnelle

Nousproposonsdanscette sous-sous-sectionuneapproche int�eressante pour lever la di�cult �e
desint�egralesen 1=r. L'id �eeoriginale vient de [Lacoste,2000],elle consiste�a faire le changement
de variable :

U =
(m E � r (r E � ))

r
et de mani�ere similaire pour la fonction-test :

V =
(m ' � r (r  ))

r
L'auteur consid�ere cette id�eecommeanecdotique,il la met en remarque. Il pr�ef�ere revenir �a la
formulation variationnelle de d�epart et construire des�el�ements �nis qui respecteront de mani�ere
naturelle les conditions aux limites. Si on adopte sa d�emarche, on ne peut pas utiliser des
�el�ements �nis classiques,on est amen�e �a devoir modi�er les fonctions de base.C'est pour cette
raison qu'on pr�ef�ereutiliser le changement de variable et ainsi garder les�el�ements �nis standard
H � r ot et H 1. Nous obtenonsla formulation variationnelle suivante :

8
>>>><

>>>>:

Trouver (U ; E � ) 2 H(rot,
) � H 1(
) tel que

� ! 2
Z



" r (r U + r (r E � ) ) � (r V + r (r  ) ) � ! 2 m2

Z



" r E �  

+ m2
Z




r
�

U � V +
Z




r
�

rot (r U) rot( r V ) = 0 8(V ;  ) 2 H(rot,
) � H 1(
)

On s'est servi de la relation :
rot( r U ) = m rot E

Dans cette formulation variationnelle, on a bien ce qu'on recherche, �a savoir la sym�etrie et
aucunesingularit�e. De plus, la solution U satisfait la relation :

U = � ~H

Cette propri �et�e tend �a montrer que le bon choix de variables n'�etait ni E � , H � , ni E, E � , mais
plut ôt H , E � . Pour conclure sur l'in t�er̂et de cette formulation variationnelle, nous comparons
les erreurs L 2 pour les solutions obtenues �a partir de la formulation variationnelle en E; E �

(avec desint�egralesdivergentes) avec lessolutions obtenuespar la formulation variationnelle en
U;E � . Cette comparaisonest faite sur la �gure 8.3. On voit que cette formulation variationnelle
donne desr�esultats plus pr�ecis,quel que soit l'ordre d'approximation.

Form ulation mixte

Une autre possibilit�e pour traiter la singularit�e sur l'axe est d'utiliser une formulation mixte
sur tous les�el�ements prochesde l'axe. On reprend le syst�eme(8.1) en E; H ; E � ; H � . On e�ectue
les int�egrations par parties sur les �equations (8.1) et (8.3), a�n de choisir H ; H � dans L 2.

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

� ! 2
Z



" r E � ' + m

Z



' � H �

Z



r H � rot ' �

Z

�
r H � ' � n = 0

� ! 2
Z



" r E �  +

Z



H � rot (r  ) �

Z

�
r  H � n = 0

�
Z



� r H � � + m

Z



E � � +

Z



rot (r E � ) � � = 0

�
Z



� r H � � �

Z



r � rot (E) = 0
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Fig. 8.3 { Evolution de l'erreur L 2 pour la FV E; E � et la FV U;E � . Courbesen �echelleslog-log.
Maillages triangles d�ecoup�es et int�egration exacte ((r + 1)2 points de Gauss)

Les espacesd'approximation sont :

E 2 Vh = f ' 2 H (r ot; 
) tel que DF t
i ' � Fi 2 Qr � 1;r � Qr ;r � 1g

E � 2 Wh = f  2 H 1(
) tel que  � Fi 2 Qr ;r g

H 2 Th = f � 2 (L 2(
)) 2 tel que DF t
i ' � Fi 2 Qr ;r � Qr ;r g

H � 2 Uh = f � 2 L 2(
) tel que � � Fi 2 Qr � 1;r � 1g

Vh est la premi�ere famille de N�ed�elec sur les quadrangles,tandis que Wh est l'espaceclassique
des �el�ements �nis nodaux sur les quadrangles.Sur le même cas test que pr�ec�edemment, on
peut comparer cette m�ethode �a la derni�ere technique. On voit donc sur la �gure 8.4 que cette
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Q2 modified
Q2 mixed
Q3 modified
Q3 mixed
Q4 modified
Q4 mixed

Fig. 8.4 { Evolution de l'erreur L 2 pour la FV mixte E; E � et la FV U;E � . Courbesen �echelles
log-log, maillagestriangles d�ecoup�eset int�egration exacte.

m�ethode se comporte bien. C'est pourquoi on a retenu cette technique par la suite. On a fait
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�gurer dans la formulation variationnelle les termes de bord ; on explicitera ult �erieurement le
devenir de cestermes de bord suivant les conditions aux limites choisies.

8.1.2 Calcul de la matrice �el�ements �nis

Expression des matrices �el�ementaires

Le choix des espacesd'approximation a �et�e donn�e pr�ec�edemment. On rappelle en premier
lieu l'expressiondesfonctions de basepour les4 espacesd'approximation. Les fonctions de base
de Vh sur le carr�e unit �e K̂ sont les suivantes :

^' 1
i;j (x̂; ŷ) = '̂ G

i (x̂) ^' GL
j (ŷ) ex 1 � i � r 1 � j � r + 1

'̂ 2
i;j (x̂; ŷ) = ^' GL

i (x̂) ^' G
j (ŷ) ey 1 � i � r + 1 1 � j � r

Les fonctions de basepour Wh ; Th et Uh :

 ̂ i;j (x̂; ŷ) = ^' GL
i (x̂) ^' GL

j (ŷ) 1 � i � r + 1 1 � j � r + 1

�̂ l
i;j (x̂; ŷ) = '̂ GL

i (x̂) ^' GL
j (ŷ) el l = 1::2 1 � i � r + 1 1 � j � r + 1

�̂ i;j (x̂; ŷ) = '̂ G
i (x̂) ^' G

j (ŷ) 1 � i � r 1 � j � r

o�u '̂ G
i ; ^' GL

i sont respectivement lesfonctionsdebaseassoci�eesaux points deGauss,et aux points
de Gauss-Lobatto. On a par d�e�nition desespacesd'approximation les d�e�nitions suivantes :

' (x; y) = DF � t
i '̂ (x̂ ; ŷ)  (x; y) =  ̂ (x̂; ŷ)

� (x; y) = DF � t
i �̂ (x̂ ; ŷ) � (x; y) = �̂ (x̂; ŷ)

Apr �eschangement de variables les matrices s'�ecrivent alors :

(B 1
h) j;k = � ! 2

Z

K̂
" r J i DF � 1

i DF � t
i ^' j � '̂ k

(B 2
h) j;k = � ! 2

Z

K̂
" r J i  ̂ j  ̂ k

(D 1
h) j;k = �

Z

K̂
� r J i DF � 1

i DF � t
i �̂ j � �̂ k

(D 2
h) j;k = �

Z

K̂
� r J i �̂ j �̂ k

(Ch) j;k = m
Z

K̂
^' j � �̂ k

(R1
h) j;k = �

Z

K̂
r �̂ k ^rot ' j

(R2
h) j;k = +

Z

K̂
�̂ k � ^rot (r  ̂ k)
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La formulation variationnelle aboutit au syst�emelin�eaire suivant :
0

B
B
B
B
B
@

B 1
h 0 Ch R1

h

0 B 2
h R2

h 0

C t
h (R2

h)t D 1
h 0

(R1
h)t 0 0 D 2

h

1

C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
@

E

E �

H

H �

1

C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
@

FE

FE �

FH

FH �

1

C
C
C
C
C
A

On pr�eciserault �erieurement comment on obtient les termes source.Comme les inconnuesH et
H � sont discontinuesd'un �el�ement �a un autre, on peut les�eliminer �a l'aide d'un compl�ement de
Schur, et ne garder que les inconnuesprincipales E et E � . On obtient alors le syst�eme lin�eaire
suivant :
h
B 1

h � Ch (D 1
h)� 1 C t

h � R1
h (D 2

h)� 1 (R1
h)t

i
E

� Ch (D 1
h)� 1 (R2

h)t E � = FE � Ch (D 1
h)� 1FH � R1

h (D 2
h)� 1 FH �

h
B 2

h � R2
h(D 1

h)� 1 (R2
h)t

i
E � � R2

h (D 1
h)� 1C t

h E = FE � � R2
h (D 1

h)� 1 FH

Au lieu de faire l' �elimination des inconnues H et H � sur le probl�eme continu, on le fait au
niveau discret. On peut faire le lien de chaque terme matriciel avec un terme de la formulation
standard en E; E � . Ainsi le terme � Ch (D 1

h)� 1 C t
h correspond au terme suivant de la formulation

standard :

m2
Z




1
� r

E � ' dr dz

Le terme � R1
h (D 2

h)� 1 (R1
h)t correspond au rot-rot :

Z




r
�

rot( E) rot (' ) dr dz

Le terme de couplage� Ch (D 1
h)� 1 (R2

h)t est associ�e �a :

� m
Z




1
� r

E � r (r  )

On d�emontrera ult �erieurement que si on choisit des points d'in t�egration ad�equats, on obtient
une �equivalencestricte entre la formulation standard et la formulation mixte.

Lesmatrices D 1
h et D 2

h sont d�e�nies n�egatives,ellessont toujours inversibles.On doit cepen-
dant ne pas utiliser les points de Gauss-Lobatto commepoints d'in t�egration pour les �el�ements
prochesde l'axe.

Traitemen t des conditions aux limites

On s'int�eressedans ce paragraphe �a la prise en compte des conditions aux limites de type
Dirichlet et de Silver-M•uller. On consid�ere une condition de Dirichlet inhomog�ene:

E � n = f E � = g

On la traite de mani�ere classiquecar nos inconnuesprincipales sont E et E � .
La condition absorbante d'ordre 1 souvent appel�eecondition de Silver-M•uller s'ecrit :

E 3D � n + n � H 3D � n = 0
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On d�ecomposele champ �electrique sur sescomposantes :

E 3D = Er r̂ + Ez ẑ + E � �̂

La normale n a pour composante :

n = nr r̂ + nz ẑ

Le produit vectoriel est donc �egal �a :

E 3D � n = E � nz r̂ � E � nr ẑ � (E r nz � Ez nr ) �̂

On reconnait la quantit �e :

E � n = (E r nz � Ez nr )

De même, le champ magn�etique tangentiel est �egal �a :

n � H 3D � n = nz H � n r̂ � nr H � n ẑ + H � �̂

La condition absorbante d'ordre 1 s'�ecrit alors :

E � + H � n = 0

� E � n + H � = 0

ce qu'on r�e�ecrit en exploitant le changement de variables pr�esent�e en d�ebut de chapitre ;

� i! E � + H � n = 0

� i! E � n + H � = 0

On rappelle que la formulation variationnelle fait apparaitre les termes de bord :

�
Z

�
r H � ' � n ds

�
Z

�
r  H � n ds

Cestermes deviennent donc �egaux �a :

� i!
Z

�
r E � n ' � n ds

� i!
Z

�
r E �  ds

On retrouve destermes analogues�a ce qu'on avait pour les �equations de Maxwell de 2-D pour
E et pour l' �equation de Helmholtz pour E � . Le poids d'in t�egration est di� �erent, on note la
pr�esencede r . Le coe�cien t � i! est li�e �a la convention � i! t qu'on a choisie tout au long de
l'expos�e.
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Expression des termes sources

On consid�ere la d�ecomposition d'une onde plane :

E incident =
+ 1X

m = �1

Einc
r ;m r̂ + E inc

z;m ẑ + E inc
� ;m �̂

Par souci de l�eg�eret�e desnotations, on introduit :

Einc =

�
�
�
�
�
�

E inc
r ;m

Einc
z;m

Einc
� = Einc

� ;m

On utilise desnotations similaires pour le champ magn�etique incident, les termes sourcesde la
formulation variationelle s'�ecrivent alors :

(FE ) i = ! 2
Z



(" � "0) r Einc � ' i

(FE � ) i = ! 2
Z



(" � "0) r E inc

�  i

(FH ) i =
Z



(� � � 0) r H inc � � i

(FH � ) i =
Z



(� � � 0) r H inc

� � i

Nous explicitons maintenant la d�ecomposition d'une onde planes en modes. On consid�ere
une onde plane classiquedans la basecart�esienne(ex ; ey ; ez) :

E inc =

�
�
�
�
�
�
�
�

E 0
x

E 0
y

E 0
z

ei k �x

Le champ �electrique incident s'�ecrit dans la basecylindrique (er ; e� ; ez)

E inc =

�
�
�
�
�
�
�
�

cos� E 0
x + sin � E 0

y

cos� E 0
y � sin � E 0

x

E 0
z

ei k �x

On veut d�ecomposerce champ sousla forme

E inc =
+ 1X

m= �1

�
�
�
�
�
�
�
�

Er ;m

E � ;m

Ez;m

e� im�

Du fait de l'orthogonalit �e desmodes,E r ;m est �egal �a

Er ;m =
1

2�

Z 2�

0
E inc

r eim�

k � x = kx r cos� + ky r sin � + kzz
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On introduit un angle d'incidence � 0 de l'onde plane, tel que :

kx cos� + ky sin � = k? cos(� � � 0)

k? et � 0 sont d�e�nis par les relations

k? =
q

k2
x + k2

y cos� 0 =
kxq

k2
x + k2

y

On a donc

Er ;m = eik z z 1
2�

Z 2�

0
(cos� E 0

x + sin� E 0
y ) eik ? r cos(� � � 0 )eim� d�

On utilise le d�eveloppement de Jacobi-Anger :

eik ? r cos(� � � 0 ) =
+ 1X

n= �1

in Jn (k? r )ein (� � � 0 ) = J0(k? r ) + 2
+ 1X

n=1

inJn (k? r ) cosn(� � � 0)

On obtient �nalement l'expressionsuivante :

Er ;m =
1
2

eik z z
h
im� 1Jm� 1(k? r )ei (m� 1)� 0 (E 0

x + iE 0
y ) + i m+1 Jm+1 (k? r )ei (m+1) � 0 (E 0

x � iE 0
y )

i

Pour obtenir E � ;m , il su�t de remplacer E 0
x par E 0

y et E 0
y par � E 0

x .

E � ;m =
1
2

eik z z
h
im� 1Jm� 1(k? r )ei (m� 1)� 0 (E 0

y � iE 0
x ) + i m+1 Jm+1 (k? r )ei (m+1) � 0 (E 0

y + iE 0
x )

i

Ez;m est �egal �a
Ez;m = im Jm (k? r ) E 0

z ei kz zeim� 0

On notera que pour une incidenceaxiale (k? = 0), l'onde plane sed�ecomposesur les deux
modes-1 et +1 :

Er ;� 1 =
1
2

(E 0
x � iE 0

y )

Er ;+1 =
1
2

(E 0
x + iE 0

y )

E � ;� 1 =
1
2

(E 0
y + iE 0

x )

E � ;+1 =
1
2

(E 0
y � iE 0

x )

Ez;� 1 = Ez;+1 = 0

Equiv alence form ulation mixte - form ulation standard

Sur les �el�ements prochesde l'axe, il est n�ecessaired'utiliser une int�egration avec despoints
de Gauss; en pratique on prend (r + 1)2 points de Gauss. Sur les �el�ements qui ne touchent
pas l'axe, rien ne nous emp̂eche de prendre une int�egration approch�ee. Le but recherch�e est
d'obtenir un calcul rapide de la matrice �el�ements �nis, par exempleune complexit�e en O(r 4) o�u
r est l'ordre d'approximation. Une int�egration exacte nous fournit un calcul relativement lent,
de complexit�e O(r 6) rendant r�edhibitoire l'utilisation de Q8.

On choisit doncdespoints d'in t�egration deGauss-Lobattopour �evaluer lesmatricesdemasse
D 1

h , D 2
h , B 1

h, B 3
h , la matrice de rigidit �e de l'inconnue scalaireR2

h et la matrice de couplageCh.
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On choisit les points de Gausspour �evaluer la matrice de rigidit �e vectorielle R1
h . Comme l'on a

vu au chapitre 7, cechoix donneune erreur de dispersionoptimale sur les�equationsde Maxwell
2-D. De plus, ce choix aboutit �a une �equivalenceentre la formulation mixte et la formulation
standard, si on utilise lespoints de Gauss-Lobattopour toutes lesmatrices �el�ementaires except�e
la matrice de rigidit �e vectorielle o�u on prend les points de Gauss.On s'attache danscette sous-
sous-section�a d�emontrer de mani�ere relativement simple cette �equivalence.

On commencepar le terme de massevectoriel de la formulation standard :
Z

K̂
(� ! 2 " r +

m2

� r
) J i DF � 1

i DF � t
i '̂ j � ^' k et � � es

On veut prouver que ce terme est �egal �a B 1
h � Ch (D 1

h)� 1 C t
h si on utilise lespoints d'in t�egration

de Gauss-Lobatto. La partie B 1
h est identique sur les deux formulations mixte et standard.

Int�eressonsnous �a la partie � Ch (D 1
h)� 1 C t

h. Le terme g�eneriquede C t
h est �egal �a :

(C t
h)(j;s );(k;t ) = m ! GL

j ^' k (�̂ GL
j )et � es

La matrice de masseD 1
h est diagonalepar blocs :

(D 1
h)� 1

(j;s );(k;t ) = �
1

! GL
j � r J i

DF t
i DFi et � es � j;k

Le produit s'�ecrit alors :

� (Ch (D 1
h)� 1 C t

h)(j;s );(k;t ) = m2
X

n;p;q

! GL
n

(� r J i )( �̂ GL
n )

'̂ j (� GL
n ) (DF t

i DFi )( �̂ n )p;q es� ep et � eq '̂ k (� GL
n )

Ce qu'on peut r�e�ecrire sousla forme

(� Ch (D 1
h)� 1 C t

h)(j;s );(k;t ) = m2
X

n

! GL
n

(� r )( �̂ GL
n )

'̂ j (� GL
n ) ^' k (� GL

n ) A(� GL
n )s;t

La matrice interm�ediaire A est �egale�a :

As;t =
X

p;q

1
J i

(DF t
i DFi )es � ep et � eq

En faisant cette double sommation sur p et q, on calcule en pratique la comatrice de DF t
i DFi ,

qui est donc �egale�a det(DF t
i DFi )(DF t

i DFi )� 1 = J 2
i DF � 1

i DF � t
i . Au �nal, on trouve donc :

� (Ch (D 1
h)� 1 C t

h)(j;s );(k;t ) = m2
X

n

! GL
n

(� r )( �̂ GL
n )

^' j (� GL
n ) ^' k (� GL

n ) J i DF � 1
i DF � t

i es � et

On a bien l' �equivalenceannonc�eesur ce terme. On remarqueraque le calcul de ce terme est de
complexit�e O(r 4), car ce terme est une matrice de massequ'on a rencontr �eedans le chapitre 5.

On regardemaintenant le terme de rigidit �e :
Z

K̂

r
� J i

rot ( ^' j es)rot ( ^' j et )

On veut prouver qu'il est �egal au terme :

� R1
h (D 2

h)� 1 (R1
h)t
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On utilise les points de Gausspour int�egrer toutes cesmatrices. D 2
h est diagonale:

(D 2
h)� 1

j;k = �
1

� r J i ! G
k

� j;k

R1
h est d'expressionrelativement simple :

(R1
h) j;k = � ! G

k rot ( ^' j es)( ^� G
k )� j;k

Lorsqu'on multiplie, on fait apparaitre la sommation sur les points de quadrature :

� (R1
h (D 2

h)� 1 (R1
h)t ) j;k =

X

n

! G
n

(� r J i )( ^� G
n )

rot( ^' j es)( ^� G
n ) rot ( ^' j es)( ^� G

n )

On retrouve bien l'expression annonc�ee, avec une sommation sur les points d'in t�egration de
Gauss.L�a aussi, un terme analoguea d�ej�a �et�e analys�e au chapitre 5, on a une complexit�e en
O(r 4) sur ce terme.

On laissele soin au lecteur de montrer l' �equivalencepour lesautres termesde la formulation
variationnelle. L' �equivalence pour la matrice de rigidit �e scalaire a �et�e signal�ee au chapitre 1.
La complexit�e est bien en O(r 4). Pour le terme de couplage,la d�emonstration est un peu plus
ardue. Le terme de couplagede la formulation standard s'�ecrit :

m
Z

K̂

J i

� r
DF � t

i '̂ i � r (r  j )

On utilise despoints de Gauss-Lobatto pour int�egrer cette matrice. On aura donc un indice de
sommation en moins car les fonctions de base '̂ ont un facteur '̂ GL

j 2
sur une variable. On aura

�egalement un autre indice de sommation en moins car le gradient desfonctions  ont �egalement
un facteur '̂ GL

j 2
sur une variable. La complexit�e du calcul de la matrice �el�ementaire de couplage

est en O(r 4).

8.2 Pr �ecision de la m�etho de

8.2.1 Cas de la sph�ere parfaitemen t conductrice

On �etudie la pr�ecisionde la m�ethode sur le casacad�emiquede la sph�ereparfaitement conduc-
trice (voir �gure 5.6), avecune condition de Silver-M•uller sur la fronti �ereext�erieure. On obtient
les r�esultats de la �gure 8.5 pour des maillages r�eguliers. On mesuredes pentes de 1:04, 2:02,
2:99, 4:07, 5:10 pour respectivement Q1, Q2, Q3, Q4 et Q5. On a, semble-t-il, une convergencede
la m�ethode en O(hr ). Sur desmaillages\triangles d�ecoup�es", on retrouvera vraisemblablement
au mieux une convergenceen O(hr � 1) du fait de l'utilisation de la premi�ere famille de N�ed�elec
sur les quadrangles,qui donnait cet ordre de convergencesur les �equationsde Maxwell 2-D (cf.
chapitre 5).

8.2.2 Cas du cone-sph �ere

On s'int�eressemaintenant au cas interm�ediaire du cône-sph�ere, dont la g�eom�etrie poss�ede
une singularit�e uniquement sur un point de l'axe. La g�eom�etrie est donc \faiblement singuli�ere"
puisque la surface 3-D est singuli�ere uniquement en un point. La solution de ce probl�eme est
a�c h�eesur la �gure 8.6. On calcule une solution de r�ef�erenceavec du Q8 sur un maillage d'un
million deddl. On obtient lescourbesdeconvergencede la �gure 8.7pour desmaillagesr�eguliers.
On utilise des maillages quadrangulaires non-structur�es (cf. �gure 8.8), qui ne sont pas obte-
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Fig. 8.5 { Evolution de l'erreur H-rot entre la solution num�erique et la solution analytique en
�echelle log-log. Cas de la sph�ere parfaitement conductrice sur desmaillagesr�eguliers.

Fig. 8.6 { Partie r�eelledu champ di�ract �e par une ondeplane pour un cone-sph�ereparfaitement
conducteur. L'onde plane est axiale, elle vient par le haut.

nus en d�ecoupant des triangles. Cesmaillagessont obtenus en recombinant des triangles entre
eux pour obtenir desquadrangles.Le maillage hybride quadrangles/triangles est red�ecoup�e a�n
de n'obtenir que des quadrangles.Ces maillages sont g�en�eralement plus sympathiques que les
triangles d�ecoup�es, on a besoinde moins de degr�es de lib ert�e pour obtenir la même pr�ecision.
Toutefois, comme le montre la �gure 8.5, il est di�cile de mesurer un ordre de convergence.
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Nous pr�ef�eronsdonc faire une �etude de convergenceen subdivisant le maillage 8.8. On obtient
le tableau 8.1. h = 1:0 correspond au maillage initial, h = 0:5 correspond �a ce maillage deux
fois plus �n, etc ... La premi�ere information que donne ce tableau est que cette faible singu-
larit �e ne perturb e pas l'ordre de convergencede la m�ethode, lorsqu'on �evalue l'erreur sur un
domaine excluant la singularit�e. La secondeinformation est que lorsqu'on utilise desmaillages
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Fig. 8.7 { Evolution de l'erreur H-rot entre la solution num�erique et la solution de r�ef�erenceen
�echelle log-log. Cas du cone-sph�ere parfaitement conducteur sur des maillages non-structur�es.
L'erreur est calcul�ee en omettant la r�egion r < 0:5 qui contient la singularit�e.

Fig. 8.8 { Maillage utilis �e pour mesurer l'ordre de convergence
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h = 1.0 h = 0.5 h = 0.25 h = 0.125 h = 0.0625 h = 0.03125 h = 0.015625
Erreur avec Q1 - - 1.08 0.46 0.14 0.051 0.023

Ordre de convergence - - - 1.23 1.74 1.42 1.15
Erreur avec Q2 - 1.14 0.074 0.038 4.6e-3 9.54e-4 -

Ordre de convergence - - 3.94 0.96 3.04 2.27 -
Erreur avec Q4 0.34 0.027 0.0024 7.99e-4 2.53e-5 - -

Ordre de convergence - 3.65 3.47 1.6 4.98 - -

Tab. 8.1 { Erreur H-rot entre la solution num�erique et la solution de r�ef�erencepour di� �erents
pas de maillage. Cas d'un maillage dont chaque segment est subdivis�e en 2k sous-intervalles.

quadrangulairesobtenus par subdivision, il semble qu'on obtienne un ordre de convergenceen
O(hr ). Cette observation peut secomprendrecar la subdivision d'un maillage va faire tendre les
matrices jacobiennesvers des matrices jacobiennesdiagonales.Les termes extra-diagonaux de
DFi vont tendre vers 0 lorsque le pas de maillage tend vers 0. Cette convergenceest \globale",
localement les quadranglesqui sont �a la jonction dessous-domainesne v�eri�en t pas cette pro-
pri �et�e. En subdivisant un maillage initial, on va serapprocher du comportement d'un maillage
r�egulier.

8.2.3 Cas du cylindre

On traite maintenant un cas avec une singularit�e plus �etendue que le cas pr�ec�edent. On
consid�erela di�raction d'une ondeplanepar un cylindre parfaitement conducteur (cf. �gure 8.9).
On peut cette fois, utiliser desmaillagesparfaitement r�eguliers,et obtenir lescourbesde conver-

Fig. 8.9 { Partie r�eelledu champ di�ract �e par un cylindre parfaitement conducteur

gencesympathiquesde la �gure 8.10. La solution de r�ef�erenceest calcul�ee sur un maillage Q8

d'un million de ddl avec un ra�nemen t local sur les deux coins du maillage. On retrouve ce
qu'on a d�ej�a signal�e pour l' �equation de Helmholtz 2-D. On a une convergenceen O(h1:33) quel
quesoit l'ordre d'approximation, mais lesconstantes sont de plus en plus faibles lorsqu'on monte
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en ordre. A pr�ecision �x �ee, on a besoin de moins de degr�es de lib ert�e en Q8 qu'en Q2, si on
utilise un maillage r�egulier uniforme. Pour capter le bon ordre de convergence,on fait une �etude
sur le tableau 8.2, en subdivisant un maillage initial. Ce tableau est instructif, car sur les dia-

h 1.0 0.5 0.25 0.125 0.0625 0.03125 0.015625 0.0078125
Erreur avec Q1 - - 0.67 0.215 0.0918 0.0428 0.0211 0.0109

Ordre de convergence - - - 1.63 1.22 1.10 1.02 0.95
Erreur avec Q2 - 0.65 0.0708 0.0176 4.99e-3 1.55e-3 5.23e-4 -

Ordre de convergence - - 3.20 2.01 1.82 1.69 1.57 -
Erreur avec Q4 0.217 0.0156 3.67e-3 1.36e-3 5.09e-4 2.0e-4 - -

Ordre de convergence - 3.8 2.09 1.43 1.42 1.34 - -

Tab. 8.2 { Erreur H-rot entre la solution num�erique et la solution de r�ef�erencepour di� �erents
pas de maillage. Cas d'un maillage dont chaque segment est subdivis�e en 2k sous-intervalles.

gonales,on a l'erreur commisepour un nombre de degr�es de lib ert�e constant, pour Q1, Q2 et
Q4. Ainsi, lorsque l'on met huit points par longueur d'onde (h = 0:125 pour Q1), on obtient
une erreur de 21 % en Q1, de 7% en Q2 et de 1.5 % en Q4. Sur toutes les diagonales,on a bien
une d�ecroissancede l'erreur.

8.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nousavons pr�esent�e une m�ethode de discr�etisation des�equationsde Max-
well sur desdomainesaxi-sym�etriques. Cette m�ethode de discr�etisation utilise des�el�ements �nis
quadrilat �eraux H-rot pour E et H 1 pour E � . A�n d'�eviter la pr�esenced'in t�egralesavec un poids
en 1=r, nous proposonsune formulation mixte. Nous avons valid�e cette approche sur le casde
la sph�ere, du cône-sph�ere et du cylindre.
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Fig. 8.10 { Evolution de l'erreur H-rot entre la solution num�erique et la solution de r�ef�erence
en �echelle log-log. En abscisse, on fait �gurer h=r a�n de pouvoir comparer les di� �erents
ordres d'approximation. Cas du cylindre parfaitement conducteur sur des maillages r�eguliers.
On calcule l'erreur sur un domaine excluant tout le pourtour de l'ob jet.
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Chapitre 9

�Equations in t �egrales d'ordre �elev�e
pour les �equations de Maxw ell sur
des domaines �a sym�etrie de
r �evolution

Nous montrons dans ce chapitre comment on �etablit une formulation
int �egrale lorsque le domaine de calcul pr�esenteune sym�etrie de r�evolution.
Commedans le cas volumique,on aboutit �a une successionde probl�emes2-D
ind�ependants. La principale di�cult �e r�esidedans le calcul desint �egralessin-
guli�eres. Nous proposonsplusieurs approchesconcurentielles pour lever cette
di�cult �e. Finalement, nous discutons du couplageavec les �el�ements�nis, et
l'int �erêt de monter en ordre.
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9.1 Obten tion de la form ulation variationnelle

Notre principale source d'inspiration est [Volpert et Levadoux, 2001]. Dans ce rapport,
l'auteur pr�esente une discr�etisation d'ordre 1 pour une formulation int�egrale coupl�ee avec des
�el�ements �nis d'ordre 1. Notre apport estd'�etendrecette approche�a l'ordre �elev�e, enutilisant des
formulations variationnelles l�eg�erement di� �erentes. L'obtention de la formulation s'e�ectue en
consid�erant une formulation variationnelle 3-D, et en injectant desfonctions de basesp�eci�ques.
On obtient alors une suite de formulations variationnelles 2-D ind�ependantes. Les techniques
d'in t�egration de singularit�essont n�eanmoinssp�eci�ques �a l'axi-sym�etrique. Elles sont di� �erentes
de ce qu'on peut rencontrer en 2-D ou en 3-D, bien qu'on puissefaire quelquessimilitudes avec
le 3-D.

9.1.1 Notations

On consid�ere une courbe du plan � param�etr�ee par l'abscissecurviligne s. Un point M
appartenant �a � a pour coordonn�ees:

M (s) = (r (s) ; z(s))

La surfaceg�en�er�ee par r�evolution seranot�ee �. Un point de cette surfacea pour coordonn�ees:

M (s; � ) = (r cos� ; r sin � ; z)

L' �el�ement surfaciquevaut alors
d� = r dsd�

On note t , le vecteur tangent unitaire �a � :

t = (tx ; tz) =
1

r

(
@r
@s

)2 + (
@z
@s

)2

(
@r
@s

;
@z
@s

)

Par la suite, a�n de simpli�er lescalculs,noussupperonsque s est un param�etragede la courbe
qui v�eri�e : r

(
@r
@s

)2 + (
@z
@s

)2 = 1

s correspond dans ce cas �a ce qu'on appelle l'abscissecurviligne. On intro duit la baseortho-
norm�eedirecte (t ; n; b) telle que

t =

�
�
�
�
�
�
�
�

tx cos�

tx sin�

tz

n =

�
�
�
�
�
�
�
�

tz cos�

tz sin�

� tx

b =

�
�
�
�
�
�
�
�

� sin �

cos�

0

Les vecteurs (t ,b) sont tangents �a la surface�. n est la normale unitaire, ext�erieure �a �, si on
supposeque la fronti �ere � est parcourue dans le sensdirect.
On consid�ere un secondpoint :

M 0 = (r 0cos� 0; r 0sin � 0; z0)

La distance entre le point M et le point M 0, vaut :

R2 = jjMM 0jj2 = (r 0cos� 0 � r cos� )2 + (r 0sin � 0� r sin � )2 + (z0 � z)2
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R2 = r 2 + r 02 � 2r r 0cos(� � � 0) + (z � z0)2

R =
p

(r 0 � r )2 + (z0 � z)2 + 2r r 0(1 � cos' )

o�u on a introduit l'angle ' :
' = � � � 0

Le vecteur MM 0 a pour composantes dans le syst�emet 0; n0; b0 :

M M 0
t0 = r 0t0

x � r t0
x cos' + (z0 � z) t0

z

M M 0
b0 = � r sin '

M M 0
n0 = r 0t0

z � r t0
z cos' � (z0 � z) t0

x

Les produits scalairesentre le syst�emet 0; n0; b0 et le syst�emet ; n; b valent :

t 0� t = t0
x tx cos' + t0

z tz t 0� b = � t0
x sin ' t 0� n = � t0

z tx + t0
x tz cos'

b0� t = tx sin ' b0� b = cos' b0� n = tz sin '

n0� t = � t0
x tz + t0

z tx cos' n0� b = � t0
z sin ' n0� n = t0

z tz cos' + t0
x tx

9.1.2 Form ulation EFIE

On note les courants, en gardant n normale ext�erieure �a �

J = n � H K = E � n

On suppose que l'ob jet est parfaitement conducteur, on a alors K = 0. On ne garde que
l'inconnue J, la formulation variationnelle 3-D de l'EFIE s'�ecrit :

� i
Z

�

Z

�
k G(x; y)

 

J(y)��J t (x) �
1
k2 div � (J(y)) div � (�J t (x))

!

d� (y) d� (x) =
Z

�
E inc (x)��J t (x) d� (x)

J t est la fonction test, elle est prise dans le mêmeespacefonctionnel que J : l'espaceH (div ; �).
Souvent, cette formulation variationnelle est �ecrite en omettant le conjugu�e sur la fonction test
(J t (x) au lieu de �J t (x)). En e�et, les deux notations sont �equivalentes lorsqu'on prend des
fonctions de baser�eelles,ce qui est le cas en 3-D. Dans notre cas, on prend des fonctions de
basecomplexes,on doit donc ne pas omettre le conjugu�e. J est tangentiel �a la surface�. C'est
pour cette raison qu'on choisit d'exprimer sesprojections sur les deux vecteurs tangentiels t et
b On ne discr�etise ainsi que deux inconnuesscalairesJ t et Jb.
On choisit desfonctions de basede la forme :

Jt (s; � ) = ' (s) e� im�

Jb(s; � ) =  (s) e� im�

La condition J 2 H (div ; �) ser�einterpr ête comme:

' 2 H 1(�)  2 L 2(�)

Un choix possiblede fonctions de baseest de prendre la trace desfonctions de basevolumiques
issuesde la formulation H � r ot :

^' i (ŝ) = ^' GL
i (ŝ) i = 1::(r + 1)
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 ̂ i (ŝ) = ^' G
i (ŝ) i = 1::r

Une autre choix est de prendre :

' 2 H 1(�)  2 H 1(�)

On choisit alors les mêmesfonctions de base

'̂ i (ŝ) =  ̂ i (ŝ) = '̂ GL
i (ŝ)

Dans la suite, nous garderons la notation avec deux fonctions de basedi� �erentes. Au niveau
des r�esultats num�eriques,on a fait le choix de prendre les mêmesfonctions de base.Les deux
inconnuesJt et Jb sont continues et appartiennent �a H 1. Nous verrons ult �erieurement en quoi
ce choix est judicieux pour r�ealiser le couplageavec les �el�ements �nis.

On va maintenant remarquerqu'on aboutit �a desprobl�emesind�ependants pour chaquemode
m. En e�et supposonsqu'on ait d�ecompos�e J sousla forme :

J(x0) =
+ 1X

m0= �1

Jm 0(s0) e� im 0� 0

On choisit commefonctions tests

J t (x) = J t
m (s) e� im�

On note :

a(u(x0); v (x)) = � ik G(x; x0)
�
u(x0) � �v (x) �

1
k2 div � u(x0)div � �v (x)

�

on constate alors que

a(J(x0); J t (x)) =
+ 1X

m0= �1

hm0(s; s0; ' ) eim' e� i (m0� m)�

On a s�epar�e la d�ependanceen ' et la d�ependanceen � . On a utilis �e le fait que le noyau de
Green ne d�epend que de la distance R, dont l'expressionne fait intervenir que ' . De même,les
produits scalairest 0� t ; t 0� b::: ne d�ependent quede ' . Lorsqu'on e�ectue la double int�egration,
on a :

Z

�

Z

�
a(J(x0); J t (x)) dx0dx =

Z 2�

0

Z 2�

0

Z

�

Z

�
a(J(x0); J t (x)) r r 0dsds0d� 0d�

On fait le changement de variables :
' = � � � 0

On a alors :
Z

�

Z

�
a(J(x0); J t (x)) dx0dx =

Z 2�

0

Z � +2 �

�

Z

�

Z

�
a(J(x0); J t (x)) r r 0dsds0d' d�

Par 2� -p�eriodicit �e de hm0 par rapport �a ' , on a :

Z

�

Z

�
a(J(x0); J t (x)) dx0dx =

+ 1X

m0= �1

Z 2�

0

 Z �

� �

Z

�

Z

�
hm0(s; s0; ' ) eim' r r 0dsds0d'

!

e� i (m0� m)� d�
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Si on choisit m 6= m0, on aura une int�egraleen � nulle. On en d�eduit que :
Z

�

Z

�
a(Jm 0(x0) e� im 0� ; J t

m (x)e� im� ) dx dx0 = 0 8m0 6= m

On a bien desprobl�emesind�ependants.
Dans la suite, on divisera la formulation variationnelle par 2� pour avoir :

1
2�

Z

�

Z

�
a(J(x0); J t (x))dx0dx =

Z �

� �

Z

�

Z

�
hm (s; s0; ' ) eim' r r 0dsds0d'

Le secondmembre s'�ecrit :

1
2�

Z 2�

0

Z

�
E inc (x) � �J t

m (s)eim� r dsd� =
Z

�
E inc

m (s) � �J t
m (s) r ds

E inc
m est la quantit �e qu'on a introduite dans la sectionpr�ec�edente. C'est la composante associ�ee

au mode m, du champ �electrique incident.
Soit une fonction scalaireu, exprimons le gradient dans le syst�emet ; b; n

u =
@u
@r

r̂ +
1
r

@u
@�

�̂ +
@u
@z

ẑ = (tx
@u
@r

+ tz
@u
@z

)t +
1
r

@u
@�

b + (� tz
@u
@r

+ tx
@u
@z

)n

Le gradient surfaciqueest par d�e�nition la composante tangentielle du gradient, soit :

r � u =
@u
@s

t +
1
r

@u
@�

b

On cherche l'expressionde la divergencesurfaciqueen e�ectuant une int�egration par parties :

Z 2�

0

Z

�
r � u � v r dsd� =

Z 2�

0

Z

�
(r

@u
@s

vt ) +
@u
@�

vb dsd�

= �
Z 2�

0

Z

�
u

�
r

@vt

@s
+

@r
@s

vt +
@vb

@�

�
dsd�

Comme tx =
@r
@s

, on en d�eduit l'expressionde la divergencesurfacique:

div � v =
@vt

@s
+

tx

r
vt +

1
r

@vb

@�

On applique cette expressionsur les fonctions de basede J :

div � (Jt (x0)t 0) =
� @' i

@s0(s0) +
t0
x

r 0' i (s0)
�

e� im� 0

div � (Jb(x0)b0) = �
i m
r 0  i (s0) e� im� 0

Explicitons dans un premier temps la matrice

Sij = �
i
k

Z

�

Z

�
G(x; x0) div � w j (x0) div � �w i (x) dx0dx

w i �etant une fonction de basede J. On distingue quatre cas:
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Cas 1 : w i = ' i (s) e� im� t w j = ' j (s0) e� im� 0
t 0

Sij = �
i
k

Z �

� �

Z

�

Z

�
G(x; x0)

� @' j

@s0 +
t0
x

r 0' j (s0)
� � @' i

@s
+

tx

r
' i (s)

�
eim' r r 0ds0dsd'

Cas 2 : w i = ' i (s) e� im� t w j =  j (s0) e� im� 0
b0

Sij = �
m
k

Z �

� �

Z

�

Z

�
G(x; x0)

 j (s0)
r 0

� @' i

@s
+

tx

r
' i (s)

�
eim' r r 0ds0dsd'

Cas 3 : w i =  i (s) e� im� b w j = ' j (s0) e� im� 0
t 0

Sij =
m
k

Z �

� �

Z

�

Z

�
G(x; x0)

� @' j

@s0 +
t0
x

r 0' j (s0)
�  i (s)

r
eim' r r 0ds0dsd'

Cas 4 : w i =  i (s) e� im� b w j =  j (s0) e� im� 0
b0

Sij = �
im 2

k

Z �

� �

Z

�

Z

�
G(x; x0)

 j (s0)
r 0

 i (s)
r

eim' r r 0ds0dsd'

Explicitons dans un secondtemps la matrice

B ij = � ik
Z

�

Z

�
G(x; x0)w j (x0) � �w i (x)dx0dx

Cas 1 : w i = ' i (s) e� im� t w j = ' j (s0) e� im� 0
t 0

B ij = � ik
Z �

� �

Z

�

Z

�
G(x; x0) ' j (s0) ' i (s) (tx t0

x cos' + tz t0
z) eim' r r 0ds0dsd'

Cas 2 : w i = ' i (s) e� im� t w j =  j (s0) e� im� 0
b0

B ij = � ik
Z �

� �

Z

�

Z

�
G(x; x0) ' j (s0)  i (s) tx sin ' eim' r r 0ds0dsd'

Cas 3 : w i =  i (s) e� im� b w j = ' j (s0) e� im� 0
t 0

B ij = ik
Z �

� �

Z

�

Z

�
G(x; x0)  j (s0) ' i (s) t0

x sin ' eim' r r 0ds0dsd'

Cas 4 : w i =  i (s) e� im� b w j =  j (s0) e� im� 0
b0

B ij = � ik
Z �

� �

Z

�

Z

�
G(x; x0)  j (s0)  i (s) cos' eim' r r 0ds0dsd'

Le secondmembre s'�ecrit :

F E F I E
i =

Z

�
E inc

m (s) � �w i (s) r ds

Cas 1 : w i = ' i (s) e� im� t

F E F I E
i =

Z

�
(tx E inc

r ;m + tz E inc
z;m ) ' i (s) r ds

Cas 2 : w i =  i (s) e� im� b

F E F I E
i =

Z

�
E inc

� ;m  i (s) r ds

La formulation EFIE conduit �a la r�esolution du syst�emelin�eaire :

(B � S)J = F E F I E

On notera quela matrice peut être renduesym�etrique enmultiplian t par -1 les�equationsportant
sur Jb, il faut faire la mêmeop�eration sur les composantes correspondantes du secondmembre.
Nous n'utiliserons pascette propri �et�e de sym�etrie, car nouspr�ef�ereronsl'utilisation de la CFIE.
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9.1.3 Form ulation MFIE

La formulation variationnelle 3-D de la MFIE s'�ecrit :

1
2

Z

�
J(x)��J t (x)d� (x) +

Z

�

Z

�

�
r y G(x; y)� J(y)

�
�
�

�J t (x)� n(x)
�

d� (y)d� (x) =
Z

�
n(x)� H inc (x)��J t (x)d� (x)

J(x); J t (x) 2 H (div ; �)

J t est la fonction test, elle est prise dans le mêmeespacefonctionnel que J : l'espaceH (div ; �).
A priori, la MFIE est consistante si on choisit commeespacefonctionnel L 2(�), mais il parait
plus judicieux de choisir le même espaced'approximation que pour l'EFIE, a�n de pouvoir
utiliser la CFIE. Explicitons la matrice

I ij =
Z

�
w i (x) � �w j (x)dx

Cas 1 : w i = ' i (s) e� im� t w j = ' j (s) e� im� t

I ij =
Z

�
' i (s) ' j (s) r ds

Cas 4 : w i =  i (s) e� im� b w j =  j (s) e� im� b

I ij =
Z

�
 i (s)  j (s) r ds

Dans le cas 2 et 3 (interactions crois�ees), les termes de la matrice sont nuls. La matrice I est
une simple matrice de masse.

Explicitons la matrice :

Q�
ij =

Z

�

Z

�
r 0

x G(x; x0) � w j (x
0) �

�
�w i (x) � n(x)

�
d� (y) d� (x)

Cas 1 : w i = ' i (s) e� im� t w j = ' j (s0) e� im� 0
t 0

Q�
ij =

Z �

� �

Z

�

Z

�
r 0

x G(x; x0) � t 0� b ' j (s0) ' i (s)eim' r r 0ds0dsd'

Or, on a :

r 0
x G(x; x0) = (

ik
R

�
1

R2 )G(x; x0)MM 0

En utilisant
MM 0 � t 0 = MM 0 � b0 n0 � MM 0 � n0 b0

On trouve l'expression:

Q�
ij =

Z �

� �

Z

�

Z

�
(
ik
R

�
1

R2 ) G(x; x0)
�

r t0
z � cos' (r 0t0

z � (z0� z)t0
x )

�
eim' ' j (s0) ' i (s) r r 0ds0dsd'

Cas 2 : w i = ' i (s) e� im� t w j =  j (s0) e� im� 0
b0

Q�
ij =

Z �

� �

Z

�

Z

�
r 0

x G(x; x0) � b0 � b  j (s0) ' i (s) r r 0ds0dsd'
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Q�
ij =

Z �

� �

Z

�

Z

�
(
ik
R

�
1

R2 )G(x; x0) sin ' (z0 � z) eim'  j (s0) ' i (s) r r 0ds0dsd'

Cas 3 : w i =  i (s) e� im� b w j = ' j (s0) e� im� 0
t 0

Q�
ij = �

Z �

� �

Z

�

Z

�
r 0

x G(x; x0) � t 0� t ' j (s0)  i (s) r r 0ds0dsd'

Q�
ij = �

Z �

� �

Z

�

Z

�
(
ik
R

�
1

R2 ) G(x; x0) sin ' (� r 0t0
ztx+ r t0

x tz+( z0� z)t0
x tx ) eim' ' j (s0)  i (s) r r 0ds0dsd'

Cas 4 : w i =  i (s) e� im� b w j =  j (s0) e� im� 0
b0

Q�
ij = �

Z �

� �

Z

�

Z

�
r 0

x G(x; x0) � b0 � t  j (s0)  i (s) r r 0ds0dsd'

Q�
ij = �

Z �

� �

Z

�

Z

�
(
ik
R

�
1

R2 )G(x; x0)
�

r 0tz� cos' (r tz+( z0� z)tx )
�

eim'  j (s0)  i (s) r r 0ds0dsd'

Le secondmembre s'�ecrit :

F M F I E
i =

Z

�
J inc

m (s) � �w i (s) r ds

Cas 1 : w i = ' i (s) e� im� t

F M F I E
i =

Z

�
H inc

� ;m ' i (s) r ds

Cas 2 : w i =  i (s) e� im� b

F M F I E
i = �

Z

�
(tx H inc

r ;m + tzH inc
z;m )  i (s) r ds

La formulation MFIE conduit �a la r�esolution du syst�emelin�eaire :

(
1
2

I + Q� )J = Z M F I E

La matrice ne peut être rendue sym�etrique.

9.1.4 Form ulation CFIE

Elle s'obtient par simple combinaison lin�eaire de l'EFIE et la MFIE. On obtient le syst�eme
lin�eaire suivant :

h
� (B � S) + (1 � � )(

1
2

I + Q� )
i

J = �F E F I E + (1 � � )F M F I E

L'EFIE et la MFIE sont mal pos�eespour un certain nombre de fr�equences,qui correspondent
aux modespropresde l'in t�erieur de l'ob jet. La CFIE est toujours bien pos�eepour desfr�equences
r�eelles.Dans toute la suite de l'expos�e, on prendra toujours � = 0:5.
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9.2 M �etho de d'in t �egration

9.2.1 M �etho de d'in t �egration pour la partie r �eguli �ere

Premi �ere in t �egration en '

Nous introduisons les variables interm�ediairessuivantes :

G1E F I E (s; s0) = � i
Z �

� �
G(x; x0)eim' d' = � 2i

Z �

0
G(x; x0) cos(m' )d'

GcosE F I E (s; s0) = � i
Z �

� �
G(x; x0) cos' eim' d' = � 2i

Z �

0
G(x; x0) cos' cos(m' ) d'

GsinE F I E (s; s0) = � i
Z �

� �
G(x; x0) sin ' eim' d' = 2

Z �

0
G(x; x0) sin ' sin(m' ) d'

L'id �ee est de calculer d'abord ces variables pour �eliminer l'in t�egration en ' . On d�e�nit des
variables similaires pour la MFIE :

G1M F I E (s; s0) == 2
Z �

0
(

ik
jx � x0j

�
1

jx � x0j2
)G(x; x0) cos(m' ) d'

GcosM F I E (s; s0) = 2
Z �

0
(

ik
jx � x0j

�
1

jx � x0j2
)G(x; x0) cos' cos(m' ) d'

GsinM F I E (s; s0) = 2i
Z �

0
(

ik
jx � x0j

�
1

jx � x0j2
)G(x; x0) sin ' sin(m' ) d'

Il ne restealors plus que la double int�egralesur �. Les variablesG1 et Gcosne sont pasd�e�nies
pour s = s0, car on a alors une int�egraledivergente.

In t �egrales r �eguli �eres pour l'EFIE

On doit maintenant �evaluer des int�egralesde la forme :

I =
Z s2

s1

Z s0
2

s0
1

g(s; s0) ds0ds ;

qu'on int�egreen deux �etapes:

h(s) =
Z s0

2

s0
1

g(s0) ds0

Cette int�egraleseraappel�eein t �egrale in t �erieure . L'autre �etape est :

I =
Z s2

s1

h(s) ds

Cette int�egraleseraappel�eein t �egrale ext �erieure . On note :

A1(s; s0) =
h
k (tx t0

xGcosEFIE + tzt0
zG1EFIE )r r 0�

1
k

tx t0
xG1EFIE

i
ds0ds

A2(s; s0) = �
tx r 0

k
G1EFIE ds

A3(s; s0) = �
t0
x r
k

G1EFIE ds0
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A4(s; s0) = �
r r 0

k
G1EFIE

A5(s; s0) = (kGcosEFIE r r 0 �
m2

k
G1EFIE ) dsds0

A6(s; s0) = (kGsinEFIE tx r r 0 +
im
k

txG1EFIE ) dsds0

A7(s; s0) =
im
k

G1EFIE r ds0

A8(s; s0) = � (kGsinEFIE t0
x r r 0 +

im
k

t0
xG1EFIE ) dsds0

A9(s; s0) = �
im
k

G1EFIE r 0ds

Ces variables apparaissent lorsqu'on fait un changement de variables a�n de ramener l'arc
[s1; s2], et l'arc [s0

1; s0
2] au segment unit �e [0; 1]. Explicitons la partie r�eguli�ere de l'op�erateur (B-

S) sur les quatre caspr�ec�edemment rencontr �es :
Cas 1 : interaction (t,t')

(B � S) ij =
k+1X

p;q=1

"

A1(� p; � 0
q) ^' i (�̂ p) ^' j (�̂ 0

q) + A2(� p; � 0
q) ^' i (�̂ p)

@̂' j

@̂s
(�̂ 0

q)

+ A3(� p; � 0
q)

@̂' i

@̂s
(�̂ p) ^' j (�̂ 0

q) + A4(� p; � 0
q)

@̂' i

@̂s
(�̂ p)

@̂' j

@̂s
(�̂ 0

q)

#

! p ! q

Cas 2 : interaction (t ,b' )

(B � S) ij =
k+1X

p;q=1

�
A6(� p; � 0

q) ^' i (�̂ p)  ̂ j (�̂ 0
q) + A7(� p; � 0

q)
@̂' i

@̂s
(�̂ p)  ̂ j (�̂ 0

q)
�

! p! q

Cas 3 : interaction (b,t' )

(B � S) ij =
k+1X

p;q=1

�
A8(� p; � 0

q)  ̂ i (�̂ p) ^' j (�̂ 0
q) + A9(� p; � 0

q)  ̂ i (�̂ p)
@̂' j

@̂s
(�̂ 0

q)
�

! p! q

Cas 4 : interaction (b, b' )

(B � S) ij =
k+1X

p;q=1

A5(� p; � 0
q)  ̂ i (�̂ p)  ̂ j (�̂ 0

q) ! p ! q

On a ici utilis �e une int�egration avec points de Gauss sur l'in t�egrale ext�erieure et l'in t�egrale
int�erieure. � p et ! p d�esignent respectivement le p-i�eme point de Gauss et le p-i�eme poids de
Gauss.

In t �egrales r �eguli �eres pour la MFIE

De mani�ere similaire, on fait apparaitre les termes suivants pour le calcul de la MFIE :

F 11 =
h
GsinMFIE (r 0t0

ztx � r t0
x tz � (z0 � z)t0

x tx )
i
r r 0ds0ds
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F 12 = �
h
G1MFIE r 0tz � GcosMFIE (r tz + (z0 � z)tx )

i
r r 0ds0ds

F 21 =
h
G1MFIE r t0

z � GcosMFIE (r 0t0
z � (z0 � z)t0

x )
i
r r 0ds0ds

F 22 =
h
GsinMFIE (z0 � z)

i
r r 0ds0ds

On exprime le terme g�en�erique de la matrice Q en fonction de cestermes :
Cas 1 : interaction (t ,t' )

Qij =
k+1X

p;q=1

�
F21(� p; � 0

q) ^' i (�̂ p) ^' j (�̂ 0
q)

�
! p! q

Cas 2 : interaction (t ,b' )

Qij =
k+1X

p;q=1

�
F22(� p; � 0

q) ^' i (�̂ p)  ̂ j (�̂ 0
q)

�
! p! q

Cas 1 : interaction (b,t' )

Qij = �
k+1X

p;q=1

�
F11(� p; � 0

q)  ̂ i (�̂ p) ^' j (�̂ 0
q)

�
! p! q

Cas 1 : interaction (b,b' )

Qij = �
k+1X

p;q=1

�
F12(� p; � 0

q)  ̂ i (�̂ p)  ̂ j (�̂ 0
q)

�
! p! q

9.2.2 R�egles simples d'in t �egration dans le cas r �egulier

On a s�epar�e la triple int�egrale sur (s; s0; ' ), en une premi�ere int�egration sur ' avec les
variables G1, Gcos et Gsin. L'in t�egration sur ' s'e�ectue en prenant N � + 1 points de Gauss
sur l'in tervalle [0; � ]. L'in t�egration sur s et s0 s'e�ectue en utilisant k + 1 points de Gausssur
l'in tervalle [s1; s2] et l'in tervalle [s0

1; s0
2]. La premi�ere interrogation est sur le choix de l'entier

k. Pour r�epondre �a cette question, nous utilisons une int�egration tr �es pr�ecisesur ' , et nous
calculons l'erreur maximale faite sur le coe�cien t de la matrice en fonction de k. Cette �etude
est faite sur le tableau 9.1. On observe une convergenceexponentielle en fonction du nombre de

Nombre de points de Gauss- 1 1 2 3 4 5
Erreur L 1 1.37e-2 1.98e-3 1.3e-5 4.7e-8 2.1e-10

Fig. 9.1 { Erreur L 1 sur la matrice en fonction du nombre de points d'in t�egration de s;s0

points. C'est normal car on int�egre une fonction in�nimen t r�eguli�ere et analytique. Au vu des
valeurs, il semble judicieux de choisir k = 2 sur cet exemple,qui est l'ordre d'approximation
(P2). Dans la suite, on prendra k �egal �a l'ordre d'approximation utilis �e. Il nousrestemaintenant
�a d�eterminer la r�egled'in t�egration pour ' . La fonction-type �a int�egrer vaut :

Z �

0

eik R

R
cos(m' ) d' o�u R =

p
(r 0� r )2 + (z0 � z)2 + 2r r 0(1 � cos' )
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On a un produit de deux fonctions oscillantes, qui donnent donc une sinusoideavec une phase,
qui est au pire la sommedesdeux phases.On doit donc consid�erer la phasesuivante :

k R + m '

La variable R peut varier sur l'in tervalle [0; 2r max], le casle plus d�efavorable seproduit lorsque
s = s0; ' = � . La distance entre les deux points d'in t�egration x et x 0 est dans ce casde 2r .
Pour ce qui est de la variable ' , elle varie de 0 �a � . La phasemaximale est donc de :

2k rmax + m �

On choisit d'utiliser 4 points d'in t�egration par longueur d'onde pour �evaluer les fonctions oscil-
lantes, on exige l'ordre d'in t�egration suivant :

N � = 2(m + 4f xmax )

o�u f d�esignela fr�equence,f = k
2 � . On a deux termes en concurrence; le premier est dû �a

l'oscillation du noyau deGreenet le secondestdû �a l'oscillation desfonctions debase.Cedernier
e�et n'est pasn�egligeable,une premi�ere id�eeest de choisir N � ind�ependant du num�ero du mode.
Sur la �gure 9.2, on compareles deux approches(choisir N � constant ou d�ependant du mode).
On voit quesi on choisit N � constant, l'erreur commiseest exponentiellement croissante suivant
m. Lorsqu'on adapte N � au num�ero du mode, on observe une erreur l�eg�erement d�ecroissante
lorsquem augmente. Sur la �gure, cen'est pasvisible, car on a atteint les limites de la pr�ecision
machine. La s�eparation de l'in t�egrale en ' des autres variables d'in t�egration permet d'obtenir
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Fig. 9.2 { Evolution du logarithme de l'erreur L 1 sur la matrice suivant le num�ero de mode.
On ne consid�ere ici que la partie r�eguli�ere de la matrice, le nombre de points d'in t�egration sur
s; s0 est �x �e. A gauche, on �xe le nombre de points d'in t�egration sur ' , �a droite on l'adapte au
num�ero du mode.

un côut qui est de complexit�e :
C (k + 1)2 N 2

e N �

La constante C est ind�ependante de l'ordre d'approximation k sousles hypoth�eses:

Ne; N � assezgrand
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Ne repr�esente le nombre de segments du maillage. On fait le quotient de cecôut par le carr�e du
nombre de degr�esde lib ert�e, pour comparer les di� �erents ordres d'approximation :

Coût calcul partie r�eguli�ere
(Nombre ddl)2 = C

(k + 1)2

k2 N �

Commeon l'a vu, le nombre de points d'in t�egration N � et la constante C sont ind�ependants de
k. On peut donc tracer la complexit�e de ce calcul en fonction de l'ordre d'approximation sur la
�gure 9.3. On constate qu'il est avantageux de monter en ordre car la partie r�eguli�ere est plus

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Order of approximation

Tim
e 

Fig. 9.3 { Tempsde calcul th�eorique en fonction de l'ordre d'approximation, pour un nombre
de ddl �x �e. Partie r�eguli�ere uniquement.

rapide �a �evaluer.

9.2.3 Calcul des in t �egrales singuli �eres

Trois cas distincts sont �a traiter, le cas o�u la double int�egrale s'e�ectue sur le même
�el�ement (�el�ements confondus),le caso�u la double int�egrales'e�ecteur sur deux �el�ements proches
(�el�ements joints) et le caso�u la double int�egrales'e�ectue sur le même�el�ement proche de l'axe
(�el�ements axiaux). Par proche, on veut signi�er qu'une desextrêmit�esdu segment appartient �a
l'axe. La probl�ematique d'in t�egration de singularit�es est largement abord�ee dans la litt �erature
[Sauter et Krapp, 1996],[Sauter et Lage, 2000],[Singh et Tanaka, 1999],[Schwab et Wendland,
1992].

�El �ements confondus

On choisit d'in t�egrer une partie des int�egrales singuli�eres par la technique d'in t�egration
r�eguli�ere. Pour ' 2 [' 1; � ], on utilise la technique d'in t�egration r�eguli�ere. On est confront�e �a un
choix corn�elien. Soit on prend ' 1 assez�elev�e, on a ainsi une partie r�eguli�ere facile �a int�egrer.
En contrepartie, on aura plus de probl�emessur la partie singuli�ere car la fonction �a int�egrer sur
[0; ' 1] variera beaucoupsur cet intervalle. Soit on prend ' 1 petit, la partie r�eguli�ere sera plus
d�elicate �a int�egrer, mais la partie singuli�ere n'aura pas beaucoupd'oscillations. On choisit de
privil �egier ce dernier point, en choisissant ' 1 de telle sorte que l'in tervalle [0; ' 1] soit inf�erieur
�a une demi-p�eriode de l'oscillation de la fonction �a int�egrer. On prend en cons�equence:

' 1 =
�

m + 4f xmax
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Sur cette partie r�eguli�ere, il est n�ecessairede la surint�egrer, on choisit en cons�equence2k + 1
points de Gausspour l'in t�egraleext�erieure (en s), et 2k + 1 points de Gaussipour l'in t�egrale
int�erieure (en s0).

On s'int�eressemaintenant �a l'in t�egration sur l'in tervalle [0; ' 1]. On cherche �a estimernum�eriquement
le nombre de points d'in t�egration \satisfaisant" pour �evaluer l'in t�egrale ext�erieure. On obtient
lesr�esultats de la �gure 9.4. On a calcul�e l'erreur pour 20 modes,et on observe que le maximum
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Fig. 9.4 { Evolution de l'erreur L 1 sur l'in t�egrale ext�erieure en fonction de k (k + 1 points de
quadrature) pour divers ordres d'approximation

est atteint pour le mode 1. La convergenceest rapide, mais il faut n�eanmoinsprendre 2k + 1
points de Gaussd'in t�egration pour avoir une erreur faible.

En ce qui concernel'in t�egrale int�erieure, on doit int�egrer une fonction singuli�ere au point
(� p; 0) sur le rectangle [0; 1] � [0; ' ]. Plusieurs possibilit�ess'o�ren t �a nous. Une technique relati-
vement simple d'in t�egration de fonctions singuli�eresest la technique utilisant la transformation
de Du�y [Du�y, 1982] [Schwab et Wendland, 1992]. On d�ecoupe notre domaine d'in t�egration
en triangles (cf. �gure 9.5). Sur chaque triangle, on applique la transformation de Du�y , pour
passerdu cube unit �e [0; 1]2 vers le triangle de sommetsS0, S1 et S2 :

FT (x̂; ŷ) = (1 � x̂ � (1 � x̂) ŷ) S0 + x̂ S1 + (1 � x̂) ŷ S2

On a choisi le point S1 commepoint singulier, les points d'in t�egration vont s'accumuler sur ce
point. On e�ectue le changement de variables :

Z

T
f (x; y) dx dy =

Z

K̂
f (x; y) jDet(DFT )jdx̂ dŷ

On utilise des points de Gauss sur le carr�e unit �e. On peut r�einterpr�eter ce changement de
variables commeune formule de quadrature sur le triangle :

Z

T
f (x; y) dx dy =

X

m

! m f (� 1
m ; � 2

m )

avec les points d�e�nis par :
(� 1

m ; � 2
m ) = FT (�̂ 1

m ; �̂ 2
m )
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Fig. 9.5 { Position des points d'in t�egration apr�es application de la transformation de Du�y .
A gauche, domaine d'in t�egration (le point bleu symbolise la localisation de la singularit�e), au
milieu maillage du domaine d'in t�egration pour s'adapter �a la singularit�e, et �a droite position
despoints d'in t�egration.

et les poids d�e�nis par :
! m = !̂ 1

m !̂ 2
m jDet(DFT )j(�̂ 1

m ; �̂ 2
m )

Cette r�egled'in t�egration est connue sousle nom de formules de Gauss-Radau.
Une autre possibilit�e est de passeren coordonn�eespolaires,l'origine �etant le point (� p; 0). On

utilise alors le mêmed�ecoupageentriangles quepour la transformation deDu�y . On r�einterpr�ete
le passageen coordonn�eespolaires commedesformules de quadrature sur chaque triangle.

Une autre possibilit�e, pas tr �es bonne, est de prendre les points de Gausssur les trois rec-
tangles de la �gure 9.6.

Fig. 9.6 { Position despoints d'in t�egration de Gauss.A gauche, domained'in t�egration (le point
bleu symbolise la localisation de la singularit�e), au milieu maillage du domaine d'in t�egration
pour s'adapter �a la singularit�e, et �a droite position despoints d'in t�egration.

Une derni�erepossibilit�e, est de garder la s�eparation desvariablesen s, s0 et ' . Sur l'in t�egrale
en s, on utilise les points de Gauss� p classiques.Sur l'in t�egrale en s0, on utilise les points de
Gaussen leur faisant subir une transformation pour accumuler les points sur le point singulier
x0 = � p. On prend les points et poids suivants pour s0 sur l'in tervalle [0; � p] :

� q = x0 (1 � �̂ 2
q) ! q = 2 �̂ q x0!̂ q

De même,on consid�ere les points suivants sur l'in tervalle [� p; 2 � p] :

� q = x0 + �̂ 2
q x0 ! q = 2 �̂ q x0!̂ q
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L'in t�egraleen ' sur l'in tervalle [0; ' 1] est �evalu�eeavec despoints de Gausss'accumulant en 0 :

� q = ' 1 �̂ 2
q ! q = 2 �̂ q ' 1!̂ q

L'avantage decette technique estd'être moinscôuteusequelesautres techniquesqui ne r�ealisent
pasla s�eparation de variables,notamment pour desordresd'approximation �elev�es.On appellera
cette technique \Gauss-squared", car on utilise le carr�e despoints de Gauss,de telle sorte que
les points d'in t�egration s'accumulent pr�esde la singularit�e (cf. �gure 9.7).

Fig. 9.7 { Distribution despoints d'in t�egration pour la technique \Gauss-squared".

On cherche �a valider cesdi� �erentes techniques d'in t�egration pour l'in t�egrale int�erieure. On
obtient les r�esultats de la �gure 9.8. Sur ce cas, la transformation de Du�y converge plus
rapidement pour desordresd'in t�egration raisonnables.Toutefois, la technique \Gauss-squared"
donne des r�esultats proches, et elle est plus e�cace lorsqu'on monte en ordre, �a causede la
s�eparation des variables s; s0; ' . On choisit d'utiliser cette technique avec 2k + 1 points de
quadrature pour l'in t�egrale int�erieure et ext�erieure dans le casconfondu.

�El �ements join ts

C'est le cas o�u les deux segments d'in t�egration sont adjacents. Au lieu d'avoir une ligne
singuli�eres = s0, on a un seulpoint singulier s = s0 = 0. A priori, on peut utiliser despoints
de Gauss pour �evaluer l'in t�egrale int�erieure et ext�erieure. Comme ces points ne passent pas
par les extrêmit�es 0 et 1, les deux int�egralessont r�eguli�eres.Toutefois, il faut utiliser un ordre
d'in t�egration su�sammen t �elev�e pour obtenir une erreur faible sur lescoe�cien ts de la matrice.
Sur la �gure 9.9, on a calcul�e l'erreur L 1 pour les deux int�egralesen fonction du nombre de
points de quadrature. Contrairement �a ce qu'on pouvait imaginer, c'est l'in t�egrale ext�erieure
qui est �evalu�ee la moins pr�ecis�ement lorsqu'on utilise le mêmeordre d'in t�egration. On utilise le
mêmenombre de points de quadrature que dans le casdes�el�ements confondus(2 k + 1).

�El �ements axiaux

Pour tous les�el�ements prochesde l'axe, en plus de la singularit�e s = s0, on a une singularit�e
pour s = s0 = 0 et pour tous lesangles' 2 [0; � ]. On nepeut donc�evaluer unepartie r�eguli�ere
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Fig. 9.8 { Evolution de l'erreur L 1 sur la matrice, lorsquel'on �evalue l'in t�egraleint�erieureavec
un certain nombre de points de quadrature, avec diversestechniques d'in t�egration.
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Fig. 9.9 { Evolution de l'erreur L 1 sur la matrice, lorsque l'on �evalue les int�egralesfaisant
intervenir dessegments adjacents, avec un certain nombre de points de quadrature.

commepour lesautres �el�ements. On fait le choix d'utiliser despoints de Gausss'accumulant en
0 pour l'in t�egraleext�erieure en s :

� q = �̂ 2
q ! q = 2 �̂ q !̂ q

On �elimine ainsi lessingularit�esdu type
1

p
s

(a priori, lessingularit�essont logarithmiques en s).

Pour l'in t�egraleint�erieureen (s0; ' ), on utilise la mêmer�egled'in t�egration quepour les�el�ements
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confondus(Gauss-squared).Le nombre de points d'in t�egration est pris �egal �a :

N � = max(3 k + 1; 2m + 1)

On choisit de faire �evoluer le nombre de points d'in t�egration en fonction du num�ero de mode.
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Fig. 9.10{ Evolution de l'erreur L 1 sur la matrice, lorsquel'on �evalue lesint�egralesdes�el�ements
axiaux, en fonction du num�ero de mode. Le nombre de points de l'in t�egrale int�erieure est �x �e.

Si on n'adapte pas le nombre de points au num�ero du mode, on obtient une erreur exponentiel-
lement croissante sur les interactions de l'axe (cf. �gure 9.10). On calcule les erreurs commises
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Fig. 9.11{ Evolution de l'erreur L 1 sur la matrice, lorsquel'on �evalue lesint�egralesdes�el�ements
axiaux. On fait varier le nombre de points d'in t�egration de l'in t�egrale ext�erieure et int�erieure.
Mode 1.
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sur la matrice en fonction du nombre de points d'in t�egration, lorsqu'on s'int�eresseau mode 1.
On d�ecidede prendre 3k + 1 points d'in t�egration pour �evaluer l'in t�egraleext�erieure.

9.3 Pr �ecision de la m�etho de

Dans cette section, on valide la m�ethode num�erique en �etudiant la convergencede celle-ci
sur descastests relativement simples.

9.3.1 Cas de la sph�ere parfaitemen t conductrice

On consid�ere la di�raction par une sph�ere de rayon 5. On a�c he les courants J t sur un
arc de sph�ere (� = 0) sur la �gure 9.12. Il est �egalement possiblede les visualiser sur toute
la surface de l'ob jet (cf. �gure 9.13). Nous calculons l'erreur L 2 entre la solution num�erique
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Fig. 9.12 { Partie r�eelle du courant J t en fonction de l'abscissecurviligne s. La solution P1
colle tr �esbien �a la solution analytique, bien qu'elle soit en \dents de scie".

et la solution analytique en fonction du pas de maillage, sur la �gure 9.14. On peut voir que
l'in t�egration approch�ee est la caused'un \plateau" dans la convergence.Au del�a d'un certain
pas de maillage, il est inutile de ra�ner le maillage pour obtenir une solution plus pr�ecise.Le
ra�nemen t de maillage a presquel'e�et inverse,l'erreur augmente de plus en plus. Si on d�esire
obtenir une solution plus pr�ecise,il faut prendre plus de points d'in t�egration, notamment sur les
int�egralessinguli�eres.Cet e�et plateau intervient asseztardiv ement sur desmaillagescontenant
plus de dix points par longueur d'onde (-1 en abscisse).Sur ce cassimple, on compare l'ordre
1 avec l'ordre 5, en exigeant une pr�ecisionde 5%. Pour Q1, il est n�ecessaired'avoir un maillage
de 170 degr�es de lib ert�e contre 128 degr�es de lib ert�e pour Q5. Sur ce cas acad�emique, on voit
qu'il est int�eressant de monter en ordre.

9.3.2 Cas du cylindre parfaitemen t conducteur

On consid�ere la di�raction par un cylindre avecpeu de longueursd'onde (cf. �gure 9.15) On
obtient les courbesde convergencede la �gure 9.16. La solution de r�ef�erencea �et�e calcul�ee sur
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Fig. 9.13 { A gauche, partie r�eellede J t , �a droite, partie r�eellede Jb
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Fig. 9.14 { Evolution de l'erreur en fonction de h=r o�u r est l'ordre d'approximation. Cas de
la sph�ere parfaitement conductrice de rayon 5.

un maillage Q15 avec 240 degr�esde lib ert�e. On voit que la pr�esenced'un coin dans le maillage
perturb e l'ordre de convergencede la m�ethode. N�eanmoins,il reste toujours tr �es int�eressant de
monter en ordre. Pour atteindre une erreur relative de 5%, Q1 a besoinde 100degr�esde lib ert�e,
alors que Q4 n'a besoinque de 82 degr�esde lib ert�e.

9.3.3 Cas du cône-sph �ere parfaitemen t conducteur

On s'int�eresse�a un cône parfaitement conducteur pour lequel on disposed'une r�ef�erence
(JINA 90). On donne ainsi une validation externe du code de calcul. La g�eom�etrie test�ee est
le noyau conducteur du cône-sph�ere de la �gure 9.17. On calcule sur cette g�eom�etrie la SER
monostatique pour une fr�equencephysique de 2.92 Ghz, en faisant varier l'angle d'incidence,
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Fig. 9.15{ module de la partie r�eelledu courant magn�etique (jRe(J )j) sur la surfacedu cylindre.
L'onde plane est axiale.
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Fig. 9.16 { Evolution de l'erreur L 2 en fonction de h=r o�u r est l'ordre d'approximation. Cas
du cylindre parfaitement conducteur de rayon 2 et de hauteur 4.

pour la polarisation HH et la polarisation VV. On obtient une bonne concordanceavec la
r�ef�erencedu JINA, commele montrent les �gures 9.18 et 9.19.

Pour calculer cette SER, on s'est impos�e un nombre M de modestel que :

8p � M jj E inc
p jjL 2 (�) � 10� 6maxm jj E inc

m jjL 2 (�)

La solution est ainsi calcul�ee sur 16 modes.Sur le tableau 9.1, on compte le nombre de degr�es
de lib ert�e n�ecessairepour atteindre une erreur inf�erieure �a 0.5 dB. Pour Q1, on a besoin de
prendre 10 points par longueur d'onde alors que Q3 ne n�ecessiteque 5 points par longueur
d'onde, on gagneun facteur deux sur ce cassimple. Pour les ordres Q4 et Q5, on est contrain t
par la g�eom�etrie.
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Fig. 9.17 { Param�etres g�eom�etriques du cône-sph�ere.
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Fig. 9.18 { Ser pour un cône-sph�ere parfaitement conducteur. A gauche, r�esultat fourni par
notre code, �a droite r�ef�erencedu JINA. Polarisation HH

Ordre Q1 Q2 Q3 Q4 Q5

Ddl 120 66 62 74 72

Tab. 9.1 { Nombre de degr�esde lib ert�e n�ecessairespour obtenir une SER pr�ecise�a 0.5 dB (en
norme L 1 ).

A�n de mieux di� �erencierlesdi� �erents ordresd'approximation, on multiplie la fr�equencepar
trois, le nombre de modesest pour sa part multipli �e par deux (33 au lieu de 16). On obtient la
SER monostatiquede la �gure 9.20.On cherche l�a aussipour une pr�ecisiondonn�ee(toujours 0.5
dB), le nombre de degr�esde lib ert�e n�ecessaire.Lesr�esultats sont synth�etis�esdansle tableau 9.2.
Sur ce cas, on voit un peu plus nettement l'avantage de Q5 par rapport �a Q2, mais ce n'est
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Fig. 9.19 { Ser pour un cône-sph�ere parfaitement conducteur. A gauche, r�esultat fourni par
notre code, �a droite r�ef�erencedu JINA. Polarisation VV
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Fig. 9.20 { Ser pour un cône-sph�ere parfaitement conducteur, fr�equencede 8.76 Ghz. Polarisa-
tion HH

Ordre Q1 Q2 Q3 Q4 Q5

Ddl 488 270 266 274 250

Tab. 9.2 { Nombre de degr�esde lib ert�e n�ecessairespour obtenir une SER pr�ecise�a 0.5 dB (en
norme L 1 ).

pas encoretr �es 
agran t. Si on veut prendre en d�efaut Q2, soit il faut demander une pr�ecision
plus grande,soit il faut trouver un casdi�cile �a r�esoudre,par exempleun objet pr�esentant une
pseudo-cavit �e.
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9.4 Couplage avec les �el�ements �nis

9.4.1 D�e�nition des op�erateurs

Lorsqu'on e�ectue le couplageavecles�el�ements �nis, on consid�erelesformulesderepr�esentation
int�egralessuivantes [Levillain, 1991], [Simon, 2003]:
Z

�
E inc � J t = � ik

Z

�

Z

�
G(x; x0) J(x0) � J t (x) dx dx0 +

i
k

Z

�

Z

�
G(x; x0)div � (J) div � (J t ) dx0dx

+
1
2

Z

�
(n � K ) � J t (x) dx +

Z

�

Z

�
K (x0) � r 0

xG(x; x0) � J t (x) dx0dx

Z

�
H inc � (J t (x) � n(x))dx =

1
2

Z

�
J(x) � J t (x) dx �

Z

�

Z

�
J(x0) � r 0

xG(x; x0) � (J t (x) � n) dx0dx

� ik
Z

�

Z

�
G(x; x0) K (x0) � (J t (x) � n(x)) dx dx0 +

i
k

Z

�

Z

�
G(x; x0)div � (K (x0)) div � (J t (x) � n) dx0dx

La premi�ere �equation est �equivalente �a l'EFIE, si on prend K = 0, ce qui correspond �a la
condition de conducteur parfait. La seconde�equation est �equivalente �a la MFIE, si on prend
K = 0. Notons :

Z E F I E J = � ik
Z

�

Z

�
G(x; x0)J � J t dx0dx +

i
k

Z

�

Z

�
G(x; x0)div � (J(x0)) div � (J t (x)) dx0dx

Z M F I E J =
1
2

Z

�
J(x) � J t (x)dx +

Z

�

Z

�
(r 0

xG(x; x0) � J(x0)) � (J t (x) � n(x)) dx0dx

Il apparâ�t, en plus desop�erateurs EFIE et MFIE, deux op�erateurs :

Z E F I E crois�eeJ = � ik
Z

�

Z

�
G(x; x0)J�(J t � n) dx0dx +

i
k

Z

�

Z

�
G(x; x0)div � (J(x0)) div � (J t (x)� n) dx0dx

Z M F I E crois�eeJ =
1
2

Z

�
(n � J) � J t (x)dx +

Z

�

Z

�
J(x0) � r 0

xG(x; x0) � J t (x) dx0dx

Cesdeux op�erateurssont similaires �a Z E F I E et Z M F I E , il su�t de remplacer la fonction test J t

par J t � n. Pour une r�esolutionaxisym�etrique, cette op�eration revient �a intervertir lesinconnues
Jt et Jb avecun signemoins sur l'une d'entre elles.Matriciellement, �ca setraduit par l'op�eration
suivante :  

Z11 Z12

Z21 Z22

!

=)

 
Z21 Z22

� Z11 � Z12

!

On r�e�ecrit les deux �equations �a l'aide desop�erateurs d�e�nis pr�ec�edemment :

F E F I E = Z M F I E crois�eeK + Z E F I E J
F M F I E = Z M F I E J + Z E F I E crois�eeK

(9.1)

Les inconnuesJ sont discr�etis�eesde la mêmemani�ere que dans le casparfaitement conducteur.
Les inconnuesK sont impos�eespar la discr�etisation volumique. K t 2 H 1(�) est discr�etis�eepar
les points de Gauss-Lobatto. K b 2 L 2(�) est discr�etis�ee par les points de Gauss.L'op�erateur
Z E F I E crois�eeest parfaitement d�e�ni car on utilise desfonctions tests appartenant �a H 1(�). On
a fait le choix de prendre les inconnues J t Jb et leurs fonctions tests dans H 1, justement pour
avoir un couplageavec les �el�ements �nis, qui ne posepas de probl�eme au niveau des espaces
fonctionnels.
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9.4.2 Cas de la sph�ere rev êtue par un mat �eriau di �electrique

On valide le couplage avec les �el�ements �nis du chapitre 8, sur le cas acad�emique d'une
sph�ere revêtue. Le noyau conducteur est de rayon 4, l'epaisseur du revêtement est de 1. Les
indices physiquesde ce dernier sont �egaux �a :

" = 3 � = 2

Le courant magn�etique solution de ce probl�eme est a�c h�e sur la �gure 9.21. On obtient la

Fig. 9.21 { module de la partie r�eelle du courant magn�etique (jRe(J )j) sur la surface de la
sph�ere di�electrique.
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Fig. 9.22 { Evolution de l'erreur L 2 en fonction de h=r o�u r est l'ordre d'approximation. Cas
de la sph�ere de rayon 4, revêtue d'une couche d'�epaisseur1.

convergencede la �gure 9.22. Ce casest int�eressant, car la longueur d'onde du di�electrique est
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environ 2.5 fois plus petite que la longueur d'onde dans le vide. On voit qu'il est n�ecessairede
mettre su�sammen t de points par longueur d'onde dans le di�electrique. Pour Q5, on doit par
exempleavoir un maillage avec 10 points par longueur d'onde dans le vide (soit 4 points dans
le di�electrique) pour avoir une erreur inf�erieure �a 5 %. Les �el�ements �nis Q1 sont tr �esdispersifs
par rapport aux �equations int�egrales,ils nousobligent �a discr�etiser avec 60 points par longueur
d'onde dans le vide (25 dans le di�electrique), pour obtenir une erreur inf�erieure �a 20%. Quant
au nombre de ddl surfaciques,Q5 demande320 degr�es de lib ert�es pour atteindre une erreur
inf�erieure �a 5 %, alors qu'il en faut 826 pour Q2.

Cet exemplenousmontre �egalement l'in t�er̂et potentiel de faire desmaillagesvolumiquesqui
ne s'adaptent pasau maillage de fronti �ereutilis �e pour les�equationsint�egrales.Notamment lors-
qu'on utilise desm�ethodesd'ordre 1, le maillage de fronti �ere n'a pasbesoind'être extrêmement
�n alors que le maillage volumique doit être fortement surmaill�e.

9.4.3 Cas du cylindre rev êtu par du di �electrique

On choisit dans cette section d'�etudier la di�raction par un cylindre revêtu d'une couche
di�electrique. On choisit pour ce casdes indices pas trop m�echants :

" = 2 � = 1

Le courant magn�etique solution de ce probl�eme est repr�esent�e sur la �gure 9.23. Grace �a ce

Fig. 9.23{ module de la partie r�eelledu courant magn�etique (jRe(J )j) sur la surfacedu cylindre
di�electrique.

choix d'indices, on obtient des courbes de convergenceplus propres que dans la sous-section
pr�ec�edente. Le lecteur pourra sed�electerde cescourbessur la �gure 9.24.Q1 donneune conver-
genced'ordre 2 (on mesureune pente de 1.92), la singularit�e doit perturb er l'ordre de conver-
gencede Q1 mais pour des pas de maillage plus petits. Pour Q2, Q3, Q4 et Q5, la m�ethode
convergen avec le même ordre, car la g�eom�etrie pr�esente une singularit�e de type arête. La
mont�eeen ordre resteavantageuse.Pour atteindre une erreur inf�erieure �a 5 %, il faut 220degr�es
de lib ert�e en Q2 contre 160 degr�esde lib ert�e en Q5.
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Fig. 9.24 { Evolution de l'erreur L 2 en fonction de h=r o�u r est l'ordre d'approximation. Cas
du cylindre, revêtu d'une couche d'�epaisseur1.

9.4.4 Cas du cone-sph �ere rev êtu par du di �electrique

Nous reprenons le cas du JINA de la �gure 9.17, a�n de valider la m�ethode sur un cas
r�ef�erencedi� �erent de la sph�ere. Les indices du revêtement sont pris �egaux �a :

" = 15 + 1:8i � = 1:7 + 1:7i

On calcule sur cette g�eom�etrie la SER monostatique pour la même fr�equenceque dans le cas
conducteur (2.92 Ghz). On obtient une bonne concordanceavec la r�ef�erencedu JINA (cf. �-
gures9.25et 9.26). Si on se�xe d'atteindre une erreur inf�erieure�a 0.5 dB, on obtient le nombre
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Fig. 9.25 { Ser pour un cône-sph�ere revêtu. A gauche, r�esultat fourni par notre code, �a droite
r�ef�erencedu JINA. Polarisation HH
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Fig. 9.26 { Ser pour un cône-sph�ere revêtu. A gauche, r�esultat fourni par notre code, �a droite
r�ef�erencedu JINA. Polarisation VV

Ordre Q1 Q2 Q3 Q4 Q5

ddl 634 258 182 170 162

Tab. 9.3 { Nombre de ddl surfaciquesn�ecessairespour atteindre 0.5 dB d'erreur, sur le casdu
cône-sph�ere revêtu. On ne compte ici que lesddl pour le courant J . Il faut multiplier cenombre
par 2, car on a �egalement besoinde K dans la r�esolution.

de degr�esminimal donn�e par le tableau 9.3. Pour Q1, on a obtenu une erreur de 1.5 dB pour un
maillage comprenant 634 degr�es de lib ert�e surfaciques.Il nous a sembl�e inutile de mailler plus
�nement pour obtenir l'ob jectif �x �e. Comme on l'a d�ej�a signal�e, Q1 converge lentement car les
�el�ements �nis volumiquesont de mauvaisespropri �et�esde convergence.Sur cet exemple,on voit
qu'il est int�eressant de faire au moins du Q3.

9.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d�ecrit les �equations int�egralessur desdomaines�a sym�etrie de
r�evolution, pour un objet parfaitement conducteur. Nous avonschoisi d'utiliser une formulation
CFIE, qui pr�esente l'avantage de ne pas pr�esenter de fr�equencesde r�esonance.Nous avons
montr �e comment on menait les calculs de mani�ere e�cace lorsque l'on montait en ordre. Le
point-cl�e est une premi�ere int�egration sur la variable ' , cette int�egration est commune �a tous
les ordres d'in t�egration, c'est elle qui en pratique domine le temps de calcul desmatrices.

Pour �evaluer les int�egralessinguli�eres,nous avons compar�e diversesapproches,et �x �e notre
choix sur uneapproche utilisant une technique \Gauss Squared". Nousavons�etabli desr�eglesde
quadrature a�n d'�evaluer correctement tous les termes de la matrice. L'in t�egration num�erique
dessingularit�essetraduit par le fait qu'au-del�a d'un certain pasdemaillage, la pr�ecisionobtenue
sur la solution stagne.Nous avons ainsi pu v�eri�er qu'en utilisant nos r�eglesd'in t�egration, cette
stagnation n'apparaissait que pour des pas de maillage trop �ns, qui ne sont pas utilis �es en
pratique.

Nous avons compar�e les di� �erents ordres d'approximation sur le casdu cône-sph�ere parfai-
tement conducteur. Sur ce cas,on a montr �e qu'il �etait int�eressant d'utiliser de l'ordre 2, plut ôt
que de l'ordre 1. Sur ce cas, l'utilisation d'ordres plus �elev�es ne fait pas gagner beaucoupde
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degr�esde lib ert�e par rapport �a Q2.
Finalement, nousavons trait �e le casd'objets avec revêtement, en couplant les�el�ements �nis

volumiques avec les �equations int�egrales.Sur le casdu cone-sph�ere revêtu, nous avons montr �e
que la mont�ee en ordre �etait tr �es int�eressante, car les �el�ements �nis volumiques constitutaient
le facteur p�enalisant de la m�ethode.
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Conclusion

Bilan

L'ob jectif de la th�ese�etait de construire une m�ethode num�erique permettant de r�esoudre
les �equationsde Maxwell dans desmilieux h�et�erog�enes,en r�egimefr�equentiel par une m�ethode
pr�eciseet rapide. Le premier point est assur�e par l'utilisation de m�ethodes d'ordre �elev�e. Le
secondpoint est assur�e par la mise au point de produits matrice-vecteur rapides et l'utilisation
de pr�econditionneurse�caces.

Dans la premi�erepartie, nousavonsd�evelopp�e cestechniquessur le cassimpli� �ede l' �equation
de Helmholtz 2-D et 3-D. Nous avons montr �e qu'en 2-D, un solveur direct �etait su�san t pour
la plupart des probl�emesrencontr �es. En 3-D, on a recours �a un solveur it �eratif, le BICGCR
pr�econditionn�e, soit par une factorisation incompl�ete avecamortissement, soit par une it �eration
multigrille.

En ce qui concerne les �equations de Maxwell, nous avons montr �e que l'utilisation de la
secondefamille de N�ed�elecsur les hexa�edres�etait n�efaste�a caused'ondes parasites.La formu-
lation Galerkin discontinue, adapt�ee au r�egime temporel, n'est pas tr �es avantageuseen r�egime
fr�equentiel. Nous avons donc privil �egi�e la premi�ere famille de N�ed�elec sur les hexa�edres. On
a d�ecrit comment on pouvait r�ealiser un produit matrice vecteur rapide en utilisant cette
discr�etisation. Le solveur it �eratif pr�econis�e est le BICGCR pr�econditionn�e par une factorisa-
tion incompl�ete avec amortissement. Cette factorisation incompl�ete est calcul�eesur un maillage
de bas ordre, obtenu en subdivisant le maillage initial. On obtient ainsi un stockage pas tr �es
�elev�e, mais ce stockage reste p�enalisant pour les probl�emesde grande taille. Toutefois, il est
bien plus raisonnableque celui requis par les t�etra�edresd'ordre �elev�e.

Finalement, nous avons �etudi�e la discr�etisation des�equations de Maxwell sur desdomaines
axisym�etriques. On utilise une m�ethode �el�ements �nis coupl�ee avec une �equation int�egrale sur
la fronti �ere. Pour la m�ethode �el�ements �nis, nous avons fait le choix d'une formulation mixte,
qui �evite les probl�emesde singularit�e sur l'axe. Pour la m�ethode int�egrale, nous avons utilis �e
des�el�ements �nis de fronti �ere d'ordre �elev�e. Nous avons ainsi obtenu une m�ethode qui n�ecessite
moins de degr�esde lib ert�e lorsqu'on monte en ordre, pour atteindre une pr�ecisiondonn�ee.

Perspectiv es

Pour l' �equation de Helmholtz, nouspensonsque lespr�econditionneursutilis �essont e�caces,
mais ils peuvent être am�elior�es.Notamment, certainesvoies,commele multigrille alg�ebrique, ou
l'utilisation de la FFT sur desdomainestensori�ses,gagneraient �a être �etudi�eespour les�el�ements
�nis hexa�edriquesd'ordre �elev�e.

Pour les�equationsdeMaxwell 3-D, nousavonsaussidesprobl�emesd'e�cacit �edespr�econditionneurs.
Un autre point �a �etudier serait le couplage�el�ements �nis - �equations int�egrales.Une premi�ere
approche est d'utiliser une discr�etisation des �equations int�egrales,d'ordre �elev�e. La di�cult �e
est en pratique l'in t�egration des singularit�es. Pour les m�ethodes d'ordre un, les int�egralessin-
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guli�eressont �evalu�eesanalytiquement. Lorsqu'on utilise de l'ordre �elev�e, cette technique n'est
paspraticable, il faut avoir recours�a desint�egrationsnum�eriques.Le couplageavec les�el�ements
�nis serait du mêmetype que celui propos�e en axisym�etrique.

La deuxi�eme approche serait de coupler des �el�ements �nis d'ordre �elev�e avec les �equations
int�egralesd'ordre un. On pourrait ainsi avoir une non-conformit�e entre le maillage de surface
et le maillage de volume.

En ce qui concerne,les �equations de Maxwell axi-sym�etriques, nous pensonsqu'une piste �a
explorer serait l'utilisation de maillages non-conformesentre le maillage surfacique utilis �e par
les �equations int�egraleset le maillage volumique �el�ements �nis. On pourrait ainsi gagner des
degr�es de lib ert�e pour repr�esenter la solution sur la surface de l'ob jet, sans avoir �a rajouter
une couche interm�ediaire dans le maillage volumique. Une autre perpective prometteuse, est
de coupler une r�esolution axi-sym�etrique avec une r�esolution 3-D. On pourrait ainsi �etudier la
di�raction d'objets globalement axi-sym�etriques, comportant desd�efauts 3-D.
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Annexe A

Solutions analytiques des probl �emes
de di�raction d'ondes planes par une
sph�ere

Nous rappelons dans cette annexe les expressionsutilis �eespour calculer les
solutions analytiques des probl�emes de di�r action par un disque en 2-D,
et une sph�ere en 3-D. La premi�ere section rappelle les notations utilis �ees
pour les fonctions sp�eciales. La deuxi�eme section donne les expression pour
l' �equation de Helmholtz, avec condition de Sommerfeldexacteou condition
absorbante d'ordre 1. La troisi�eme et derni�ere section construit les solutions
pour les �equationsde Maxwell. On pourra utiliser indi� �eremment une condi-
tion de Silver-M•uller �a distance in�nie, ou �a distance �nie.
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A.1 Notations des fonctions sp�eciales

On introduit les fonctions sp�eciales, qui sont �a la base de tous les d�eveloppements qui
suivront, Pour une meilleure compr�ehension,nousrenvoyons lecteur �a l'ouvrage [Lebedevet al.,
1972].

{ Jn+ 1
2
(x), la fonction de Besselde premi�ere esp�eced'ordre n + 1

2 .
{ j n (x), la fonction de Besselsph�erique de premi�ere esp�eced'ordre n.
{  n (x), la fonction de Ricatti-Bessel de premi�ere esp�eced'ordre n.
{ Yn+ 1

2
(x), la fonction de Besselde deuxi�emeesp�eced'ordre n + 1

2 .
{ yn (x), la fonction de Besselsph�erique de deuxi�emeesp�eced'ordre n.
{ � n (x), la fonction de Ricatti-Bessel de deuxi�emeesp�eced'ordre n.
{ H (1)

n+ 1
2
(x), la fonction de Hankel de premi�ere esp�eced'ordre n + 1

2 .

{ h(1)
n (x), la fonction de Hankel sph�erique de premi�ere esp�eced'ordre n.

{ � (1)
n (x), la fonction de Hankel de premi�ere esp�eced'ordre n.

{ H (2)
n+ 1

2
(x), la fonction de Hankel de deuxi�emeesp�eced'ordre n + 1

2 .

{ h(2)
n (x), la fonction de Hankel sph�erique de deuxi�emeesp�eced'ordre n.

{ � (2)
n (x), la fonction de Hankel de deuxi�emeesp�eced'ordre n.

Cesfonctions v�eri�en t les relations mutuelles :
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

j n (x) =

r
�
2x

Jn+ 1
2
(x);  n (x) = xj n (x);

yn(x) =

r
�
2x

Yn+ 1
2
(x); � n (x) = xyn (x);

h(1)
n (x) =

r
�
2x

H (1)
n+ 1

2
(x) � (1)

n (x) = xh (1)
n (x):

et d'autres relations classiques:
8
<

:

J` � 1(x) + J`+1 (x) =
2`
x

J` (x); Y` � 1(x) + Y`+1 (x) =
2`
x

Y` (x)

J` � 1(x) � J`+1 (x) = 2J 0
` (x); Y` � 1(x) � Y`+1 (x) = 2Y 0

` (x);

Nous en d�eduisonsque :
8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

 n� 1(x) +  n+1 (x) =
2n + 1

x
 n (x)

� (1)
n� 1(x) + � (1)

n+1 (x) =
2n + 1

x
� (1)

n (x)

 0
n (x) =

x
2n + 1

((n + 1)j n� 1(x) � nj n+1 (x))

� (1)0

n (x) =
x

2n + 1

�
(n + 1)h(1)

n� 1(x) � nh(1)
n+1 (x)

�
:

Nous rappelons�a tout hasard les identit �es du wronskien :

 n (x) � 0
n (x) �  0

n (x) � n (x) = 1; (A.1)

 n (x) � (1)0

n (x) �  0
n (x) � (1)

n (x) = i; (A.2)

Cesdeux relations viennent de la propri �et�e bien connue :

J` (x) Y 0
` (x) � J 0

` (x) Y` (x) =
2

� x
:
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A.2 Solutions analytiques pour l' �equation de Helmholtz

A.2.1 Di�raction par un disque

Lorsquela g�eom�etrie est ind�ependante de � , on peut d�ecomposertoute solution de l' �equation
de Helmholtz sousla forme :

u =
1X

n = �1

in (� n H (1)
n (k r ) + � n H (2)

n (k; r )) ei n �

� n et � n sont les coe�cien ts de la d�ecomposition modale de u.
L'onde plane peut sed�evelopper en fonctions de Bessel(d�eveloppement de Jacobi-Anger) :

uincident = ei k r cos� =
+ 1X

n = �1

in Jn (k r ) ein� (A.3)

On d�eveloppe le champ total en rajoutant �a l'onde plane les fonctions de Hankel de premi�ere
esp�ece(qui v�eri�en t la condition de Sommerfeld) :

u(r; � ) =
+ 1X

n = �1

in
h
Jn (k r ) + � n H (1)

n (kr )
i

ein� (A.4)

Ainsi, le champ di�ract �e v�eri�e la condition de Sommerfeld.

Condition de Diric hlet

Le casmod�ele de la di�raction par un disquede rayon a s'�ecrit :
8
<

:

� k2u � � u = 0 2 

u = 0 pour r = a

+Condition de Sommerfeldsur u � uincident
(A.5)

Le champ total doit v�eri�er la condition aux limites pour r = a :

u(a) = 0

ce qui donne l' �equation suivante :

Jn (k a) + � n H (1)
n (k a) = 0

On en d�eduit l'expressionde � n :

� n = �
Jn (k a)

H (1)
n (k a)

Le champ total u est recompos�e en utilisant la formule (A.4).

Condition de Neumann

Lorsqu'on imposela condition de Neumann, on obtient l' �equation :

J 0
n (k a) + � n H (1)0

n (k a) = 0

On en d�eduit les coe�cien ts � n :

� n = �
J 0

n (k a)

H (1)0

n (k a)
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Disque di �electrique

Le casmod�elede la di�raction par un disquedi�electrique,de rayon a et d'indices �; � , s'�ecrit :
8
>><

>>:

�
�
�

k2u � � u = 0 r � a

� k2u � � u = 0 r � a
+Condition de Sommerfeldsur u � uincident

(A.6)

On note le nombre d'onde du disque int�erieur k i , il vaut :

ki = k
r

�
�

La solution int�erieure est d�evelopp�eeen fonctions de Bessel(avec pour nombre d'onde k i )

u(r; � ) =
+ 1X

n = �1

in � nJn (ki r ) ein� r � a (A.7)

Les conditions de transmission sont

u(r; � ) et �
@u
@r

(r; � ) continuesen r = a

C'est bien �
@u
@r

qui est continue, car l' �equation de Helmholtz dans tout le domaine est

� � k2 u � div( � r u) = 0

On obtient alors le syst�eme2x2

Jn (ka) + � n H (1)
n (ka) = � nJn (ki a)

k J 0
n (ka) + � n k H (1)0

n (ka) = �� n ki J 0
n (ki a)

soit 8
<

:

� � n H (1)
n (ka) + � nJn (ki a) = Jn (ka)

� � n k H (1)0

n (ka) + � � n ki J 0
n (ki a) = k J 0

n (ka)

Les solutions sont :

� n =
� ki J 0

n (ki a) Jn (k a) � k Jn (ki a)J 0
n (k a)

k H (1)0

n (k a) Jn (ki a) � � ki J 0
n (ki a) H (1)

n (k a)
(A.8)

� n =
k H (1)0

n (k a) Jn (k a) � k H (1)
n (k a) J 0

n (k a)

k H (1)0

n (k a) Jn (ki a) � � ki J 0
n (ki a) H (1)

n (k a)
(A.9)

Prise en compte de la condition absorban te d'ordre 1

Dansnosexp�eriencesnum�eriques,on a souvent approch�e la condition exactede Sommerfeld,
par une condition absorbante d'ordre sur un cerclede rayon b :

@(u � uincident )
@r

� i k (u � uincident ) = 0 pour r = b
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On remplacele d�eveloppement (A.4), par celui-ci :

u(r; � ) =
+ 1X

n = �1

in
h
Jn (k r ) + � n H (1)

n (kr ) + � n H (2)
n (kr )

i
ein� (A.10)

La condition aux limites pour le disquede rayon b nous fournit l�equation :

� n [k H (1)0

n (k b) � ik H n (1)(k b)] + � n [k H (2)0

n (k b) � ik H n(2)(k b)]

On en d�eduit l'expressionde � n :

� n = �
H (1)0

n (k b) � i Hn (1)(k b)

H (2)0

n (k b) � i Hn (2)(k b)
� n

On peut r�eecrireu sousune forme plus \agr �eable" :

u(r; � ) =
+ 1X

n = �1

in
h
Jn (k r ) + � n ~H (1)

n (kr )
i

ein� (A.11)

o�u ~H (1)
n est une fonction de Hankel de premi�ere esp�eceperturb�ee:

~H (1)
n (k r ) = H (1)

n (k r ) �
� H (1)0

n (k b) � i Hn (1)(k b)

H (2)0

n (k b) � i Hn (2)(k b)

�
H (2)

n (k r )

Touteslesexpressionscalcul�eespour unecondition de Sommerfeldexactesont doncvalables,
en rempla�cant H (1)

n par ~H (1)
n . De cette mani�ere, la prise en compte de la condition absorbante

d'ordre 1 est relativement simple �a mettre en �uvre.

A.2.2 Di�raction par une sph�ere

On seplace en coordonn�eessph�eriques

x = r sin � cos'
y = r sin � sin '

z = r cos�

Le d�eveloppement de Jacobi-Anger s'�ecrit

ei k r cos� =
+ 1X

n = 0

in (2n + 1) j n (k r ) Pn (cos� ) (A.12)

avec j n (k r ) fonction de Besselsph�erique de premi�ere esp�ece.Comme l'onde incidente est in-
variante suivant ' , la solution est �egalement invariante par rapport �a cette variable. Le champ
total est recherch�e sousla forme :

u(r; � ; � ) =
+ 1X

n = 0

in (2n + 1)
h
j n (k r ) + � n h(1)

n (kr )
i

Pn (cos� ) r � a (A.13)

Ce d�eveloppement est tr �esproche de celui qu'on a obtenu en 2-D. Pour passerdu 2-D au 3-D,
il su�t donc de remplacer H (1)

n , Jn , H (2)
n par leurs �equivalents sph�eriquesh(1)

n , j n , h(2)
n .
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Condition de Diric hlet

� n = �
j n (k a)

h(1)
n (k a)

Condition de Neumann

� n = �
j 0

n (k a)

h(1)0

n (k a)

Sph�ere di �electrique

� n =
� ki j 0

n (ki a) j n (k a) � k j n (ki a)j 0
n (k a)

k h(1)0

n (k a) j n (ki a) � � ki j 0
n (ki a) h(1)

n (k a)
(A.14)

� n =
k h(1)0

n (k a) j n (k a) � k h(1)
n (k a) j 0

n (k a)

k h(1)0

n (k a) j n (ki a) � � ki j 0
n (ki a) h(1)

n (k a)
(A.15)

Prise en compte de la condition de Sommerfeld

On remplaceh(1)
n par ~h(1)

n :

~h(1)
n (k r ) = h(1)

n (k r ) �
� h(1)0

n (k b) � i hn (1)(k b)

h(2)0

n (k b) � i hn (2)(k b)

�
h(2)

n (k r )

A.3 Solutions analytiques pour les �equations de Maxw ell

Les �equations de Maxwell sont di� �erentes de l' �equation de Helmholtz qu�a partir de la di-
mension3. On ne donnera ici que les expressionsdessolutions analytiques sur dessph�eres.

A.3.1 D�evelopp ement d'un champ en harmoniques sph�eriques

Soit S2
a une sph�ere de rayon a. Dans la suite, nous noterons r̂ la normale unitaire sortante

de la sph�ere. Nous notons TL 2(S2
a) l'ensemble deschamps tangentiels de carr�e int�egrable :

TL 2(S2
a) = f J (ar̂ ) 2 L 2(S2

a)3; J (ar̂ ):r̂ = 0)g:

Cet espacevectoriel peut être g�ener�e par un ensemble de fonctions de bases: les harmoniques
sph�eriques.Nous d�etaillons leur construction ci-apr�es.

Si Pn (x) est le polynômede Legendred'ordre n, P m
n (x) est la fonction de Legendreassoci�ee:

Pm
n (x) = (1 � x2)

m
2

dm Pn (x)
dxm ; m � 0;

Nous d�e�nissons : 8
>><

>>:

~Y m
n (r̂ ) = P jmj

n (cos� ) eim' ; n � 0; jmj � n

dn;m =
1

4�
(n � jmj)! (2n + 1)
(n + jmj)! n(n + 1)

;
(A.16)
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o�u (� ; ' ) sont les anglesusuelsen coordonn�eessph�eriques ~Y m
n (r̂ ) est connue comme une har-

monique sph�erique. Nous introduisons:
8
<

:

u(+)
n;m (ar̂ ) = d1=2

n;m ~r S2
a

~Y m
n (r̂ )

u(� )
n;m (ar̂ ) = d1=2

n;m r̂ ^ ~r S2
a

~Y m
n (r̂ );

(A.17)

o�u 8
>><

>>:

~r S2
r
f (r; � ; ' ) = 1

r

�
@f (r ;� ;' )

@� �̂ + 1
sin �

@f (r ;� ;' )
@' ^'

�

r̂ ^ ~r S2
r
f (r; � ; ' ) =

1
r

�
@f (r; � ; ' )

@�
'̂ �

1
sin �

@f (r; � ; ' )
@'

�̂
�

;
(A.18)

et

r̂ =

2

4
sin� cos'
sin � sin '

cos�

3

5 ; �̂ =

2

4
cos� cos'
cos� sin '

� sin �

3

5 ; ^' =

2

4
� sin '
cos'

0

3

5 :

Tout champ dans l'espacevectoriel L 2(S2
a) peut être d�ecompos�e sousla forme

J (ar̂ ) =
1X

n=1

+ nX

m= � n

X

" = �

J (" )
mn u(" )

n;m (ar̂ ): (A.19)

Noua avons

kJ (âr )k2
T L 2 (S2

a ) =
1X

n=1

+ nX

m= � n

X

" = �

jJ (" )
mn j2: (A.20)

On peut introduire une baseorthormee :
8
>><

>>:

u(";c )
n;m (ar̂ ) =

1
p

2

�
u(" )

n;m (ar̂ ) + u(" )
n; � m (ar̂ )

�

u(";s )
n;m (ar̂ ) =

� i
p

2

�
u(" )

n;m (ar̂ ) � u(" )
n; � m (ar̂ )

� (A.21)

Nous avons �egalement :

J (ar̂ ) =
1X

n=1

+ nX

m=0

X

" = �

J (";c )
mn u(";c )

n;m (ar̂ ) +
1X

n=1

+ nX

m=1

X

" = �

J (";s )
mn u(";s )

n;m (ar̂ ) (A.22)

et :

kJ (âr )k2
T L 2 (S2

a ) =
1X

n=1

nX

m=0

X

" = �

jJ (";c )
mn j2 +

1X

n=1

nX

m=1

X

" = �

jJ (";s )
mn j2: (A.23)

A.3.2 Poten tiels de Debye pour les �equations de Maxw ell

Soit w(x) une solution de l' �equation de Helmholtz :

k2w(x) + � w(x) = 0:

A partir de cepotentiel w(x), il est possiblede construire une solution des�equationsde Maxwell.
Nous commen�conspar l'identit �e triviale :

curl
�

~x(k2w(x) + � w(x)) + ~r w(x)
�

= 0;
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(curl ~r w = 0 est �evident)

curl
�

k2~xw(x) + ~�( ~xw(x))
�

= 0;

Comme ~� = ~r div � curl curl,

curl
�
k2~xw(x) � curl curl(~xw(x))

�
= 0: (A.24)

Soit

E(x) = curl(~xw(x)) ; H (x) = �
i

k Z0
curl curl(~xw(x)) ;

Nous avons par construction
curl E(x) � ik Z0H (x) = 0; (A.25)

L�equation (A.24) fournit imm�ediatement

curl H (x) + ik Z � 1
0 E(x) = 0; (A.26)

Nous pouvons faire le lien avec les �equations de Maxwell standard :

� i! � r E(x) � curlH (x) = 0

� i! � r H (x) + curlE(x) = 0
(A.27)

On en d�eduit les relations v�eri� �eespar Z0 et k

ik
Z0

= i! � r

ik Z0 = i! � r

Nous avons l'expressionsuivante de Z0 k en fonction de " r et � r

Z0 =
r

� r

� r

k =
p

� r � r !

(A.28)

Z0 est souvent appel�ee l'imp �edancedu mat�eriau alors que k est le nombre d'onde.
Soit v(x) une autre solution de l' �equation de Helmholtz. En �echangeant le rôle de E et H ,

on peut montrer que :

E(x) =
i
k

curl curl(~xv(x)) ; H (x) =
1

Z0
curl(~xv(x)) ;

est aussi une solution des deux �equations (A.25) et (A.26). En ajoutant les deux champs
�electromang�etiques, on obtient que :

8
>><

>>:

E(x) = curl(~xw(x)) +
i
k

curl curl(~xv(x)) ;

H (x) = �
i

kZ0
curl curl(~xw(x)) +

1
Z0

curl(~xv(x)) ;
(A.29)

est une solution particuli �eredes�equationsde Maxwell (A.25)-(A.26). Les fonctions v(x) et w(x)
sont lespotentiels de Debye associ�esau champ �electromagn�etique. Cespotentiels sont desoutils

242



puissants pour r�esoudredes probl�emesde di�ractions dans des g�eom�etries sph�eriques. Nous
pouvons d�ecomposercespotentiels sur les harmoniquessph�eriques

�
v(x)
w(x)

�
=

�
v(r; � ; ' )
w(r; � ; ' ))

�
==

1X

n=1

nX

m= � n

�
vn;m

wn;m

�
� n (kr ) ~Yn;m (� ; ' ); (A.30)

o�u vn;m et wn;m sont une suite de nombre complexes,et � n(kr ) tient lieu pour une destrois fonc-

tions sph�eriquesj n (kr ), yn (kr ) ou h(1)
n (kr ) (de telle sorte que � n (kr ) ~Yn;m (� ; ' ) v�eri�e l' �equation

de Helmholtz). R�esoudreun probl�emede di�raction sur une g�eom�etrie sph�erique revient �a trou-
ver les expressionsanalytiques pour les coe�cien ts vn;m et wn;m .

A.3.3 Traces des champs tangen tiels associ�es aux poten tiels de Debye

Soit (E(x); H (x)) un champ �electromagn�etique associ�e aux potentiels v(x) et w(x). Nous
assumonsque v(x) et w(x) sont d�e�nis �a l'ext �erieur ou �a l'in t�erieur du domaine d�elimit �e par
S2

a, la sph�ere de rayon a. Nous voulons obtenir l'expressiondeschamps tangentiels :

E t (ar̂ ) = lim
x! ar̂

r̂ ^ (E(x) ^ r̂ ); H t (ar̂ ) = lim
x! ar̂

r̂ ^ (H (x) ^ r̂ ):

Nous utilisons les coordonn�eessph�eriques (r; � ; ' ), et les vecteurs unitaires associ�es r̂ ; �̂ ; ^' .
Les expressionsdu rotationnel et du rot-rot d'un champ dirig�e dans la direction radiale sont
donn�eespar :

curl(v(x)~x) = curl(r v(r; � ; ' )r̂ ) =
1
r

�
1

sin �
@r v(r; � ; ' )

@'
~� �

@r v(r; � ; ' )
@�

~'
�

et
curl curl(v(x)~x) = curl curl( r v(r; � ; ' )r̂ )

= �
1
r 2

�
@2 r v(r; � ; ' )

@� 2 +
1

tan �
@r v(r; � ; ' )

@�
+

1
sin2 �

@2 r v(r; � ; ' )
@' 2

�
r̂

+
1
r

@2 r v(r; � ; ' )
@r @�

�̂ +
1

r sin �
@2 r v(r; � ; ' )

@r @'
'̂

En particulier, nous voyons que
8
>>>>><

>>>>>:

curl(v(x)~x) � r̂ = 0

curl curl(v(x)~x) � r̂ =

�
1
r

�
1

sin �
@
@�

�
sin �

@v(r; � ; ' )
@�

�
+

1
sin2 �

@2 v(r; � ; ' )
@' 2

�
(A.31)

Dans le mêmetemps, la d�e�nition (A.18) permet d'�ecrire
8
>><

>>:

lim
r ! a

r̂ ^ (curl (r v(r; � ; ' )r̂ ) ^ r̂ ) = � r̂ ^ ~r S2
a
av(a; � ; ' )

lim
r ! a

r̂ ^ (curl curl(r v(r; � ; ' )r̂ ) ^ r̂ ) =
�

~r S2
r

@r v(r; � ; ' )
@r

�

r = a

En particulier, si v(r; � ; ' ) = � (kr )Y (� ; ' )
8
>><

>>:

lim
r ! a

r̂ ^ (curl (r v(r; � ; ' )r̂ ) ^ r̂ ) = �
1
k

(t� (t)) t= ka r̂ ^ ~r S2
a
Y(� ; ' )

lim
r ! a

r̂ ^ (curl curlv(r; � ; ' )r̂ ) ^ r̂ ) = (
d
dt

(t� (t))) t= ka ~r S2
r
Y(� ; ' )

(A.32)
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De cesr�esultats, nous en d�eduisonsque;

8
>><

>>:

E t (ar̂ ) = � r̂ ^ ~r S2
a
aw(a; � ; ' ) +

i
k

�
~r S2

r

@r v(r; � ; ' )
@r

�

r = a
;

H t (ar̂ ) = �
i

kZ0

�
~r S2

r

@r w(r; � ; ' )
@r

�

r = a
�

1
Z0

r̂ ^ ~r S2
a
av(a; � ; ' );

tandis que, si v et w sont d�e�nis par le d�eveloppement :

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

E t (ar̂ ) = �
1
k

1X

n=1

nX

m= � n

wn;m (t� n (t)) t= ka r̂ ^ ~r S2
a

~Yn;m (� ; ' )

+
1
k

1X

n=1

nX

m= � n

vn;m i (t� n (t))0
t= ka

~r S2
a

~Yn;m (� ; ' )

H t (ar̂ ) = �
1

kZ0

1X

n=1

nX

m= � n

wn;m i (t� n (t))0
t= ka

~r S2
a

~Yn;m (� ; ' )

�
1

kZ0

1X

n=1

nX

m= � n

vn;m (t� n (t)) t= ka r̂ ^ ~r S2
a

~Yn;m (� ; ' )

(A.33)

Notons que puisque � n (t) est une fonction de Besselsph�erique ou de Hankel. t� n(t) est une
fonction de Ricatti-Bessel ou de Ricatti-Hank el.

A.3.4 D�ecomp osition d'une onde plane dans les poten tiels de Debye

Nous consid�eronsune ondeplane incident sepropageant dans la direction ẑ (x̂; ŷ; ẑ sont les
vecteursunitaires usuelsen coordonn�eescart�esiennes)

E inc (x) = x̂ e� ik ẑ�x ; Z0 H inc (x) = � ŷ e� ik ẑ�x : (A.34)

Pour obtenir les potentiels de Debye associ�es �a ce champ, nous commencons,par regarder la
d�ecomposition de la composante radiale :

�
E inc (x) � r̂

� Z0 H inc (x) � r̂

�
=

�
sin � cos'
sin � sin '

�
e� ik r cos�

En di� �erentiant le d�eveloppement de Jacobi-Anger :

e� ik r cos� =
1X

n=0

(� i )n (2n + 1)j n (kr )Pn (cos� );

suivant � , on obtient :

ik r sin � e� ik r cos� = �
1X

n=1

(� i )n (2n + 1)j n (kr ) sin � P 0
n (cos� );

et puisquesin � P 0
n (cos� ) = P 1

n (cos� ), nous voyons que

�
E inc (x) � r̂

� Z0 H inc (x) � r̂

�
=

i
kr

1X

n=1

(� i )n (2n + 1)j n (kr )
�

P1
n (cos� ) cos'

P1
n (cos� ) sin '

�

244



Soit winc (x) et vinc (x) deuxpotentiels deDebyeassoci�esau champ �electromagn�etique (E inc (x); H inc (x))
8
>><

>>:

E inc (x) = curl(~xw inc (x)) +
i
k

curl curl(~xvinc (x)) ;

H inc (x) = �
i

kZ0
curl curl(~xw inc (x)) +

1
Z0

curl(~xv inc (x)) :
(A.35)

Les �equations (A.31) fournissent les relations :
�

E inc (x) � r̂
� Z0 H inc (x) � r̂

�
= �

i
kr

�
1

sin �
@
@�

�
sin �

@
@�

�
+

1
sin2 �

@2

@' 2

� �
vinc (x)
winc (x)

�

Nous remarquonsque puisque r P 1
n (cos� ) cos' et r P 1

n (cos� ) sin ' sont harmoniques,
8
>>><

>>>:

�
1

sin �
@
@�

�
sin �

@
@�

�
+

1
sin2 �

@2

@' 2

� �
P1

n (cos� ) cos'
P1

n (cos� ) sin '

�
=

� n(n + 1)
�

P1
n (cos� ) cos'

P1
n (cos� ) sin '

�

Par une simple comparaison,nous obtenonsla d�ecomposition souhait�ee
�

vinc (r; � ; ' )
winc (r; � ; ' )

�
=

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

j n (kr )P1
n (cos� )

�
cos'
sin '

�
(A.36)

De cette relation, nousen d�eduisonsais�ement la trace tangentielle du champ �electromagn�etique
sur la sph�ere S2

a

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

E inc
t (ar̂ ) = �

1
k

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

 n (ka) r̂ ^ ~r S2
a
P1

n (cos� ) sin '

+
1
k

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

i 0
n (ka) ~r S2

a
P1

n (cos� ) cos'

H inc
t (ar̂ ) = �

1
kZ0

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

i 0
n (ka) ~r S2

a
P1

n (cos� ) sin '

�
1

kZ0

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

 n (ka) r̂ ^ ~r S2
a
P1

n (cos� ) cos'

(A.37)

A.3.5 Di�raction par une sph�ere parfaitemen t conductrice

Form ulation du probl �eme

Nous consid�eronsune onde plane :

E inc (x) = x̂ e� ik ẑ�x ; Z0 H inc (x) = � ŷ e� ik ẑ�x : (A.38)

Nouscherchons la solution au probl�emede di�raction par une sph�ereparfaitement conductrice :
8
<

:

curlE � ik Z0H = 0; in D +
a

curlH + ik Z � 1
0 E = 0; in D +

a ;
(A.39)

avec la condition de Silver-M•uller �a l'in�ni

lim
jx j!1

jxj
�

Z0(H � H inc ) ^
x
jxj

� (E � E inc )
�

= 0; (A.40)
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and la condition aux limites (la normale n(x) est r̂ pour une sph�ere)

E t (x) + � (n(x) ^ Z0H (x)) = 0: (A.41)

Le coe�cien t � est complexeavec < e� � 0 pour assurerque le probl�emeest bien pos�e. Le cas
� = 0 correspond �a une sph�ere parfaitement conductrice et � = � 1 est associ�e �a une condition
de Silver-M•uller pos�ee�a distance �nie.

Solution exprim �ee �a l'aide des poten tiels de Deb ye

La solution peut être d�ecompos�ee �a l'aide despotentiels de Debye

E(x) = E inc (x) + E d(x); H (x) = H inc (x) + H d(x)

avec 8
>><

>>:

E d(x) = curl(~xwd(x)) +
i
k

curl curl(~xvd(x)) ;

H d(x) = �
i

kZ0
curl curl(~xwd(x)) +

1
Z0

curl(~xvd(x)) :
(A.42)

La d�ecomposition !(A.36) de l'onde plane nousm�ene�a chercher lespotentiels du champ di�ract �e
sousla forme :

�
vd(r; � ; ' )
wd(r; � ; ' )

�
=

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

h(1)
n (kr )P1

n (cos� )
�

� n cos'
� n sin '

�
(A.43)

o�u � n et � n sont descoe�cien ts inconnus d�etermin�es par la condition aux limites. Notons que
le choix de la fonction de Hankel de premi�ere esp�ecea �et�e retenu pour assurerla condition de
Sommerfeld.

Lesexpressionsdescomposantes tangentielles d'un champ �electromagn�etique associ�e aux po-
tentiels deDebyesont donn�eespar lesrelations (A.33). Nouslesutilisation ensemble avec(A.36) et (A.43)
pour obtenir les traces tangentielles

E t (ar̂ ) =
1
k

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

i ( 0
n (ka) + � n � (1)0

n (ka)) ~r S2
a
P1

n (cos� ) cos'

�
1
k

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

( n (ka) + � n � (1)
n (ka)) r̂ ^ ~r S2

a
P1

n (cos� ) sin '

H t (ar̂ ) =
� 1
kZ0

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

i ( 0
n (ka) + � n � (1)0

n (ka)) ~r S2
a
P1

n (cos� ) sin '

�
1

kZ0

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

( n (ka) + � n � (1)
n (ka)) r̂ ^ ~r S2

a
P1

n (cos� ) cos'

A causedel'orthogonalit �e mututelle destermesdu d�eveloppement, la condition aux limites (A.41)
est v�eri� �eed�esque :

� n = �
 n (ka) + i�  0

n (ka)

� (1)
n (ka) + i� � (1)0

n (ka)
; � n = �

�  n (ka) + i 0
n (ka)

� � (1)
n (ka) + i� (1)0

n (ka)
:

le probl�emeest compl�etement r�esolu.
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A.3.6 Expression de E et H dans tout l'espace

Rappelonsle rotationnel d'un vecteur en coordonn�eessph�eriques

curlu =






























1
r 2 sin �

( r cos� u� + r sin �
@u�

@�
� r

@u�

@�
)

1
r sin �

(
@ur

@�
� sin � u� � r sin �

@u�

@r
)

1
r

( u� + r
@u�

@r
�

@ur

@�
)

Ainsi, nous avons

curl(v~x) =




























0

1
sin �

@v
@�

�
@v
@�

et

curl(curl( v~x)) =
































�
1
r

(
1

tan �
@v
@�

+
@2v
@� 2 +

1
sin2 �

@2v
@� 2 )

1
r

(
@v
@�

+ r
@2v

@� @r
)

1
r sin �

(
@v
@�

+ r
@2v

@r @�
)

On peut en d�eduire que

curl(vd(r; � ; � ) ~x) =
































0

�
1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

h(1)
n (kr ) � n P1

n (cos� )
sin �
sin �

�
1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

h(1)
n (kr ) � n

@
@�

�
P1

n (cos� )
�

cos�

(A.44)

curl(wd(r; � ; � ) ~x) =
































0

+
1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

h(1)
n (kr ) � n P1

n (cos� )
cos�
sin �

�
1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

h(1)
n (kr ) � n

@
@�

�
P1

n (cos� )
�

sin �

(A.45)
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De la mêmemani�ere

curl(curl( vd(r; � ; � ) ~x)) =






































1
r

1X

n=1

(� i )n (2n + 1) h(1)
n (kr ) � n P1

n (cos� ) cos�

1
r

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

� (1)0

n (kr ) � n
@
@�

�
P1

n (cos� )
�

cos�

�
1

r sin �

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

� (1)0

n (kr ) � n P1
n (cos� ) sin �

(A.46)

curl(curl( wd(r; � ; � ))) ~x) =






































1
r

1X

n=1

(� i )n (2n + 1) h(1)
n (kr ) � n P1

n (cos� ) sin �

+
1
r

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

� (1)0

n (kr ) � n
@
@�

�
P1

n (cos� )) sin �

+
1

r sin �

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

� (1)0

n (kr ) � n P1
n (cos� ) cos�

(A.47)

Finallement, nous avons l'expression:

E d =






































1
kr

1X

n=1

(� i )n (2n + 1) i h1
n (kr ) � n P1

n (cos� ) cos�

1
kr

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

 

� n i � (1)0

n (kr )
@
@�

�
P1

n (cos� )
�

+
� n

sin�
� (1)

n (kr ) P1
n (cos� )

!

cos�

�
1
kr

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

 
� n

sin�
i � (1)0

n (kr )P1
n (cos� ) + � n

@
@�

�
P1

n (cos� )
�

� (1)
n (kr )

!

sin �

(A.48)

Elle peut être r�e�ecrite :

E d =
i

kr

1X

n=1

(� i )n (2n + 1) h(1)
n (kr ) � n P1

n (cos� ) cos� r̂

+
1
k

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

i � n � (1)0

n (kr ) r Sr (P1
n (cos� ) cos� )

�
1
k

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

� n � (1)
n (kr )r̂ � r Sr (P1

n (cos� ) sin � )

(A.49)

248



Le champ magn�etique di�ract �e est �egal �a

H d = �
i

Z0 kr

1X

n=1

(� i )n (2n + 1) h(1)
n (kr ) � n P1

n (cos� ) sin � r̂

�
1

k Z0

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

i � n � (1)0

n (kr ) r Sr (P1
n (cos� ) sin � )

�
1

k Z0

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

� n � (1)
n (kr )r̂ � r Sr (P1

n (cos� ) cos� )

(A.50)

A.3.7 Di�raction d'une onde plane par une sph�ere di �electrique

Maintenant �etudions la di�raction d'une sph�ere di�electrique de rayon a et d'indices " r ; � r .
OA l'ext �erieur de la sph�ere, nous avons un domaine homog�ene in�ni o�u " r = 1 and � r = 1, et

Z0 = 1. A l'in t�erieur, nous avons � r 6= 1 � r 6= 1 and Z0 =
r

� r

� r
. A partir de maintenant, Z0

remplacera
r

� r

� r
et le domaine ext�erieur aura une imp�edancede 1

La solution �a l'ext �erieur de la sph�ere, peut être d�evelopp�ee sousla forme :

vd =
1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

h(1)
n (kr ) P1

n (cos� ) � n cos�

wd =
1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

h(1)
n (kr ) P1

n (cos� ) � n sin �

(A.51)

A l'in t�erieur de la sph�ere, la fonction de Besselsph�erique j n serautilis �e pour le champ total

vi =
1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

j n (ki r ) P1
n (cos� ) 
 n cos�

wi =
1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

j n (ki r ) P1
n (cos� ) � n sin �

(A.52)

ki est le nombre d'onde de la sph�ere di�electrique, il est �egal �a : k i = k
p

� r � r

Rappelonslesexpressiondestraces tangentiellles de E et H �a l'ext �erieur de la sph�erequand
r tends vers a. Cestraces sont les traces du champ total :

E t (ar̂ ) =
1
k

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

i ( 0
n (ka) + � n � (1)0

n (ka)) ~r S2
a
P1

n (cos� ) cos'

�
1
k

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

( n (ka) + � n � (1)
n (ka)) r̂ � ~r S2

a
P1

n (cos� ) sin '

H t (ar̂ ) =
� 1
k

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

i ( 0
n (ka) + � n � (1)0

n (ka)) ~r S2
a
P1

n (cos� ) sin '

�
1
k

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

( n (ka) + � n � (1)
n (ka)) r̂ � ~r S2

a
P1

n (cos� ) cos'
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Explicitons maintenant les traces tangentielles du champ total E et H �a l'in t�erieur de la sph�ere
quand r tends vers a.

E t (ar̂ ) =
1
ki

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

i 
 n  0
n (ki a) ~r S2

a
P1

n (cos� ) cos'

�
1
ki

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

� n  n (ki a) r̂ � ~r S2
a
P1

n (cos� ) sin '

H t (ar̂ ) =
� 1

ki Z0

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)

i� n  0
n (ki a) ~r S2

a
P1

n (cos� ) sin '

�
1

ki Z0

1X

n=1

(� i )n 2n + 1
n(n + 1)


 n  n (ka) r̂ � ~r S2
a
P1

n (cos� ) cos'

The traces tangentielles de E et H sont continues, donc les coe�cien ts � n ; � n ; 
 n and � n

v�eri�en ts les �equations
8
>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>:

i
k

( 0
n (ka) + � n � (1)0

n (ka)) =
i
ki


 n  0
n (ki a)

1
k

( n (ka) + � n � (1)
n (ka)) =

1
ki

� n  n (ki a)

i
k

( 0
n (ka) + � n � (1)0

n (ka)) =
i

ki Z0
� n  0

n (ki a)

1
k

( n (ka) + � n � (1)
n (ka)) =

1
ki Z0


 n  n (ki a)

(A.53)

Ainsi nous avons un syst�eme2x2 en � n and 
 n

� ki � n � (1)0

n (ka) + k
 n  0
n (ki a) = ki  0

n (ka)

� ki Z0 � n � (1)
n (ka) + k 
 n  n (ki a) = ki Z0  n (ka)

(A.54)

Multiplions la premi�ere �equation par  n (ki a) et soustrayons la �a la seconde�equation mul-
tipli �eepar  0

n (ki a) Ainsi, nous obtenons:

� n ( ki Z0  0
n (ki a)� (1)

n (ka) � ki � (1)0

n (ka) n (ki a)) = ki  0
n (ka) n (ki a) � ki Z0 n (ka) 0

n (ki a)
(A.55)

� n est �egale�a :

� n =
 0

n (k a)  n (ki a) � Z0  n (ka)  0
n (ki a)

Z0  0
n (ki a)� (1)

n (ka) � � (1)0

n (ka)  n (ki a)
(A.56)

Nous avons aussideux �equations en � n et � n

� ki � n � (1)
n (ka) + k � n  n (ki a) = ki  n (ka)

� ki Z0 � n � (1)0

n (ka) + k � n  0
n (ki a) = ki Z0  0

n (ka)
(A.57)

Multiplions la premi�ere �equation par  0
n (ki a) et soustrayons la �a la deuxi�eme �equation

multipli �eepar  n (ki a). Nous avons :

� n (ki Z0 � (1)0

n (ka)  n (ki a) � ki  0
n (ki a) � (1)

n (ka)) = ki  n (ka)  0
n (ki a) � ki Z0  0

n (ka) n (ki a)
(A.58)
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� n est �egal �a

� n =
 n (ka)  0

n (ki a) � Z0  0
n (ka)  n (ki a)

Z0 � (1)0

n (ka)  n (ki a) �  0
n (ki a) � (1)

n (ka)
(A.59)

De la mêmemani�ere, on peut calculer 
 n et � n


 n =
ki

k
Z0 � (1)

n (ka)  0
n (ka) � Z0 � (1)0

n (ka)  n (ka)

Z0  0
n (ki a) � (1)

n (ka) �  n (ki a) � (1)0

n (ka)

� n =
ki

k
Z0 � (1)0

n (ka)  n (ka) � Z0 � (1)
n (ka)  0

n (ka)

Z0 � (1)0

n (ka)  n (ki a) � � (1)
n (ka)  0

n (ki a)

(A.60)

Rappelonsles coe�cien ts � n et � n

� n =
 0

n (k a)  n (ki a) � Z0  n (ka)  0
n (ki a)

Z0  0
n (ki a)� (1)

n (ka) � � (1)0

n (ka)  n (ki a)

� n =
 n (ka)  0

n (ki a) � Z0  0
n (ka)  n (ki a)

Z0 � (1)0

n (ka)  n (ki a) �  0
n (ki a) � (1)

n (ka)

(A.61)

A.3.8 Prise en compte de la condition de Silv er-M •uller

De même que pour l' �equation de Helmholtz, il su�t de remplacer la fonction de Riccatti-
Hankel � (1)

n par ~� (1)
n :

~� (1)
n (k r ) = � (1)

n (k r ) �
� � (1)0

n (k b) � i � n (1)(k b)

� (2)0

n (k b) � i � n (2)(k b)

�
� (2)

n (k r )
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Annexe B

Condition transparen te pour les
�equations de Maxw ell en r �egime
harmonique utilisan t une form ule de
repr �esentation in t �egrale

Nous rappelonsdanscette annexe,une m�ethode pour calculer un probl�emede
di�r action en domainenon-born�e. Cette m�ethode, qu'on appellera \c ondition
transparente" utilise une repr�esentation int �egrale de la solution. Cette ap-
proche a �et�e intr oduite par [Hazard et Lenoir, 1996] et �egalementpar [J. Liu,
2001].
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B.1 Probl �eme Mo d�ele

On �etudie la di�raction d'une onde incidente par un obstacle

S

Incident Plane Wave

G

W

m = m0
e = e0

Dans un premier temps, on �etudie l' �equation de Helmholtz en domaine non born�e. On note
O l'in t�erieur de l'obstacle, @O le bord de l'obstacle. On d�ecomposela solution u en

u = ud + uinc

uinc est une onde incidente v�eri�an t l' �equation de Helmholtz, typiquement une onde plane. ud,
le champ di�ract �e est solution de

8
>>>>><

>>>>>:

� k2 u � � u = 0 dans R2� O

lim
r � > + 1

p
r (

@u
@n

� ik u) = 0

+ condition aux limites sur @O

(B.1)

La secondeligne correspond �a la condition de Sommerfeld, on imposeau champ di�ract �e
de satisfaire �a cette condition. Suivant la nature de l'obstacle (di�electrique, conducteur parfait
...), on adaptera la condition aux limites sur @O, la fronti �ere de l'obstacle. Pour simpli�er notre
discours,on prendra une condition de Neumann homog�enesur @O, ce qui donne l' �equation sur
ud

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

� k2 u � � u = 0 dans R2� O

lim
r � > + 1

p
r (

@u
@n

� ik u) = 0

@u
@n

= �
@uinc

@n
sur @O

(B.2)

Malheureusement, les ordinateurs ont une m�emoire �nie et on ne peut faire des calculs en
domaine�ni, on doit utiliser desdomainesborn�es.On a alors plusieurschoix pour approximer la
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condition deSommerfeld,lesconditions absorbantes,PML... Une condition absorbante revient �a
calculer la solution sur un domaineborn�e 
 et imposerune condition aux limites sur la fronti �ere
ext�erieure �. Le choix le plus simple de condition aux limites est la condition absorbante d'ordre
un. On r�esout alors

8
>>>>>><

>>>>>>:

� k2 u � � u = f dans 


@u
@n

� ik u = 0 sur �

@u
@n

= �
@uinc

@n
sur @O

(B.3)

On va maintenant d�ecrire une condition transparente, qui utilise la condition absorbante
d'ordre un. Puis, on discutera de la discr�etisation par �elements �nis de l' �equation de Helmholtz
avec cette condition transparente.

B.2 Description de la condition transparen te

Dans la �gure 1, on a fait �gurer le domaine 
, la fronti �ere � et l'obstacle. On a egalement
rajout �e une fronti �ere interne au domaine � et on a suppos�e que le milieu �etait homog�eneentre
la � et �. A l'in t�erieur de �, on peut r�esoudreune �equation de Helmholtz plus g�en�erale

� � (x) u(x) � div( � (x) grad(u(x)) ) = f (B.4)

� et � sont descoe�cien ts positifs qui peuvent d�ependredex. Commele milieu esthomog�ene
�a l�ext�erieur de �, on peut calculer u dans tout l'espaceext�erieur �a � grâce a la formule de
repr�esentation

u(x) =
Z

�

@� (x; y)
@n(y)

u(y) � � (x; y)
@u(y)
@n(y)

dy (B.5)

pour tout x �a l'ext �erieur de �, notamment sur �. � (x; y) est le noyau de Greende l' �equation
de Helmholtz en milieu homog�ene.

8
>>><

>>>:

� (x; y) =
i
4

H (1)
0 (kjx � yj) en 2-D

� (x; y) =
exp(ik jx � yj)

4� jx � yj
en 3-D

(B.6)

Une premi�ere id�ee serait alors d'utiliser cette formule de repr�esentation comme condition aux
limites sur �. ud est alors solution de

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

� k2 u(x) � � u(x) = 0 x 2 


u(x) =
Z

�

@� (x; y)
@n(y)

u(y) � � (x; y)
@u(y)
@n(y)

dy x 2 �

@u
@n

(x) = �
@uinc

@n
x 2 @O

(B.7)

On appelle la condition sur � condition transparente, car la solution en domaine non-born�e
v�eri�e cette condition, cen'est doncpasuneapproximation. D'autres auteurspr�ef�erent employer
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l'expression \condition exacte". Notre objectif est de d�eriver une formulation variationelle �a
partir de ce syst�eme. Un premier d�esavantage de cette condition est qu'elle s'�ecrit comme un
operateur Dirichlet-to-Neumann

u = D(u;
@u
@n

)

Cette �ecriture estdi�cile �a ins�ererdansla formulation variationnelle, car lorsqu'on fait l'in t�egration
par parties, on a

�
Z



k2u(x)v(x)dx +

Z



r u � r v �

Z

�

@u
@n

v ds =
Z



f v (B.8)

On int�egre la condition aux limites relative �a � via le terme de bord sur �. Une condition
de Dirichlet est trait �eeen l'imp osant sur l'espaced'approximation. On pr�ef�ere traiter descondi-
tions qui s'�ecrivent sousla forme d'un op�erateur Neumann-to-Dirichlet

@u
@n

= N (u)

A�n d'obtenir cette forme, on d�erive la formule de repr�esentation int�egrale

@u(x)
@n(x)

=
Z

�

@2� (x; y)
@n(y)@n(x)

u(y) �
@� (x; y)
@n(x)

@u(y)
@n(y)

dy (B.9)

On consid�ere alors ud solution de
8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

� k2 u(x) � � u(x) = 0 x 2 


@u(x)
@n(x)

=
Z

�

@2� (x; y)
@n(y)@n(x)

u(y) �

@� (x; y)
@n(x)

@u(y)
@n(y)

dy x 2 �

@u
@n

(x) = �
@uinc

@n
x 2 @O

(B.10)

On peut aussi faire des combinaisons lin�eaires des deux conditions, et obtenir ainsi une
condition absorbante \mo di� �ee".

ud est solution de
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

� k2 u(x) � � u(x) = 0 x 2 


@u
@n

(x) � ik u(x) =
Z

�

@2� (x; y)
@n(y)@n(x)

u(y) �
@� (x; y)
@n(x)

@u(y)
@n(y)

dy � ik
Z

�

@� (x; y)
@n(y)

u(y) � � (x; y)
@u(y)
@n(y)

dy x 2 �

@u
@n

(x) = 0 x 2 @O

(B.11)
Par la suite, c'est cette condition qu'on appelleracondition transparente. On essaiera�egalement

de justi�er qu'on privil �egie celle-ci par rapport �a la condition \Neumann". On va maintenant
�ecrire la formulation variationelle.
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B.3 Form ulation variationnelle

On prend une fonction v qu'on multiplie �a l' �equation de Helmholtz, et on int�egre sur tout
le domaine. On fait une int�egration par parties sur le terme en laplacien. On obtient alors

�
Z



k2u(x)v(x)dx +

Z



r u � r v �

Z

�

@u
@n

v ds �
Z

@O

@u
@n

v ds =
Z



f v (B.12)

On injecte les conditions aux limites sur � et @O

�
Z



k2 u(x) v(x) dx +

R

 r u � r v � ik

Z

�
uv ds �

Z

�

" Z

�

@2� (x; y)
@n(y)@n(x)

u(y) �
@� (x; y)
@n(x)

@u(y)
@n(y)

dy

� ik
Z

�

@� (x; y)
@n(y)

u(y) � � (x; y)
@u(y)
@n(y)

dy

#

v ds =
Z



f v �

Z

@O

@uinc

@n
v dx

On choisit u et v dans H 1(
), bien que ca puisse être probl�ematique car
@u
@n

intervient

dans les int�egrales sur �. Toutes les int�egrales dans le premier membre contribueront dans
l'expression de la matrice apr�es discr�etisation, tandis que les autres int�egralesconstitueront le
secondmembre. On choisit un espaced'approximation discret Vh . On note alors

(' i )1� i � N

les N fonctions de basede Vh .
La matrice \ �el�ements �nis" est de terme g�en�erique

Ac
i;j = �

Z



k2' i (x)' j (x)dx +

Z



r ' i � r ' j � ik

Z

�
' i ' j ds (B.13)

C'est la matrice qu'on obtiendrait si on mettait la seulecondition absorbante d'ordre 1. Elle
estparticuli �erement creuse,seulslesdegr�esde lib ert�epartageant un même�el�ement interagissent.
On la note Ac, c commecreuse!

La matrice \ �equation int�egrale" est de terme g�en�erique

Ap
i;j =

Z

�

" Z

�

@2� (x; y)
@n(y)@n(x)

' j (y) �
@� (x; y)
@n(x)

@' j (y)
@n(y)

dy� ik
Z

�

@� (x; y)
@n(y)

' j (y) � � (x; y)
@' j (y)
@n(y)

dy

#

' i (x) ds

(B.14)
Cette matrice contient une sous-matricepleine, traduisant le caract�erenon local de la condi-

tion transparente. Si on d�ecomposele vecteur U

U = [Ui ; Ug; Us]

Us les degr�esde lib ert�e associ�esaux fonctions de basequi ne s'annulent pas sur �

Ug les degr�esde lib ert�e associ�esaux fonctions de basequi ne s'annulent pas sur � ainsi que leur gradient

Ui tous les autres degr�esde lib ert�e
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On a alors l' �ecriture bloc de Ap

Ap =

0

B
B
B
B
@

0 0 0

0 0 0

0 A f 0

1

C
C
C
C
A

Ap s'applique �a une \inconnue sur �" et renvoie une \inconnue sur �". La sous-matriceA f

est pleine. Le secondmembre s'�ecrit

Fi =
Z



f ' i �

Z

@O

@uinc

@n
' i ds (B.15)

U est alors solution du syst�emelin�eaire

(Ac � Ap)U = F (B.16)

Ac a detr �esbonnespropri �et�es,notamment elleest tr �escreuse,doncpeucôuteuseenstockage.
Elle est sym�etrique, ce qui est important car la factorisation LD L t est moins côuteuse en
stockage et en temps de calcul qu'une factorisation LU . Un syst�eme lin�eaire sym�etrique est
�egalement plus facile �a r�esoudrepar des m�ethodes it �eratives. Notamment la m�ethode COCG,
qui est une versiondu gradient conjugu�e adapt�e aux matrices complexessym�etriques, et semble
particuli �erement e�cace sur ce type de matrices.

En revanche,Ap a demauvaisepropri �et�es,ellea unesous-matricepleinede taille importante,
elle est non-sym�etrique. C'est pour cesraisons,qu'on choisit de traiter cette matrice de mani�ere
it �erative. On ne stocke pascette matrice, mais on disposed'une proc�edurequi e�ectue le produit
matrice vecteur. On explicitera dans la suite comment on r�ealisecette derni�ere op�eration sans
avoir �a stocker la matrice.

On supposeavoir une proc�edure de r�esolution du syst�emelin�eaire creux

AcX = B

Par exempleon peut faire au pr�ealableune factorisation LD L t de la matrice, et r�esoudrealors
dessyst�emeslin�eairestriangulaires.

On s'int�eressealors �a la r�esolution par une m�ethode it �erative de l' �equation

U � (Ac)� 1ApU = (Ac)� 1F = G (B.17)

G est la solution de Helmholtz avec la condition d'ordre 1 homog�ene. Une premi�ere id�ee est
d'appliquer l'algorithme de Jacobi. On prend U0 = G, qui est d�ej�a une bonne approximation
de la solution exacte.

Choisir U0 = G
Pour i = 1:::N

Un+1 = G + (Ac)� 1ApUn

Faire tant que jjApUn+1 � ApUn jj > �

Le r�esidu de (B.16) est �egal �a

r = AcUn+1 � ApUn+1 � F

soit en utilisant l'equation
AcUn+1 = F + ApUn
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r = F + ApUn � ApUn+1 � F

�nalement
r = ApUn � ApUn+1

On peut aussiappliquer desm�ethodes it �eratives plus sophistiqu�eescommeGMRES(m) sur
le syst�emelin�eaire

(I � (Ac)� 1Ap)U = G (B.18)

L'avantage de l'utilisation de telles m�ethodes est le gain de robustesse,car la m�ethode de
Jacobi peut ne pas converger, on l'a constat�e num�eriquement et analytiquement dans le casdu
disque.

B.4 Calcul du pro duit matrice-v ecteur

B.4.1 Cas 2-D

On note H (1)
n la fonction de Hankel de premi�ere esp�eced'ordre n.

Le noyau de Green s'�ecrit

� (x; y) =
i
4

H (1)
0 (kjx � yj)

Or
H (1)0

0 (x) = � H (1)
1 (x)

Et

r y jx � yj =
(y � x)
jx � yj

d'o�u
@� (x; y)
@n(y)

=
ik
4

H (1)
1 (kjx � yj)

(x � y) � n(y)
jx � yj

(B.19)

On sait que

H (1)0

1 (x) = H (1)
0 (x) �

1
x

H (1)
1 (x)

On en d�eduit que

@2� (x; y)
@n(x)@n(y)

=
ik 2

4
H (1)

0 (kjx � yj)
(x � y) � n(y)

jx � yj
(x � y) � n(x)

jx � yj

�
ik
4

H (1)
1 (kjx � yj)

(x � y) � n(y)(x � y) � n(x)
jx � yj3

+
ik
4

H (1)
1 (kjx � yj)

n(x) � n(y)
jx � yj

�
ik
4

H (1)
1 (kjx � yj)

(x � y) � n(y)(x � y) � n(x)
jx � yj3
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Finalement

@2� (x; y)
@n(x)@n(y)

=
i
4

(x � y) � n(y)(x � y) � n(x)
jx � yj2

 

k2 H (1)
0 (kjx � yj) � 2k

H (1)
1 (kjx � yj)

jx � yj

!

+ ik
4 H (1)

1 (kjx � yj) n(x)�n(y)
jx � yj H (1)

0 (kjx � yj)
(B.20)

On s�epare le produit matrice vecteur Y = ApU en trois �etapes

Etape 1 On calculeu et
@u
@n

aux points de quadrature de la fronti �ere int�erieure �

Sur chaque segment la composant, on choisit les points de Gauss:

Etape 2 On calcule g(x) =
Z

�

@� (x; y)
@n(y)

u(y) � � (x; y)
@u(y)
@n(y)

dy

et h(x) =
Z

�

@2� (x; y)
@n(y)@n(x)

u(y) �
@� (x; y)
@n(x)

@u(y)
@n(y)

dy x 2 �

aux points de quadrature sur la fronti �ere ext�erieure �

Etape 3 On calcule
Z

�
[h(x) � ik g(x)] ' i ds

pour toute fonction de basene s'annulant pas sur �
Ce coe�cien t est alors la i-�emecomposante du vecteur Y

B.4.2 Cas 3-D

L'algorithme de calcul est identique en 3-D, cequi est modi� �e c'est la fonction de green.On
explicite dans cette section, sesd�eriv�eescommeon l'a fait pour le cas2-D.

� (x; y) =
exp(ik jx � yj)

4� jx � yj
(B.21)

@� (x; y)
@n(y)

=
(x � y) � n(y)

4� jx � yj3
exp(ik jx � yj) � ik

(x � y) � n(y)
4� jx � yj2

exp(ik jx � yj) (B.22)

En d�erivant, on obtient

@2� (x; y)
@n(x)@n(y)

=
n(x) � n(y)
4� jx � yj3

exp(ik jx � yj) � 3
(x � y) � n(y)(x � y) � n(x)

4� jx � yj5
exp(ik jx � yj) +

ik (x � y) � n(y)(x � y) � n(x)
4� jx � yj4

exp(ik jx � yj) �
ik n(x) � n(y)
4� jx � yj2

exp(ik jx � yj)

+
k2(x � y) � n(y)(x � y) � n(x)

4� jx � yj3
+

2ik (x � y) � n(y)(x � y) � n(x)
4� jx � yj4

exp(ik jx � yj)

En regroupant, on trouve

@2� (x; y)
@n(x)@n(y)

=
exp(ik jx � yj

4� jx � yj

"

n(x)�n(y)(
1

jx � yj2
�

ik
jx � yj

)+
(x � y) � n(y)(x � y) � n(x)

jx � yj2
(k2+

3ik
jx � yj

�
3

jx � yj2
)

#

(B.23)
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B.5 Equations de Maxw ell 3-D

On �etudie la di�raction d'un objet m�etallique parfaitement conducteur de fronti �ere �. On
borne le domaine de calcul 
 par une fronti �ere ext�erieure �, sur laquelle on met une condi-
tion de Silver-M•uller. L'ob jet m�etallique est plong�e dans un milieu h�et�erog�ene de permittivit �e
di�electrique� , et deperm�eabilit�e magn�etique � . On suppose,qu'�a l'in�ni, le milieu esthomog�ene,
d'indices � 0 et � 0. Le champ di�ract �e est alors solution de

� i! � r E(x) � ~rot H (x) = i! (� � � 0)E i x 2 


� i! � (x) H (x) + rot E(x) = i! (� � � 0) H i x 2 


n � E(x) = � n � E i (x) x 2 �

rot( E) � n =
ik
�

(n � E) � n x 2 �

(B.24)

~E et H sont respectivement le champ �electrique et le champ magn�etique. La derni�erecondi-
tion est la condition de Silver-M•uller. On modi�e cette condition de la mêmemani�ere qu'on l'a
fait pour l' �equation de Helmholtz.

rot( E) � n =
ik
�

(n � E) � n + rot( E pot) � n �
ik
�

(n � E pot) � n (B.25)

Soit en faisant intervenir H pot :

rot( E) � n =
ik
�

(n � E) � n + i! �H pot � n �
ik
�

(n � E pot) � n (B.26)

H pot et E pot sont leschampsmagn�etiqueset �electriquessur � calcul�es�a l'aide d'une formule
de repr�esentation int�egrale utilisant E et H sur �. La formule de repr�esentation int�egrale de
type Stratton-Chu s'�ecrit :

E pot(x) =
Z

�
ik G(x; y) (n � H )(y)dy +

Z

�
(n � E)(y) � r y � (x; y)dy

H pot(x) = �
Z

�
ik G(x; y) (n � E)(y)dy +

Z

�
(n � H )(y) � r y � (x; y)dy

(B.27)

Le noyau de Green classiqueen 3D :

� (x; y) =
eik jx � yj

4� jx � yj

La function de Green dyadique :

G(x; y) = � (x; y) I +
1
k2 r yr y � (x; y)

Nous avons donc besoin de calculer le gradient du noyau de Green, ainsi que la matrice
hessienne:

d� (x; y)
dym

=

(
(xm � ym )
4� jx � yj3

�
ik (xm � ym )
4� jx � yj2

)

eik jx � yj (B.28)
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d2�
dym@yl

=
h

�
� m;l

4� jx � yj3
+

3(xm � ym ) (x l � yl )
4� jx � yj5

+
ik � m;l

4� jx � yj2
�

2ik (xm � ym ) (x l � yl )
4� jx � yj4

�
ik (xm � ym ) (x l � yl )

4� jx � yj4
� k2 (xm � ym ) (x l � yl )

4� jx � yj3

i
eik jx � yj

=
h
� m;l (ik �

1
jx � yj

) +
(xm � ym ) (x l � yl )

jx � yj
( � k2 �

3ik
jx � yj

+
3

jx � yj2
)
i eik jx � yj

4� jx � yj2

La formulation variationnelle de l' �equation du secondordre en E s'�ecrit :

�
Z



! 2� r E 'dx +

Z




1
� r

rot( E) rot (' ) �
Z

�
rotE � n � ' ds =

Z



f � ' (B.29)

Le terme de bord est �egal �a

�
Z

�
rotE � n � 'ds = � ik

Z

�

h
(E � n) � (' � n) + H pot � n � ' � (E pot � n) � (' � n)

i

= � ik
Z

�
(E � n) � (' � n) + ik

Z

�

�
� (H pot � n) � n + (E pot � n)

�
� (' � n)

(B.30)
Sur la �gure B.1, on a a�c h�e la SER obtenue avec la condition de Silver-M•uller, la condition

transparente et la SER analytique. On utilise des�el�ements �nis d'arête de la premi�ere famille
Q4 � Q3. Sur la �gure B.2, on fait la mêmeexp�eriencepour un rayon plus petit, toujours avec
Q4 � Q3.

�450 �400 �350 �300 �250 �200 �150 �100
�10

�5

0

5

10

15

20

25

30

35

q

Rc
s (

dB
 m

2 )

Analytical Rcs
Transparent condition
Silver�Muller condition

Fig. B.1 { SER d'une sph�ere parfaitement conductrice de rayon 1. k = 2� , la fronti �ere
ext�erieure du domaine de calcul est plac�ee sur une sph�ere de rayon 2. En rouge, SER avec
la condition transparente. En bleu, SER obtenue analytiquement. En vert, SER obtenue avec
la condition de Silver-M•uller. Le mêmemaillage est utilis �e, on compte 22 000 degr�esde lib ert�e.

On valide �egalement le casdi�electrique sur la �gure B.3
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Fig. B.2 { SER d'une sph�ere parfaitement conductrice de rayon 0.5 . k = 2� , la fronti �ere
ext�erieure du domaine de calcul est plac�eesur une sph�ere de rayon 0.6 . En rouge, SER avec la
condition transparente. En bleu, SER obtenue analytiquement. En vert, SER obtenue avec la
condition de Silver-M•uller. Le mêmemaillage est utilis �e, on compte 5 200 degr�esde lib ert�e.
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Fig. B.3 { SER d'une sph�ere di�electrique de rayon 1.0 . k = � � r = 1:5, la fronti �ere
ext�erieure du domaine de calcul est plac�eesur une sph�ere de rayon 1.5 . En rouge, SER avec la
condition transparente. En bleu, SER obtenue analytiquement. Le maillage utilis �e compte 11
000 degr�esde lib ert�e.

263



264



Annexe C

Factorisation discr �ete et in t �egration
exacte

Nous rappelonsdanscette annexecomment on obtient une factorisation de la
matrice derigidit �e dansle cas des�el�ements�nis nodaux, lorsqu'on utilise une
int �egration presqueexacte. On e�ectue la même d�emarche sur les �el�ements
�nis d'arête et pour la formulation Galerkin discontinue. Les algorithmes
obtenusont une complexit�e en O(r 4), comme dans le cas d'une int �egration
approch�ee mais les constantessont l�eg�erement plus �elev�ees.

Sommaire

C.1 Cas des �el�ements �nis H 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
C.2 Cas des �el�ements �nis de N �ed�elec de la premi �ere famille . . . . . . . 268
C.3 Cas de la form ulation Galerkin discon tin ue . . . . . . . . . . . . . . . 269
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Lesd�eveloppements donn�esdanscette annexesont tr �esformels,on nepr�eciseraquerarement
l'espacede d�e�nition des variables et op�erateurs qu'on introduit. Ces d�eveloppements servent
d'un point de vue pratique, pour obtenir desproduits matrice-vecteur e�caces. C'est pour cette
raison qu'il nous a sembl�e plus important de garder les id�eesbases,plut ôt que de produire un
raisonnement rigoureux avec desnotations complexes.On adopte une notation avec desindices
i; j; k; m, qui sont desindices3-D, on note i 1; i2; i3 les trois composantes de l'indice. Les indices
t; p;q; s vont de 1 �a 3, ils d�esignent les composantes des vecteurs. Souvent, on omettra ces
indices de composante, ils seront consid�er�es implicites �a causede la structure desobjets mis en
jeu (matrices 3x3, vecteur �a trois composantes). r d�esignel'ordre d'approximation.

C.1 Cas des �el�ements �nis H 1

Rappelonsl'expressionde la matrice de rigidit �e �el�ementaire sur un hexa�edre K e :

(K h) i;j =
Z

K̂
Je DF � 1

e � DF � t
e r̂ ^' i � r̂ ^' j

On utilise les mêmesnotations que dans le chapitre 1. Apr �es int�egration en utilisant (r + 1)3

points de Gauss(les points sont not�es �̂ G
k et les poids ! k), on obtient :

(K h) i;j =
(r +1) 3
X

k=1

! k (Je DF � 1
e � DF � t

e )( �̂ G
k ) r̂ ^' i (�̂ G

k ) � r̂ ^' j (�̂ G
k )

On introduit la matrice Bh diagonalepar blocs 3x3 :

(Bh) j;k = ! k (Je DF � 1
e � DF � t

e )( �̂ G
k ) � j;k

chaque bloc (Bh)k;k est une matrice 3x3 sym�etrique. On introduit la matrice Ŝ :

Ŝj;k = r̂ ^' j (�̂ G
k )

On s�epare le produit matrice vecteur K h U en trois �etapes:

1. Vk =
(r +1) 3
X

j =1

r̂ ^' j (�̂ G
k ) Uj

2. Wk = (Bh)k;k Vk

3. Yi =
(r +1) 3
X

k=1

r̂ ^' i (�̂ G
k ) Wk

On a exhib�e la factorisation suivante :

K h = Ŝ Bh Ŝt

Cette factorisation permet d'isoler la g�eom�etrie dans la matrice diagonalepar blocsB h . Elle est
donc cruciale lorsqu'on veut construire desalgorithmes peu côuteux en stockage.

Cependant, la matrice Ŝ est pleine, car les fonctions de base ^' i utilisent lespoints de Gauss-
Lobatto, alors que les points de quadrature �̂ G

k sont les points de Gauss. Pour pallier �a cet
inconv�enient, nous utilisons la factorisation suivante de la matrice Ŝ :

Ŝ = Ĉ R̂
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o�u
Ĉj;k = ^' j (�̂ G

k )

R̂j;k = r̂ '̂ G
j (�̂ G

k )

Cette factorisation vient de l'identit �e :

^' j (x̂) =
X

m

^' i (� G
m ) ^' G

m (x̂)

Cette identit �e est imm�ediate du fait de l'unicit �e de l' �ecriture polynômiale, les fonctions de base
^' i et ^' G

i constituant une base de l'espace des polynômes Qk . En d�erivant cette �egalit�e, on
obtient alors :

r̂ ^' j (�̂ G
k ) =

X
^' i (� G

m )r̂ ^' G
m (�̂ G

k )

On reconnait bien le produit matrice vecteur recherch�e Ĉ R̂.
La matrice R̂ est creusepour la mêmeraison invoqu�eedans le chapitre 2. La matrice Ĉ est

pleine, mais du fait de la tensorisation desdegr�esde lib ert�e, on peut s�eparer la triple sommeen
trois sommessimples:

ĈU =
r +1X

i 1 ;i 2 ;i 3=1

uk1 ;k2 ;k3 ^' i 1 (�̂ G
k1

) ^' i 2 (�̂ G
k2

) ^' i 3 (�̂ G
k3

)

est scind�e en :
w1k1 ;k2 ;i 3 =

X

k3

^' i 3 (�̂ G
k3

) uk1 ;k2 ;k3

w2k1 ;i 2 ;i 3 =
X

k2

^' i 2 (�̂ G
k2

) w1k1 ;k2 ;i 3

w3i 1 ;i 2 ;i 3 =
X

k1

^' i 1 (�̂ G
k1

) w2k1 ;i 2 ;i 3

De mani�ere sous-jacente, on a une factorisation :

Ĉ = Ĉ1 Ĉ2 Ĉ3

avec Ĉ1; Ĉ3; Ĉ3 desmatrices creuses.
La matrice de masse�el�ementaire s'�ecrit :

(M h) i;j =
Z

K̂
Je � ^' i '̂ j

apr�es int�egration num�erique, elle vaut :

(M h) i;j =
(r +1) 3
X

k=1

! k (Je � )( �̂ G
k ) ^' i (�̂ G

k ) ^' j (�̂ G
k )

De la mêmemani�ere que pour la matrice de rigidit �e, on trouve la factorisation suivante :

M h = Ĉ Dh Ĉ t

avec la matrice diagonaleD h :

(Dh) j;k = ! k (Je � )( �̂ G
k )� j;k

Evaluons maintenant la complexit�e. Le côut d'un produit matrice vecteur avec Ĉ est iden-
tique au côut avec R̂, car on a trois sommessimples �a �evaluer. Le produit matrice vecteur
(� ! 2 Dh + K h) Uh côute deux fois plus cher, lorsqu'on fait de l'in t�egration exacte,par rapport
�a l'in t�egration approch�ee.
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C.2 Cas des �el�ements �nis de N �ed�elec de la premi �ere famille

La d�emonstration est tr �es similaire au cas H 1. On part de l'expression de la matrice de
rigidit �e �el�ementaire :

(K h) i;j =
Z

K̂
Je DF t

e � � 1 DFe r̂ � '̂ i � r̂ � ^' j

Apr �es int�egration en utilisant (r + 1)3 points de Gauss,on obtient :

(K h) i;j =
X

k

! k (Je DF t
e � � 1 DFe)( �̂ G

k ) r̂ � '̂ i (�̂ G
k ) � r̂ � '̂ j (�̂ G

k )

On introduit la matrice Bh diagonalepar blocs :

(Ah) j;k = ! k (Je DF t
e � � 1 DF )

e(�̂ G
k ) � j;k

chaque bloc (Ah)k;k est une matrice 3x3 sym�etrique. On introduit la matrice Ŝ :

Ŝj;k = r̂ � '̂ j (�̂ G
k )

On s�epare le produit matrice vecteur K h U en trois �etapes:

1. Vk =
X

j

r̂ � ^' j (�̂ G
k ) Uj

2. Wk = (Ah)k;k Vk

3. Yi =
X

k

r̂ � ^' i (�̂ G
k ) Wk

On a exhib�e la factorisation suivante :

K h = Ŝ Bh Ŝt

Cette factorisation permet d'isoler la g�eom�etrie dans la matrice diagonalepar blocsB h . Elle est
donc cruciale lorsqu'on veut construire desalgorithmes peu côuteux en stockage.

La matrice Ŝ est pleine, mais on peut obtenir la factorisation suivante :

Ŝ = Ĉ R̂

o�u
Ĉj;k = ^' j (�̂ G

k )

R̂j;k = r̂ � ^' G
j (�̂ G

k )

Cette factorisation vient de l'identit �e :

^' j (x̂) =
X

m

^' i (� G
m ) ^' G

m (x̂)

Cette identit �e est v�eri� �ee car l'espace engendr�e par les fonctions de base ^' j est Qr � 1;r ;r �
Qr ;r � 1;r � Qr ;r ;r � 1. Cet espaceest inclus dansQ3

r , espaceengendr�e par les fonctions de base ^' G
m .

En prenant le rotationnel de cette identit �e, on obtient la factorisation souhait�ee.
La matrice R̂ est creuse, le produit matrice vecteur avec R̂ et sa transpos�ee donne une

complexit�e de 24(r + 1)4. Explicitons le produit matrice vecteur Ĉ U, pour les fonctions de base
orient�eessuivant e1 :

Ĉ1 U =
X

k1 ;k2 ;k3

uk1 ;k2 ;k3 ^' GA
i 1

(�̂ G
k1

) ^' GL
i 2

(�̂ G
k2

) ^' GL
i 3

(�̂ G
k3

)
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o�u GA d�esignelesr 3 points de Gauss(G d�esignetoujours les(r + 1)3 points de Gauss).On peut
s�eparer cette triple en trois simplessommescommeon l'a fait dans le casscalaire.On aura une
factorisation du type :

Ĉ1 = Ĉ11Ĉ12Ĉ13

On aura des factorisations semblables pour Ĉ2 (fonctions de baseorient�eessuivant e2) et Ĉ3.
Les matrices Ĉij auront commebonne propri �et�e d'être creuses.

La matrice de masse�el�ementaire s'�ecrit :

(M h) i;j =
Z

K̂
Je DF � 1

e " DF � t
e ^' i ^' j

apr�es int�egration num�erique, elle vaut :

(M h) i;j =
X

k

! k (Je DF � 1
e " DF � t

e )( �̂ G
k ) ^' i (�̂ G

k ) ^' j (�̂ G
k )

De la mêmemani�ere que pour la matrice de rigidit �e, on trouve la factorisation suivante :

M h = Ĉ Bh Ĉ t

avec la matrice diagonalepar blocs 3x3, B h :

(Bh) j;k = ! k (Je DF � 1
e " DF � t

e )( �̂ G
k )� j;k

Evaluons la complexit�e du produit matrice vecteur

(� ! 2M h + K h) Uh = [Ĉ (� ! 2 Bh + R̂AhR̂t ) Ĉ t ]Uh

Le cout de R̂ et R̂t est de 24(r + 1)4. Ĉ1 V n�ecessitetrois sommations,avec respectivement r
termes, r + 1 et r + 1 termes, soit une complexit�e de (6 r + 4)(r + 1)3. Ĉ2 et Ĉ3 demandent
chacunece mêmenombre d'op�erations. Le cout de Ĉ et Ĉ t est donc de (36r + 24)(r + 1)3.

La complexit�e est donc principalement de 60r 4 contre 36r 4 lorsqu'on fait de l'in t�egration
approch�ee.

C.3 Cas de la form ulation Galerkin discon tin ue

Nous nous int�eressonsau casd'une formulation Galerkin discontinue (voir chapitre 6). On
choisit dans cette partie de prendre commeespacelocal :

Vh = f u 2 (L 2(
)) 3 tel que u � Fe 2 Q3
r g

L'avantage de ce choix est d'obtenir desmatrices de massediagonales,par exemplela matrice
relative au champ �electrique :

(M h)1
j;k = " Je(�̂ k ) ! k � j;k

De plus, si on orthonormalise les fonctions de baseavec le facteur (Je(�̂ k ) ! k )� 1=2, on obtient
des matrices de massediagonaleset constantes par �el�ement, car elles ne contiennent que des
indices physiques"; �::: .

Cependant, les matrices de rigidit �e d�ependent alors de la g�eom�etrie :

(Rh)(i;r );(j;s ) =
Z

K e

r � ( ^' j es) � ( ^' i er )
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Nous allons montrer qu'on peut trouver une factorisation, du type :

Rh = Bh Ŝ

avec Bh matrice diagonalepar blocs 3x3, et Ŝ une matrice ind�ependante de la g�eom�etrie.
Pour d�emontrer cette factorisation, nous nous pla�consdans un cadre plus g�en�eral, avec un

op�erateur : A1
@

@x1
+ A2

@
@x2

+ A3
@

@x3
Dans le casdu rotationnel r� , nousavons trivialement :

A1 =

0

@
0 0 0
0 0 � 1
0 1 0

1

A A2 =

0

@
0 0 1
0 0 0
� 1 0 0

1

A A3 =

0

@
0 � 1 0
1 0 0
0 0 0

1

A

On a :
r U1 = DF � t

e r̂ Û1

on note la matrice 3x3 bk :
bk = ! k (Je DF � t

e )( �̂ G
k )

On a donc :

! k Je
@' i

@xp
(�̂ G

k ) =
X

q

bk
p;q

@̂' i

@̂xq
(�̂ G

k )

La matrice de rigidit �e s'�ecrit :

(Rh)(i;t );(j;s ) =
Z

K e

X

p

Ap
@' j es

@xp
� (' i et )

soit

(Rh)(i;t );(j;s ) =
Z

K e

X

p

(Ap)t;s
@' j

@xp
' i

Le produit matrice vecteur Rh U s'�ecrit apr�eschangement de variables :

(Rh U) i;t =
X

k;p;q;j;s

(Ap)t;s bk
p;q

@̂' j

@̂xq
(�̂ G

k ) ^' i (�̂ G
k ) uj;s

Les fonctions de base ^' i �etant associ�eesaux points de Gauss,on obtient i = k.

(Rh U) i;t =
X

p;q;j;s

(Ap)t;s bi
p;q

@̂' j

@̂xq
(�̂ G

i ) uj;s

On va s�eparer cette int�egraleen deux �etapes :

(vi )(q;s) =
X

j

@̂' j

@̂xq
(�̂ G

i ) uj;s

(Rh U) i;t =
X

p;q;s

(Ap)t;s bi
p;q (vi )(q;s)

La premi�ere �etape calcule les d�eriv�eesdestrois composantes de u selon les trois variables d'es-
pacesx̂1; x̂2 et x̂3. La deuxi�eme applique les transformations g�eom�etriques pour passer�a un
�el�ement quelconquedu maillage. On a ainsi exhib�e la factorisation annonc�ee.

Explicitons maintenant les matrices de sauts :

Sh(i;t );(j;s ) =
Z

@K̂
dse

X

p

Ap '̂ j es np � ' i et
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Soit apr�es int�egration sur les points de Gauss de la fronti �ere �̂ G
m , le produit matrice-vecteur

s'�ecrit :
(Sh U) =

X

m;p;j;s

! m (np dse)( �̂ G
m ) (Ap)t;s ^' j (�̂ G

m ) ^' i (�̂ G
m ) uj;s

On va d�ecomposercette sommation en trois �etapes :

1. vm;s =
X

j

^' j (�̂ G
m ) uj;s

2. wm;t =
X

p;s

! m (np dse)( �̂ G
m ) (Ap)t;s vm;s

3. yi;t =
X

m

^' i (�̂ G
m ) wm;t

Ce qu'on peut formellement r�einterpr êter commeune factorisation :

Sh = Ĉ Ah Ĉ t

La premi�ere �etape sert �a extrapoler la valeur des fonctions de base int�erieures aux points de
Gaussde la fronti �ere.Du fait de la tensorisation desfonctions de base,la matrice Ĉ seracreuse.
Plus exactement elle comportera 3(r + 1)4 �el�ements non-nuls. La seconde�etape applique les
transformations g�eom�etriques. Et la troisi�eme �etape r�ealise l'in t�egration contre les fonctions
tests.

Evaluons maintenant la complexit�e du produit matrice-vecteur avec Rh . Le calcul Ŝ U
n�ecessite18(r + 1)4 op�erations car on doit �evaluer 9 d�eriv�ees,et chaque d�eriv�eedemander + 1
multiplications et additions. Le calcul B h V n�ecessite36(r + 1)3 op�erations, car lesmatrices Ap

ont en tout 6 �el�ements non-nuls.
côut en temps de calcul de Rh U et Rt

h U : 36(r + 1)4 + 72(r + 1)3

Il faut mettre en comparaisoncescomplexit�es avec ce qu'on avait obtenu avec l'utilisation de
la transformation DF t

i :
côut en temps de calcul de Rh U et Rt

h U : 24r (r + 1)3

On voit que l'utilisation de cette transformation est avantageuse,car elle conserve le rotationnel
quand on passed'un �el�ement quelconquevers l' �el�ement de r�ef�erence.On n'a donc pas besoin

d'�evaluer les d�eriv�ees
@̂U1

@̂x1

@̂U2

@̂x2
;

@̂U3

@̂x3
, ce qui explique la constante 36 au lieu de 24. En ce qui

concernela complexit�e du produit matrice-vecteur avec Sh et St
h, on trouve :

côut en temps de calcul de Sh U et St
h U : 144(r + 1)3 + 144(r + 1)2

On trouve l�a aussiun côut environ 50%sup�erieur par rapport au casavecla transformation DF t
i .

La raison est que cette transformation permet de conserver les normales. Par cons�equent, en
chaquepoint de quadrature d'une surface,on a seulement les deux degr�esde lib ert�e tangentiels
qui vont intervenir pour �evaluer lestermesdesaut, alorsqu'en l'absencede cette transformation,
les trois degr�esde lib ert�e situ�esautour de ce point vont interagir.

Au niveau du stockage, on obtient un algorithme attractif car on a besoin de ne stocker
que les matrices DF � t

i en chaque point de quadrature, et desmatrices 3x3 en chaque point de
quadrature de la fronti �ere, fronti �ere qui est partag�ee par deux hexa�edres.Le stockageest donc
de 9(r + 1)3 + 27(r + 1)2 pour chaque�el�ement du maillage.

Cet algorithme est int�eressant car il permet de traiter les �equations de Maxwell dans un
cadreplus g�en�eral dessyst�emeshyperboliqueslin�eaires(via lesmatrices A p), mais il est environ
50 % plus côuteux que l'algorithme utilisant la transformation DF t

i .
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R�esum�e

Dans cette th�ese,nous nous int�eressons�a la r�esolution des�equationsde Maxwell en r�egime
fr�equentiel, a�n de calculer pr�ecis�ement la signature radar de cibles diverses.Pour avoir une
grande pr�ecision n�ecessairepour des exp�eriencede grande taille, nous utilisons des m�ethodes
d'ordre �elev�e.

Dans le casscalaire, les �el�ements �nis spectraux hexa�edriquesavec condensationde masse,
permettent d'obtenir un produit matrice vecteur rapide et peux côuteux en stockage. Dans le
cas vectoriel, les hexa�edres de la premi�ere famille ne r�ealisent pas la condensationde masse,
mais on peut �ecrire un algorithme rapide de produit matrice-vecteur. Des r�esultats num�eriques
3-D montrent la performancede l'algorithme propos�e.

Nous traitons �egalement le caso�u la g�eom�etrie pr�esente une sym�etrie de r�evolution. On est
alors ramen�es �a une successionde probl�emes2-D ind�ependants. Nous proposonsune m�ethode
�el�ements �nis d'ordre �elev�e coupl�ee �a des�equations int�egralesd'ordre �elev�e.

Mots cl�es : �equations de Maxwell, �el�ements �nis d'ordre �elev�e, m�ethode de Galerkin dis-
continue, �el�ements �nis d'arête, axisym�etrique, �equation de Helmholtz, �equations int�egrales

Abstract

In this thesis, time-harmonic Maxwell's equationsare our main interest, in order to compute
accuretaly the radar crosssectionof electromagnetictargets. To have a good precision in large-
scaleexperiments, higher-order �nite element methods are used.

In the scalar case,hexahedral spectral �nite element, with mass lumping, provide a fast
matrix-v ector product with a low storage.In the vectorial case,Nedelec's�rst family hexahedral
element doesn't lead to masslumping, but a fast matrix-v ector can be found. Numerical results
in 3-D show the e�ciency of this algorithm.

The case,wherethe geometry is invariant under rotation, is treated. This symmetry leadsto
solvea sequenceof 2-D independent problems.A higher-order �nite element method is proposed.
This method is coupled with higher-order boundary element method.

Key words : Maxwell's equations,higher-order �nite element methods, Discontinuous Ga-
lerkin methods, edge�nite-element, axisymmetric, Helmholtz equation, boundary element me-
thod


