annee: 2006
N attribu e par la biblioth eque

N O O
TH ESE

presenieea
UNIVERSIT E PARIS DAUPHINE

pour obtenir le titre de
DOCTEUR EN SCIENCES
Specialite

Mathematiquesappliquees

souterue par

Marc DUR UFL E

le 7 fevrier 2006

Titre

Integration numerique et
elements nis d'ordre eleve
appliqgu es aux equations de Maxw ell
en regime harmonique.

Directeur de these: Gary Cohen

Jury

Martin Costab el
Marcus  Grote

Rapporteurs :

Peter Monk

M
M
Suragants : M. David Levadoux
M
M. Gabriel  Turinici







\I'Univ ersite n'entend donner aucuneapprobation, ni improbation aux opinions emisesdans
lestheses: cesopinions doivernt &tre considereescomme propres a leurs auteurs.”






Table des mati eres

Intro duction 9
Problematique . . . . . . . . . . e 9
Methodesclassiquesutilisees . . . . . . . . . . . . 9
Elemerts nis d'arte . . . . . . . . 10
Autres methodeselemerts nis . . . . . . . .. L L 10
Solution proposeet plandelathese. . . . . . . .. . ... ... ... ... 11

| Equation de Helmholtz 13

1 Resolution de I'equation de Helmholtz par elements nis spectraux 15
1.1 Formulation variationnelle classiqueet elemenis nis spectraux . .. .. .. ... 17

1.1.1 Casmodeletraite. . . . . . . . . . . 17

1.1.2 Formulation variationnelle . . . . . . ... ... ... ... ... ... 18
1.1.3 Expressiondesmatrices en 2-D et 3-D, utilisation de la condensationde

MASSE . . . o o e e e e e e e 21

1.2 Elemerts nis courbes . . . . . . . .. 24

121 Cas2-D .. ... . e 24

122 Cas3-D .. . ... . e 26

1.3 Precisiondelamethode . . . . . ... .. .. ... 29

131 Cas2-D .. . . e 29

132 Cas3-D .. ... e 35

1.4 Application aux ltres optiques, interét del'ordre eleve . . . . . . . . ... ... 38

1.4.1 FaiSCeauxgausSSIeNS . . . . . . . v v i e e e e 38

1.4.2 Proprietesdu ltre optique . . .. ... .. ... .. .. ... 39

1.4.3 Apologiedelordre eleve. . . . . . . . . .. 46

1.5 Conclusion . . . . . . e 48

2 Algorithmes it eratifs de resolution 49

2.1 Formulation mixte . . . . . . . .. e 50
2.1.1 Formulation variationnelle, proprietesdesmatrices . . . . .. . ... ... 50
2.1.2 Interet dela factorisation . . ... ... ... ... ... ... 52

2.2 Resolutiondirecte . . . . . . . .. e 55

2.3 Resolutioniterative. . . . . . . . .. 58
231 Cas2-D . ... . e 58
232 Cas3-D . ... e 61

2.4 Preconditionnemen . . . .. ... e 63
2.4.1 Preconditionnemen par |'equation de Helmholtz avec amortissemen . . . 64
2.4.2 Decomposition ensous-domaines. . . . . . .. . ... 70

5



2.4.3 Soleuriteratif? . . . . . . .. e
2.5 Conclusion . . . . . . .. e

Comparaison hexaedres / tetra edres

3.1 Analysededispersion . . . . . . .. ...

3.2 Casacacemiquedelasphere . . .. .. .. ... .. . . ... ...
3.2.1 Co0t du produit matrice-vecteur . . . . . . . ... ... ... ...
3.2.2 Comparaisonsur une sphere parfaitement conductrice . . . . ... .. ..
3.2.3 Comparaisonsur une spheredielectrique. . . . . . ... ... ... ....

3.3 Resultats numeriquessur descaspluscomplexes . . . . . ... ... ... ....
3.3.1 Cavitecobra . ... .. .. . ..
3.3.2 Cone-splererevetu . . . . . . . . .

3.4 Conclusion . . . . .. e

Equations de Maxw ell 2-D et 3-D

Seconde famille de Nedelec sur les quadrilat eres

4.1 Formulation mixte desequationsde Maxwell . . . .. .. ... ... ... ....
4.1.1 Formulation variationnelle standard . . . . . ... ... ... .......
4.1.2 Expressiondesmatriceselemenraires . . . . . .. ... ... ... ... ..
4.1.3 Une formulation variationnelle mixte possible. . . . . . .. .. ... ...
4.1.4 Interet dela formulation variationnelle mixte . . . ... .. ... ... ..

4.2 Pollution dela solution : modesparasites . . . . . . . .. ... ... ..
4.2.1 Etude decOnvergence . . . . . . . . . i i i i e e
4.2.2 Etude de la distribution desvaleurspropres. . . . ... .. .. .. ....

4.3 Conclusion . . . . ... e

Premi ere famille sur les quadrilat eres/hexa edres
5.1 Formulation variationnelle et espaced'approximation . . . . . . . ... ... ...
5.2 Expressiondesmatriceselemenaires . . . . . .. .. ... L L L oL
521 Cas2-D . ... . . e
5.22 Cas3-D . . . . e
5.3 Precisiondelamethode . . . . ... . ... . ... ...
5.4 Algorithme rapide du produit matrice-vecteur . . . . . . . ... ... ... ....
5.4.1 Factorisation discrete . . . . . .. . ...
5.4.2 Formulation mixte . . . . . . .. ...
543 Produit RE etCE en2-D . . .. . ..o
544 Produit REetCEen3-D ... ... ...,
5.4.5 Complexite du produit matrice-vecteur . . . .. .. ... ... ... ...
5.5 Calculdemodespropres. . . . . . . . .
5.5.1 Maillage regulier . . . . . .. ...
5.5.2 Maillage non-regulier. . . . . . . . .. ... e
5.6 Preconditionnemern du systemelineaire . . . ... ... ... ... ........
5.6.1 Preconditionnemen par un sous-maillageQ; . . . .. ... ... ... ..
5.6.2 Preconditionnemen a l'aide d'une factorisation incomplete . . . ... ..
5.6.3 Preconditionnemen utilisant la decomposition de Helmholtz . . . . . . .
5.6.4 Multigrille . . . . . . . e
5.7 Conclusion . . . . . . e

75
76
84
84
85
88
88
89
91
92

95

97

98

98
100
101
102
105
105
109
114



6 M etho de de Galerkin discontin ue sur les quadrilat eres/hexa edres 147

6.1 Description de la formulation Galerkin discortinue . . . . ... ... ... .... 148
6.1.1 Formulation variationnelle . . . . . . . ... ... ... oL 148
6.1.2 Expressiondesmatrices . . . . . . . . .. ... e 149
6.1.3 Termesdepenalisation. . . . . .. .. .. .. ... .. .. ... ..., 153
6.1.4 Calculsdecomplexite . . ... .. .. ... .. .. .. .. .. .. ... 153
6.1.5 Conditions aux limites . . . . . .. . ... .. 154
6.1.6 Resolution du systemelineaire . . . . .. ... .. ... ... ....... 155

6.2 Presencede modesparasites? . . . . . . . ... 155
6.2.1 Etude decorvergence . . . . . . . . . . . 155
6.2.2 Etude devaleurspropres . . . . . . . . . ... 161

6.3 Conclusion . . . . . . e 169

7 Comparaison hexaedres / tetra edres pour les equations de Maxw ell 3-D 171

7.1 Analysededispersion . . . . . . ... e 172
7.0.1 Cas2-D ... . e 172
7.10.2 Cas3-D . ... e 175

7.2 Casacacemiquedelasphere . . .. .. .. ... .. . ... ... 176
7.2.1 Co0t du produit matrice-vecteur . . . . . .. .. .. ... .. .. ..., 176
7.2.2 Sphere parfaitement conductrice . . . . . . ... ... oL 177
7.2.3 Spheredielectrique . . . . . . ... 178

7.3 Cavitecobra . .. ... . . ... 179

7.4 Conclusion . . . . . . e e 182

11 Equations de Maxw ell en domaine axisym etrique 183

8 Resolution des equations de Maxw ell axi-sym etriques par elements nis d'ar éte 185

8.1 Description de la methode elemerts nis . . . ... ... ... .. ......... 186
8.1.1 Choix de la formulation variationnelle . . . . . .. ... ... ... ..., 186
8.1.2 Calcul dela matrice elemerts nis . . ... .. .. ... .. .. ...... 192

8.2 Precisiondelamethode . . . . ... . .. .. .. 198
8.2.1 Casde la sphereparfaitement conductrice . . . . . ... .. ........ 198
8.2.2 Casducone-splere. . . . .. . . .. . . ... 198
8.2.3 Casducylindre . . . . . . . . . . . .. . 201

8.3 Conclusion . . . . . . 202

9 Equations integrales d'ordre eleve pour les equations de Maxw ell sur des

domaines a symetrie de revolution 203

9.1 Obtention de la formulation variationnelle . . . . . . ... ... ... ....... 204
9.1.1 Notations . . . . . . . . 204
9.1.2 Formulation EFIE . . .. ... .. .. ... .. .. ..o 205
9.1.3 Formulation MFIE . . . . . . . . . .. .. .. 209
9.1.4 Formulation CFIE . . . . .. . . . . . . . . . it 210

9.2 Methode d'integration . . . . . . . . . ... 211
9.2.1 Methode d'integration pour la partie reguliere. . . . . . ... ... .. .. 211
9.2.2 Reglessimplesd'integration dansle casregulier. . . . ... ... ... .. 213
9.2.3 Calcul desintegralessingulieres. . . . . . . .. . ... ... ... ... 215

9.3 Precisiondelamethode . . .. ... . ... .. ... 221
9.3.1 Casde la sphere parfaitement conductrice . . . . . . ... ... ...... 221

7



9.3.2 Casdu cylindre parfaitement conducteur . . ... ... .......... 221

9.3.3 Casdu cOne-splere parfaitement conducteur . . . ... .......... 222

9.4 Couplageavecleselements nis . . . . . .. ... .. . ... . e 226
9.4.1 Denition desoperateurs . . . . . . . . ... e 226

9.4.2 Casde la sphererevetue par un materiau dielectrique . . . . .. .. ... 227

9.4.3 Casdu cylindre revetu par du dielectrique . . . . . . .. ... ... .... 228

9.4.4 Casdu cone-splererevetu par du dielectrique . . . . . .. ... ... ... 229

9.5 Conclusion . . . . .. e 230
Conclusion 233

A Solutions analytiques des probl emes de diraction d'ondes planes par une

sphere 235
A.1 Notations desfonctionsspeciales . . . . .. .. .. .. ... .. .. .. .. ..., 236
A.2 Solutions analytiques pour I'equation de Helmholtz . . . . . . ... .. ... ... 237
A.2.1 Diraction parundisque . . . . . . . . . . . . 237
A.2.2 Diraction parunesphere. . . .. ... ... ... . ... . 239
A.3 Solutions analytiques pour lesequationsde Maxwell . . . .. ... ... ... .. 240
A.3.1 Dewloppemert d'un champ en harmoniquesspheriques . . . . . . .. .. 240
A.3.2 Potentiels de Debye pour les equationsde Maxwell . . . .. .. ... ... 241
A.3.3 Tracesdeschampstangertiels assaiesaux potentiels de Debye . . . . . . 243
A.3.4 Decompsition d'une onde plane dansles potertiels de Debye . . . . . . . 244
A.3.5 Diraction par une sphere parfaitement conductrice . ... .. ... ... 245
A.3.6 Expressionde E et H danstout l'espace . . . . . ... ... ... ..... 247
A.3.7 Diraction d'une onde plane par une spheredielectrique . . . . .. .. .. 249
A.3.8 Prise en compte de la condition de Silver-Muller . . . . . ... ... ... 251

B Condition transparen te pour les equations de Maxw ell en regime harmonique

utilisan t une form ule de repr esentation integrale 253
B.1 ProblemeModele . . . . . . . . . ... e 254
B.2 Description de la condition transparente . . . . . . ... ... ... ... 255
B.3 Formulation variationnelle . . . . . . . . . . .. ... e 257
B.4 Calcul du produit matrice-vecteur . . . . . . . ... ... 259
B.41 Cas2-D .. .. . . . e 259
B.4.2 Cas3-D .. ... . . e 260

B.5 EquationsdeMaxwell 3-D . . . . . . . .. . ... e 261
C Factorisation discrete et integration exacte 265
C.1 Casdeselemerts nis HY . . . . . . . . .. . .. .. .. 266
C.2 Casdeselemeris nis de Nedelecde la premierefamille . . .. .. ........ 268
C.3 Casde la formulation Galerkin discortinue . . . ... ... ... .. ....... 269



In tro duction

Probl ematique

Ce memoire a pour objet la resolution des equations de Maxwell en regime frequertiel, a
l'aide de methodeselemerts nis. Cestravaux ont ete menes,en majeure partie au seindu projet
POEMS (Propagation desOndes: Etude Mathematique et Simulation) del'INRIA (Institut Na-
tional de Redherche en Informatique et Automatique), specialise dans!' etude mathematique des
problemesde propagation d'ondes. Cestravaux ont egalemei ete menesen collaboration avec
I'O ce National d'Etudes et de Recherche en Aeronautiqgue (ONERA), et plus particuli eremert
avec le Departemeri Electromagnretisme et Radar (DEMR). L'application recherchee est la
determination des signatures radar de diversescibles (avions, missiles...). Notre motivation
pour cette etude vient du fait que la simulation numerique est un outil puissart et exible.
De plus I'utilisation de methodesd'ordre elewe est interessate a deux titres. En premier lieu,
les methodes d'ordre eleve permettent de traiter des cashaute-frequenceavec une tresgrande
precision. En secondlieu, ellespermettent de calculer avec d elite la signature radar de cibles
dites \furtiv es", dont le signal de retour est tresfaible.

Nous allons maintenant faire un bref rappel desmethodesles plus pratiqueesa n de mieux
cernerles enjeux de cette these.La litt erature etant tresvaste sur ce sujet, nous ne seronspas
exhaustifs.

M etho des \classiques" utilis ees

Les methodes les plus populaires pour resoudrece type de probleme, sort sans corteste
les equationsintegrales.Dans le casd'un objet parfaitement conducteur place dansle vide, on
peut ramenerla resolution 3-D desequationsde Maxwell a une resolution 2-D sur la surfacede
l'objet. Une presertation gererale de cesmethodesestdisponible dansle livre [Colton et Kress,
1983].Elles permettent de traiter egalemen desobjets uniformemert dielectriques, mais le cas
parfaitement conducteur estle plus pratique. Bien qu'on ait gagre une dimensionen espaceon
a perdu le caractere local desequations. Les sytemeslineairessort pleins, ce qui limite la taille
des casde calculs. Pour lever cette cortrainte, des methodes multip oles rapides ont ete mises
au point, nousrenvayons le lecteur a [Coifman et al., 1993],[Song.et al., 1997]. Ces methodes
fournissent un produit matrice-vecteur rapide pour un co0t de stockage faible. A l'aide de ces
techniques, les castrait espeuvernt étre de tresgrandetaille (plusieurs millions de ddl).

Sur le casd'un objet parfaitement conducteur ou homogene (dielectrique), cestechniques
sornt extrémemen performantes. Toutefois, les cas realistes sort parfois plus complexes,les
objets ont souvert des heterogereites locales, di ciles a traiter en equations integralespures.
Une solution attrayante est de resoudre les parties heterogenes de I'objet par une methode
elemerts nis, et couplerleselemerts nis aveclesequationsintegrales,pour resoudrela totalit e
du probleme. Une analyse de cette strategie est menee dans [Simon, 2003], en utilisant des
elemerts nis d'aréte de plus bas ordre et desequationsintegrale de plus bas ordre.
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Autant lesequationsintegralesde plus basordre serevelert precisesar I'erreur de dispersion
estextrémemen faible, autant leselemeris nis d'aréte 3-D sou rent d'un manquede precision,
car ils sort beaucoupplus dispersifs. Un desbuts de cette theseest d'exhiber les defauts des
elemerts nis de basordre, et de montrer que leselemerts nis d'ordre elewe sort une reponse
corvaincarnte a n d'obtenir une methode precise.

Elements nis d'ar ete

On a vu crotre un tres vif interét porte aux metho des d'ordre eleve ces dix
derni eres annees. Cela setraduit par une abondancede travaux publies recemmen sur la
guestion. On peut dire, pour simplier, que si les elemerts nis d'arétes de plus bas degre
etaient d'actualit e danslesannees1980-1990celane senble plus le casactuellemeri. Avant de
s'aventurer dansla jungle deselemerts nis d'aréte, il nousa senble important de signalerdeux
ouvragesdereference.Tout d'abord le livre de Peter Monk qui estparu en2002,[Monk, 2002].P.
Monk est le grand specialiste mondial desmethodesnumeriquespour le calcul dessolutions de
Maxwell en regimeharmonique. Sonlivre, quoique technique estabordable et permet, rien qu'a
la lecture desintro ductions de chaque chapitre de sefaire une ideedesenjeuxsur la question. Le
deuxieme ouvrage que nous voudrions citer est plus tourne versla miseen uvre deselemerts
nis d'aréte, et complete ainsi le livre de Monk. Il s'agit de la monographiede Jin, [Jin, 1993]
qu'il a publie en 1993.

Le premier article de referenceest celui de Jean-Claude Nedelec qui introduit la premiere
famille de Nedelecen 1980dans [Nedelec, 1980], puis la secondefamille en 1986 dans [Nedelec,
1986]. Notons que Nedelec ne donne pas de fonctions de base dans sesarticles et que leur
determination a tout ordre a fait I'objet de travaux speci ques. Pour p = 0, les fonctions de
basede la premiere famille avaiernt ete deja propossespar Whitney mais dansun contexte tout
afait di erert de celui de l'approximation par elemeris nis [Bossait, 1998].1l esta noter que,
chaquefois que I'on choisit un type d'elemert di erent (triangle, quadrangleen 2-D, tetraedre,
hexaedre, pyramide, prisme en 3-D), le travail de de recherche d'une \b onne base" esta mener:
il n'y a pasunicite de la baseet le choix de la meilleure estI'objet de cortroversesanimees.

Ainsi, pour gerererlesespacesle Nedelec,on peut choisir desbasesqg eneratrices" di erertes.
Ce choix dependra des proprietes qu'on veut obtenir sur la base. Dans les diverses bases
presenees,lesfonctions de basessort identiques a I'ordre zero, mais pas aux ordres superieurs.

Deux approchess'opposert dansla litt erature, : leshexaedresou lestetraedres.Lestetraedres
sort les plus populaires, notammen ces dernieres annees, car les mailleurs non-structures
tetraedriquessort extrémemen courants. Parmi la multitude de papierssur la maniere de mon-
ter en ordre sur les tetraedres, nous citerons [Graglia et al., 1997],[Webb, 1999], [Ainsworth et
Coyle, 2003] et [Demkowicz, 2000]. La montee en ordre sur les hexaedres est plus simple, elle
est detaillee dans [Cohen, 2002].

Autres metho des elements nis

Des auteurs proposert une alternative aux sacro-saiis elemeris nis d'aréte. Nous avons
note deux approches concurrertielles. La premiere approche est la rehabilitation des elemens
nis nodaux pour lesequationsde Maxwell. Longtemps, ceselemenis nis ont ete boudespar les
numericiens car ils generaiert desondesparasites qui polluaient la solution. De nombreux au-
teurs ont propose une technique de regularisation, nousrenvoyonsle lecteur au papier [Costabel
et Dauge, 2002].
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La secondeapproche est 'utilisation de methodes de Galerkin discortin ues. Ces methodes
ont conrnu un regain d'interét exceptionnel cesdernieresannees.Des travaux complets sur les
equationsde Maxwell,utilisant lestetraedres,ont ete menesa l'univ ersite de Brown, [Hesthaven
et Warburton, 2002], [Hesthaven et Warburton, 2004], [Olson et Hesthaven, 2004]. Pour les
hexaedres,nous sommespartis de la thesede [Pernet, 2004].

Solution prop osee et plan de la th ese

L'utilisation de methodes d'ordre elewe se heurte souvent au probleme d'un temps de cal-
cul prohibitif et d'un stockage important par rapport aux methodes de plus bas ordre. Cet
inconveniert a ete leve par G. Cohenet P. Monk pour les elemeris nis d'aréte de la seconde
famille de Nedelec sur les hexaedres [Cohen et Monk, 1999]. Toutefois, cette approche s'est
revelee inadaptee, car on obtient de nombreusesondesparasites. Un remede etudie dans [Per-
net, 2004]est d'adopter une formulation Galerkin discortinue, mais cette solution n‘est pastres
heureuseen regime frequertiel. Nous proposonsd'utiliser les hexaedresde la premiere famille
de Nedelec, pour lesquelsnous avons mis au point un algorithme de produit matrice-vecteur
rapide. Cet algorithme s'appuie sur la tensorisation desfonctions de baseset permet de gagner
a la fois en stockage et en temps de calcul. On met en uvre despreconditionneursclassiques
pour montrer l'interét de monter en ordre sur ce type de discretisation.

Nous proposonsegalemen une methode de discretisation, base sur la premiere famille,
pour resoudreles equations de Maxwell sur desdomainesaxi-symetriques. Pour traiter desdo-
maines non-bornes, on utilise un couplageelemerts nis- equations integralesaxi-symetriques.
Desresultats numeriquesmontrent que I'appro che choisiedonneentieremen satisfaction, et que
l'ordre elewe apporte un reel gain en nombre de degresde lib erte et en temps de calcul.

Cette theseest diviseeen trois parties et neuf chapitres.

Dansla premiere partie, nousetudions la resolution de I'equation de Helmholtz par elemerts
nis spectraux. Les methodes d'elemerts nis mixtes quadrilateraux ou hexaedriques avec
condensationde masse(ou elemerts nis mixtes spectraux) ont ete utilis eesavec sucespour le
regimetransitoire [Fauqueux, 2003].Pour de telles equations, ellesconduisern a desalgorithmes
peu colteux en temps de calcul et en stockage. Nous montrons qu'en regime harmonique, on
consene cesbonnesproprietesa condition d'utiliser desalgorithmesiteratifs pour I'in versiondes
systemeslineaires.Nous montrons qu'il estpossiblede construire despreconditionneurse caces
lorsqu'on monte en ordre. Nous proposonsegalememn une comparaisontetraedres/hexaedressur
descascomplexes.

Dans la secondepartie, nous nous interessonsaux equations de Maxwell 2-D et 3-D. Nous
montrons les inconvenierts lorsque I'on utilise la secondefamille de Nedelec sur les hexaedres
ou une methode Galerkin discortinue. Nous detaillons les hexaedres de la premiere famille,
notammen la maniere dont on obtient l'algorithme rapide pour e ectuer le produit matrice-
vecteur. Nous utilisons des preconditionneurs classiquessur ce type de discretisation. Nous
montrons, que deja sur des casde moyennetaille, la montee en ordre preserte un interét non-
negligeable.

La troisiemepartie estdedieeau casaxisymetrique. Dans ce cas,lesequationsde Maxwell se
reduisert a une resolution d'une suite de problemes2-D independarts, chaque probleme etant
reliea un mode de la decomposition de Fourier. Nous proposonsune formulation mixte utilisant
a la fois les elemerts nis nodaux et les elemerts nis d'aréte pour resoudrechaque probleme

11



2-D. An de prendre en compte la condition de Sommerfeldde maniere exacte, nous couplons
les elemerts nis avec desequationsintegralesd'ordre elewe. L'integration des singularites est
discutee. Nous montrons sur descascomplexesle gain apporte par la montee en ordre.
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Premi ere partie

Equation de Helmholtz
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Chapitre 1

Resolution de I'equation de
Helmholtz par elements nis
spectraux

Ce chapitre intr oduit leselements nis spectraux utilisespour la resolution de
I'equationde Helmholtzainsi queleurs bonnesproprietes. La premiere section
s'attache a decrire la discretisation choisie et le calcul rapide de la matrice
elements nis qui en demule. La deuxiemesection decrit leselementscourbes
gu'on utilise en 2-D et en 3-D. La troisieme section alorde la precision de
la methade sur des cas d'objets lisseset avec des coins. La derniere section
montre tout I'int erét d'utiliser deselements nis d'ordre elewe sur un cas2-D

realiste.
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1.1 Formulation variationnelle classique et elements nis spec-
traux
1.1.1 Cas modele trait e

On cherche a resoudrel' equation de Helmholtz dans le casheterogene
12u div( ru) = f (1.1)

ou et sort deux coecients qui peuvert etre constarts. C'est ce qu'on appellera le cas
homogene. Le casheterogene a lieu quand lescoe cients et dependert de la position. On
a:

1
2

ou la constarte c estla vitessede I'onde. Pour les equationsde Maxwell, s'identie avec" et
avec 1= dans le castransverse electrique. Dans le cas homogene, I'equation de Helmholtz

s'ecrit classiqguemen :
kKu u=f (1.2)

avec la relation de dispersion:

On resoudral' equation de Helmholtz dans un domaine borne , on choisira desconditions aux
limites de type Dirichlet

de type Neumann

ou une condition absorbarte d'ordre 1

— iku = 0
@

On considere un maillage conforme en quadrilateres/hexaedresdu domaine

8i6j Kij\ Ki =,
Dansla gure 1.1, on montre un exemplede maillage quadrilateral.

On consicereensuitela transformation F; , qui vatransformer le carre unite o = [0;1)? enun
quadrilatere quelconqueK j . Cette transformation n'est pasa ne sur desmaillagesquelconques.
Soit K, le quadrilatere de sommetsAj, Az, Az, As. Fj s'ecrit :

avec
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Fig. 1.1{ Maillage quadrilateral : M}, = Kj,

0,1) (1,1) A3

(0,0) (1,0) A1
Fig. 1.2{ La transformation F;

=1 R)A RY)

o= R1(1 R)
N3 = R1Ro
= (1 R1)R2

On notera DF; la matrice jacobiennede la transformation F;, et J; le determinant de DF;.

1.1.2 Formulation variationnelle

On ecrit la formulation variationnelle \classique" de I'equation de Helmholtz :
z z z

| 2 uv + rurv= fv 8v2 U

Lesfonctions u et v sort prisesdans I'espaced'approximation :
Uy = fv2HY() vik, Fi2Qug

On choisit ensuite la position desdegresde liberte sur le carre unite, en prenart les points de
Gauss-Lobatto en 2-D. Pour une methode d'ordre r, on aura (r + 1)? degres de liberte sur le
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carre unite. Sur la gure 1.3, on voit l'agencemen de cespoints pour r=5. C'est le choix de
cespoints d'interpolation qui donnert le quali catif de spectral a la methode elemerts nis. En
e et, lespoints de Gauss-Lobatto conduisen a une corvergenceexponertielle, quand on monte
enordre, de l'erreur L2 erire une fonction et soninterpolee.Les points reguliersn'ont pas cette
propriete. lls ont m&émela facdheusetendancea donner une interpolee qui oscille de plus en plus
lorsqu'on monte en ordre, ce qui est connu commele phenonmenede Runge. Cette propriete est
montreesur la gure 1.4. On note les points de Gauss-Lobatto:

Fig. 1.3{ Les 36 points de Gauss-Lobatto pour deselemens spectraux Qs en 2D

3 — ‘ ‘ 8 ; ;
B — Lobatto — Lobatto
IR - - -Gauss Gauss "
2.57 ool -5 -Regular || 6/ = -Regular . DD ¢
o Chebyshev Chebyshev s A
"o | il a4t . Ry
5 a s
§ | E/ o " [}
o ] w
g
i 2k I
. . . . \ e e 4 . . . . . . .
5 10 15 20 25 30 35 40 5 10 15 20 25 30 35 40
order order

Fig. 1.4 { Erreur L? entre la fonction 1=(1 + x?) et son interpolee sur l'intervalle [ 5;5]. A
gaudie, erreur en edhelle lineaire, a droite edelle logarithmique

Ak;l = (Ak;A|) k=21xor+1 |=21Lr+1

Chaque degre de liberte sur K est assa@ie a une fonction de base,qui est un simple polynbme
d'interpolation de Lagrange.La fonction de baseassaiee au degre de liberte (k;1) est un po-
lyndbme d'ordre r en®; et R,, qui vaut 1 au point Ak;| et O sur tous les autres points d'interpo-
lation. On note cette fonction de base”, elle vaut :

1 N 1 N
n aa ¥ R Tk ¥ R )
ki (R1;R2) = Y A A
m=1;m6k M k m=1;mé6k M '
Elle veri e bien
1 A .A —
Y Cp'a) = kp I
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ou estle symbole de Kronecker. Pour les fonctions de base de nies sur K, on adoptera
indi eremmen la notation avec un couple d'indices (i1;i2) ou avec un seulindice i. Ainsi, on
peut aussiecrire :

1, N —
O =
Lesfonctions de basesur le quadrilatere K¢ veri ent par de nition :
o= Fe
d'ou
] | — l/\i Fe 1
r'; = DR ™ Fol

' etant le gradient par rapport a ®1;%,. Les fonctions de base™; sur le carre unite forment
une basede lI'espaceQ;. Q, estl'espacedespolyndbmesde degre inferieur ou egalar en chaque
variable sur le carre unite K .
8 9
<X o =
Q= ai;j Ry R, aveca; 2 R 8(ij).
i;j =0 ’
Sur chaque maille, la solution numerique est combinaison lineaire desfonctions de base' ; . Si
onnote (Uj); i (r+1)2, lescomposartes de u dans cette base,on a

(rg1) 2
Uik (X y) = ui " i(X)
i=1

En injectant cette expression,dans la formulation variationnelle et en prenant v. = ', on
obtient le systemediscret suivant :

12Mp Up+ KpUy = Fy

U;, est le vecteur descomposaries de u. Le secondmembre s'ecrit :
z X Z
(Fn)i = fri= Jef (X) " (R1;R2) dR1 dR>
e2supp(’ i)

On posedanstoute la suite de I'expose comme corvertion :
Je>0

Pour les quadrilateres/hexaedrespour lesquelsle jacobien est negatif, on permute au prealable
la numerotation dessommetsa n de seramenera un jacobien positif. Si le jacobien changede
signe, c'est que le quadrilatere est degenere. La matrice de masseM, est de terme generique :
Z X VA
(Mn)ij = ity o= Je "N (R1;R2) " (R1; R2) dR1 dR
e2supp(" i)\ supp(' j)

La matrice de rigidit e K}, a pour expression:
z X Z
(Kn)ij = rhirty = JeDFg 'DF ' (Res ) 11 (Ry; o) dRy dRo
e2supp(’ i)\ supp(' )
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1.1.3 Expression des matrices en 2-D et 3-D, utilisation de la condensation
de masse

Pour ewvaluer les integralessur K, on utilise les formules d'integration de Gauss-Lobatto,
exactes pour les polynbmes de degre inferieur ou egal a 2r 1. Or, le produit " est
un polyntme de degre 2r. On a egalemen la presencede Je, qui est un polynébme de degre
superieur a 1, sur desmaillages quelconques.Plus preciemert, Jo 2 P; en 2-D (quadrilatere)
et Je 2 P4\ Q2 en 3-D (hexaedre). Par consquert, l'integration utilis ee est approchee, mais
cette approximation n'a ecte pasla precisionde la methode, cequi estveri e soit enfaisart une
estimation d'erreur [Ciarlet, 1978], ou une analyse de dispersion [Fauqueux, 2003]. Le premier
auteur fait la demonstration dans le cas de tetraedres, alors que le secondauteur fait I'ana-
lyse de dispersion sur des maillages hexaedriques reguliers. Nous avons obsene une perte de
precisiondue a la condensationde masse,sur des maillages hexaedriques fortement deformes.
Ce phenomene seraetudie plus en detail dansle chapitre 3. L'utilisation desformules de qua-
drature de Gauss-Lobatto conduit a la condensationde masse,i.e la matrice de masseest une
matrice diagonale.En eet, ona:

X (rg) @
' AN N
(Mn)ij P de ™ (k)™ (k)
e2supp(’ i)\ supp(' j) k=1

"« estle point d'integration (2-D ou 3-D), ! « le poids d'integration. On a, par construction des
fonctions de base
N(W) = ik
D'ou X
(Mhn)i; L () de(D) i

e2supp(" i)\ supp(’ ;)
ce qui demortre que My, est diagonale.
Pour ce qui est de la matrice de rigidit e, les expressionssort plus simpleslorsqu'on utilise les
points de Gauss-Lobatto pour integrerde maniere approcheelesintegrales.Nous allons detailler
cesexpressionset montrer qu'elles menert a un calcul plus rapide de la matrice de rigidit e.

Cas 2-D

On s'interessedans cette partie au calcul de la matrice de rigidit e elemertaire :
z

(Kn)ij = JeDFe DFe '™ (RuiRe) 1 (R2iR2) dR1 02
aveci; j lesnumeroslocaux desdegresde liberte. On note la matrice :
Be(R1;%2) = JeDF.!DF.!
Cette matrice est symetrique, elle cortient l'information sur la geonetrie.

N’l
(Kn)iy = mn B1aCms )8 (), )22 (), ()
m;n=1

+ 'min BZl(Am; %)'Ail(/\m)v\ioz(An)v\jol(/\m)'/\j2(/?1)
+ ' B21(/\m; %)'A?l(Am)'Aiz(An)'Aj1(Am)'/\j02(/?1)
+ Imn BZZ(Am; %)'Ail(/\m)v\ioz(/\n)v\j1(Am)'/\j02(/?1)
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Apressimpli cation, on trouve

Xrl
(Kn)ij = L misB1aCms 1) ()2 () iz
m=1

N -/\ |O N |O N
+ 1 il;szZl( i1s jz)Aiz( jz)Ajl( i1)

N -/\ |O N |O N
+ 1 iz;leZl( i2s jl)l\il( jl)l\jz( iz)

Nl
N '/\ f 0 N f 0 N
+ lionBa22('iy; n)Aiz( n)Ajz( n) i1
n=1

Si on avait choisi d'integrer plus precismert, par exempleen utilisant les points de Gaussau
lieu despoints de Gauss-Lobatto, on n‘aurait pas eu de simpli cations. Le calcul de la matrice
de rigidit e aurait ete de complexite O(r®) (boucle sur i1;j1;i2;j2;m;n). Lorsqu'on utilise les
points de Gauss-Lobatto, le calcul de la matrice de rigidit e est de complexite O(r ). De fait, on
a une bouclesuriy;ji;i2; ]2 pour lestermes croises cortenant B»1. Pour lestermes diagonaux
impliquant Bj1;B22, on a une boucle sur respectivemert i1;j1;i2;m et iq;iz;jo;n. Le calcul
de la matrice est donc plus rapide et il est comparable au co0t de calcul de la matrice pour
des elemeris triangulaires P, en O(r?). Cette complexite n'est exacte que pour des elemeris
triangulaires droits, pour lesquelson peut utiliser des matrices elemertaires precalcukes.En
presenceale triangles courbes,la matrice jacobiennen'est pasconstarte par elemen, on ne peut
pas utiliser cesmatrices elementaires. Le co0t deviert alors plus important en O(r ), car nous
avons une sommation sur tous les points d'integration :

X N N\ N N\ AN
(Kn)ij = 'mBCm) T ™ Cm) £ m)

On devra utiliser O(r?) points d'integration pour evaluer chaque interaction elemertaire. Nous
n‘avons pas cet inconveniert sur les quadranglesou le codt est toujours en O(r4), a causedes
simpli cations exhibees.

Cas 3-D

Dans le cas 3-D, les calculs sort tres proches, et les conclusionsidentiques. En utilisant
les points de Gauss-Lobatto pour integrer, on aboutit a une complexite en O(r®) au lieu de
O(r?) si on utilise des points di ererts. Le gain est appreciable, ce qui est corrobore par les
experiencesnumeriques.On explicite les calculs, mais le lecteur n'est pas oblige de leslire! On
utilise toujours la matrice

Be(R1;%2;%3) = JeDF.DF.!
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}(rl

(Kn)ij =

I;m;n=1

+ 1 I:m:n BZZ(AI; Am; /;‘l)‘/\il(/\I)'Aioz(/\m)‘/\ia(/\n)ll\j1(/\|)'Aj02( /r\n)'/\ja(ll\1)

+

! I:m:n Bll(/\l; Am; /;‘l)‘/\iol(/\I)'Aiz(/\m)‘/\ia(An)'/\jol(/\l)'/\j2( /r\n)'/\js( /I\1)

Limin Baa(hs " W) O (i) Cr) N, )™, Cn) ™Y, ()
Ui B21(1 s )2 O, Cin) s () 2 O ) ()
Dimn B21(1; " 0) 0 ()0 (i) i )™, (D2 C) s (n)
Limin Baa (s " )2 O, (i) M Cn) 2 )™, ()2, ()
Uimn Baa (1 " 0) 0 (1) (i) A0 )™ (D2 C) s (9)

* I:m;n BSZ(AI; Am; /;‘l)‘/\il(/\I)'APZ(Am)‘Aia(An)‘AJ'1(AI)'AJ'2( /r\n)'/\jog( /I\1)

Uimn Ba2( 1 s ) (D, Cin) 22 Ch) Y, D22, Cm) ™5 ()

Apressimpli cation, on trouve

(Kn)ij

w1
NN N NAD (AN N
! |;i2;i3Bll( Iy 2y ig)Ail( |)Aj1( |) i2;j2 i3ij3
=1

DQ']-

+ ! "0

AN LA A A0 A
il;m;igBZZ( i1y m, i3) |2( m)Ajz( m) i1;j1 333

m=1

pq-l
NN N NIAD N NIND N
+ !iliiz;nB33( i1y Q2o n)Aig( n)/\jg( n) i;j1 i2ij2
n=1

+ | jl;iz;i3821(/\il; Aiz; /\is)ll\iol(/\il)ll\joz(/\iz) i31)3
+ 1 i1;jz;isB2l(Ai1; AJ'z; Ais)'/\jol(/\il)‘l\ioz(/\jz) i3;3
+ !jl;iz;ingl(AjliAiz:/\ig)"‘iol(/\jl)"\?a(/\ig) 22
+ !il;iz;ngsl(AiliAiz:/}g)"\jol(/\il)"\iog(/\jg) 22
+ !i1;j2;igB32(/\i1;/\j2;/\ig)l/\ioz(/\jz)ll\jog(/\ig) i1

A A A D A NiAD A
+ | i1;i2;jaB32( i1y Q29 js)Ajz( iZ)Ai3( j3) 11

Le calcul de la matrice est donc plus rapide, de complexite O(r °), et il est méme plus rapide
que dans le cas d'elemerts tetraedriques P, en O(r®). Cette particularit e est due au fait que
seulsles degresde lib erte placeslocalemen dansle mémeplan (parallele a Oxy, Oxz ou Oyz)
ont une interaction non-nulle. De mémequ'en 2-D, on garde cette complexite pour les elemens
courbesalors que pour lestetraedres,la complexite est alors en O(r ).
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1.2 Elements nis courb es

On s'estinspiredel'ouvrage [Solin et al., 2003],qui donnelesformulespour lesquadrilateres,
triangles, hexaedreset tetraedres.

1.2.1 Cas 2-D

25

0.5 4

0.5 0 0.5 1 15 2 2.5

Fig. 1.5{ Quadrilatere courbe

On suppose connaitre la parametrisation des quatre arétes du maillage par les fonctions
fq1;f2;f3;f4 (pour lesnotations, cf. gure 1.5).f 1 estune fonction qui va de l'intervalle [0; 1] au
plan R?. Elle veri e desconditions de compatibilit e avec les coins du quadrilatere :

f1(0) = A f1(1) = A
Sur les quadrilateres,on considere la transformation de Gordon-Hall [Gordon et Hall, 1973]:

Fi(R1;R2) = Ryf2(R2) + (1 R1)fa(R2) + R2f3(R1) + (1 R2)F1(R1)

1.3
(1 R R)AL + R(1 R2)A2 + R1RA3 + (1 R1)R2A4] (1.3)

On choisit de projeter les points de Gauss-Lobatto du carre unite K sur le quadrilatere courbe
par cette transformation (cf. gure 1.6)

Pe= Fi( % %2) 8k=(kLk2) 1 kLk2 r+1

On utilise ensuite une interpolation lagrangiennecommetransformation nale F; enre le carre
unite et le quadrilatere courbe.

w1
Fi(R1;R2) = Prik2 "k1(R1) "k2(R2) (1.4)
k1;k2=1
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Fig. 1.6 { Projection despoints de Gauss-Lobatto par la transformation de Gordon-Hall

1 2 N
ou y1(R1) = ,\17,\"1 estla fonction de Lagrangeassaieeau point “x; On a souvert
i=1;i6kl i k1
besoinde la matrice jacobienneDF;, on calcule les derivees:

)(rl

. d‘l\
%(kl; R2) = dkkl (R1)"k2(R2)Pr1k2
1 kik2=1 1
1.5
@i Xt d 2 o
@(kl;kﬂ = "“k1(R1) a7 (R2)Pk1k2
2 k1:k2=1 2

Pour eviter de calculerlesderiveesdesfonctions de base,on va le faire une seulefois en calcularnt

les valeurs "
d—x' T =L+

Cesort (r + 1)? valeursa calculer une seulefois. On en deduit I'expressionde DF; sur les points
de Gauss-Lobatto

@I N AN Wl dlAkl N

— (152 = ——("j1)Pky; 2

@1 V1ol dR s
@i A A S P |
—("j1:7j2) =

—=("i2)Pj1. jLj2=21:(r+1
@, R, (j2)Piuk2 J 1] ( )
la deriveed'une fonction de basesecalculea partir de sesvaleurssur lespoints de Gauss-Lobatto
par simple interpolation :
d" X1 d™ A
— 1) = — L5 (R 1.7
w® = (Ve (1.7)
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On en deduit DF; entout point :

@ X1 gn . .

@I(kli R2) = Wkl(/} )" (R1)"Me2(R2) Prcako
1 KLk2j=1 1
| X g

%(kli R2) = k1 (R1) diZ(AJ )" (R2)Pr k2
2 K1k2;j =1 2

(1.8)

En pratique, on ne doit conndtre les matrices jacobiennesaux seulspoints de Gauss-Lobatto,
car on utilise lesformules d'integration de Gauss-Lobatto pour calculer la matrice et le second

membre.

1.2.2 Cas 3-D

Transformation generale F;

Cube Unite

iy
-

Fi

— e

Fig. 1.7 { Hexaedre Courbe

TN T s
4

On supposedisposer de la parametrisation des arétes et desfacesd'un hexaedre (pour les
notations, cf. gure 1.7). On consicere,de maniere similaire au caus2-D, la transformation pour
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passerd'un cube unite en un hexaedre :

Fi(R1;R2;%3) = (1 R R2)(A R)Ao0 + (1 R)A R)R3A1 + (1 R)R2AT R3) A
+ (1 R)RR3A3 +  Ri(1 R)(1 R)Ag + R1(1 R2)R3As
+ R1R2(1 R3)Ae + R1R2R3 A7
(1 2RI R2)e0(Rs3) (1 R)@Q  Rg)el(R2) (1 R1)Rze2(R2)
(1 R)(1  R3)e3(Rq) (1 R2)Rzed(Rq) (1 R1)R2€5(R3)
R2(1  R3) €6(R1) R2R3 €7(R1) R1(1 R2) €B(Rs3)
R1(1  R3)€9(R2) R1%3€10(R2) R1%2€11(R3)
+ (1 R)fO0(R2;%R3) + R1f5(R2;R3) + (1 R2)f1(R1;R3)
+ Rof 4(R15R3)  + (1 R)F2(R15%2) + R3f 3(R1;R2)
(1.9)
Cette transformation assureque :
R1=0 =) Fi(R;R2;R3) = fO(Rz;R3)
On a la méme propriete pour les autres faces.La veri cation de cette propriete est aisee:
Fi(0;R2;R3) = (1 R R3)A0  HI  R)R3A; +R2(1 R3) Az +RoR3A3
(1 R)(1 R3)e3(0) (1 R2)R3e4(0) R2(1 %3)e6(0) R2%3€7(0)
(1 R2)e0(Rs3) (1 R3)el(R2) R3€2(R2) R2 €5(R3)

+(1 kz) f 1(0; ﬁ‘g,) + R‘zf 4(0; X‘g) +(1 k3) f 2(0, ﬁ‘z) + k‘g,f 3(0, k‘z)
+1 0(R2; R3)
(2.10)
Or, nous connaissondes extrémites des arétes
e3(0)= Ap e4(0)= A; e6(0)= A, €e7(0)= A3 (1.11)

Nous avons ainsi lesdeux premiereslignesde I'equation (1.10) qui sesuppriment. Nous connais-

sonsaussiles bords desfaces:

f1(0;%3) = €0(R3) f4(0;R3) = €5(Rg) f

On a bien Fi(o;k‘z;kg) = fO(kg;kg).

2(0, 2‘2) = el(kz) f

3(0,%2) = €2(R2)  (1.12)

Une fois cette transformation etablie, I'id ee est senblable a ce qu'on a fait en 2-D : on projette
les points de Gauss-Lobatto du cube unite sur I'hexaedre courbe parametrise par les equations
dessix faces.

Pc= Fi( 1 %2 ks)  8k= (kLk2k3) 1 kLkZk3 r+1
r+1 estle nombre de points de Gauss-Lobatto.
On utilise ensuite une interpolation lagrangiennecommetransformation nale F; entre le cube

unite et I'hexaedre courbe :

xel
Fi(R1;R2) = Prikoks "k1(R1) "k2(R2) "wa(R3)
k1;k2;k3=1

(1.13)
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On a souwent besoinde la matrice jacobienneDF i, on calcule les derivees:
-1

@. d‘/\ . .
@I(kli R2;R3) = dkkl (R1)"™2(R2) k3 (R3) Pk 2:k3
1 K1k2k3=1 %
@ K1 ' dn ‘
—L(R1;%2;R3) = A1 (R1) =2 (R2) Ma(R3) Prikaks 114
@ K1:k2:k3=1 d®2 (1.14)
@ Xt , o
@'(Rli R2;R3) = "k1(R1) " k2(R2) di3 (R3)Pk1;k2:k3
3 K1:k2:k3=1 3

Pour eviter de calculer les deriveesdesfonctions de base,on ne calcule que les valeurs::
d” A -
—(j b)=L((r+1
(D Ei=Leey

Cesort (r + 1)? valeursa calculer une seulefois. On en deduit I'expressionde D F; sur lespoints
de Gauss-Lobatto

@’\:i A N N N-l d'/\kl A
=Lhho N - Y VP o
@1( i1 j2r j3) Ty ("j1)Pkyj2;j3
@i Kl gn
—I(Aili /}Zi /}3) = R, kz(/\jz)Pj 1;k2;j 3 (1.15)
@; koo 92
@i X1 g o
@I(Ajl;l}z;/}S) = dia(Aj:%)le;jz;m iLj2j3=1:(r+ 1)
2 k3=1 3

La derivee d'une fonction de base se calcule a partir de sesvaleurs sur les points de Gauss-
Lobatto par simple interpolation :

d* _ KN
) = g (L.16)

On endeduit DF; entout point :

@i - — A" N yin, " n

@(kl.kz,*s) = W( )" (R1)"2(R2) "k3(R3) Pr1ik2ik3
1 KLk2k3j=1 1

@ X1 ‘ dn ‘ ‘

@I(kli Ro,R3) = "k1(R1) diz(Aj )" (R2) ™3 (R3)Prik2ks (1.17)
2 KLk2:k3;j =1 2

@ X1 ‘ ' dn ‘

@'(Rlikz;ks) = “k1(R1) "kz(*z)—dkm( i) (R3)Ak1k2k3
2 KLk2:k3;j =1 3

La aussi,il ne seranecessaireen pratique de connatre DF; uniquement aux points de Gauss-
Lobatto.
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1.3 Precision de la metho de

Nous presertons ici uniqguemert desresultats numeriquesqui valident la methode elemens -
nis utilis ee,et qui suggerert desordresde corvergence Pour desestimationsd'erreurs theoriques,
on pourra sereferera[Arnold et al., 2000]et [Grob, 2006]. Sur descasacademiques,on compare
lesdi ererts ordres d'approximation an de determiner s'il estinteressah de monter en ordre
sur desgeonetries lisses,desgeomnetries presertant desarétesvivesou descoins.

1.3.1 Cas 2-D
Diraction  par un disque

Nous veri ons la convergencedeselemerts nis spectraux sur le casacadcemique de la dif-
fraction par un disque.Le probleme modele s'ecrit :

g Trouveru 2 H()
k?u u =0 2
3 u = u™ = exp(lkx) pourr = a (1.18)
@
: — iku = 0 pourr = b
@ p
k est le nombre d'onde, il estegala !, car on a choisi une vitesse de propagation de 1. Le
domaine de calcul  est la couronne comprise ertre les deux cerclesde rayon a = 1 et

b = 2. La solution analytique de ce problemeest represeteesur la gure 1.8.L'expressiondes
solutions analytiques pour la di raction d'une sphereou d'un disque,estrappeleesuccinctemet
en annexe A. On peut voir sur les gures 1.9 et 1.10 I'ewolution de l'erreur ertre la solution

))] ;! "\‘“"ﬁ::
-l | gfmnlii

Fig. 1.8 { A gaudie, partie reelledu champ diract e, a droite, partie reelledu champ total.
Commeon a une expressionanalytique de la solution, on peut la calculer sur tout le carre [-2,2].

ny

2

w

=k

o O
P>

o

o

numerigue et la solution analytique respectivemert enfonction du pasde maillage et en fonction
du nombre de degresde liberte. Pour cette derniere courbe, on utilise la grandeur h=r en lieu
et place du nombre de degresde liberte (ddl) e ectif, r etant I'ordre d'approximation. En e et,
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sur un maillage regulier la grandeur h=r estrelieeau nombre de ddl, par une relation du type:

he_ c

r N gai

ou C est une constarte independarte der. On notera que l'ordre de cornvergenceest optimal

log 10(error)

1
log, ()

Fig. 1.9{ Evolution del'erreur L? enfonction du pasde maillage, echelle log-log. Casdu disque

sur desmaillages pseudo-eguliers.logig(h) = 1 correspond a h = 10
en h'*1 et que, pour des pas de maillages utilis es en pratique, l'ordre eleve apporte un gain
de precision substartiel pour un méme nombre de degres de liberte. On remarque que l'ordre
de corvergenceen norme H! est en h' sur la gure 1.11. Pour nir sur le cas du disque,
nous utilisons des maillages non-structures, obtenus par decoupagede maillages triangulaires
(cf. gure 2.8). Chaque triangle est decoupe en trois quadrilateres. Sur la gure 1.12,0n a
represeite I'erreur L2 enfonction du pasde maillage. On mesuredespentes de 2:09; 3:03 et 4:03
pour respectivemert Q1, Q> et Q3. Cesresultats tendernt a nousfaire penserqgu'on gardel'ordre
de corvergenceoptimal O(h"*1), sur desmaillagesnon-structureset en utilisant la condensation
de masse.
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2.2 2 1.8 1.6 1.4 1.2 1 0.8
Ioglo(h/r)

: : . h :
Fig. 1.10{ Evolution de l'erreur L? en fonction de o edelle log-log. Cas du disque sur des
maillages pseudo-eguliers.
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Fig. 1.11{ Evolution de I'erreur H! en fonction de o edelle log-log. Cas du disque sur des
maillages pseudo-eguliers.
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Fig. 1.12{ Evolution de l'erreur L? en fonction de o edelle log-log. Cas du disque sur des

maillagestriangulaires decouges.
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Diraction par un carre

On etudie la diraction d'une onde plane par un carre (voir gure 1.13). Dans le casd'obs-

2
0&

15
06

|

0.5

28 02

=1
=06
1.5
08
-2
2 R = 08 0 08 I 15 2

Fig. 1.13{ A gaude, partie reelledu champ di ract e, a droite, partie reelledu champ total

tacles a frontiere C* comme pour le disque, la corvergencede la methode elemeris nis pour
un ordre elewe est tresrapide. Par congquen, il est avantageux de monter en ordre. Pour des
geometries presenant des coins, la corvergenceest plus laborieuse comme nous le constatons
sur les gures 1.14 et 1.15. L'erreur faite sur la solution numerique est mesuree a partir d'une
solution de referencecalculee avec une approximation Q4 et avec un pas de maillage cing fois
plus petit. On obsene un ordre de corvergenceen hs quel que soit 'ordre, et pour la norme L2

0.5

1
log, ()

Fig. 1.14{ Evolution de l'erreur L? en fonction de h, edelle log-log. Cas du carre sur des
maillagesreguliers.

. . . 2
ou H!. Cephenomeneestcon rm e par la theorie, qui prewoit un ordre de corvergencede —.
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—— Q1

log 10(error)
N
T

1
log, ,(h)

Fig. 1.15{ Evolution de l'erreur H! en fonction de h, edelle log-log. Cas du carre sur des
maillagesreguliers.

, : 3 . . 4
est I'angle corvexe que forme le coin, pour le carre = > ce qui donne bien un ordre de —.

On seposela question suivante : \L'ordre elewe est-il plus precisa nombre de ddl constart ?".
La reponseest oui, comme l'illustre la gure 1.16. Neanmoins,|'avantage de monter en ordre

0.5

1.5

log 10(error)

4 1 1 1 1 1 1
1.4 1.2
Ioglo(h/r)

: . . h
Fig. 1.16 { Evolution de I'erreur L? en fonction de o edelle log-log. Cas du carre sur des
maillagesreguliers.

(au dela de Q3) senble mince...
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1.3.2 Cas 3-D
Diraction par une sphere

Nous veri ons la convergencedeselemerts nis spectraux sur le casacademique de la dif-
fraction par une sphere. Le probleme modele s'ecrit :

g Trouveru 2 H()

k2u u =0 2
u = u" = exp(ikx) pourr = a (1.19)
2 @ ik 0 b
— iku = ourr =
@ p
Le domaine de calcul  estla couronne comprise ertre les deux spheresde rayon a = 1 et
b = 1.5. La solution analytique de ce probleme est represenee sur la gure 1.17. On peut

1

0

-

-
o
v
»
-
—
1

0 1

Fig. 1.17{ A gaude, partie reelledu champ diract e, a droite, partie reelledu champ total

voir sur les gures 1.18et 1.191'ewlution de l'erreur ertre la solution numerique et la solution
analytique respectivemert enfonction du pasde maillage ou enfonction du nombre de degresde
liberte. On notera que l'ordre de corvergenceestbien de h'*! et que pour despas de maillages
utilis esen pratique, I'ordre eleve apporte un gain de precisionsubstartiel pour un mémenombre
de degresde lib erte. Sur des maillagesnon-reguliers, il estdicile d'obtenir de jolies droites et
d'estimer l'ordre de corvergence.Des calculs sur I'erreur de dispersion, e ectu esau chapitre 3,
nous menert a penserque la condensationde massenous fait perdre un ordre de convergence
sur desmaillagestetraedriques decoues.
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Fig. 1.18{ Evolution de I'erreur L? en fonction du pas de maillage, echelle log-log. Cas de la
sphere sur des maillages pseudo-eguliers.

25 r

log 10(error)
w

3.5

5 ‘ ‘ ‘ ‘
4 4.5 5 55
Ioglo(dof)

Fig. 1.19{ Evolution de l'erreur L? en fonction du nombre de ddl, edelle log-log. Cas de la
sphere sur des maillages pseudo-eguliers. En abscisse,on mesurele logarithme du nombre de
degresde lib erte (numerique), sanspasserpar la grandeur h=r.
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Diraction par un parall epip ede

Comme dans le cas 2-D, on s'interessea la diraction par un cube, qui presette a la fois
des arétes vives et des coins. On represene la solution numerique sur la gure 1.20 On fait

ll]

it
\\N

B T—

gy
)
Iy
)

Fig. 1.20{ En haut, partie reelledu champ di ract e, en bas, partie reelledu champ total

. , h h
une etude de cornvergenceen prenant trois maillages de pas h, > et 2 avec du Q4. On note

les solutions obtenues sur chaque maillage uj, uy, uz. L'ordre de convergencese calcule par la
formule :
log(jjuz  uijj) log(jjus  uzjj)
log(2)

On trouve numeriquemernt r = 1:38. On peut supposerque l'ordre de corvergencetheorique

est identique a celui qu'on avait en 2-D, a savoir 3
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1.4 Application aux ltres optiques, interet de l'ordre eleve

Dans ce paragraphe, nous etudions un dispositif optique appele Itre a hyper-frequencede
Fabry-Perrot. Ce casnous a ete fourni par la defunte societe ATMEL. Nous rappelons, dans
un premier temps, le type d'onde incidente utilisee : les faisceaux gaussiens.Dans un second
temps, nous preserterons les principales caracteristiques du dispositif. Nous terminerons par
une apologie de l'ordre elewe sur ce cas.

1.4.1 Faisceaux gaussiens

Les faisceauxgaussienssort des solutions approcheesde I'equation de Helmholtz. lls sort
utilis es pour simuler des ondesse propagearn selonun axe privil ege. lls sort construits de la
maniere suivante.

Si Oz estl'axe privil egie et Ox I'axe perpendiculaire, on recherche dessolutions de

u u
k?u + % + % =0
sousla forme

u(x; z) = v(x; z)ek?

Un calcul simple montre que v veri e

@ + 2ik@ + @

@? @
Si v(x; z) varie lentement en fonction de z, on peut negliger la variation secondede v(X; z)
devant le terme entre parentheses,l reste

L@ @v
2ik e’ & 0 (1.20)
soit, si l'on revient a u
k2 4 ey 1@u _
@ 2@2
Cette equation est connue sousle nom d'approximation parabolique de I'equation de Helmholtz.
Cette equation pos®de egalemen dessolutions ondesplanesde la forme e' (k«x*kz2) gyec

0:

_ Kz
ky =ik 1 22

Cette relation de dispersionesta compareravecla relation de dispersionclassiquepour laquelle
r

k= ik 1

kg
k2
On voit ainsi que I'equation parabolique ne rend compte que des ondesse dirigeant dans une

seuledirection (il n'y a qu'un seulk, pour I'equation parabolique cortre deux pour I'equation
de Helmholtz) et que le nombre d'onde en z est approche a l'ordre 2 car

p 2
1 x2=1 %+ 0(x%)

Maintenant sil'on revient a (1.20), on peut veri er que

1 iz kx?2
slog(l+i%) —%——
v(x;z)=e * w0 zolrizg)
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en est, pour tout zg, une solution particuli ere; la fonction

llog(l+iZ) —*2  tikz
ux;z)=e ’ %0 %

est appele faisceaugaussien.En z = 0, la trace du faisceauest

ou r

est le col du faisceau.Le faisceauest dit large lorsquew vaut plusieurs longueursd'onde (w est
appele aussiwaist du faisceau)
w=N

avec, pour xer lesidees,N = 3;6;10;:::. On a alors
zo= N 2

Maintenant, sil'on calcule I'erreur sur I'equation d'Helmholtz, adimensionaligepar k 2,

1
"(X;z)=u+ = u

k2
On trouve
eikzz d4e t2 X
"(x;z) = . (t=1t(x2); tx2z)= —HH—;
dwikA(1+i5)> di wol+iZ
et on a donc
(X.ZS)lTIE) Oj"(x; 2)j = mszl; avecCp' 12

cequi est petit, puisque
wik? = (2 N )%

I'approximation est donc d'autant meilleure que le col est grand. w seraappele indi eremmer
largeur du faisceaugaussien,ou \w aist".

1.4.2 Propri etesdu Itre optique

Description generale du disp ositif

Le dispositif etudie est un empilemert de coudes de dielectrique (InP) separeespar des
coudhesd'air, commele montre la gure 1.21.0n note la longueur d'onde nominale du dispositif
o. I'ecart entre deux couchesd'InP estde0:25 g, excepe pour la cavite certrale, dont la largeur

5 - : -
estde . La largeur descoudesd'InP estde 4—: ou n estl'indice de refraction du milieu. On
prendra pour toutes les experiencesnumeriques:

= 1:55m
n = 3:155 = n?
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Fig. 1.21{ Dispositif Atmel
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Fig. 1.22{ Coe cien t de transmission du dispositif Atmel en fonction de la frequence.

Touteslesgrandeurssort adimensionaliges,lesunit es surlesaxessort deslongueurs d'ande
dansle vide. De méme, on adimensionalisela frequencepar rapport a la frequencef o = —. On
0

. f . .
parle alors de frequencerelative F = o Une premiere etude par ondesplanesnous fournit le

0
coe cien t detransmissiona la sortie du dispositif suivant la frequencerelative. Surla gure 1.22,
on peut constater que le dispositif realisebien une fonction de ltre passe-banddres selectif.
La frequenceF = 1 s'apparerte a une frequencede resonance pour laquelle le coe cien t de
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transmission est de 1. Desqu'on s'ecarte legeremernt de cette frequence,le coe cien t retombe
ao.

Maillage utilis e

On s'interessemaintenant a la simulation numerique. Le premier obstaclequi s'est presere
a ete la realisation du maillage. La plupart desmailleurs realisent desmaillagesen triangles. On
peut neanmoinsdecouper lestriangles entrois et les quadranglesen quatre, ce qui nous permet
de mailler n'importe quel domaine en quadrangles. Malheureusemet, la methode elemens
nis s'avere plus e cace sur des maillagesreguliers. On a donc choisi de dewvelopper un outil
de maillage speci que a un ensenble d'empilemerts, comme le dispositif Atmel. Le maillage
\optimal" (pour Qs) trouve lors dessimulations est presenie sur la gure 1.23.

La structure particuli ere du dispositif privil egie certains ordres notamment Qs et Q7. On
ne maille que la moitie du domaine et on reconstitue le reste de la solution par symetrie...
Sur I'axe de symetrie, on imposeune condition de Neumann, on s'astreint a ne traiter que le
cas de faisceauxgaussiensa incidence nulle. Dans le cas de faisceauxgaussiensquelconques,il
faudrait decomposerla sourceen partie symetrique et antisymetrique. Pour la partie symetrique,
on imposerait une condition de Neumann, et pour la partie antisymetrique une condition de
Dirichlet. On utilise desPML (Perfectly Matched Layers) au lieu de la condition absorbarte

20
18
16
14

12 = -

P b D @

Q

~a 2 0 2 4

Fig. 1.23{ Maillage du domaine x O utilise avec les elemerts Qs. Les dielectriques sort
en vert. Les unitessort compteesen ¢ = 1.55m : leslongueurs physiquessort obtenuesen
multiplian t par 1:55m .

d'ordre 1, an desimuler de maniereplus ne un domain non-borne. On ne decrira pasles PML
danscette these on renvoie le lecteur a la description de G. Cohendanssonlivre [Cohen,2002].
LescouchesPML sort rajouteessur tout le pourtour du domainede calcul, apresla construction
du maillage. C'est pour cette raison, qu'on ne lesvoit passur les gures. L'utilisation de PML
est particuli eremen adapte pour cetype de geomnetrie \cart esienne”. Pour d'autres geometries,
on prefererabien souvert I'introduction d'une condition transparerte. Cette derniere est decrite
en annexeB.
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Resultats avec des bords droits

La gure 1.24 montre la solution obtenue pour une frequencea 80% de la frequencede
resonanceOn retrouvele cas1-D, avecun coe cien t detransmissionegala 1 pour unefrequence
de 0.8. C'est evidemmert une frequencehors \r egime de fonctionnement” du ltre optique.
Comme I'a montr e le diagramme 1-D, la plage de fonctionnemert du dispositif esterntre F =
0:95et F = 1:05.

On prend maintenant des coudies de diametre 112 soit 173.6 m. La solution obtenue
est presertee dans la gure 1.25. On remarque que le champ s'etale quasimen dans tout le
dispositif, mais il n'atteint pas les bords de maniere sensible.Le dispositif etant su samment
grand, lesbord n'interviennent doncpas. On va maintenant etudier I'e et desbords, enprenarnt
un dispositif plus petit. On prend un dispositif de diametre 26 , soit 40.2 m. On obsene un
decalagedela frequencederesonancequi estde 1+10 # aulieu de 1, dansle cas1-D. Cedecalage
est probablemert da a I'approximation utiliseepour I'impl emertation d'un faisceaugaussienet
a la presencede bords. A cette frequence,nous avons trace la solution sur la gure 1.27 On
a e ectue un balayage en frequencede la solution. On obsene des comportemens senblables
au cas 1-D, avec l'apparition de bossespour des frequencessuperieuresa 1, relativemert a
la frequencede resonancedu systeme. On represerte sur la gure 1.26 quelquessolutions a
desfrequencesproches de la frequencede resonance.On obsene des\reb onds", la courbe de
transmission n'est plus une gaussienne. On a egalemen des oscillations, qui sort duesa la
presencede bords. Pour desfrequencesinferieuresa 1, on a une gaussienne,dont la hauteur
diminue quand on s'eloigne de la frequence.On n'observe pas de rebonds.

Resultats en prenant des bords courb es

On perturb ele systemeen courbart legeremert les2 coudesdielectriquesde part et d'autre
dela cavite. La deformation creealors une cavit e optique concave qui serefermelegeremen sur
elle-méme.

On e ectue un balayageen frequencea n de determiner la frequencede \r esonance",pour

N W b

-
| ———————
.
: -
| ————
-
| —————
-
-10 0] 10

-4
20 20

Fig. 1.24{ Module du champ total pour une frequencerelative de 0.8 (ce qui correspond a
augmerter la longueur d'onde de Flg par rapport a ) et un waist dew = 4:96 m
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Fig. 1.25{ Diametre de 173.6 m, frequencerelative de 1 (la longueur d'onde est 1:.55 m ),waist
w=9.92 m. Lesunitessort compteesen o= 1:55m : leslongueursphysiquessort obtenues
en multipliant par 1.55m .

laquelle le coe cien t de transmission est maximal, et le coe cien t de re exion proche de zero.
On trace la solution obtenue a cette frequencede resonancesur la gure 1.28.

On constate que le faisceaureste con n e dans le dispositif, alors que dans le casde coudes
planes, le faisceaus'elargissait dans tout le dispositif. Le faisceauen sortie est donc plus etroit
qgue dans le casde coudiesplanes.Les bords n'interviennent quasimert pas.

On represerte sur la gure 1.29le module du champ total suivant la direction d'att nuation
du faisceau(direction perpendiculaire a la direction de propagation). On n'a pas d'oscillations,
commedansle casde couthesplanes.Lorsqu'on e ectue un balayageenfrequenceja gaussienne

.0001 | 4
.0004
.0008
.0012
.0016
.0020

TTTTTTT
1V T e B

RRRRRRR

Fig. 1.26 { Module du champ transmis ju(x;z = Z)j; x > 0 pour un dispositif de diametre
D=40.2 m, et un waist w = 9:92 m. Le Z correspond a 4 longueursd'onde en aval du ltre.

Axe horizontal : axe parallele au barreau x > 0. Les di erertes courbes correspondert a un
balayage en frequenceou encoreun decalageen longueur d'onde variant de 3:094nm a 0.
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Fig. 1.27{ Solution pour un diametre D=40.2 m, une frequencerelative F de 1.0001(decalage
de la longueur d'onde de 0:154845Z21m), waist w = 9:92 m. En haut, partie reelledu champ
total, en bas, le module. Les unites sort compteesen ¢ = 1.55m : les longueurs physiques
sort obtenuesen multipliant par 1:55m .
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Fig. 1.28{ Solution pour un diametre D=40.2 m, une frequencerelative F de 1.000732(lon-
gueurd'onde de 1:548866 m), waistw = 9:92 m. La edeestde20nm au certre dela cavite.
Casdesbords courbes.

en entr eereste a peu presune gaussienneen sortie, les\reb onds” sort moins marquesque dans
le casde coudhes planes.

1.4
1-27 —  E=1.000732|
~ F=1.0007
17 F — 10008 |
~ F=1.0008
F = 1.0012
| 0-87 — F—7100%0 |
=
0.6r 7
>l 7
O ~_
0 5 | ) 20

Fig. 1.29{ Module du champ transmis D=40.2 m, F= de 1.0 a 1.0020w=9.92 m. Cas des
bords courbes.
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1.4.3 Ap ologie de l'ordre eleve

Nous nous concerrons uniquemert sur le dernier cas (bords courbesavec une diametre de
40.2 m, une frequencerelative F de 1.000732et un waist w = 9:92 ). Nous commercons par
faire la simulation numerique avec du Q», 10 points par longueur d'onde (dans le dielectrique
et dansl'air). On obtient lesresultats des gures 1.30et 1.31

N W b

f— ;

-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10

Fig. 1.30{ Solution pour un diametre D=40.2 m, une frequencerelative F de 1.000732(lon-
gueur d'onde de 1:548866 m), waist w = 9:92 m. A gaude, solution de reference, a droite
solution pour Q2 avec 10 points par longueur d'onde

1.4
1.2 N 7
h AN
\
1r \ B
\
\

0.8} \ : 4
= \\ — Q2 10 points by wavelength
- \ - - - Reference

0.6 \ 4

\
\
0.4t \ .
\
\
N\
0.2} N 7
O I i B———
o 5 10 15 20
X

Fig. 1.31{ Faisceaugaussiena la sortie du dispositif, pour la solution de referenceet la solution
numerique Q» avec 10 points par longueur d'onde

Oh malheur, la solution Q, part dansle decor! Si on mesurel'erreur a la sortie du dispositif,
on trouve 100 % d'erreur. Ce phenomene peut s'expliquer de maniere simple. La dispersiondes
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elemerts Q, deplacelegeremen la frequencede resonance,de ce fait on tombe a cote de la
frequencede resonancegt le Itre ne laissepasserqu'un signal faible. De facon plus precise,on
peut tracer le coe cien t detransmissionen fonction dela frequencepour la solution de reference
et pour la solution Q, avec 10 points par longueur d'onde. On voit nettemert le decalagede la
frequencede resonancesur la gure 1.32,la frequencede resonancenumerique du maillage Q»
estegalea F = 0:99989au lieu def = 1:00073pour la solution de reference.

- — — Reference
6l [ — Q2

F (relative frequency)

Fig. 1.32{ Coe cien t de transmissionen fonction de la frequence pour la solution de reference
et la solution numerigue Q» avec 10 points par longueur d'onde

Pour la frequencede resonance,on se xe un objectif d'erreur a 10 %, on ac he dans le
tableau 1.1 le nombre de ddl necessairepour atteindre cette erreur, ainsi que la taille de la
matrice LU (dans le casd'une resolution directe). Il apparat evident que sur cecas,il estvain

Ordre | Nombre ddl | Stockage LU
2 453000 598V o
3 69800 94M o
4 52000 78M o
5 33200 58M o
6 47700 93M o
7 42200 96M o

Tab. 1.1 { Nombre de ddl necessairepour atteindre moins de 10 % d'erreur

et inutile de tenter de faire de faire du Q1 ou du Q-. L'ordre le plus approprie semnble &tre le Qs,
pour desquestionsde respect de la geonetrie. Si on utilise un ordre superieur, on seretrouve
avec desmailles petites pour respecter la geonetrie (typiqguement une maille danslesinterstices
d'air qui font un quart de longueur d'onde ...). On a donc par conequert plus de degres de
liberte. Le maillage utilise pour Qs est sur la gure 1.23 (hors PML). On ne met que deux
mailles dans la cavit e et deux mailles sur chaque dielectrique, suivant I'axe de propagation.
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons decrit la methode deselemerts nis nodaux sur le cas parti-
culier de I'equation de Helmholtz. Nous choisissonsles points de Gauss-Lobatto comme points
d'interpolation et points d'integration, ce qui permet de realiser la condensation de masse.
De plus, nous avons montr e que ce choix menait a un calcul rapide de la matrice de rigidit e.
Nous avons egalemen introduit la technique utilis ee pour prendre en compte de maniere ne
la geonetrie, technique dite des\ elemerts courbesisoparanmetriques”.

Lesresultats numeriquestendert a prouver qu'en 2-D, lesapproximations faites ne deteriorent
pasl'ordre decornvergenceSur desgeonetries lisses,on senble obtenir une methode qui cornverge
en O(h'*1) en norme L2 et en O(h") en norme H'. Sur des georetries singulieres, l'ordre de
convergenceest le meémequel que soit I'ordre d'approximation. Neanmoins,La monteeen ordre
permet d'obtenir une solution plus precisepour un méme nombre de degresde lib erte.

Nous conclurons par la robustessedes methodes d'ordre elewe, qui sur des cas di ciles
commele cas Atmel, donnert une solution precise,alors que les methodes d'ordre un ou deux
necessiten d'utiliser un nombre de degresde lib erte tresimportant. Les methodesd'ordre elewe
sor exibles, car on peut utiliser un ordre di erert si on veut changerla frequence(plut®dt que
de refaire le maillage!). On peut aussicalculer la solution pour Q4 et Qs par exemple, et on
aura une estimation de I'erreur commise.
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Chapitre 2

Algorithmes It eratifs de resolution

L'objectif de ce chapitre est de developer des methales iteratives e ¢ aces
pour la resolution du sysieme lineaire issu de la discretisation elements -
nis de I'equation de Helmholtz . La premiere section apporte le premier
element de reponse, on y propose un algorithme rapide pour e ectuer le
produit matrice vecteur. Cet algorithme s'accompagne d'un gain de stockage
appreciablelorsqu'on monte en ordre. La deuxiemesection montre qu'un sol-
veur direct esttreslargementsu sant pour le cas 2-D et qu'il est neessaie
de se tourner vers un solveur iteratif en 3-D. La troisieme section expmse
les performances des algorithmes iteratifs bases sur les es@ces de Krylov.
On fera le choix d'algorithmes optimaux, le BICGCR ou le COCG. La
troisieme section alorde le probleme du premnditionnement, on compare
divers premnditionneurs : la factorisation incomplete, le multigril le et la
decomposition en sous-domaines.Les deux premiers sont tous deuxe ¢ aces
si on ajoute de I'amortissement.
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2.1 Formulation mixte

L'utilisation d'une formulation mixte pour I'equation desondesa ete originalemert intro-
duite par [Cohen et Fauqueux, 2000]. La transposition au regime harmonique est immediate,
nous la detaillons ici pour exhiber les bonnesproprietes d'une telle approche.

2.1.1 Formulation variationnelle, propri etes des matrices

L'id ee de baseest d'introduire une inconnue intermediaire v a n de ne consener que des
operateursdi erertiels d'ordre 1. On consicere le systeme::
12 u  div(v)

lv ru = 0

f

On etablit la formulation variationnelle en faisart l'integration par parties sur la premiere
equation : 7 7 7

12 u' + v or' = fr
-V ru = 0

u est choisi dans le m&éme espaced'approximation que dansla formulation standard :

Up = fv2HY) vik, Fi2Qmg
v est choisi dans I'espaced'approximation suivant :

Vh = fv2(L%)) 2 JiDF, 'v Fi2(Qn)%
Par conequen, lesfonctions de baseverient :
i RiR) = MN(R)

i Fi(®) = J—liDFiAi(k)

Les fonctions de base vectorielles sort construites a partir des fonctions de base scalaire (as-
socieesaux points de Gauss-Lobatto commedans la formulation standard) :

"N,
En2-D % = 0 ou (,)\
|

On aboutit au systemelineaire suivant :

12Mp U + Ry =
BhVh R} U =0

La matrice My, estidentique a celledu chapitre 1, elle est diagonale,lorsqu'on utilise les points
de Gauss-Lobatto. Les matrices elemenaires de By, et Ry, sort egalesa :
z

(Bh)xk; K

z¢ .
= — DF!'DF; " ",
g Ji
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(Rn)ky = Lk

Ki
z 1

= Ji =DF ", DF, 'F"y
R Ji
Z

= AI r/\'/\k
R

Le choix de I'espaced'approximation pour v n'est pas anodin, il a ete choisi de telle sorte
gue la matrice elemenaire de Ry ne depende pas de la geometrie. La matrice elemertaire de
Ry, estidentique quel que soit I'elemert : Ry, = R. Le coOt de stockage de la matrice globale
Ry, est donc quasi-rul, car on ne stocke que la matrice elemertaire R. De plus cette matrice
elemertaire R estcreuse,du fait de la tensorisation desfonctions de base.En e et, choisissons:

MR = MR NG@) et T = M (R, () e
En integrart a l'aide despoints de Gauss-Lobatto :

Wl

P min 'Agl(Am)'/\kz(An)'All(Am)'Alz(An)

m;n=1
inO AN
! I1;l2 Akl( |1) k2;l2

(Rn)k;

De maniere analogue,pour le degre de lib erte vectoriel oriente suivant e, on obtient :

(Rh)k;l = !|1;|2‘A82(/\|2) (SHE

La presencede y,,, demortre que la matrice elemertaire est creuse.Sur la gure 2.1, on
peut voir les degresde lib erte vectoriels qui donnert une interaction non-nulle avec le degre de
lib erte scalairesymbolise par le point bleu marine. En 2-D, chaqueligne de la matrice R cortient

o—o—o—9
'

O Q+ ® _¢

o o~ —o —

6—e——o 0o

Fig. 2.1{ Interactions entre degresde liberte scalaireset degresde lib erte vectoriels.

2(r + 1) valeurs non-nulles, alors que le nombre de colonnesest de 2(r + 1)2. En 3-D, chaque

ligne de la matrice R cortient 3(r + 1) valeurs non-nulles, alors que le nombre de colonnesest

de 3(r + 1)3. Le caractere creux de la matrice est diablemert plus important en 3-D!
Interessons-nousnalement aux proprietesde la matrice By, Prenons:

k= "keés s=1lou2 ;= "™Ne t=1lou2
En utilisant les points de Gauss-Lobatto pour integrer By, on obtient alors :

|
(Bh)ki = —Jk_(DFitDFi)s;t kil
|
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La matrice elemertaire de B}, est par consequern une matrice diagonale par blocs 2x2, chaque
bloc s'appliquant sur lesdeux inconnuesvectoriellesass@ieesau mémepoint de Gauss-Lobatto.
L'espaced'approximation pour v etant discortinu, la matrice global B, estegalemen diagonale
par blocs 2x2 (blocs 3x3 en 3-D).

My, on le rappelle au bon souwenir du lecteur, est diagonale.On a par consquert un colt
de stockage extrémemen faible : une matrice diagonaleet une matrice diagonalepar blocs 2x2.
De plus, on peut eliminer l'inconnue vectorielle en resohant directemert le systeme:

( '?Dnh + RyB, 'R Uy = Fy

En pratique, on calcule directement l'inversede By, :
1 _ i 1 t
(Bp Dkt = T(DFi DF; Dsit ki
Et on utilise l'algorithme de produit matrice-vecteur suivant (cas 3-D) :

Produit matrice-vecteurY = Rp B, 'R} U

Y =0
Pour e = 1, nombre d'hexaedresdu maillage
Pouri= 1, (r + 1)
Ulocal(i) = Uglobal( Ig(e,i) )
Fin Pour
/I produit matrice-vecteur creux standard
Vlocal = Ry, * Ulocal
/I produit par la matrice diagonale par blocs B, !
Pouri= 1, (r + 1)
Pourj= 1,3
V(j) = Vlocal(3*(i-1) + j)
BtV =B,(ei) *V
Pourj =13
Vlocal(3*(i-1) + j) = B}, *.V(j)

Fin Pour
/I produit matrice-vecteur creux standard
Ulocal = R}, * Vlocal

Pouri=1,(r+ 1)°
Y( lg(e,i) ) += Ulocal(i)
Fin Pour
Fin boucle elemerts

lg(e,i) estle numero global du degre de liberte i de I'elemert e.
2.1.2 Interet de la factorisation
Par complemen de Schur sur le systeme(2.1.1), on peut eliminer I'inconnue vectorielle :
( '?Mp + RyB, 'R Uy = Fp
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Or, S. Faugueuxa demortre quela matrice derigidit e K, de la formulation standard etait egale
a:
Kn = RnB, R},

Cette egalite est vraie si on choisit les points de Gauss-Lobatto pour integrer les matrices. La
formulation mixte estdoncstrictement equivalente a la formulation standard, sonseulet unique
avantage est de fournir une factorisation de la matrice de rigidit e. Cette factorisation a l'interét
majeur de fournir un produit matrice-vecteur peu codteux en stockage (matrice diagonale et
diagonale par blocs a stocker) et en temps de calcul (matrice de rigidit e elemenaire creuse).
On peut e ectuer descalculs de complexite pour illustrer cesdeux proprietes.

Cas 2-D

On note r l'ordre d'approximation, Ne le nombre d'elemens. Sur un maillage regulier, on a
globalemer (r2Ne + O(1)) degresde lib erte pour u. L'inconnue vectorielle v etant discortinue,
ona?2(r + 12N, degresde liberte pour v.

Pour la formulation mixte, la matrice diagonaleco(te r 2 N enstockage.La matrice diagonale
par blocs 2x2 By, est symetrique, son stockageestde 3(r + 1)? N, le tableau de correspondance
numerotation locale/numerotation globaleIg(e,i) codte 0:5(r + 1)2.

Pour la formulation standard, on doit stocker la matrice globale A,. Comptabilisons le
nombre d'elemerts non-nuls de cette matrice. On a (2r + 1)2 coe cien ts non-nuls pour chaque
ddl assa@ie a un sommet du maillage, (r + 1)(2r + 1) coe cien ts non-nuls pour chaque ddl
asswie a une aréte du maillage, et (r + 1)? coe cien ts non-nuls pour chaque ddl interne. En
tout, on denonbre ((2r + 1)2 + 2(r + 1)(2r + 1)(r 1) + (r + 1)2(r 1)) N coe cien ts
non-nuls dansla matrice. On utilise la propriete de symetrie de la matrice, en divisant par 2 ce
nombre et en rajoutant la moitie du co0t d'une matrice diagonale.

Stockage utilis e pour la formulation mixte 2-D : (r?2 + 3:5(r + 1)?) N
Stockage utilis e pour la formulation standard 2-D : (0:5r% + 2r3 + 2:5r2) N

Pour le co0t de calcul, on consicere que l'addition, la soustraction ou la multiplication
ont un co0t de 1. Pour la formulation standard, on aura une multiplication et une addition,
pour chaque ertreede la matrice (la symetrie n'intervient pas). Pour la formulation mixte, on
a 2(r + 1)3 termes non-nuls dans la matrice R. Comme la factorisation fait intervenir deux
multiplications avec Ry, et RY, on aura un co0t de 8(r + 1)3Ne. A cecolt, il faut rajouter le
coOt de la mulplication par My, et B, 1

Operations pour la formulation mixte 2-D : (2r? + 6(r + 1)> + 8(r + 1)%) N¢
Operations pour la formulation standard 2-D : (2r* + 8r3 + 8r2) N

Asympotiquemert pour r grand, on trouve un colt en temps de calcul en O(r %) pour la
formulation standard cortre un coot en O(r3) pour la formulation mixte. On divise cescolts
par le nombre de degres de liberte (r2Ng), an de comparer a nombre de degres de liberte
constart. On trouve les resultats de la gure 2.2. Sur cette gure, on voit que la formulation
mixte deviert plus rapide des Qa, elle est moins onereuseen stockage des Q». Le surcadt de
calcul lorsqu'on monte en ordre est relativemert faible, il estloin d'étre redhibitoire. En outre,
si on utilise un ordre elewe, on a besoinde moins de degres de liberte pour obtenir la m&éme
precisionsur la solution. Des comparaisonsplus \justes" serort e ectueespar la suite.

Cas 3-D

On ar3N, degresde liberte pour u et 3(r + 1) N, ddl pour v. Pour la formulation mixte,
on stocke r3 N coe cien ts pour My, et 6:5(r + 1)3 N, coe cien ts pour By,
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Fig. 2.2{ A gaude temps de calcul en fonction de lI'ordre d'approximation, a droite stockage

Pour la formulation standard, on a 12r2 + 6r + 1 termes non-nuls pour chagque ddl
ass@ie a un sommetdu maillage, 4r (r + 1) + (r + 1) + 4r? termes pour chaque ddl assaie
aune arete, (r + 1)2 + 2r(r + 1) + 2r? termes pour chaque ddl ass@ie a une face et
3(r + 1)? 3r 2 termes pour chaque ddl interne.

Stockage utilis e pour la formulation mixte 3-D: (r3 + 6:5(r + 1)%) Ne
Stockage utilis e pour la formulation standard 3-D : (1:5r% + 4:5r% + 4r3) N

Operations pour la formulation mixte 3-D : (2r3 + 15(r + 1)® + 12(r + 1)*) Ne
Operations pour la formulation standard 3-D : (6r® + 18r% + 14r3) N

Asympotiquemert pour r grand, on trouve un coit en temps de calcul en O(r°) pour la
formulation standard cortre un codt en O(r#) pour la formulation mixte. On divise cesco(ts
par le nombre de degres de liberte (r8Ng), an de comparer a nombre de degres de liberte
constart. On trouve les resultats de la gure 2.3 Sur cette gure, on voit que la formulation

800 200

T T T T T T T T
- ¥ - Standard formulation - ¥ - Standard formulation ,
| | —&— Mixed formulation s 180 | —o— Mixed formulation ’

700

Fig. 2.3{ A gaude temps de calcul, a droite stockage
mixte deviert plus rapide desQy, elle estmoins onereuseen stockagedesQs. Pour la formulation
standard, on a utilis e la propriete fondamertale que la matrice elemenaire est creuse.En e et,
lorsqu'on utilise les points de Gauss-Lobatto, seulsles degresde lib erte placeslocalemen dans
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le méme plan (parallele a Oxy, Oxz ou Oyz) ont une interaction non-nulle. Cette propriete a
ete mise en evidencedans le chapitre 1. Cela donne lieu a un codt asymptotique en O(r°) au
lieu du cont \classique" en O(r®) si on avait utilise des points d'integration de Gauss.Dans le
chapitre 3, on donneradespoints de comparaisonavec les tetraedres.

On notera que la formulation mixte fait apparatre un ordre \optimal®, qui donneun temps
de calcul minimal pour un nombre de degres de liberte constart. En 2-D, l'ordre optimal
theoriqueest Q, en 3-D c'est Q4. En conclusion,on utilisera la factorisation K, = Rj B, L RL
pour calculer le produit matrice-vecteur sir 3. Pour desordresinferieurs, on assenblera la
matrice classiquemet comme explicite dans le chapitre 1.

Au niveaudu stockage,la formulation mixte permet de stocker a peu pres8 vecteursen lieu
et placede la matrice. Silescoe cien ts physiques et sort reels,on ne stocke que 4 vecteurs.
En verite, ce sort les vecteurs necessairesa l'algorithme iteratif de resolution, qui codtent le
plus cher en stockage!

Integration exacte

Le point cle pour obtenir cette factorisation est l'utilisation de formules de quadrature
approchees (ie formules de Gauss-Lobatto). Peut-on obtenir une factorisation similaire si on
utilise une formule de quadrature plus precise(formules de Gauss)? La reponse est oui, plus
preciemert on obtient la factorisation suivante :

Kn = ChRnhB, 'R} Ch
avec les notations :
— (G
Cnlik = ()
— MGG
(Rn)jxk = £ (k)
La matrice By est similaire a la matrice B}, dessectionsprecdedertes sauf qu'elle est exprimee

aux points de Gauss.Lorsqu'on utilise les points de Gauss,on perd la condensationde masse,
la matrice de massedeviert alors factorisable en:

My = ChDpC}

avec la matrice diagonale:
N
(Dn)jji = i Je('j)
Une demonstration de cesfactorisations est presenee en annexeC.
Neanmoins,l'utilisation de formulesde quadrature de Gauss,fournit un algorithme de calcul

deux fois plus lent, il reste donc plus interessah d'utiliser les formules approcheesde Gauss-
Lobatto.

2.2 Resolution directe

Avant d'aborder la resolution iterative, il n'est pas inutile de rappeler brievemert les fon-
damertaux d'une resolution directe. C'est en exhibant les avantageset les inconvenierts d'une
methode directe, qu'on pourra conclure sur la necessié ou non d'une resolution iterative. On
s'interesseau systemelineaire :

2 1t -
( '“Mp + Rp Bh Rh) Uy, = Fp
Une resolution directe consisteraa calculer la matrice complexesymetrique

An = 12Mp + RpB, 'R},
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et a la factoriser sousla forme :
A, = LDL!

Cette factorisation est connue sour le nom de factorisation de Crout. On doit expliciter la
matrice, ce qui revient a calculer la matrice elemens nis de la formulation standard! On est
alors confronte au problemed'avoir une matrice tr esvolumineusequand on monte en ordre. La
factorisation seraencoreplus volumineuse,rendart prohibitiv e ['utilisation de methodesdirectes
pour descasde grandetaille. Pour illustrer notre propos, nous donnonslestailles desmatrices
elemerts nis, et la place memoire prise par la factorisation L D L' danslestableaux 2.1 et 2.2.
Les castests sort respectivemert la di raction par un disqueet par une sphere.On imposeune
condition de Neumann sur I'objet, et une condition absorbarte sur la frontiere exterieure du
domaine de calcul. An de comparerce qui est comparable,on seplace a nombre de degresde
lib ertes constart.

Nombre ddl 11000

Ordre d'approximation 1 2 3 5 7

Taille matrice Ay, 1 Mo 1 Mo 2 Mo 5 Mo 8 Mo
Taille factorisation 11 Mo 11 Mo 12Mo 17Mo 25Mo
Avec condensation 11 Mo 10 Mo 9 Mo 7 Mo 6Mo
Nombre ddl 100000

Ordre d'approximation 1 2 3 5 7

Taille matrice Ay, 9 Mo 15 Mo 24 Mo 46 Mo 77 Mo
Taille factorisation 117 Mo 126 Mo 134Mo 171Mo 244Mo
Avec condensation 117 Mo 109 Mo 100 Mo 88 Mo 83Mo
Nombre ddl 1000000

Ordre d'approximation 1 2 3 5 7

Taille matrice Ay, 96 Mo 163 Mo 252 Mo 481 Mo 773 Mo
Taille factorisation 1472 Mo 1617 Mo 1673Mo 2045Mo 2700Mo
Avec condensation 1472 Mo 1440 Mo 1349 Mo 1187 Mo 1088Mo

Tab. 2.1{ Taille necessairesn fonction de I'ordre d'approximation, cas?2-D

On utilise MUMPS commesolveur direct [Amestoy et al., 2003],qui est base sur une technique
multifron tale [Du et Reid, 1983]et tresperformant [Amestoy et al., 2000].Dans le tableau 2.1,
on trouve une complexite en O(N) pour la matrice Ay et une complexite quasi-lineaire en
O(N 1) pour la factorisation (N etant le nombre de degresde liberte). En 3-D, les complexites
sort respectivemert O(N) et O(N?), ce qui traduit bien que les matrices elemerts nis 3-D
requerert rapidemert une memoire tresgrande. En 2-D, avec 2 Go de memoire, on peut passer
descasa un million de degresde liberte. Il nous appardt, en 2-D, qu'un solveur iteratif a peu
de chancesd'etre competitif face a un solveur direct, sauf pour de tresgros cas. En revanche,
le tableau 2.2 montre qu'un solveur direct est particuli eremert ine cace en 3-D. En e et, avec
2Go de memoire, on est limit e a des cas de moins de 150000 ddl. Or, des cas realistes 3-D
comprennent plusieurs millions de ddl. Il est necessairede setourner versun solveur iteratif !

Une technique interessate est la condensationstatique, cela consistea eliminer les degres de
liberte interieurs par un complemert de Schur. On decomposela matrice elemertaire sousla
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Nombre ddI 110000

Ordre d'approximation 1 2 3 5 7

Taille matrice Ay 19Mo 36 Mo 59 Mo 138 Mo 219 Mo
Taille factorisation 1485 Mo 2094 Mo 1505Mo 2018Mo 2234Mo
Avec condensation 1485 Mo 1361 Mo 1476 Mo 1741 Mo 1605Mo
Nombre ddl 400000

Ordre d'approximation 1 2 3 5 7

Taille matrice Ay 186 Mo 343 Mo 559 Mo 464 Mo 836 Mo
Taille factorisation 37 Go 32 Go 42Go - -

Avec condensation 37 Go 33Go 28 Go - -

Tab. 2.2 { Taille necessairesn fonction de I'ordre d'approximation, cas3-D

forme :
A = Abord;bord Abord;int
Aint;bord Aint;int
ou l'indice \b ord" serapporte aux degresde liberte sur la frontiere de I'elemert (en 2-D, ddI
ass@ies aux sommetset aux arétes). L'indice \int" serapporte aux degresde liberte internes
de l'elemert (cf. gure 2.4.

Fig. 2.4{ En bleu, ddI du bord, en rouge dd! internes de I'elemert

On ale systeme:

Abord;bord Ubord + Abord;int Uint = I:bord
Aint:bord Upord + Aintiint Uint = Fint
soit en eliminant Uiyt :

Unt = (Aint;int) 1 Fint Aint:bord Ubord
Abord;bord Abord;int (Aint;int) 1Aint;bord Ubord = Fbord Abord;int(Aint;int) 1Fint
En pratique, on remplacela matrice elemertaire A, par le complemert de sdur :

1
Abord;bord Abord;int (Aint;int) Aint;bord

L'inverse Aint:int €st calcule elemert par element lors de l'assenblage, mais on ne le stocke
pas. Par congquen, on est amere a recalculer cesinversessi on veut reconstituer la solution
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sur tous les degres de liberte du maillage. Il faut egalemeh modier le terme source dans
le cas d'une source\v olumique". On voit dans le tableau 2.1, que la condensation statique
permet de diminuer la memoire requise par un solveur direct, lorsqu'on monte en ordre. Cette
diminution parat moindre en 3-D. En e et, la condensationstatique a pour e et de coupler
tous lesdegresde lib erte du bord, on perd malheureusemen I'orthogonalit e partielle qu'on avait
(sanscondensation,un ddl n'interagit qu'aveclesddls situessur un mémeplan parallele a Oxy,
Oxz ou Oyz) ! Ainsi en 2-D, la condensationstatique nousfait passerd'une complexite en O(r %)
a une complexite en O(r?), tandis qu'en 3-D on passeseulemen d'une complexite en O(r®) a
une complexite en O(r4).

Pour conclure cette sous-sectionun solveur direct a d'excellertes proprietesen 2-D, permet-
tant de traiter de groscas.On peut mémeeconomiserde la memoire quand on monte en ordre,
en e ectuant une condensationstatique. En 3-D, un solveur direct requiert beaucouptrop de
memoire - et donc de temps de calcul -, il est necessaired'avoir recoursa un solveur iteratif.

2.3 Resolution iterativ e

Les methodes iteratives les plus utiliseesdans le cadre des equations de Maxwell, sort
specialemen dewlues aux systemescomplexessymetriques. C'est notamment COCG (Conju-
gate Orthogonal Conjugate Gradient) et BICGCR (BlConjugate Gradient Conjugate Residual
method), ellessort detailleesdans[Clemenset Weiland, 2002].Desmethodesplus classiquessort
egalemen utiliseescomme GMRES (Generalized Minimal RESidual, cf. [Saad, 1996][Saad et
Schultz, 1986]),BICGSTAB (BiConjugate Gradient STABIlized cf. [der Vorst, 1992])ou SQMR
(Symmetric Quasi-Minimal Residual [Freund et Nachtigal, 1991]). GMRES et BICGSTAB ont
l'avantage d'etre concus pour des matrices non-symetriques. Tous les autres algorithmes uti-
lisent fortement la propriete de symetrie. Par ailleurs, COCG et SQMR sort les equivalens de
BICG et QMR. Lorsque la matrice est symetrique, on peut simpli er l'algorithme du BICG
et QMR pour obtenir respectivemen COCG et SQMR. Le COCG est equivalernt au gradiert
conjugue pour des matrices reelles.Le parametre de restart pour GMRES est pris egal a 20.
Malheureusemem, cesmethodescornvergent d'autant plus lentement que le conditionnemert de
la matrice sedeteriore. Pour aceelerer la convergencede cesmethodes, on \pr econditionne” la
matrice par un inverse\appro che". Dans cette section, on n'utilisera pas de preconditionneur,
la question du preconditionnemen seraabordee dans la section suivante.

231 Cas 2-D
Di erentes metho des de Krylo v

Noustestonscesdi erertes methodesit erativessur le casdu disqueparfaitement conducteur
de diametre 20 longueursd'onde. On a ainsi un casrelativemen haute-frequenceon utilise une
approximation Qs avec 10 points par longueur d'onde. Le nombre de ddl est egal a 20000
erviron. On xe un critere d'arrét de" = 10 ©, on obtient les resultats de la gure 2.5 et
du tableau 2.3. On obsene que BICGCR et COCG sort les algorithmes les plus rapides avec
un residu fortement oscillant. On peut rajouter un \p ost-traitement” an de lisserceresiduen
utilisant le MRS (Minim um Residual Smoothing). Pour mieux conndtre ce type de technique,
le lecteur pourra lire [Zhou et Walker, 1994] et [Gutknecht et Rozloznik, 2001]. En pratique,
le lissagen'ameliore pas grandemern le nombre d'it erations necessairespn a choisi de ne pas
l'utiliser. QMR donne desresultats prochesavec un residu ewluant par paliers. BICGSTAB a
tendancea stagner, il n'est pasinteressan a utiliser sanspreconditionnemen. GMRES corverge
correctemert, mais pasdansle casdielectrique (cf. gure 2.6). Sanspreconditionneur, il senble
gue la methode la plus rapide sur ce castest soit le BICGCR. Le COCG a cependart l'avantage
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Fig. 2.5{ Evolution du residu en fonction du nombre d'it erations, echelle logarithmique. Cas
du disque parfaitement conducteur.

Methode Nombre d'it erations | Temps
COCG 3547 53s
QMR 3558 58s
BICGCR 3068 49s
BICGSTAB | 9982 149s
GMRES 4495 78s

Tab. 2.3{ Nombre d'it erations et temps suivant I'algorithme it eratif

d'etre plus simple et d'avoir un stockagereduit (4 vecteurs).En I'absencede mention, la methode
iterative utiliseeestle COCG.

Nous testons maintenant cesmethodesde Krylov sur la diraction d'un disque dielectrique
( = 4 = 1).Lenombre delongueursd'onde dansle dielectrique estd'une vingtaine erviron.
On obtient lesresultats de la gure 2.6. On notera que sur le cas heterogene, GMRES(20) et
BICGSTAB stagnert tres fortement, ce qui prohibe leur utilisation dans ce cas. Nous avons
note la m&medi cult e pour les problemesde cavite. Nous verrons ulterieuremen que méme
en presenced'un preconditionneur, ces methodes sort souvert moins e caces que le COCG,
BICGCR ou QMR.

Inuence de la frequence

On s'interesseau nombre d'it erations necessairesorsqu'on monte en frequenceen adaptant
le pasde maillage a n d'avoir dix points par longueur d'onde. On peut soit ra ner le maillage,
soit monter en ordre. On remarquesur la gure 2.7, que le nombre d'it erations augmerie dans
les deux cas, 'augmentation etant plus prononcee quand on monte en ordre. La deterioration
de la corvergenceest loin d'etre problematique, il est probable que si on avait choisi despoints
reguliersau lieu despoints de Gauss-Lobatto, on aurait eu desresultats bien pires. Il senble que
la complexite du nombre d'it erations soit en O(k) (relation a ne entre le nombre d'it erations
et le nombre d'onde). En multipliant par la complexite du produit matrice-vecteur en O(k?),
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Fig. 2.6 { Evolution du residu en fonction du nombre d'it erations, echelle logarithmique. Cas
du disquedielectrique.
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Fig. 2.7 { Nombre d'it erations en fonction de la frequence(le pas de maillage s'adapte). Cas
du disque parfaitement conducteur.

on trouve que la methode elemerts nis sanspreconditionnemen est de complexite O(k3) en
2-D.
Inuence du maillage

Une autre interrogation concernela robustessed'une methode iterative suivant le maillage
utilise. On consicere trois maillagesdi ererts (cf. gure 2.8) avec 8 points par longueur d'onde
en Qs. Le nombre de degresde lib erte est le méme sur les trois maillages (environ 20000). On
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obtient lesresultats du tableau 2.4

Fig. 2.8 { Maillage regulier a gaude, maillage quadrilateral au milieu, maillage \triangles
decoupes" a droite

Maillage Nombre d'it erations | Temps
regulier 3809 58s
quadrilateral 5058 74s
triangles decoupes | 5870 92s

Tab. 2.4{ Performancedu COCG avecdi ererts maillages.Casdu disqueparfaitement conduc-
teur.

Sanssurprise, le conditionnemert de la matrice se deteriore si on rane le maillage, si on
utilise del'ordre elewe, sion monte enfrequenceet si on utilise desmaillagesde qualite mediocre!

2.3.2 Cas 3-D
Di erentes metho des de Krylo v

On fait le m&metest sur le casde la di raction par une sphere de diametre 20 . Le maillage
Qs contient 1130000 degresde liberte (8 points par longueur d'onde), on obtient les resultats
dela gure 2.9 et du tableau 2.5. Lesresultats sort identiques a ce qu'on a obtenu en 2-D!

Methode Nombre d'it erations | Temps
COCG 7717 3h3mn
QMR 8226 3h40mn
BICGCR 7021 3h
BICGSTAB | 19741 7h44mn
GMRES 8742 4h8mn

Tab. 2.5{ Nombre d'it erations et temps suivant l'algorithme iteratif. Cas de la sphere parfai-
tement conductrice

. . Nombre d'it erations . ,
On notera neanmoinsque le ratio est plus faible qu'en 2-D car pour un

casde meémetaille, on a beaucoupplus d%rg%rgreds de liberte alors que le nombre d'it erations a
double (pour le disque, on comptait 4000 iterations, contre 8000 ernviron pour la sphere). Ce
comportemen va a l'oppos de ce qu'on avait pour un solveur direct, en e et quand on passe
du 2-D au 3-D, le temps de calcul necessairgoour une resolution directe deviert plus important
pour un méme nombre de ddl. Pour un solveur iteratif, c'est I'in verse, pour un méme nombre
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Fig. 2.9{ Evolution du residu en fonction du nombre d'it erations, ecelle logarithmique. Cas
de la sphere parfaitement conductrice.

de ddl, le temps de calcul seraplus faible en 3-D qu'en 2-D. On ne montre paslesresultats pour
la diraction d'une sphere dielectrique car ils sort senblables a ce qu'on a obsene en 2-D. De
maniere gererale, lescas2-D et 3-D ont de fortes similitudes.

Inuence de la frequence

Commeen 2-D, on peut constater que le nombre d'it erations crot lineairemer en fonction
de la frequence(cf. gure 2.10). La complexite d'un calcul 3-D en utilisant un solveur it eratif
sanspreconditionnemen est donc en O(k?).

8000 T T
——H refinement‘ y
7000} L7~ P refinement

Fig. 2.10{ Nombre d'it erations lorsqu'on rane en maillage ou en ordre, la frequenceest
augmertiee dans la méme mesure.Cas de la sphere parfaitement conductrice.
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2.4 Preconditionnemen t

Les matrices qu'on obtient sort mal conditionnees, certaines valeurs propres peuvert etre
prochesde zero (frequenceproche d'une resonancecommedans le casAtmel), certainesvaleurs
propres peuvert &tre tres grandessur des maillages de qualite mediocre. Il est necessairede
preconditioner le systemelineaire, ce qui revient a remplacerle systemelineaire :

Ap Up Fn

par le systeme:
MpAnUn = MpFy

On peut egalemen preconditionner a droite et resoudre:
AnMpYh = Fn Up = Mp Yy
My, estle preconditionneur, c'est un operateur lineaire de telle sorte que:
conditionnemert(An Mp) conditionnemert(Ap)

Si on utilise des algorithmes symetriques (comme le COCG), il est necessairede disposer de
preconditionneurssymetriques. On n'utilise paslestechniquespreadertes car le produit A My
n'est pas symetrique. Le preconditionneur s'applique en modi an t le produit scalaire:

<Xy>= (X;Mpy)

En pratique, il n'est pas obligatoire de construire la matrice M, de maniere e ective, on n'a
besoinque d'avoir un algorithme de calcul de I'application du preconditionneur sur un vecteur
(produit matrice-vecteur) :

Y = MpX

De monbreux travaux ont ete menes pour trouver des preconditionneurs e caces pour
I'equation de Helmholtz. Une approche seduisarie est I'utilisation dela t pour la resolution
approchee de cette equation sur desdomainestensoriels, c'est une technique exploitee par [El-
man et O'Leary, 1998], [Otto et Larsson, 2000], [Heikkola et al., 2003a] et [Heikkola et al.,
2003Db]. On peut citer dans le m&me ordre d'id eesles travaux originaux de [Gander et Nataf,
2001], qui proposert d'utiliser la factorisation analytique de l'operateur de Helmholtz en deux
operateursd'ordre un pour realiserune factorisation incomplete analytique. An d'exploiter les
ideessous-jacetes a cesdi ererts travaux, il est necessairede coupler les elemeris nis avec
desdi erencesnies pour exploiter la structure tensorielle desoperateurs. Ce couplagene nous
senble pasfacile a realiser, nous avons choisi d'ignorer cette technique.

Une autre approche est d'utiliser I'equation de Helmholtz avec amortissemen, soit en uti-
lisant une factorisation incomplete, soit en utilisant un algorithme multigrille. Nous avons
trouv e cette approche satisfaisarte car simple a realiser,et pouvant s'adapter a n'imp orte quelle
discretisation. Le lecteur pourra lire [Bayliss et al., 1983],[Vuik et al., 2003]et [Erlangga, 2002]
pour approfondir le sujet.

On peut egalemen utiliser la decomposition en sous-domainessur ce type d'equation.
Cette approche est surtout interessate a utiliser pour paralleliser la resolution. Pour une
implemertation en sequertiel, le gain en memoire realiee grace a cette technique n'est pas
des plus formidables. Parmi les nombreux articles sur le sujet, on pourra lire [Collino et al.,
1988], [Benamou et Despres,1996], [Larsson, 1999], [Toselli, 1998],[Gander et al., 2002].

Une autre alternative est de faire du multigrille directement sans adjoindre de I'amortis-
semern. On distingue le multigrille geometrique, qui utilise des maillages plus grossierspour
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approcher la solution, et le multigrille algebrique, qui construit la matrice du maillage grossier
uniquemert a partir dela matrice du maillage n. Le principal defaut du multigrille geometrique
est que le maillage grossier doit etre susamment n (quatre points par longueur d'ondes
est un bon critere), le multigrille deviert alors du 2-grilles, cette approche reste quand méme
interessate, [Elman et al., 2001]. On n'a pas regarde en detail le multigrille algebrique pour
donner un avis pertinent, mais cette technique senble a priori interessate [Vaneket al., 1998a],
[Vanek et al., 1998b],[Vanek et al., 1997].

2.4.1 Preconditionnemen t par I'equation de Helmholtz avec amortissemen t
On consicere I'equation de Helmholtz amortie :
K?( + i )u u=0 (2.1)

Il 'y aura absorption si > 0, ce signe est a mettre en relation avec la convertion qu'on a
choisie pour la condition absorbarte :

@ iku=0
@
On utilise les m&meselemerts nis que pour I'equation de Helmholtz pour construire M, L.
z z
M D = K3 +0)  titydx 4+ rtyortjdx

Appliquer le preconditionneur M a un vecteur X, revient a resoudrele systemelineaire :
1y =
M, "X =Y

L'id ee d'un tel preconditionneur vient de Bayliss, Goldstein and Turkel [Bayliss et al., 1983]
qui ont propose de preconditionner I'equation de Helmholtz par le laplacien( = 0 = 0),
Laird a ensuite propos de prendre = 1 = 0. Plus recemmen, Y.A. Erlangga et al
[Vuik et al., 2003]ont etudie les qualites de ce preconditionneur pour Oet > 0.En
choisissarn cesdeux conditions, on s'assurede la coercivite de la formulation variationnelle issue
de I'equation (2.1) (ce qui n'est pasle caspour I'equation de Helmholtz). La matrice M, Lest
de nie positive, on peut alors approcher My, par des preconditionneurs e caces du laplacien,
comme la factorisation incomplete ou du multigrille. Y.A. Erlangga a montre que le choix
(; ) = (0;1) etait optimal sousla condition 0. Neanmoinsil a obsere numeriquemen
quele choix (; ) = (1;0:5) donnait les meilleurs resultats. Nous garderonsle plus souwert
ce choix de parametres. La premiere approche conduit a un stockage important, le codt du
preconditionneur est tel que le gain en temps de calcul et en stockage realis sur la matrice a
l'aide dela formulation mixte estnegligeable.Le seulinterét de cette approche est de gagneren
stockagepar rapport a un solveur direct. On mettra en evidencelesgainsrealisespar la suite. En
revandhe, la secondeapproche est plus satisfaisarte commele montre [Erlanggaet al., 2004],elle
permet d'avoir un stockageextrémemer reduit en utilisant le produit matrice-vecteur preserte
preczdemmen.

Factorisation incompl ete

On resoutle systemelineaire
M X =Y

par une methode de factorisation incomplete : ILUT( "), detailleedans[Saad,1996].Celarevient
a faire unefactorisation LU dela matrice eneliminant lescoe cien ts de module inferieur au seuil
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". Le desavantage de cette approche est de conduire a un stockage relativemert important. On
exploite la symetrie de la matrice en ne stockant que la partie superieure de la factorisation. Le
preconditionneur est alors symetrique, toutefois nous montrons quelquesresultats numeriques
utiisant GMRES(20).

Dans un premier temps, on met en evidence I'imp ortance de I'amortissemert. En e et,
le tableau 2.6 montre qu'en lI'absenced'amortissemen, la factorisation incomplete \d ecroche”
rapidemern, et peut mémeetre plus codteuse que la resolution sanspreconditionneur.

seuil " le-3 3e-3 le-2 2e-2 4e-2
=1 =0 13/ 28Mo 37/ 27Mo 1 /25Mo 1 /22Mo 1 / 16Mo
=1 = 05117/ 26 Mo 118/ 23Mo 133/ 19Mo 160/ 15Mo 254/ 10 Mo
=1 = 1.0 | 215/ 23Mo 216/ 20Mo 224/ 16 Mo 239/ 13Mo 295/ 9 Mo

Tab. 2.6 { Nombre d' terations en preconditionnart par une factorisation incomplete. Le cas
test estla di raction par un disque parfaitement conducteur de rayon 10. On adopte le format
\x / y Mo", ou x estle nombre d'it erations et y la taille memoire utilis ee par la factorisation
incomplete.

On voit gu'enrajoutant del'amortissemert (= 0:5), on evite cet ecueil,de plus la factorisation
incomplete necessitealors moins d'espace memoire. Sur cet exemple, le choix = 05 est
meilleur que le choix plus classique = 1. On obtient des gains appreciablesen co0t de
stockage par rapport a un solveur direct. On divise par 2 a 3 fois le stockage par rapport a une
factorisation classique.

Dans un secondtemps, on s'interessea I'in uence de l'ordre d'approximation, a nombre de
degresdelib erte constart, cf. tableau 2.7. Le castest estla di raction d'une sphereparfaitement
conductrice (a = 4, b= 5), avec 105000 degresde liberte.

seuil" | 1e-3 3e-3 le-2 2e-2 4e-2

Q1 57/ 117Mo 58/ 75Mo 71/ 40Mo 108/ 27 Mo 195/ 18 Mo
Q2 57/ 283Mo 60/ 155Mo 89/ 68Mo 187/ 43Mo 316/ 27 Mo
Q3 57/ 306 Mo 60/ 185Mo 88/ 90Mo 183/ 57Mo 343/ 37 Mo
Q4 57/ 333Mo 60/ 210Mo 80/ 110Mo 150/ 73Mo 306/ 48 Mo
Q5 57/ 389Mo 60/ 233Mo 95/ 115Mo 184/ 78 Mo 338/ 52 Mo

Tab. 2.7 { Nombre d'it erations et taille de la factorisation incomplete.
sphere.

Diraction par une

L'ordre d'approximation n'a ecte que la taille de la matrice LU, le nombre d'it erations ne
varie pas beaucoup. En 3-D, le gain de stockage a l'aide de la factorisation incomplete est
plus substartiel, allant parfois jusqu'a un facteur de 10! Au vu de cesexperiences,il semble
raisonnable de choisir " = 10 2, voire legeremen superieur si le stockage est trop important.

Une parade pour diminuer le stockage pour des ordres d'approximation elewes, consistea
utiliser un sous-maillageQ1 du domainede calcul. Ce sous-maillageQ1 estgenere en subdivisant
le maillage initial sur les points de Gauss-Lobatto, commele montre la gure 2.11.Les points
du sous-maillagecoincidert exactemern aveclesdegresde lib erte du maillage initial. On calcule
alors la factorisation incomplete sur la matrice elemerts nis Q; de ce sous-maillage.On a par
conequen quel que soit I'ordre d'approximation le méme stockage, le nombre d'it erations est
legeremernt plus eleve commele montre le tableau 2.8.

Globalemert le temps de calcul est sensiblemen le méme car chaque iteration codte moins
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En: -15=0 En: -15=0

Fig. 2.11{ A gaude, maillage Q3, a droite sous-maillageQ;

seuil | 1e-3 3e-3 le-2 2e-2 4e-2

Q> 80(57) 81(60) 101(89) 167(187) 326(316)
Qs 86(57) 87(60) 102(98) 171(183) 335(343)
Q4 89(57) 91(60) 104(80) 170(150) 316(306)
Qs 91(57) 94(60) 118(95) 208(184) 396(338)

Tab. 2.8{ Nombre d'it erations et taille de la factorisation incomplete. Di raction d'une sphere.
Utilisation du sous-maillageQ;.

cher (factorisation moins volumineuse), mais on a plus d'it erations. Le point positif de cette
technique est bien d'avoir un stockage moins important.

Multigrille

On peut encore gagner en stockage en utilisant un algorithme multigrille au lieu d'une
factorisation incomplete. Une analyse complete et detaillee de cette methode utilisant des
schemas di erences nies est preseiiee dans le rapport de Y.A. Erlangga. Nous decrivons
brievemen ['it eration multigrille, et plus en detail les operateurs de restriction et de prolonge-
mert, speci ques a la methode elemerts nis qu'on utilise.

It eration multigrille On utilise le mémemaillage 1, on nefait varier quel'ordre d'approxi-
mation note p. L'algorithme classiques'ecrit :
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Multigrille( Ap, p, X, b)
Pre-lissagex = Spi(x; b)
Calcul residur = b Apx
Restriction rc = Rpr

Sip=2 rnm
Resolution directe x. = Apzl2 re
sinon
Xc=0
Pouri = 1,
Multigrille( Ap=2, p/2, X, Ic)
Fin Pour
Fin Si
Prolongemert r = PpXc
X = X+r
Post-lissagex = S2(x; b)
Fin Multigrille

On a choisi les notations suivantes :

{ Ap, matrice elemernt ni pour l'ordre d'approximation p
{ Rp, operateur de restriction de l'ordre d'approximation p vers p=2
{ Pp, operateur de prolongemert de 'ordre d'approximation p=2 versp
{ rm, ordre minimal pour lequel on fait une resolution directe
{ = 1correspond a un V-cycle, = 2 correspond a un W-cycle
{ Sp lisseur
{ 1 nombre d'it erations de pre-lissage
{ 2 nombre d'it erations de post-lissage
Pour le lisseur, on utilise du Jacobirelaxe avec! = 0:5:

Spx;h=x+ 1 (b Apx)

On a choisi de mettre uneiteration de post-lissageet une iteration de prelissage.On a ainsi un
preconditionneur symetrique (les operateurs de prolongemert et de restriction sort transposes
l'un del'autre, commeon va le voir dansle paragraphesuivant). On choisit un W-cycle( = 2)
pour desquestionsde performance.

Operateurs de prolongemen t et restriction On note { lesfonctions de basedu maillage
grossier (ordre d'approximation de p=2), et ' f les fonctions de base du maillage n (ordre
d'approximation p). Le maillage est le méme, seul l'ordre change. Cependart, par abus de
notation de notation, nous parlons de maillage n et de maillage grossier.

L'operateur de prolongemert estde ni par :

ou les points ,f designela position du degre de liberte i du maillage n. On prend de maniere
classiquel'operateur de restriction suivant :

R = P!
Avec cesde nitions, on peut esgerer obtenir un preconditionneur symetrique.
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A partir dela, deux possibilitess'o rent a nous: soit on assenble la matrice P, et on utilise
un produit matrice vecteur creux classiquepour evaluer Y = P X ; soit on fait un produit
matrice-vecteur qui utilise la tensorisation desfonctions de base.En utilisant le dernier procede,
qu' on appellera \pro cede boe noire”, on aura une complexite en O(r #) cortre O(r®) pour le
premier procede (cas 3-D).

Explicitons donc le procede badte noire, qui s'appuie sur la tensorisation des fonctions de
base:

Aic(/\if) - AJ'C1 Alfl) Ajcz(/\ifz) Aica(/\ifs)

Le produit matrice vecteurY = P X s'ecrit localemen commeune triple somme:

X
_ Ne N\ Ac N\ Ne N
Yigiziz = jcl( il) jcz( iz) jcg( ig)le;jz;js
IFNESE

On decomposela triple sommeen trois sommessimples, et on obtient I'algorithme souhaite!

X
- Ao (N S
WL s = 73 Cia) Xisiiais
is

— Ne (N L
W2 s = 5 Ci) Wi
j2
— Ne (N
W3iigig = jl( il)WZjl;iz;is
i1
Yigiziz = W3igizis

Il n‘est donc necessairale ne stocker que les coe cien ts Ajcl(’\ifl), independarts de la geonetrie.
Le co0t de stockage est nul par rapport au premier procede qui exigeait de stocker toute la
matrice P. On note p. = p=2etps = p. On e ectue descalculs de complexite de temps de
calcul produit matrice-vecteur desdeux procedes:

Operations pour P assemblee (2-D) : [(pc 1)(pr + 1) + (2p; + 1)J?

Operations pour P assenblee (3-D) : [(pc 1) (pr + 1) + @pr + 1)°

Operations pour P bote noire (2-D) : 2(ps + 1)?(pc+ 1) + 2(pr + 1) (pc+ 1)% + (pr + 1)°
Operations pour P bate noire (3-D) : 2(pr + 1)3(pc+ 1) + 2(pr + 1)?(pc+ 1) + 2(pr +

D(pe+ 1)° + (pr + 1)°
Les graphesrepresettant cescomplexitessort sur la gure 2.12.

Pour les ordres impairs, on a pris I'arrondi superieur de p. = p=2. En e et, le passagede Q3
a Q1 ou Qs a Q, esttrop brutal, et donne desresultats assezmediocres. En 2-D, on utilisera
le procede classiquepour p 3 et le procede bate noire pour desordres superieurs. En 3-D, le
procede bote noire est toujours le plus performart.

Resultats preliminaires sur la sphere On consicere la m&éme sphere que dans le casde
la factorisation incomplete. On utilise du COCG preconditionne par une iteration multigrille.

Pour le maillage grossierQ1, on utilise la factorisation incomplete ILUT(3e-3) pour la resolution
du systemelineaire.

Le gain en nombre d'it erations est appreciable(cf.tableau 2.9), le gain en temps de calcul n'est
pas negligeable notamment pour des ordres d'approximation elewes. Le nombre d'it erations
est neanmoinslargemen superieur au nombre d'it erations qu'on pouvait esperer (NDLR : 60
iterations). Pour expliquer cette di cult e nousregardonsle nombre d'it erations en fonction du
pas de maillage pour Q» (cf. tableau 2.10) :
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- v — Standard matrix prolongation
80+ | —=— Black blox prolongation

Fig. 2.12{ Temps de calcul pour l'operateur de prolongemert/restriction.

10

Order of fine mesh

400

3501

3001

Order of fine mesh

A gaudie 2-D, a

droite 3-D
Ordre Q2 Q4 Qg
Nombre iterations 211 151 134
Temps 79s 72s 64s
Nombre iterations sanspreconditionneur | 1971 2235 2988
Tempssanspreconditionneur 169s 264s 346s

Tab. 2.9{ Performancesdu preconditionneur multigrille sur la sphere parfaitement conductrice
(condition de Neumann)

1.0 05 0.25 0.125
228 245 211 80

Pas de maillage
Nombre iterations

Tab. 2.10{ Nombre d'it erations du COCG preconditionne par une iteration multigrille, pour
di ererts pasde maillage

Le pas de maillage h = 0:25 correspond a huit points par longueur d'onde. Lorsqu'on ra ne
le maillage, la grille grossere est mieux adaptee, on a donc moins d'it erations. Une di cult e
est le manque de precisionevidert de Q1. De fait, il estsouvent plus adequat de posercomme
ordre minimal :

m = 2

Mais cela imposed'utiliser au minimum du Q4.

Une alternativ e a priori seduisante... On peut egalemen avoir I'id ee d'utiliser le sous-
maillage Qi (cf. gure 2.8) pour preconditionner Qx par une iteration multigrille sur le sous-
maillage Q1. En faisart cette operation, on stocke la matrice Q1 (qui peut &tre relativemert
volumineuse), mais on a un produit matrice-vecteur plus rapide que le produit matrice vecteur
avec de l'ordre elewe. Le co0t du lisseur est moindre, et a priori les operateurs de restriction
et de prolongemen sort peu codteux. Pour cesderniers, on utilise des operateurs classiques
pour lesfonctions de based'ordre 1, cf. [Hackbusd, 1985].Sur le méme casque precedemmert
on compare les temps obtenus avec les deux techniques sur le tableau 2.11, ainsi que I'espace
memoire requis. On utilise cette fois un solveur direct pour le maillage grossieret du BICGCR,
ce qui donne legeremen moins d'it erations que dans le paragraphe preedert. On peut voir
ainsi que pour du Qg, le BICGCR preconditionne par du multigrille classiquea besoinde 129
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Ordre Q> Q4 Qs

Nombre iterations | 193/ 212 144/ 184 129/ 186
Temps 74s/ 62s 64s/ 59s 58s/ 51s
Memoire 78Mo / 105Mo 35Mo/ 65Mo 24 Mo/ 51 Mo

Tab. 2.11 { Nombre d'it erations du BICGCR preconditionne par du multigrille. A gaude,
statistiques pour le multigrille classique,a droite pour le multigrille utilisant le sous-maillage

Q1

iterations alors qu'il a besoinde 186it erations lorsqu'on utilise du multigrille sur le sous-maillage
Q1. Neanmoins, on gagnelegerement en temps de calcul, car chaque iteration est beaucoup
moins colteuse. En revande, au niveau de I'espacememoire, on a besoinde 51 Mo cortre 24
Mo pour le multigrille classique.Dans cet espacememoire on ne fait pas gurer le codt des
vecteurs d'it erations (20 Mo). L'espacememoire est un facteur important pour la resolution
de cas 3-D de grandestailles, on n'utilisera donc pas cette alternative.

Defaut des preconditionneurs bases sur I'equation de Helmholtz amortie

Les preconditionneurs bases sur I'equation de Helmholtz amortie paraissen sou rir d'une
limitation importante. lls ont I'avantage non-negligeabled'avoir une complexite independarte
du pas de maillage, de la deformation du maillage et de l'ordre d'approximation. Mais leur
complexite dependtoujours fortement de la frequence En outre, sur le casheterogene,le nombre
d'it erations est assezimportant. Nous illustrons cesproprietessur le casde la di raction d'un
disquedielectrique ( = 4 = 1), le mémecasqu'au debut du chapitre. Sur le tableau 2.12,
on note le nombre d'it erations necessairesorsqu'on preconditionne par I'equation de Helmholtz
amortie (factorisation complete!).

Frequence 025 05 10 20 30
Nombre iterations BICGCR | 68 203 600 1800 2700

Tab. 2.12 { Nombre d'terations pour di erertes frequences.BICGCR preconditionne par
I'equation de Helmholtz amortie = 1.0 = 0:5. Une frequencede 1 correspond a la
diraction d'un disquedielectrique de diametre 20 longueursd'onde (dans le dielectrique).

2.4.2 Decomposition en sous-domaines

L'id ee est de resoudredes problemeslocaux sur des domainesde petite taille. L'avantage
escompe de cette technique est de gagner en stockage si on utilise un solveur direct pour
resoudreles systemeslineairesdans chaque sous-domaine.En e et, on a vu que la complexite
d'un solveur direct etait a peupresen O(N 2) en 3-D. En morcellart le domaine,on peut esgerer
atteindre une complexite en O(N).

On utilise une methode de Schwarz additive sansrecouvremert. On note la partition en
sous-domaines



Sur chaque sous-domaine j, on resout le problemeaux limites :

12y u = Odans |
@ .
— iku = 0 sur@;\ i
@ @i\ @
+ conditions aux limites sur@ i\ @

Sur lesinterfacesenre sous-domainespn imposeune condition absorbarte d'ordre 1. On s'as-
sure ainsi que chaque probleme dans un sous-domaineest bien pos. On note A; la matrice
elemens nis du sous-domaine ;. Le preconditionneur s'ecrit alors :

s
M 1= PiA 1P}
i=1

P; est l'operateur de prolongemer du sous-domaine ; versle domaine . On prend comme
operateur : R

i 1k

(P)jx = BH——
ou ' j estune fonction de basedu domaine et | une fonction de basedu domaine ;. Par
condensationde masse,P; est une matrice diagonale.Sur tous les degresde lib erte du domaine

i,ona:
1

Nombre sous-domainegartageart le ddl glok(j)

(Pi)j;

ou glob(j) estle numero global (dans le domaine ) du degre de liberte j du domaine ;. En
pratique, l'operateur de prolongemert ne fait que renumeroter les inconnues du domaine
versle domaine , saufsur la frontiere du domaine i, ou il faut en plus ponderer la valeur des
inconnues. Cette ponderation realiseune moyennede u pour les degresde lib erte partages par
plusieurs sous-domainesOn obtient ainsi une propriete de consenation de la masse.En e et,
si on choisit

u =1 sur tous les sous-domaines

On a alors:
XIS
u = Piu =1 sur
i=1
Pour decouper le maillage en petits morceaux, on utilise un decoupageen bates (cf. -
gure 2.13).
Sur le casde la diraction par un disque dielectrique, nous obtenons les resultats du ta-
bleau 2.13. Globalemert, on a besoinde moins d'it erations qu'avec un preconditionneur utili-

Frequence 025 05 10 20 30
2x2 sous-domaines| 51 101 169 300 322
4x4 sous-domaines| 132 311 500 922 1002
8x8 sous-domaines| 251 651 1125 1982 2088

Tab. 2.13{ Nombre d'it erations du BICGCR preconditionne par la methode de Schwarz addi-
tive.

sarn |'equation de Helmholtz amortie. C'est d'autant plus vrai que le nombre de sous-domaines
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Fig. 2.13 { Decoupageen baotes d'un domaine de calcul. Chaque numero est assaie a un
sous-domaine,intersection du petit rectangle avec le domaine de calcul.

n'est pastrop important. La dependancevis-a-vis de la frequencesenble moins forte. Lorsqu'on
gu'on choisit une frequence3 cornre 1, on passede 169iterations a 322, alors gu'avec|' equation
de Helmholtz amortie, on passait de 600 it erations a 2700!

Sur le tableau 2.14, on met en evidencele gain en stockage, sur le cas3-D de la di raction
d'une sphere. On utilise du Qg4, et pour chague sous-domaine,on factorise la matrice ass@iee
au sous-maillageQ;. Comme on I'a vu anterieuremen, on peut evertuellemert e ectuer une
factorisation incomplete du momert qu'on choisit un seuil assezpetit (" = 1e 3 donnedes
resultats corrects). Le casavec 1x1x1 domaineestenverite le preconditionnemen par la matrice
assaiee au sous maillage Q1, c'est le cas d'un seul sous-domaine...Dans ce cas, on retrouve
leslimitations de la factorisation incomplete lorsqu'on ne met pas d'amortissemert. En e et, le
nombre d'it erations est de 202 cortre 45 iterations si on utilise un solveur direct.

Decomposition en 1x1x1 2X2%2 4Ax4x4 8x8x8
Nombre d'it erations avec solveur direct 45 66 137 224
Nombre d'it erations avec factorisation incomplete | 202 124 142 224
Memoire 366 Mo 207 Mo 101 Mo 64 Mo

Tab. 2.14{ Nombre d'it erations du BICGCR preconditionne par la methode de Schwarz ad-
ditive. Pour factoriser les matrices elemerts nis de chaque sous-domaine,on utilise soit un
solveur direct, soit une factorisation incomplete. Cas de la sphere.

Cet e et est moins crucial lorsqu'on decompose en sous-domaines,bien qu'il soit encore
presen. Sur ce castest, la factorisation incomplete avec amortissemen est moins gourmande
en memoire (37 Mo cortre 64 Mo) et en temps de calcul. Sur le cas heterogene, il seraparfois
plus interessan de faire de la decomposition de domaines.

Pour ameliorer les performanceslorsqu'il y a beaucoupde sous-domainespn peut faire du
recouvremen et utiliser une correction sur maillage grossier,[Cai et al., 1998]. Nous excluons
cette technique sur un code sequertiel. En e et le recouvremert induit des matrices bien plus
importantes (notamment lorsqu'on utilise du Qs par exemple), ou est le gain par rapport a un
solveur direct ?
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2.4.3 Solveur iteratif ?

On a presete desresultats numeriquesutilisant parfois du COCG, parfois du GMRES(20),
parfois du BICGCR. On peut se demander quel solveur iteratif est le plus judicieux, une fois
le systeme preconditionne. Nous mettons en competition plusieurs algorithmes : BICGCR,
GMRES(20), QCGS, TFQMR et BICGSTAB. QCGS est une variante \lisse" du CGS (Conju-
gate Gradient Squared), il estdecrit dans[Tong, 1992].BICGCR s'applique exclusivemert aux
matrices complexessymetriques tandis que les autres algorithmes s'appliquent a des matrices
guelconquesDe plus, ils ne necessiteh pas de conndtre la transposede la matrice, contraire-
ment au BICG et QMR. Le castest estla diraction d'une sphere dielectrique (cf. chapitre 3
pour les details du castest). On fait varier la frequenceet on utilise un preconditionneur mul-
tigrille. Les resultats sort consigres sur le tableau 2.15. Sur ce castest, on ne modie pasle

Frequence| BICGCR QCGS GMRES(20) TFQMR BICGSTAB
0.125 34 42 30 40 40

0.25 72 94 99 100 123

0.5 145 182 288 185 215

1.0 383 544 719 577 975

Tab. 2.15{ Nombre d'it erations en fonction de la frequenceet pour divers solveurs

maillage, le maillage est\adapt e" a la frequencel, il esttrop n pour lesautres frequencesOn

voit que pour une frequencepeu elevee, GMRES(20) demandetr espeu d'it erations. Lorsqu'on

augmerte la frequencejl deviert beaucoupmoinsinteressah quele BICGCR. Cesresultats sou-
lignent bien que la prise en compte de la symetrie de la matrice menert a un gain substartiel

du nombre d'it erations. Si on est amere a manipuler des preconditionneurs non-symetriques,
il sermble plus judicieux d'utiliser QCGS ou TFQMR. Notons enn, une complexite lineaire
du nombre d'it erations en fonction de la frequence.Lorsqu'on multiplie par deux la frequence,
on multiplie egalememn par deux le nombre d'it erations. Dans la suite, on utilisera plut®dt le
BICGCR.

Commeon I'a signalke auparavant, une iteration de chaque algorithme represerte un produit
matrice-vecteur et une application du preconditionneur. Typiquement QCGS estdonne dansla
litt erature avec 2 produits matrice vecteur et 2 applications du preconditionneur par iteration.
Nous multiplions en consquencepar deux le nombre d'it erations pour coller a notre regle.
Or, le co0t du produit matrice-vecteur et du preconditionneur est majoritaire (il represerte
plus de 90 % du coOt total) par rapport aux additions et produit scalairescalcules dans les
algorithmes iteratifs. Le temps de calcul estdonc proportionnel au nombre d'it erations quel que
soit I'algorithme iteratif utilise.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons decrit un algorithme rapide pour e ectuer le produit matrice-
vecteur, pour la discretisation choisie dansle chapitre 1. On a compare la complexite de I'algo-
rithme standard avec cet algorithme rapide. On a trouve qu'il etait interessah pour desordres
d'approximation superieurs a 3, que ce soit en 2-D ou en 3-D.

Nousavonsensuiteobsene gu'un solveur direct etait satisfaisart pour I'ensenble desproblemes
rencortresen 2-D. En 3-D, le solveur direct esttrop gourmand en memoire, il faut avoir recours
a un solveur iteratif. En I'absencede preconditionneur, le solveur iteratif esttresco0teux car le
nombre d'it erations augmerte lorsqu'on rane le maillage, ou si on augmerte la frequenceou
lorsqu'on a des maillagesde qualite mediocre.
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Parmi les preconditionneurs proposes dans la litt erature, notre choix s'est arréte sur la
factorisation incomplete, le multigrille et la decomposition en sous-domaines.Pour les deux
premiers, on doit ajouter del'amortissemert al'equation de Helmholtz, a n qu'ils soier stables.
La factorisation incomplete limite toutefois le nombre de degres de liberte qu'on peut traiter,
car le co0t en memoire de ce preconditionneur est tres important. Le multigrille n'a pas cet
inconveniert, le principal defaut du multigrille estla relative \faiblesse" du lisseur utilis e (Jacobi
par points).

La decomposition ensous-domainegsttr escoiteuseen espacanemoire,ellen'estinteressaie
a utiliser qu'avecuneresolution parallele.En e et, lorsqu'il y a peude sous-domainesle nombre
d'it erations est assezreduit.
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Chapitre 3

Comparaison hexaedres / tetra edres

Nous nous proposons dans ce chapitre d'etablir des comparaisons entre
les elements nis hexadriques qu'on a presenes et des elements nis
tetraedriques utilis es classiquement.Nous faisons en premier lieu une etude
dedispersion sur desmaillagesperiodiques.Nous ferons une comparaison sur
le cas academique de la sphere. Finalement, nous traiterons descas realistes
3-D, utilisant les premnditionneurs presents dans le chapitre 2.
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3.1 Analyse de disp ersion

On consicere un milieu homogene in ni maille par un motif elemertaire, le motif le plus
simple etant un cube de taille h. Pour simplier, on choisit = 1 = 1, on a ainsi une
vitessede propagation egalea 1. L'analyse de dispersion consistea etudier dessolutions ondes
planesdu sthemadiscret.

U(x) = Upexp(ik x)

Les solutions non-triviales du schema discret fournissert alors une relation entre la pulsation !
et le nombre d'onde k = |K|j. Cette relation est connue sousle nom de relation de dispersion
discrete. Elle approche la relation de dispersion cortinue :

12 = K2

Cas 2-D

Prenons par exemplele casd'un triangle P2. On considere le maillage de la gure 3.1.Les
quatre premiers degres de lib erte de ce maillage sort independarts. Tous les autres degres de
lib erte satisfort une relation de periodicite. Typiquemert, nous avons les relations suivantes :

Us u; exp(ikx h)

Ug uz exp(ikx h)
p_

.3 . 3
u; = ulexp(lékxh+ |7ky h)

On consicerelesquatre premiereslignesde la matrice elemerts nis assaieea cemaillage. Pour
toutes les colonnesj > 4, on utilise la relation de periodicite que satisfait I'inconnue uj. On
elimine ainsi toutes les inconnuesuj; j > 4. On obtient, un problemesaux valeurs propres
(4x4) de la forme :

1 2h2Dp Uy + KpUy = 0

Une valeur propre correspond a la relation de dispersioncortin ue, elle satisfait un developpemen
du type:
12h? = k?h2 + c(kh)P*2 + o((k h)P*?)

p est appele I'ordre de I'erreur de dispersion. La constarte ¢ depend de la direction du vecteur
d'onde. En 2-D, on a ainsi une dependancesuivant I'angle d'incidence de I'onde plane. Les
autres valeurs propres correspondert a desondes\parasites”, leur vitessede propagation tend
verslin ni, quand le pasde maillage h tend versO0.

11 10 9 8 7

Fig. 3.1{ Maillage periodique P2

76



On introduit lesvariables:
k h cos

k h sin

1

2

Leselemeris nis quadrilateraux sans condensationde masse(en utilisant lesformulesde Gauss
exactespour 2r + 1) verient lesrelations discretes suivantes (nous ne mettons que les termes
preponderants du developpemen) :

4 4
12p2 = 24 24 1 4, 2 ourr = 1
1t 2ttt P
22 2 2 2? g
I “h® = + + = + == ro= 2
17 2% 30" 720 P
8 8
12h2 = 24+ 2+ 4 2 pourr = 3

100800 100800

Les relations discretes sort etablies pour tous les ordres d'approximation dans [Ainsworth,
2004a].Dans la thesede S. Fauqueux, les calculs sort detailles pour leselemerts quadrilateraux
avec condensationde masse,nous faisons gurer ici lesresultats :

4 4
12p2 = 2 4 2 1 2 =1
It 1 pour r
12h2 = 2+ 2 LS pourr = 2
1440 1440
8 8
12h2 = 2+ 2 L 2 pourr = 3

2 302400 302400

Commeon peut le constater, la condensationde massesur les quadrilateres/hexaedresdiminue
la dispersion par r. Une opinion commune est que la condensationde masseest une methode
de sous-irtegration, car on n'integre pas exactemen la formulation variationnelle. On pourrait
penserque l'approximation ainsi faite fasseperdre de la precision. Il n'en est rien, on gagne
méme de la precision,du moins en ce qui concernel'erreur de dispersion. On remarquera que
la condensationde masseinversele signede I'erreur de dispersion. C'est une proprit ete qu'on
retrouve egalemen pour les triangles/t etraedres [Elmkies, 1998]. On peut moyenner les deux
methodes (avec condensationet sanscondensation):

— avec condensation sans condensation
Ap = A h + (1 )Ah

On choisit :

=

On obtient lesrelations discretes suivantes :

202 _ 2, 2 % 12 24 §
12p2 = 2 4 1 12 12 2 -1
1Y 2 540 144 144 240  POUTT
2 2 2 2 ? g
I “h® = + =2
1% 2 37800 37800 @ PoUrf
10 10
12p2 = 2 4 2 i 2 _
i* 2 7576000 18876000 POUr’ T 3

On remarque qu'on gagneainsi deux ordres dans l'erreur de dispersion. Cette technique tient
plus du gadgetque de I'e cacit e, car ce gain n'est veri e que sur desmaillagesreguliers.
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On calcule desrelations similaires pour lestriangles avecle motif periodique de la gure 3.1

12h? = %+§+_j‘+ﬁ+_§ pourr = 1
16 8 16
!2h2= %_}_%_l_ ?._}_ f%_}_ll%g_'_ g pOUI‘I’=2
1280 640 3840 1440
2R = 24 24 199 23%% 1427713 181973 = 2633 oourr = 3
5017600 2257920 67737600 101606400 81285120

Il est dicile d'interpréter de telles relations, et comme je ne suis pas un fanatique des
courbesde dispersion, j'ai prefere introduire une constarte de dispersion\L?" :

1
constarteL? = _— o( )?d
2

ou c( ) estla constarte qui apparait dansle developpemert limit e de la relation de dispersion:

1 2

@ = L+ e )(kh)P+ o((kh)P)

On moyenne ainsi la dispersion pour tous les angles d'incidence de I'onde plane. Nous vou-
lons aussicomparer la dispersion entre lesdi ererts ordres d'approximation. Pour ce faire, on
intro duit une variable adimensionnelle:

6kh

K = —
2

Ou restde ni enfonction du nombre de degresindependarts du maillage :

Nombre de degresde lib erte independarts
Aire du motif elemenaire

La valeur K = 1 correspond ainsi a un maillage contenant exactemen 6 degresde lib erte par
longueur d'onde, quel que soit I'ordre d'approximation. An d'avoir une constarte L ? raison-
nable (pas minuscule quand on monte en ordre), on utilisera plut®dt cette de nition dec( ) :

I 2
- 1+ c( )KP+ oKP)
Ainsi constartel ? represetera directemert I'erreur de dispersion moyenne quand on utilise un
maillage avec 6 points par longueur d'onde!

Les resultats sort notes dans les tableaux 3.2 et 3.1. L'ordre de l'erreur de dispersion est
egala 2r pour leselemerts nis quadrilateraux et triangulaires.

Ordre d'approximation Q: Q2 Q3 Q4 Qs Qs Q7
Sanscondensationde masse | 6.76e-2 1.80e-2 5.98e-3 2.22e-3 8.74e-4 3.60e-4 1.52e-4

Avec condensationde masse| 6.76e-2 8.98e-3 1.99e-3 5.54e-4 1.74e-4 6.00e-5 2.18e-5

Tab. 3.1{ Constante L? de I'erreur de dispersion pour leselemerts nis quadrilateraux

On voit ainsi qu'avec 6 points par longueur d'onde, il est interessah de monter en ordre
quel que soit I'element ni considere. On notera que ce sort les elemerts quadrilateraux avec
condensationde masse,qui donnert la dispersion la plus petite. lls sort talonnes de pres par
les elemerts nis triangulaires sur un maillage parfaitement regulier. La qualite du maillage
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Ordre d'approximation | P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
Triangles droits 1.02e-1 3.26e-2 1.17e-2 6.14e-3 3.42e-3 2.31le-3 1.57e-3
Triangles equilateraux | 6.33e-2 1.45e-2 3.81le-3 1.28e-3 4.43e-4 1.74e-4 6.967e-5

Tab. 3.2{ Constarte L? de I'erreur de dispersion pour les elemerts nis triangulaires

triangulaire a une certaine in uence, pour tous les ordres d'approximation. En tenant compte
de l'ordre de l'erreur de dispersion, on peut calculer le nombre de points par longueur d'onde
necessairegour le maillage \triangles droits”, an d'obtenir la mémeerreur de dispersionque le
maillage \triangles equilateraux". Ainsi pour P1 on a besoinde 7.6 points par longueur d'onde,
pour P7 on a besoinde 7.5 points par longueur d'onde, contre 6 points par longueur d'onde
pour le maillage triangles equilateraux.

De la m&memaniere,on peut quarti er l'apport dela condensationde massesur leselemerts
nis quadrilateraux. Les elemerts sanscondensationde massenecessiteh 7.13 points par lon-
gueur d'onde pour Qq, et 6.89 points par longueur d'onde pour Q! Cet ecart peut senbler
minime, mais en 3-D, ca se traduit par une augmertation de 50% du nombre de degres de
liberte en Q7! Nous nous sommesegalemen interesgs a savoir si cet avantage de condenserla
masseetait consene sur des maillages deformes. Nous avons pris le maillage de la gure 3.2,
et nous avons evalue les constartes de dispersion L? (cf. tableau 3.3). L'ordre de I'erreur de
dispersion est toujours egala 2r avec ou sanscondensationde masse.

Fig. 3.2{ Motif elemenaire de maillage quadrilateral deforme

Ordre d'approximation Q: Q2 Q3 Q4 Qs Qs
Sanscondensationde masse | 7.74e-2 2.57e-2 1.00e-2 5.07e-3 2.77e-3 1.67e-3

Avec condensationde masse| 1.19e-1 8.29e-3 1.91e-3 3.39e-4 1.06e-4 6.93e-5

Tab. 3.3{ Constarte L2 de I'erreur de dispersion sur un maillage fortement deforme

On voit que la condensationde massedeteriore lesresultats pour Q1, mais lesameliore pour
lesautres ordres d'approximation. L'amelioration senble mémeplus importante que dansle cas
regulier. Les constartes obtenues sort a un poil presles mémesque dans le cas du maillage
regulier. On a remarque que les triangles \droits" decoupes (au lieu destriangles equilateraux)
donnaiernt desconstartes bien plus elewees.

Cas 3-D

Pour ce qui est deshexaedresreguliers,lesconclusionssort identiques au cas2-D, du fait de
la tensorisation du maillage. La condensationde massefournit toujours un gain de precision.La
constarte L? de I'erreur de dispersion, fait intervenir une integrale mettant en jeu deux angles
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1 .
constarteL? = —— (c( ;' ))?sin dd
4 o o

La grandeur ~ est alors egalea :

r
;s Nombre de degresde lib erte independars

Volume du motif elemenaire

Nous utilisons toujours la variable K :

6kh
2

Nous faisonsune etude de dispersion, dansle casdu maillage de la gure 3.3, dont on decoupe
chaquetetraedre en 4 hexaedres.Du fait de la complexite descalculs, il estdicile de calculer
la constarte L2 pour des ordres superieurs ou egaux a 3 sur ce maillage. Nous avons choisi
de n'evaluer cette constarte de I'erreur de dispersion que pour une seuledirection du vecteur
d'onde, la direction (1;0;0). On a mis dans le tableau 3.4, le terme principal de l'erreur de
dispersion. Comme en 2-D, les elemens avec condensationde massedispersen plus pour Q1,
mais ont une constarte plus petite que leselemerts sanscondensationde massepour lesordres
superieurs. On notera que la condensationde massefait perdre deux ordres de dispersion pour
r  2,l'ordre del'erreur dedispersionestde2(r 1) aulieu de2r, commeon pouvait s'attendre.
Ce n'est pas seulemen la deformation du maillage qui est la causede cette perte de precision,
mais egalemen la structure du maillage. En e et, si on prend le maillage hexaedrique de la
gure 3.4,on aun ordre 2r pour l'erreur de dispersion!

Ordre Q1 Q2 Q3 Qs
Sanscondensationde masse | 0:108K 2 0:0447K*  0:0215K®  0:0144K 8

Avec condensationde masse| 0:227K 2 0:00898K 2 0:00392K 4 0:0022%K °

Tab. 3.4{ Erreur de dispersionpour k = (1;0;0)

Fig. 3.3{ Maillage tetraedrique dit \r egulier"

Nous comparons les erreurs de dispersion des elemerts nis hexaedriques sur maillage
regulier avec les elemerts nis tetraedriques, sur deux maillages (cf. g 3.5, 3.3). Le second
maillage est dit \r egulier”, il n'en estrien. Pour cause,il estimpossiblede remplir I'espace3-D
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Fig. 3.4{ Maillage hexaedrique legeremert modi e

Fig. 3.5{ Maillage \t etraedresdroits"

avec des tetraedres reguliers car I'angle forme par deux facesest egal a 70:53 degres, qui ne
divise pas 360... Le secondmaillage est neanmoins plus regulier que le premier (le ratio plus
grande aréte/ plus petite aréte est moins elewe). Le tableau comparatif 3.5 montre nettemert
gueleselemerts nis hexaedriquessur maillage regulier sort moins dispersifs.L'ordre del'erreur
de dispersion est pour tous cescon gurations de 2r.

Ordre 1 2 3 4 5

T etraedresdroits 0.168 5.51e-2 2.05e-2 1.27e-2 8.41e-3
Tetraedres\r eguliers” | 0.1082 2.85e-2 8.59e-3 4.24e-3 2.30e-3
Hexaedresreguliers 0.0653 8.27e-3 1.81e-3 5e-4 1.57e-4

Tab. 3.5{ Constarte L? del'erreur de dispersionpour lestetraedreset hexaedres(avec conden-
sation de masse)

On veut illustrer lese ets dela condensationde massesur le probleme\concret” derecherche
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de valeurs propres::

8
< trouver (! ;uy2 R HY) u6 0 telque
I 2y u = 0 2
u = 0 2@

On connat les modespropres du cube [0; 1] avec la condition de Dirichlet :

' mn = 2 + m2 + n2 u = sin( Ix) sin( mx) sin( nx) I;m;n2 N

On etudie la corvergencede la valeur propre (1,1,1) et du mode propre assie sur les -
gures 3.6, 3.7 et 3.8, pour un maillage hexaedrique regulier. On voit sur la premiere gure,
gue les elemerts avec condensationde massedonnert une valeur propre plus preciseque les
elemerts sanscondensationde masse.En revanche, c'est le cortraire pour les vecteurspropres,
qui sort mieux approches avec les elemeris sanscondensationde masse.Les valeurs propres
ont une corvergenceen O(h?") tandis que les vecteurs propres corvergert en O(h") en norme
H! et enO(h'™*) en norme L?. Lorsqu'on prend un maillage non-regulier, les valeurs propres
ont une corvergenceen O(h?" 2) pourr 2 sion utilise dela condensationde masse,ce qu'on
peut voir sur la gure 3.9. Sur cetype de maillage, leselemens Q1 avec condensationde masse
senblent donner des valeurs propres plus precisesque les elemerts Q; sans condensation de
masse.Notons en n que pour obtenir 1% d'erreur sur la valeur propre a I'aide d'une approxi-
mation Q1, on a besoinde 5 fois plus de degres de lib erte en maillage non-regulier, ce qui est
assezdesapmintant... On e ectuera d'autres comparaisonsertre maillage regulier/non-regulier
dans la section suivante.
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Fig. 3.6 { Convergencede la valeur propre numerique vers la valeur propre analytique en
fonction du nombre de ddl. Echelle log-log, maillagesreguliers.
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Fig. 3.9 { Convergencede la valeur propre numerique vers la valeur propre analytique en
fonction du nombre de ddl. Echelle log-log, maillage \t etraedresdecoupes.

83



3.2 Cas academique de la sphere

En preanbule, nous precisonsque dans la suite du chapitre, nous utiliserons exclusivemert
BICGCR commealgorithme iteratif de resolution. Commeon I'a mentionne dans le chapitre 2,
c'est l'algorithme le plus robuste, aussirobuste que QMR, mais plus e cace que ce dernier.
Nous ne montrons aucun resultat numerique realise avecdu P1 ou du Q;. Pour cause,cesdeux
elemerts sort bien trop dispersifs, et sur des cas de grande taille, il faut souvent mettre 50
points par longueur d'onde pour obtenir un resultat potable. lls ont egalemen le desasantage
de necessiterdesmaillagestr esvolumineux, qui prennert tout I'espacememoire! On exclut leur
utilisation d'emblee.

3.2.1 Co0t du produit matrice-v ecteur

Sur maillage tetraedrique \r egulier”, on e ectue descalculs de complexite du co0t produit
matrice-vecteur pour les elemerts tetraedriqgues. On denonbre les interactions suivantes de la
matrice elemens nis :

{ Nombre d'interactions par sommet:

15+ 50(r 1) + 60(r 1)(r 2)=2 + 24(r 1)(r 2)(r 3)=6
{ Nombre d'interactions par ddl d'une arete :
8+ 18(r 1) + 12(r 1) (r 2)=2 + 6(r 1)(r 2)(r 3)=6
{ Nombre d'interactions par ddl d'une face:
5+ 8(r 1)+ 6(r L)(r 2)=2+ 2(r 1)(r 2)(r 3)=6
{ Nombre d'interactions par ddl interieur :
(r+ )(r+ 2)(r+ 3)=6
Pour chaque interaction de la matrice, on compte deux operations (une multiplication et une
addition), on obtient alors les complexites suivantes :
Operations : 1=3r% + 4r% + 28=3r*  2r3 + 122r2 174r + 70
Stockage utilis e : Nombre operations=4 + 0:5r:3
Pour le stockage, on a pris en compte la symetrie (on divise par deux le nombre d'interactions
et on rajoute la moitie de la diagonale). Lorsqu'on divise par le nombre de degres de liberte,
an de comparera nombre de ddl constart, on obtient la gure 3.10.
On a egalemen valide ce calcul theorique par des experiencesnumeriques sur le cas de la

900

—+— Tetrahedral elements —+— Tetrahedral elements
800+ | - © -Mixed hexahedral g | L—_© ~Mixed hexahedral

700t

600f
© 500f
400t
300¢ .
200t

1001

Order of approximation Order of approximation

Fig. 3.10{ A gaude, temps de calcul pour les tetraedreset pour les hexaedres (formulation
mixte). A droite, stockage pour les deux elemerts.

sphere, cf. gure 3.11. Les resultats theoriques concorden bien avec I'experience numerique.
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Fig. 3.11{ A gaude, temps de calcul pour les tetraedreset pour les hexaedres (formulation
mixte). A droite, stockage pour les deux elemerts. Le temps de calcul est mesure sur 1000
iterations de COCG pour un casde 100000 ddl (le maillage est di erert pour chaque ordre,
an d'avoir le mémenombre de ddl). Pour Q,, on utilise la formulation standard

Lestetraedressort plus rapides pour Py, Py et P3, ils sort plus lents pour les ordres superieurs.
Au niveaude I'espacememoire, la formulation mixte apporte un gain desl'ordre 2. En pratique,
on n'ira jamais au-dela de P4, car alors I'espacememoire requis est trop important. Pour Q; et
Q2, on utilisera exclusivemert la formulation standard, pour les ordres superieurs on utilisera
la formulation mixte. On remarqueraque numeriquemen Qs est plus rapide que Qg4, alors que
la theorie donne Q4 gagnart. Nous n'avons pas d'explications de cette di erenceminime...

3.2.2 Comparaison sur une sphere parfaitemen t conductrice

On consicere une spherede rayon a = 4, la condition absorbarte est placee sur une sphere
exterieure de rayon b = 6. On imposeune condition de Dirichlet sur la sphere interieure. On
a represette le champ diract e solution sur la gure 3.12.

1.0

0.8}

0.6

04

0.2f

Fig. 3.12{ Partie reelledu champ di ract e par une sphere parfaitement conductrice de diametre
8 longueursd'onde
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Pour mailler le domaine en tetraedres,on utilise gmsh, un mailleur tetraedrique gratuit. On
decoupe ensuite chaque tetraedresen 4 hexaedres,ce qui donne le maillage de la gure 3.13.

On comparedansun premier temps la corvergencedestetraedresclassiquesa la corvergence
des hexaedres - avec condensation de masse- sur des maillages tetraedriques decouges. La
convergencede ces elemerts est montree sur la gure 3.14. En abscisse,on fait gurer, le

Fig. 3.13{ Exemple de maillage hexaedrique utilise

0.0 T T T T T T T T
——— Q2
eecoe Q3
-0.5 ¢ rvrr Q4| ]
2y smua P2
.. ++4e P3
o .
-1.0 =
e o B - ~ Q \\ 3
= S \
@ ~ b %
— > e %
o ~ .
o 20} e =2 & L E
> ~e 8
v LN
Cm
-2.5} [ 3 v o |
v
-3.0 -
v
.3.5 L L . 1 L ) 1 .
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log(Number Degrees of freedom)

Fig. 3.14{ Evolution de I'erreur L2 enfonction du nombre de degresde lib erte. Echelle log-log,
casde la sphere parfaitement conductrice sur des maillage tetraedriquesdecoupes

nombre de degres de libertes en edielle logarithmique. En ordonnees,on represete l'erreur
relative par rapport a la solution analytique, en edelle logarithmique aussi. On voit que plus
on monte en ordre, plus la convergenceest rapide, et on a besoinde moins de degresde lib erte
pour obtenir une solution precise.On a trace une ligne horizontale en trait plein, qui symbolise
les 5% d'erreur. On peut alors collecter le nombre de degres de lib erte necessairepour avoir
une erreur relative d'environ 5%, ce qui estfait surla gure 3.15.Sur cette gure, onac hele
nombre de degresde lib erte necessairepour atteindre cette erreur, pour trois typesd'elemerts :
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{ Elemerts tetraedriquesclassiques
{ Elemerts hexaedriquessur maillage \pseudo-regulier"
{ Elemerts hexaedriquessur maillage \t etraedresdecoupes

xle5

p +——— Pk
@eee Qkon split tet meshes
sl vvvv Qkon regular meshes | |

Number of degrees of freedom

Order of approximation

Fig. 3.15{ Nombre de degresdelib erte necessairgour atteindre une erreur de 5% pour diverses
approximations.

On peut obsener qu'on divise par 7 le nombre de degresde lib erte quand on utilise du P4 au
lieu du P». La technique destetraedresdecoupesest moins performante que les purs tetraedres,
on a besoinde 300000 degres de liberte pour Q4 cortre moins de 100000 pour du P4. M&me
en utilisant des hexaedresreguliers, il faut utiliser au minimum du Qg pour necessitermoins
de degres de liberte. Le lecteur se pose siremert la question suivante : \P ourquoi on peut
pas utiliser du Q7 sur destetraedresdecoupes? \. La raison est puremert technique en verite.
En eet, lorsqu'on demande un maillage tres grossier en tetraedres, le mailleur fournit des
tetraedresassezplats. Par malheur, lorsqu'on courbe cestetraedres, il peut arriver qu'une aréte
interieure du tetraedre traversela face courbe du tetraedre!! Inutile de preciserqu'on degrade
completemert la solution, le conditionnemert de la matrice ... C'est relativemen aise a detecter,
car sur ceselemerts degenreres, le jacobien changede signe.Un exempled'elemert degenere est
illustr e sur la gure 3.16. Pour obtenir cette gure, on a decoupe le tetraedre suivant la carte
locale F;. Il faut serendre compte que pour obtenir 100000 degresde lib erte en decoupar des

Fig. 3.16{ Tetraedre degenere, vue de dessus,et vue de dessous
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tetraedresavec du Qv, il faut erviron 60 tetraedres. C'est un vrai de de mailler ce domaine
avec aussi peu de tetraedresen ayant en outre |'exigeanceque le maillage soit sympathique...
Pour le maillage regulier hexaedrique, il se posedeux problemes.Le premier c'est que si on
met 8 points par longueur d'onde sur la sphere interieure, on a 5 points par longueur d'onde
sur la sphere exterieure, a causedu ratio 2/3 enre les deux rayons! Le secondprobleme, c'est
qu'il estdicile d'obtenir pile 5% d'erreur pour Q7 et Qg, un coup le maillage esttrop grossier,
un coup il estbien trop n. Sur le tableau 3.6, on a mis les temps de resolution avec ou sans
preconditionnemen pour cesdivers elemerts. Quand on met Q» regulier, c'est Q, utilise avec
un maillage quasi-regulier de la sphere. Lorsqu'on met Q» destructure, c'est Q» utilise avec un
maillage tetraedriqgue decoupe. Le preconditionneur multigrille et la factorisation incomplete
ILUT(1e-2) sort deux preconditionneurs bases sur I'equation de Helmholtz amortie, ils sort
detailles dans le chapitre 2. Comme on peut le voir sur ce tableau, la factorisation incomplete

Element ni Nombre ddI | Tempssanspreconditionneur | Multigrille | ILUT(1e-2)
Q2 regulier 220000 244s 157s 42s

Q4 regulier 132000 242s 120s 28s

Qs regulier 70200 150s 80s 15s

Q2 destructure | 874000 3090s 703s 876s

Q4 destructure | 304000 1298s 305s 99s

P2 743000 1672s 250s 653s

Py 98000 195s 105s 25s

Tab. 3.6 { Performancessur la sphere parfaitement conductrice

donne les resultats les plus interessats, sauf sur des cas exigeart une place memoire trop
importante. On peut conseiller l'utilisation de ce preconditionneur pour des cas de moins de
500000 ddl, au-dela seulle preconditionneur multigrille n'est pas co0teux en espacememoire.
La decomposition en sous-domainesest une technique trop colteuse en espacememoire.

3.2.3 Comparaison sur une sphere dielectrique

Le problememodele est la di raction d'une sphere dielectrique :

=4 =1 pourr a

1; =1 pourr > a

Le rayon de la sphere dielectrique est pris egal a 2. Une condition absorbarte d'ordre 1 est
imposee sur une sphere exterieure de rayon 3. Le champ diract e obtenu est represene sur
la gure 3.17. Le maillage hexaedrique regulier utilise est ac he sur la gure 3.18. On no-
tera qu'avec ce maillage, on realise presque naturellemert |'adaptation du pas de maillage a
la longueur d'onde! En revanche, un mailleur tetraedrique ne realiserapas cette condition, ce
qui donne des performancesmeilleures pour les hexaedressur ce type de maillage, comme on
peut le voir sur le tableau 3.7. Mais la technique destetraedresdecoupes est moins performante
encoreune fois! Pour P2, il est necessaired'avoir au moins un million de ddl, on n‘a pas juge
utile de mettre les stats du P2...

3.3 Resultats numeriques sur des cas plus complexes

On n'a pas la pretertion de traiter des cas realistes, mais de traiter d'autres geonetries
gue la sphere, pour lesquelleson ne connat pas de solution analytique. On traite le casd'une
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Elemert ni Nombre ddl | Tempssanspreconditionneur | Multigrille | ILUT(1e-2)
Q2 regulier 220000 1391s 535s 324s

Q4 regulier 85000 708s 185s 91s

Qs regulier 78 000 787s 165s 77s

Q4 destructure | 243000 5795s 729s 534s

Py 180000 1597s 695s 363s

Tab. 3.7 { Performancessur la sphere dielectrique

cavite cobra et d'un cone-sptere revetu. Dans tous les cas, on utilise une condition absorbarte
d'ordre 1. Dansl'annexe B, on a introduit une condition transparerte, qui s'obtient eniterart la
resolution du problemeelemeris nis avecla condition absorbarie d'ordre 1. Si on sait resoudre
rapidemert ce dernier probleme, on sauraresoudrerapidemert le problemeavec une condition
transparente.

3.3.1 Cavit e cobra

C'est le casd'une cavite (cf. gure 3.19), dont on a ouvert I'extr emite droite, en imposart
une condition absorbarte d'ordre 1. Sur les autres parois de la cavite, on imposeune condition
de Neumann. Les dimensionsde cette cavite sort environ 20 longueursd'onde sur 4 longueurs
d'onde. Le champ diract e solution estrepresene sur la gure 3.20. Cette solution de reference
a ete obtenue sur un maillage hexaedrique, en prenant une approximation Qg avecun million de
ddl. Comme dansle casde la sphere, on determine le nombre de ddl necessairepour atteindre
5 % d'erreur avec une approximation P4, Q4... On recapitule lesresultats obtenus sur la cavite
cobra dansle tableau 3.8. On utilise plutdt un algorithme 2-grille, l'algorithme multigrille etant
moins performant sur cecas-k. En pratique, au vu del'espacememoirerequispar la factorisation
incomplete, il nous senble inutile d'aller au-dela de 3-grilles. En e et, en prenant trois grilles,
la taille memoire utilis ee pour factoriser la matrice de la grille grossere est negligeabledevant
la memoire necessairgpour stocker la matrice de la grille ne ainsi que les vecteursd'it eration.
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Fig. 3.17{ Partie reelledu champ di ract e par une sphere dielectrique
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Fig. 3.18{ Maillage hexaedrique quasi-regulier d'une sphere dielectrique

Fig. 3.19{ Maillage de la cavite en tetraedresa gaude, en hexaedresa droite

Fig. 3.20{ Partie reelledu champ diract e par la cavite cobra. A gaude, coupe a l'interieur
de la cavite, a droite valeur sur la surface.

Ce sort la matrice et les vecteurs qui coltent chers en espacememoire, limitant les cas 3-D
a 5 millions de ddl (2 Go de ram). La formulation mixte donne a cette occasion ertieremen
satisfaction, car une approximation P4 necessitebeaucoupplus de stockage.

Sur ce cas, on arrive a produire un maillage tetraedrique su samment grossier (cf. -
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Elemert ni Nombre ddl | Tempssanspreconditionneur | 2-grille | ILUT(1e-2)
Q4 regulier 330000 29863s 3589s | 6920s

Qs regulier 185000 17272s 1916s | 1564s

Qs regulier 95600 9860s 1082s | 1021s

Qg4 destructure | 567400 NC 7009s | 17947s

Qg destructure | 466700 NC 6821s | 13766s

Py 358900 NC 14016s | 8036s

Tab. 3.8{ Performancessur la cavite cobra

gure 3.19) pour utiliser Qg sur des tetraedres decoupes. Neanmoins, le nombre de degres de
liberte est au minimum double lorsqu'on passed'un maillage structure a un maillage non-
structur e. P4 necessitemoins de ddl que Q4 et Qg non-structures, mais il est plus lent a I'uti-

lisation avec un preconditionneur 2-grilles. En n, tous lesfeux sort au vert pour Qg structure.
En e et sur ce cas, I'erreur de dispersion joue un rble beaucoup plus important que sur les
autres casrencortres. Les elemerts ayant une erreur de dispersion tres faible sort avantages.
C'est pour cette raison, qu'il estinutile de vouloir faire du P> ou du Q» sur cecas,ils ont besoin
d'un nombre trop important de ddl.

3.3.2 Cone-sphere reveétu

On traite le casdu cone-splere de la gure 3.21 On prend desindices complexespour la

Fig. 3.21{ Maillage du cone-splere en tetraedres. En vert, revetemen, en rouge le domaine
exterieur (vide).

partie dielectrique :
= 3+ 05 = 05 O5

La partie imaginaire (positive pour et negative pour ) correspnd a un amortissemen.
Comme on peut le voir sur la gure 3.22, la solution s'attenue fortement au fur et a mesure
gu'elle peretre dans la partie dielectrique. L'amortissemert introduit rend ce casextrémemen
bien conditionne, commeentemoignern lesresultats du tableau 3.9. Le rayon de la sphereestde
2, cortre une epaisseurde 0.8 du revétemert. A causede cette epaisseurrelativemen faible, il
nous est impossiblede creer des maillagestetraedriques non-degeneres avec un pas de maillage
strictement superieur a 0.51. Avec ce pas de maillage, les elemerts droits fournissert une erreur
de 5 %, quel que soit I'ordre d'approximation. Par consequert, on ne peut esgerer prendre un
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Fig. 3.22{ Partie reelledu champ total pour un cone sphere. A gaude, coupe interieure, a
droite valeur du champ sur la surface exterieure.

pas de maillage plus grand, utiliser des elemerts droits et obtenir une erreur de 5 %! C'est
ce qui estre ete dans le tableau, la geometrie nous imposele maillage, il est plus interessan
dans ce casd'utiliser du Q> non-structure que du Q4 non-structure... On a quasimert le méme
souci pour les tetraedres (en moins problematique). P4 donne avec ce maillage 1:7% d'erreur
si on utilise les elemerts courbes. Mais on ne peut pas prendre un pas de maillage plus grand
pour obtenir une erreur de 5%, car on recupere destetraedresdegeneres. Sur cetype de cas, P2

Elemert ni Nombre ddl | Tempssanspreconditionneur | Multigrille | ILUT(1e-2)
Q2 destructure | 494000 1787s 274s 370s

Q4 destructure | 3838000 42200s 1426s -

P 178000 193s 24s 21s

Pa 166 000 516s 107s 27s

Tab. 3.9{ Performancessur le cone-sptere revetu

I'emporte pour les raisonsinvoquees.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montr e qu'en 2-D, la condensationde massediminuait I'erreur
de dispersion, en maillage regulier et non-regulier. La comparaisonavec les triangles se revele
favorablesaux quadrilateres.En 3-D, la condensationde massedonne une erreur de dispersion
en O(h?" 2) au lieu de O(h?"), sur des maillagestetraedriques decoupes. Toutefois, sur le cas
regulier, Les hexaedressort moins dispersifs que les tetraedres.

Des comparaisons,tant au niveau theorique que numerique, ont montre que le produit
matrice vecteur deshexaedresetait plus rapide que pour lestetraedresa partir de I'ordre 4. En
ce qui concernela memoire, on obsene un gain desl'ordre 2.

L'ensenble desresultats numeriquesmontrent que les hexaedressort plus performants que
les tetraedres avec ou sanspreconditionneur, pourvu qu'on disposed'un maillage hexaedrique
\r egulier”. La technique destetraedresdecoupes donne desresultats assezdecewants. Sur cer-
tains cas favorables comme la cavite cobra (grande zone a mailler), elle est relativemen per-
formante par rapport aux tetraedres. Elle permet d'etudier des cas de grande taille car les

92



hexaedressort beaucoupmoins codteux en memoire. Sur des cas defavorables,commele cone-
sphere (couche de petite epaisseur),il estpreferabled' utiliser lestetraedres.Lestetraedressont
di ciles a courber, ce qui donne souvert lieu a destetraedresdegeneres lorsque le maillage est
trop grossier. Cette contrainte penalised'autant plus la technique destetraedres decouges. Il
nous senble que les hexaedressort plus faciles a courber, il y a un interét non-negligeablea
disposerde mailleurs hexaedriquesnon-structures.
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Deuxi eme partie

Equations de Maxw ell 2-D et 3-D
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Chapitre 4

Seconde famille de Nedelec sur les
guadrilat eres

Ce chapitre presentela discretisation desequationsde Maxwel 2-D par les
elements nis quadrilateraux utilisant la seconde famille de Nedelec comme
esm@ace d'approximation. La premiere section montre comment on aloutit a
un produit matrice-vecteur rapide en realisant la condensationde masse.La
seonde section met en valeur les modes parasites qui polluent la solution

numerigue.
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Pourquoi commercons-nouspar la secondefamille, avant la premiere? La raison est pure-
ment historique. En e et, seulela secondefamille de Nedelec sur les quadrilateres conduit a
la condensationde masse.On peut etendre de maniere simple la formulation mixte pour les
elemerts H ! vers une formulation mixte pour leselemerts H-rot en utilisant la secondefamille
de Nedelec. Cette extension est detaillee dans [Pernet, 2004].11 nous est paru donc plus logique
de privil egierla secondefamille. La suite nousa monitr e I'etenduede notre erreur! On rappelera
brievement commert on realisecette extension, et les bonnesproprietes qui en decoulert. On
conclura sur un inconveniert majeur de ce choix de discretisation, a savoir la presenced'ondes
parasites.

4.1 Formulation mixte des equations de Maxw ell

4.1.1 Formulation variationnelle standard

On supposecommedansla premiere partie une dependanceharmonique du champ electrique
et magretique :

E(x;t) = E(x)e "

H(x;t) = H(x)e "t

On seplace dans le castransverse magretique, avec E vecteur du plan, et H scalaire ( on a
H = Hz). On denit un rotationnel scalaireet un rotationnel vectoriel :

@y, @
rotv = —=> —
@ Q@
@, @
rotu = (—; —
(@ @)
Le champ electrigue E(x) et le champ magnretique sort solutions desequations:
8
< i'"E rotoH = f
' H + rotE = 0

On e ectue un changemen de variable, an de seramenera un systeme plus sympathique.

N

5 g = 0”0
E
E = P
0
H= i oH
On obtient ainsi le systeme:
8
< k3" E rot H = f
rH + rotE = 0
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Par abusde notation, on omettra la barre sur E et H, on utilisera ! alors gqu'il s'agit de kg. On
parlera egalememn de ", , alors qu'on devrait dire ", et . Aveccesabusde notations, on ale

systeme suivant : 8
< I12"E rotH = f

H + rotE = 0
Le milieu ervironnant estle vide, ou :

=1 =1
On peut eventuellement eliminer I'inconnue H et obtenir une equation enE :
1
I 2"E + rot (=rotE) = f

On etablit la formulation variationnelle, dite formulation standard, des equations de Maxwell
2-D: Z Z z z

1 1
12 "E ' +  ZrotErot' + ZrotE' n = f (4.1)
@
On choisit E;" dansl'espace:

H(ot; ) = fu2(L?)) 2 tel que rotu2L?() g

Le terme de bord estegala : 5
1
—rote"’ n = H' n
@ @
Si on imposeune condition de conducteur parfait,

E n=20

le terme de bord deviert nul, car on impose' n = 0 dansl'espacede discretisation. Si on
imposeune condition de Silver-Muller :

H i —E n=0
on obtient le terme de bord suivant : 7
i! —E n' n
@
Le facteur i! appardt a causedu changemen de variable qu'on a intro duit.

On choisit comme espacede discretisation :
Vi, = fu2 H(rot;) telque DF'u F;j2 QZg

ou r estl'ordre d'approximation. Pour passerd'une fonction de nie sur le carre unite K vers
une fonction de nie sur un quadrilatere, on utilise donc la formule :

j R = DRI ()

La transformation DF, t estdite H-rot conforme.Si une fonction debase” de nie surK appar-
tient a H (rot; K1 [ K), alors la fonction de base' construite a l'aide de cette transformation
appartiendra a H (rot;K; [ K;). La demonstration de cette propriete revient a demortrer que
la transformation DF; ' consene la cortinuite de la trace tangertielle. Cette demonstration est
faite dans|'annexe de [Cohen, 2002].

Lesdegresdelibertessort pris, commedansle casscalaire,aux points de Gauss-Lobatto. On
exige que lesdegresde lib erte tangertiels soiert continus d'un elemert a un autre. Cette corti-
nuite est veri eeen attribuant un numero global identique pour un degre de lib erte tangertiel
partage par deux elemerns, cf. gure 4.1.
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Fig. 4.1{ Degresde liberte de la secondefamille sur les quadrilaterespourr = 2

4.1.2 Expression des matrices elementaires

La matrice de masseelemertaire a pour terme generique :
z

(Mp)jx = "yt dx

Apreschangemen de variables, on obtient :
z
(Mh)j;k = o Ji DF, 1"DFi t'/\j A dR

On obtient la condensationde masseen utilisant les points de Gauss-Lobatto comme points
d'integration :
m AN
(Mp)jx = '; QGiDF; " DF; 9(7) jx

La matrice de masseelemenaire estdiagonalepar blocs2x2. Lorsqu'on assenble cette matrice,
on peut avoir des blocs de plus grande taille, du fait de la contiinuite des degres de liberte
tangertiels, chaquebloc etant assaie a un point de quadrature du maillage. Comme on peut le
voir sur la gure 4.1, on a desblocs 4x4 sur les sommetsde ce maillage, desblocs 3x3 sur les
points de quadrature placessur les arétes, desblocs 2x2 sur les points de quadrature interieurs.
La matrice de rigidit e elemenriaire a pour terme generique :
z

1
(Kn)jk = —rot' ; rot’ ,dx
Ki
Apreschangemen de variables, on obtient :
z 1
Kn)ik = —— rot"™; rot”, dR
(Kn)jk e 3 j k

On distingue deux typesde degresde liberte :
I/\J'llijz = lAjl(Xl) IAjz(XZ)el

1, 2 — 1 1
Ajl;jZ - Ail(xl) ’\jz(Xz)ez

En utilisant les points de Gauss-Lobatto, on obtient les expressionssuivantes :
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1

X 1 0 (Ao
N N -

n=1 ‘Jl(jlv n)

Interaction (j1;j2;1) et (ki;ko; 1) jin NS M, (0 aka

o Xt 1 O A D A
Interaction (j 1;]2;2) et (kq;kz;2) EENARERY Fian ™1 0n) ", Cn) ok
n=1 I( n» ]2)
. .. 1 , ,
Interaction (j1;j2;1) et (ky;Kkz;2) W i1k Ajoz(/\kz) A(lzl(/\jl)
I\ J1r K2

On a une matrice de rigidit e elemertairement creuse,mais le nombre d'elemerts non-nuls tend
asymptotiquemert vers 50 % pour r tendant versl'in ni.

On a une propriete similaire pour le cas 3-D, les degres de liberte orientes suivant eg ont
une interaction non-nulle, si et seulemen si

jszks

Les degresde liberte orientes suivant es ont une interaction non-nulle avec les degresde liberte
orientessuivant e; (s 6 t) si et seulemen si

j1 = kioujo = kooujz = ks

On retrouve la propriete enoneedansle casscalaire,lesdegresdelib erte n'interagissen qu'avec
ceuxsituessur un mémeplan. La matrice derigidit e estelemertairement creuse bien plus creuse
en 3-D qu'en 2-D.

4.1.3 Une form ulation variationnelle mixte possible

Elle s'obtient en consenant l'inconnue H. On e ectue une integration par parties, pour ne
garder que le terme rotationnel s'appliquant sur desinconnuesvectorielles:
Z Z z z
1z "E H rot(' ) H' n = f
@
Z z

H + rote = 0

Le terme de bord est identique a celui obtenu pour la formulation variationnelle standard
(on a mis H au lieu de rotE ...). Il est donc trait e de la méme maniere, on ne revient pas
dessus.On choisit E dans le méme espaced'approximation discret, H est choisi dans I'espace
d'approximation discret suivant :

W, = fu2L?) telqueu F;i2 Qg

Les degresde liberte pour H sort pris aux points de Gauss-Lobatto, les fonctions de basesort
identiques a cellesintro duites dans le cadre de I'equation de Helmholtz.
Apresdiscretisation, on obtient le systemediscret suivant :

( !thEh RhH = Fh

Dh Hp + RLEh 0

avec
Mp commede nie dansla section precederne
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Z

(Dn)ij = i
Z

(Rn)ij = rot(" i)

On elimine l'inconnue Hy, :
| ;MhEp + RhD,'RLEn = F

On a ainsi remplace la matrice Ky par R, D, 1 R},. Il estpossiblede demortrer, sion choisit les
points de Gauss-Lobatto comme points d'integration, que :

Kh = RnD, 'R}

Cette demonstration est faite dans [Pernet, 2004].

41.4 Interet de la form ulation variationnelle mixte

Lesavantagessort du mémeacabit que pour I'equation de Helmholtz. La matrice elemertaire
est independarte de la geometrie :

Z
(Rn)jk = . rbt(";) " dr

Elle ne necessiteaucun stockage, de plus elle est elemertairement creuse.A chaque degre de
lib erte vectoriel, on necompte quer + 1 degresde lib erte scalairesqui interagissen. Lesmatrices
de masseMy, et Dy, sort respectivemert diagonalepar blocs et diagonale.

On a par congequert un co0t du produit matrice vecteur en O(r 3) en 2-D et O(r#) en 3-D,
cortre un codt en O(r#) et O(r®) si on utilise la formulation variationnelle standard. On fait un
calcul de complexite commedans le casde I'equation de Helmholtz, sur un maillage regulier.

Nombre d'operations formulation standard 2-D : (4r% + 20r3 + 42r? + 42r + 16)Ne
Nombre d'operations formulation mixte 2-D : (8r3 + 25r% + 22r + 5)Ne
Nombre d'operations formulation standard 3-D : (42r° + 162r% + 156r3 6r2 36r + 6)Ng

Nombre d'operations formulation mixte 3-D : (24r* + 132r3 + 228r2 + 162r + 42)Ne

Pour faire ce calcul, on a considere que la matrice issuede la formulation standard etait
assenblee ainsi que la matrice de masseM, de la formulation mixte. Il estrelativemen aise de
retrouver le terme preponderarnt de cesdeveloppemerts.

Pour la formulation standard 2-D, chaquedegre de lib erte vectoriel (il y ena 2(r + 1)?) inter-
agit avec (r + 1)? degresde lib erte vectoriels, on a donc principalemert 2r # interactions. Chaque
interaction donnelieu a deux operations (une multiplication et une addition), on retrouve ainsi
le terme preponderant 4r4.

Pour la formulation mixte 2-D, la matrice de rigidit e elemertaire compter + 1 interactions
pour chaque degre de liberte vectoriel, soit principalemert 2r® termes non-nuls dans cette
matrice. La factorisation fait apparatre deux produits impliquant cette matrice, on a bien un
terme preponderant en 8r3.

Pour la formulation mixte 3-D, la matrice de rigidit e elemeraire comptabilise 2(r + 1)
interactions pour chaque degre de lib erte vectoriel, on a donc un terme preponderarnt en 3r 3
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2r 4 = 24r*. Notons au passagde caractere particuli eremen creux de la matrice de rigidit e
elementaire de la formulation mixte. Comparativemert aux nombres d'elemerts de la matrice,
elle est plus creuseque la matrice obtenue pour I'equation de Helmholtz. Le taux de remplissage
de la matrice estegala :

Nombre elemens non-nuls _ 2
Nombre elemerts 3(r + 1)?

alors que pour Helmholtz, il estegala

Nombre elemerts non-nuls _ 1
Nombre elemerts (r+ 1)2

Pour le nombre d'interactions de la formulation standard, il sut de diviser par 4 le nombre
d'operations. Pour la formulation mixte, on ne stocke que des matrices de masse.En 2-D, on
stocke quatre coe cien ts par point de quadrature (trois pour une matrice bloc 2x2 symetrique
et un coe cien t pour la matrice diagonale). En 3-D, on stocke douze coe cien ts par point de
quadrature (six pour chaque matrice bloc 3x3 symetrique). Aux matrices de masse,on rajoute
la numerotation du maillage, on obtient :

Stockage formulation mixte 2-D : 5(r + 1)® N

Stockage formulation mixte 3-D : 135(r + 1)° Ne

On veut comparera nombre de degresde lib erte egal, il estdonc necessairad'estimer le nombre
de degresde liberte :

Nombre deddl en2-D : 2(r + 1)2  2(r + 1)

Nombre deddl en3-D:3(r+ 1)2 9(r+1) 32 12+ 4(r 1)

Sur les gures 4.2 et 4.3, on a mis lestemps de calculs ( ctifs) en fonction de l'ordre d'ap-
proximation, ainsi que I'espacememoire requis. On trouve une di erencenotable par rapport
a Helmholtz, la formulation mixte est plus e cace que la formulation standard pour tous les
ordres d'approximation, on ne consere donc que la formulation mixte. Ce comportemert se

300

‘ ‘ = 80 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
- v — Standard formulation L7 - ¥ - Standard formulation
—— Mixed formulation L 70t —+— Mixed formulation
250¢ < .
’ 60| 7
200} %
A4
— 7 3 501
D v 2
[} s [ v
£ 150 . & 40 B
= - v % o
- 30, P -
100¢ - ] o
7 20} 7
500 -7 I v
-7 e 10p v
M
— R a o —
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : :
2 4 6 8 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Order of approximation Order of approximation

Fig. 4.2{ A gaude temps de calcul en fonction de I'ordre d'approximation, a droite stockage.
Nombre ddl constart.
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Fig. 4.3{ A gaude temps de calcul en fonction de l'ordre d'approximation, a droite stockage.
Nombre ddl constart.

comprend relativemert aisemeri. En 2-D, on a nalement peu de degresde lib erte qui sort en
commun avec deux elemerts. L'assenblage de la matrice nous fait gagnermoins d'interactions
gue dansle casde Helmholtz. En 3-D, ce qui prime plus, c'est le caractere trescreux de la ma-
trice de rigidit e, qui donne un avantage signi catif a la formulation mixte. L'ordre \optimal",

necessitam le moins de calculsestle Q3 en 3-D.
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4.2 Pollution de la solution : modes parasites

Dans cette section, nous nouslimitons au cas2-D, car nousn'avons pastrait e le cas3-D. En
e et, au vu desinconvenierts rencortresen 2-D, il nous est paru inutile de tester la methode
en 3-D. Desresultats numeriquesmontrant la de cience d'une telle approche en 3-D sort dans
la these[Pernet, 2004]. Dans un premier temps, nous nous proposonsde montrer desresultats
de convergenceen maillage regulier et en maillage \triangles decoupes". Dans un secondtemps,
nous mettrons en evidenceles modespropres parasitesinhererts a la discretisation choisie. Pour
une etude theorique,on pourralire [Bo et al., 1999],[Caorsiet al., 1999]et [M. Costabel, 2003].

4.2.1 Etude de convergence
Comp ortemen t sur maillages reguliers

Nous consiceronsle casd'un disque:

8

3 ! 2E + rot rotE = 0

5 E n = EM npsurCy
" rotE ' E n = O0OsurCy

Le champ incident (E™C;H ) veri e lesequationsde Maxwell avec:
H"® = exp( ik x)

La frontiere interieure C, est un cerclede rayon a = 10, la frontiere exterieure un cercle de
rayon b = 12. La solution de ce probleme est represerniee sur la gure 4.4 (gure de droite).
On peut voir sur cette gure que la condition de Silver-Meller pollue pas mal la zoned'ombre!
Desresultats numeriquesmettant en jeu une condition transparente, plutot quela condition de
Silver-Meuller, sont montresun peu plus loin. On peut ainsi e ectuer une etude de corvergence

Fig. 4.4{ Partie reelledu champ total pour un disquederayon 10. A gaude, solution analytique
avecune condition transparente, a droite solution analytique avecune condition de Silver-Meiller.

sur ce cas academique. Cette etude est realisee sur la gure 4.5. On utilise la norme H-rot,
car en pratique on calcule le champ scalaire H. Le calcul de l'erreur se fait entre ce champ
scalaire numerique et la solution analytique H @"@lytiqueé cette solution verie I'equation de
Helmholtz avec une condition de Neumanninhomogene.On obsene une convergenceen O(h")
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Fig. 4.5{ Evolution de l'erreur H-rot entre solution numerique et la solution analytique en
fonction de h=r, ou h estle pasde maillage, r I'ordre d'approximation. Echellelog-log, maillages
regulierssur le casdu disque parfaitement conducteur.

en maillage regulier. On a vraisenblablemert un ordre de convergenceoptimal, lorsqu'on utilise
de la condensationde masseet deselemerts nis courbes.En abscissedela gure 4.5, o0n a mis
h=r et non h, an de comparerlesdi ererts ordres d'approximations. On voit que sur ce cas, il
esttresinteressah de monter en ordre.

Sur des maillages quasi-reguliers de la sphere lorsqu'on utilise des sourcesde type \onde
plane"”, on ne rencortre pasde di cult es.Ce n'est pasle casd'une sourceponctuelle. Prenons
pour illustrer notre propos, un domaine carre :

f sur

E n O sur

r2

8

% | 2E + rot rotE

2 1

; rot (—exp( 7))
ro ro

f(x)

estlecarre[ 1;1]%, lebord du carre, rq le rayon de distribution de la gaussienneon choisit
le jeu de parametres :

I = 202 ro = 04

On obtient les solutions de la gure 4.6, lorsqu'on prend un maillage regulier avec 15 points
par longueur d'onde. On voit que la solution est perturbee par des parasites et ce quel que
soit l'ordre d'approximation utilis e, excepe pour Qs sur cet exemple.ll faut noter que sur cet
exemple,nous avons fait expresde surmailler en mettant 15 points par longueur d'onde. C'est
pour montrer qgue méme sur des maillages ns et reguliers, il est possibled'observer desondes
parasites. Une maniere de les enlewer est de prendre un maillage encoreplus n... En depit de
cesondesparasites, on constate la convergencede la methode, commele montre le tableau 4.1.
La convergenceest-elle en O(h") ? Elle est pour le moins irreguliere, il n'est pas possible de
conclure. La solution de referenceest calculee a I'aide de la premiere famille (cf. chapitre 5).
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Fig. 4.6{ Solution numeriqueH sur maillage regulier, avecun point source.De gaude a droite,
et de haut en bas, on utilise une approximation Qi, Q2, Qs, Q4, Qs et Qg.

Comp ortemen t sur maillages non-r eguliers

Sur desmaillagesreguliers, on rencortre quasimert tout le temps des parasitessur la solu-
tion, amoinsde prendre un maillagetres n (30 points par longueurd'onde). Nousconsiceronsla
diraction par un carre dielectrique (cf. gure 4.7). Le maillage utilis e est obtenu en decoupart
les triangles en trois quadrilateres. La solution numerique obtenue est sur la gure 4.8. On
voit nettemert que les ondes parasites epousert la forme du maillage et sort localisees.Elles
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Pas de maillage h | Erreur | Ordre de corvergence
0.667 0.664 | -

0.333 0.0893 | 2.89

0.167 4.87e-4| 7.52

0.0833 4.84e-4| 0.01

0.0417 3.91e-5| 3.62

0.0208 1.27e-5| 1.62

Tab. 4.1 { Evolution de I'erreur pour une approximation Q4, sur le carre avec un point source

(3.3)

e=1.0
m=1.0

(1,1)

('3.'3) % 2 1 0 1 2 3

Fig. 4.7 { Etude de la diraction d'un carre dielectrique. A droite, maillage utilise pour les
simulations.

s'agjoutent a la solution physique, sansla perturb er. On a egalemen teste si la condensationde

i 1 3 01

[ R

e

n4
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-2 -2

-3 -3
-4 =2 -1 D 1 2 3 -3 =2 - D 1 2 4

Fig. 4.8{ A gaude, partie reelledu champ diract e H avecdeselemeris nis d'aréte Qs avec
condensationde masse.A droite, di erenceavec la solution de reference(zoom de 10).

massene pouvait pasetre responsablede ce phenomene. |l n'en estrien, on obtient egalemen
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desondesparasiteslorsqu'on ne condensepas la masse.Neanmoinson a obsene que les ondes
parasitesetaiert totalement di erertes si on utilisait les formules de Gauss-Lobatto ou les for-
mules de Gausspour calculer lesintegrales.

De maniere gererale, I'apparition de cesondesparasitesestasseamprevisible,on a beauraf-
ner le maillage, on n'est pasa l'abri de cesparasites,particuli eremernt en maillage non-regulier.
On illustre cette propriete sur la gure 4.9. Le casest la diraction d'un disque parfaitement

05 - -

1 - -

15 -

2 - -

25 -
— 02x0Q2

3 - -
o Q3xQ3

35 | Q4 xQ4 ]
> Q5xQ5

sl &6 Q7xQ7 |

45 | | | | | |
2 18 16 14 12 1 08 06

Fig. 4.9{ Evolution de I'erreur H-rot entre la solution numerique et la solution analytique, sur
desmaillages\triangles decoupes. Echelle log-log, utilisation de la condition transparente. Cas
du disque parfaitement conducteur.

conducteur, de mémescaracteristiques que la section precedente, la solution analytique est sur
la gure 4.4 (gure de gaude). On utilise cette fois une condition transparente au lieu de la
condition de Silver-Melller, et des maillages de mauvaise qualite (triangles decouges). On ob-
sene une corvergencetres erratique de la solution numerique, mais visiblement la methode
est neanmoinsconsistarte. Il peut arriver que les ondesparasites soiert localissesa un endroit
precis du maillage et de tresforte amplitude. Elles donnert une erreur tresimportante, alors
que sur le reste du maillage, I'erreur est minime.

4.2.2 Etude de la distribution des valeurs propres

Une maniere di ererte d'aborder ce problemesde modes parasites, est de faire une etude
de valeurs propres et de les exhiber plus clairemert. Le problemeaux valeurs propres s'ecrit :
8
3 trouver (! ;u)2 R H(ot;) ! 60 u6 0 telque
5 2y + rot rotu = 0 2
' u n = 0 2@
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Le domaine consicere estle carre [ 1;1]?, les valeurs propres analytiques sort egalesa :

Pz n2
mp = ———— m 0n 0 (mn)6 (0;0)

Les modes propres assaies sort egauxa :

Hmn (1Y) = cos( m(? X)) cos n(12+ V

Mo des propres en maillage regulier

On calcule les modes propres avec Arpack [Lehoucq et al., 1996]. Cette librairie permet
de calculer rapidemert desvaleurs propres et modes propres d'une matrice creusea l'aide de
methodesit eratives. Le mode de resolution le plus interessah estle mode de Cayley, qui permet
d'eliminer la valeur propre nulle et de selectionner un nombre limit e de modes autour d'une
frequencecertrale. On commencepar un maillage Q1 avec 20 cellules dans chaque direction,
On ac he sur la gure 4.10, la distribution de valeurs propres. Pour ce cas-h, on a calcule
toutes les valeurs propres (1 600 degres de liberte), an de ne pas sous-estimerla multiplicit e.
On ne tient pas en compte des valeurs propres nulles. On voit qu'on a les bonnes valeurs

40

30— —

25 =

% 20= - =

10~ =

| | | |
0 20 40 60 80 100 120 140
Number of eigenvalue

Fig. 4.10{ Distribution desvaleurs propres sur un maillage 20x20avec une approximation Qj.
Les traits rougessymbolisert les valeurs propres analytiques. Les points bleus represenent les
valeurs propres humeriques. Les decalagessort d0s a l'erreur de dispersionimportante en Q;.

propres, mais la multiplicit e est incorrecte. De fait, certaines valeurs propres correspndert a
desmodespropres non-physiques.On a ¢ he sur la gure 4.11 quelquesmodespropres assaies
ala premierevaleur propre. On cortemple ainsi lesmodespropres parasites! La premierevaleur
propre est de multiplicit e theorique 2 (le mode (1,0) et le mode (0,1)) alors que numeriquemert
on trouve une multiplicit e 42! Le spectre de I'operateur est completemert pollue, il estdi cile
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Fig. 4.11{ Quelquesmodes propres assaies a la premiere valeur propre (1,0). On utilise une
approximation Qi sur un maillage 20x20.

d'isoler lesmodespropres physiques.Les deux modesphysiquesne sort pasidenti ables, cequi
est facile a expliquer. Les modespropresforment une baseorthogonale de I'espacedesvecteurs
propres assaies a la premiere valeur propre. Cette base n'est pas unique, on peut faire des
combinaisons lineaires entre ces modes propres pour obtenir une autre base orthogonale. On
pourrait donc retrouver les modespropres physiquessi on savait, quelle conbinaison lineaire de
tous les modes, permettrait de les obtenir. Lorsqu'on ra ne le maillage, les modes physiques
convergert versleur valeur theorique,tandis que lesmodesparasitesvarient suivant le maillage.
Mais comme les deux types de modes sort indissaciables car ils ont la méme valeur propre,
il nous est impossiblede veri er la corvergencevers le mode physique. Au niveau desvaleurs
propres, le fait de raner le maillage ne rejette pas les valeurs propres parasites vers I'in ni.
On a remarque que la multiplicit e desvaleurs propres augmerte lorsqu'on ra ne le maillage!
On peut faire la m&éme analyse pour une approximation Q4 avec 5 cellules dans chaque
direction, On met lesmodespropres parasitessur la gure 4.12.Lesconclusionssort identiques
a cequ'on a obsene en Q;. On obsene egalemen le m&éme phenomene lorsqu'on prend le cas
limite ou le maillage est constitue d'un seulelemert avec une approximation Qg, cf. gure 4.13.
Sur tous les casnhumeriquestrait es, les valeurs propres simplesne senblent paseétre parasitees.
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Fig. 4.12{ Quelquesmodes propres assaies a la premiere valeur propre (1,0). On utilise une
approximation Q4 sur un maillage 5x5.

Fig. 4.13{ Tous les modes propres assies a la premiere valeur propre (1,0). On utilise une
approximation Qg sur un seul elemert.
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Mo des propres en maillage non-r egulier

Nous faisonsla m&éme etude sur un petit maillage non regulier (cf. gure 4.14). On utilise
une approximation Qs. Sur cetype de maillage, lesvaleurs propres physiquesont la bonne mul-

0.8

0.6]

0.4]

0.2]

0.2

0.4

0.6

08

Fig. 4.14{ Maillage utilise pour le calcul desmodespropres

tiplicit e, mais on a desvaleurspropres parasites.On a synthetise la di erencemaillage regulier/

Fig. 4.15{ Quelgquesmodesphysiquesertouresde modes parasites!
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maillage non-regulier sur la gure 4.16. On a selectionre une bande de spectre correspondant
ala nesse du maillage. L'utilisation de maillagesnon-reguliersa un avantage, celui de separer

65 65

60r 1 60r
551 ecee ] 55

SOk oo 3 SOk oo

45F ° ! 45F °

40F oo 3 40F 0000000000000
e®000c000e

35F q 35F

301 q 301

25re 25re-@

20 20

Fig. 4.16 { A gaude, distribution des valeurs propres sur maillage \triangles decoupes”; a
droite, distribution sur maillage regulier. Les traits horizontaux rougessymbolisert les valeurs
propres analytiques. Les points bleus sort les valeurs propres numeriques. On utilise une ap-
proximation Qs, I'erreur de dispersionn‘est pas visible commeen Q1.

les modes propres physiquesdes modes propres parasites! Mais probablemen que l'apparition
de valeurs propres parasites est la causedes solutions beaucoupplus perturbeeslorsqu'on est
en maillage non-regulier.

4.3 Conclusion

Dans cechapitre, nousavonsdecrit commert l'utilisation dela secondefamille de Nedelecsur
les quadrilateresmenait a un gain en temps de calcul et en stockage. Des etudesde complexite
ont montre que ce gain etait realise a partir de l'ordre 1.

Nousavonsensuiteconstate que cette discretisation donnedesresultats numeriquesdeceants,
a causede I'apparition d'ondes\parasites”. Cesparasitessort trespenalisaris lorsquel'on utilise
desmaillagestriangulaires decoupes.

Une etude numerique des valeurs propres et vecteurs propres, exhibe plus clairemert les
modes propres parasites. Sur des maillagesreguliers, les modes propres parasitesont la méme
valeur propre que les modes propres physiques. Sur maillage non-regulier, les valeurs propres
di eren.

La presencede valeurs propres parasites deteriore le conditionnement de la matrice, méme
en utilisant despreconditionneurs. Toutes cesraisonsnousont de nitiv emen decidesa exclure
l'utilisation de ceselemerts, méme sur des maillagesreguliers.
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Chapitre 5

Premi ere famille sur les
guadrilat eres/hexa edres

Une alternative seduisantede la seconde famille estla premiere famille, dont
I'espace local de polyndmesestlegerementdi erent. Nous verrons qu'ave: cet
esp@ce d'approximation, on obtient une methade spectralementcorrecte. L'in-
convenient majeur est la perte de la condensation de masse. Neanmoins,
il est possible de trouver un algorithme rapide pour realiser un produit
matrice-vecteur. Dans la derniere section, nous verrons comment on peut
preconditionner le sysieme lineaire issu d'une telle discretisation.
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5.7 Conclusion . . . ..

115



5.1 Formulation variationnelle et espace d'appro ximation

On choisit d'adopter dans cette section, desnotations 3-D. On part de la formulation varia-
tionnelle d'ordre deux, obtenue dans le chapitre preecdert :
Z Z Z Z

1 1
12 "E ' + ZrotErot' + ZrotE' n = f (5.1)
@

On choisit E;" dansl'espace:
H(rot; ) = fu2 (L2()) 2 rotu2(L?%)) 3g
L'espaced'approximation estla premiere famille de Nedelec sur les hexaedres:
Vi, = fu2 H(rot;) telque DF'u Fi2Qr 1rr OQrr 1r Qrrr 10

ou r est l'ordre d'approximation. Les fonctions de baseslocalessort egalesa (cf. [Cohen et
Monk, 1998]):

Neny = MERD)MEE(R2) MR (Re)er 12 [Lr] i22 [Lr+ 1] i32[Lr+ 1]
Nz = MR MER)MEE(Re) ez 112 [Lr+ 1] P22 [Lr] iz2[Lr+ 1]
iz = MEE(RD)MEE(R2)ME(Rg)es 112 [Lr+ 1] Q22 [Lr+ 1] i32[Lr]

On note les points de Gauss:
Coi211r]
et les points de Gauss-Lobatto:
L2 L+ 1]
les fonctions de baselagrangiennesassaieesaux points de Gauss:
Soiti 2 [L;r]; "“*2P, 1 telque 8 2[Lr]"P("°) =
les fonctions de baselagrangiennesassaieesaux points de Gauss-Lobatto:
Soiti 2 [L;r+ 1] "P- 2P, telque 8 2 [Lr+ 1" (Fh) = |
Les degresde lib erte obtenus sort a c hessurla gure 5.1. On introduit la matrice de masse:
4
Mn)jk = " "«

et la matrice de rigidite : 7

1
(Knjk = —rot ' rot'

5.2 Expression des matrices elementaires

On e ectue le changemen de variable pour seramenera I'elemert de reference:
Z

(Mh)]yk — . "Ji DFI 1DF| tl/\j l/\k

z

1
(Kn)jx = . rDFfDFi rot ™ rot ™,
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Fig. 5.1{ Degresde liberte de la premiere famille sur les quadrilaterespour r = 2

DF; n'est pasune matrice constarte dans le casd'hexaedresdroits quelconques,une premiere
solution est d'utiliser brutalement (r + 1)2 points de Gauss (formule exacte pour (Qor+1)%)

pour integrer les deux matrices. Cette solution ne nous corvient pas car en 3-D, on aura une

complexite du calcul de la matrice en O(r®) ou r est l'ordre d'approximation, ce qui est assez
prohibitif si on veut faire du Qg ou du Q7. On choisit de sous-irtegrer cesdeux matrices, on

evalue la matrice de masseavec (r + 1)° points de Gauss-Lobatto et la matrice de rigidit e avec
r3 points de Gauss.Dans lesdeux cas,on utilise une formule exactepour (Q2 1)3. On aboutira

a une complexite en O(r#) en 2-D et O(r’) en 3-D.

5.21 Cas 2-D

Matrice de masse

On introduit la matrice 2x2 :
B = "J;DF, 'DF,;"
On evalue cette matrice sur tous les points de Gauss-Lobatto. On a alors :
X
(M) 1560 = (B1)(m ) mn R (R e (R e OF5)
m;n
Soit apressimpli cation
-1
(M h)(j; 1):(k;l) =  j2ikz (Bll)(AGL ; AGL) ! mj 2 'AG (AGL) e (AGL)

m o j2
m=1

De facon analogue,on trouv e les autres termes de la matrice :
-1
- AGL.AGLy| GL 1aG (AGL Y nG ["GL
Mn)G2:ki2) = juska B22)(j5: m ) jom 0w ) Mo Cm)
m=1
L GL 1 G 1 G
(M) ki) = (Ban)(oh; SH) 1k, G (eh) e, (3h)
On a bien une complexite en O(r#) pour le calcul de la matrice de masse.Contrairement a la
premierefamille, la matrice de massen'est pasdiagonale.Toutefois sur maillage orthogonal, il est
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possiblede la condenseren utilisant despoints biens choisis (points de Gaussdansune direction
et Gauss-Lobatto dans l'autre direction). Nous n'utiliserons pas cette propriete, exploitee en
regime temporel dans [Cohen et Monk, 1998]. Si on applique deselemens nis, c'est d'abord
pour pouvoir traiter desgeonetries complexeset donc desmaillageshexaedriquesquelcongues.

Matrice de rigidit e

Dans le cas2-D, le rotationnel estoriente suivant e,, et la matrice jacobienneD F; doit &tre
interprétee comme:

2D
or= 87 ¢
La matrice de rigidit e elemenaire sesimplie :
Z
(Kn)jx = irot njrot™
g Ji
On note le scalaire: 1
AT

On evalue cette quartit e sur tous les points de Gauss,on a alors :

X
(Kn)g vikn = ( ms n)l m;n 'AG( )'ACGL(AG)'AG( )'ACGL(AG)

m;n
Soit apressimpli cation :
X ®GL oL
(Kn)Goikyy = ke (11, m)',lm"‘ (o) et (R)
m=1
De facon analogue:
(Kh)(j;Z);(k;Z) = jake (mv ]z)l m]zlA(GL( )V\OSL( )
m=1

(Kn)g k) = ACS o S S, N ( o) e (e

La aussi,la complexite du calcul de la matrice de rigidit e est en O(r 4).

5.2.2 Cas 3-D

On explicite ici le calcul de la matrice en utilisant les points de Gauss-Lobatto pour la
matrice de masseet la matrice de rigidit e.

Matrice de masse
On introduit la matrice 3x3:
B = "J;DF, 'DF,; "
On ewalue cette matrice sur tous les points de Gauss-Lobatto. On a alors :

X
(Mh)(i: ke = B1)("S)! mrmams MR M (o) ~eE (R e (R e (s e (S
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Soit apres simpli cation

e
(Mh)(j:l);(k:l) = j2ikz j3ks (B11) mjzjg) m]zjglAG(AGL)lAG (AGL)
m=1
De maniere analogue:
e
(Mh)(j;Z);(k:Z) = jiki jsiks (BZZ) 11m13) JeleJ3'AG(AGL)|AG (AGL)
m=1
e
(M) o) = ok jzke (B3 Bhm)! 5,m S0 e, (55)
m=1

(M) 1:k2) = jaks (B2, T obisis o (2H) e, (8h)
(M) 1:ka) = ake (B35, T ibisis ~o (eH) e, (8h)
M) 23 = juk (Ba2)(Ghia) ! asis "o o) " (150)
La complexite de calcul de la matrice de masseest donc en O(r °), elle n'est pas diagonale.

Matrice de rigidit e

Le calcul de la matrice de rigidit e est un poil plus complexe.On introduit la matrice 3x3 :

1
A="— DF DF;
J.
On calcule le rotationnel desfonctions de base:
0 AGL nG nIGL AGL nOGL G
J1 J2 I3 J1 ]2 ]3
n _ AG AGL nOGL " _ n _ AOGL AGL 'AG
rot” 1) = it iz s rot™gz = 0 rot” .z = it iz s
iAG nIGL 1AGL AOGL 1nG AGL

J1 J2 i3 j1 j2 i3 0

On applique la matrice A a cesrotationnels :

Aoy NG nGL nOGL Agp "G AIGL 1AGL

Ji )2 J3 J1 )2 J3
n o - AG AGL n9GL nG n9GL AGL
ATot™ oy = A" AR T

nG AGL 'AOGL nG n9GL AGL
Az j1 j2 s As3 i1 2 i3

Aqq "NCL NG nIGL 4 Az AIGL 1AG nGL

ji 2 s J1 J2 )3
n . - AGL G n9GL AIGL 'AG AGL
Arot 2 ~ A21 i 2 s T Az ji J2 s

AGL G n9GL nOGL 'AG AGL
Azl i1 j2 s + Asz j1 j2 i3

nGL AIGL 1nG nOGL AGL nG
Al i1 j2 s A2l i1 2 s

n . - AGL n9GL 'nG '/\OGL nGL nG
ATot™ gy = AT T AT T

nGL A0GL 1nG '/\OGL AGL nG
Azl i1 J2 s A32 P E
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I'sut ensuitede faire le produit scalaireavecle rotationnel de chaguefonction de base’ (y.,),
" (k:2) €t (k:3)- Sur chaque terme obtenu, on fait les simpli cations qui en decoulert du fait
que:

|/\iGL(/\jGL) = i
On detaille les calculs pour l'interaction (j; 1) avec (k; 1), on donne I'expression nale pour les
autres interactions. L'interaction de (j; 1) avec (k; 1), vaut donc:

Z
) _ AG AGL nI9GL nG nGL n%GL
(Kn)g iy = o P27 N e T
Z
A |/\G |/\GL I/\OGL l/\G l/\OGL l/\GL
@ 3291 j2 i3 ki k2 ks
Z
A |/\G |/\OGL I/\GL l/\G l/\GL l/\OGL
K\311]2 ja ki ka2 ks
Z
|/\G |/\OGL I/\GL l/\G l/\GL l/\OGL
+ As i1 d2 i3 ki k2 ks

Le premier terme donne apresintegration numerique

G I R R G R R G R A G K A Rl G

ma;mz;ms
On obtient la simpli cation suivante :
j2 = m2 = ke

On elimine ainsi deux indices sur 9 indices initiaux. On sait des maintenant qu'on va obtenir
une complexite en O(r /). Peut-on faire mieux? Oui, on peut faire mieux en utilisant sur ce

terme les points d'integration :
("G GL . "GL)

[ ] ’
On eliminerait ainsi 4 indices au lieu de 2 et on obtient une complexite en O(r ®). C'est un cas
relativemen favorable car les fonctions de basede Gausssort sur le mémeindice m4. Dans un
casmoins favorable (interaction croisee (j; 1) (k; 2)), on a cetype de terme :

G S T R R G R G R G A A Rl G

mi;mz;ms

Sur le premier indice my, le choix d'un point de Gaussou d'un point de Gauss-Lobatto donne
une seulesimpli cation. Sur le deuxiemeindice m,, m&mecasde gure, m&me punition. Sur le
dernier indice ms, qu'on mette du Gaussou du Gauss-Lobatto, on est cuits a causedesdeux
deriveesconjointes. On a donc, quellesque soiert lescombinaisonsde points qu'on choisit, deux
simpli cations, et donc forcemert une complexite en O(r 7).

Par consequen, il est plus intelligent de choisir des points de Gauss-Lobatto pour tous les
indices. Primo, ce choix aboutit a une simplicite d'impl emertation, ce qui est agreable.Deuxio,
le produit matrice-vecteur rapide, qui sededuit de cescalculs, comporte un nombre minimal de
termes lorsqu'on utilise les points de Gauss-Lobatto. Ce point seradeveloppe ulterieuremen.
Tertio, l'utilisation despoints de Gauss-Lobattone conduit pasa l'apparition de modesparasites
alors que l'utilisation despoints de Gaussest nefastesur des maillagestetraedriquesdecoupes
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Revenonsa notre premier terme de l'interaction ertre (j; 1) et (k;1). Apressimpli cation,
il vaut :

AGL . AGL . AGL
Az(

iAG (AGL Y 1nOGL /AGL \ 1nG /GL\ 1nOGL /AGL
mszfn)lmjzn/\( )A ( )A( )A ( )

j2:k2
m;n

On atrois autres termes:

AGL . AGL . AGL
As(

nG GL \ 1n%GL inG ("GL\ 1n%GL
m’k2’j3)|mk2]3/\( )A ( )A( )A (

m

AGL . AGL . AGL
Az

nG (GL Y 1n%GL [ AGL\ 'nG [ GL \ nOGL
e A I L] (-2 Rt (hoad KA (h-ad KAl (v

m;n

AGL . AGL . AGL
Ass(

AG (AGL\ 1nOGL /AGL \ 1nG /GL\ 1nOGL /AGL
m’n’j3)|mnj3/\( )A ( )A( )A ( )

jaiks
m;n
On adopte les notations suivantes :
GGL(i;j) = "“P("FH)
dGL.GL(i;}) = "e-("°h)
a22(;j; k) = Az P8 Bk

Le premier terme de la matrice de rigidit e est alors egal a :

5l
(Kn)g ik = ke

m;n =1

a22(m;j2;n) G_.GL(j1;m) dGL_GL(j3;n) G_GL(ky;m)dGL_GL(ks;n)

Xrl
a32(m; kz;j3) G-GL(j 1; m) dGL_GL(j 2; ko) G_GL(ky; m) dGL_GL(Kks;]3)
m=1
)l
a32(m; j 2; k3) G_GL(j 1; m) dGL_GL(j 3; ks) G_GL(kq; m) dGL_GL(kz;]j2)
m=1

)Q-l

+ jaks a33(m; n;j3) G_.GL(j1;m)dGL_GL(j2;n) G_GL(ky; m)dGL_GL(ky;n)

m;n=1
Les autres termes de la matrice de ridigit e sort egauxa :

XFl
Kn)G2ik2) = ik

m;n =1

all(; m;n) G_GL(j2;m)dGL_GL(js;n) G_GL(kz;m)dGL_GL(ks;n)

)1
a3l(ky; m;j3) G-GL(j2;m) dGL_GL(j1; k1) G_GL(kz; m) dGL_GL(ks;|3)

m=1

i)l
a31(1; m; k3) G_GL(j2; m) dGL_GL(] 3; k3) G_GL(kz; m) dGL_GL(ky;]1)

a33(m;j2;n) G_GL(j2;n) dGL_GL(j1; m) G_GL(kz2;n) dGL_GL (ky;m)
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51
(Kn)g3)a) = ik all(; m;n) G_.GL(j3;n)dGL_GL(j2;m)G_GL(ks; n) dGL_GL(k2; m)

a21(1;kz;m) G_GL(j3; m) dGL _GL(j 2; k2) G_GL(ks;m) dGL_GL(Kk1;]j1)
m=1
w1
+ ke a22(m;j2;n) G_GL(j3;n)dGL _GL(j1;m) G_GL(ks;n)dGL_GL(ky; m)
m;n=1
i1
a21(ky;j2;m) G_GL(j1;ky) dGL _GL(j3;m) G_GL(kz;j2) dGL_GL(ks; m)
m=1
i1
+ a31(ky;m;j3) G_GL(j1; k1) dGL_GL(j2; m) G_GL(kz; m) dGL _GL(ks;]3)
m=1
i1
+ a32(m; j2; k3) G_GL(j1; m) dGL _GL(j 3; ks) G_GL(kz;]2) dGL_GL(ky;m)

m=1

(Kn): 1:6:2)

-1
jaiks a33(m; n;j3) G_.GL(j1;m)dGL_GL(j2;n) G_GL(k2;n)dGL_GL(ky; m)

Kl

a21(ka;j2;m) G_GL(j 1; k1) dGL_GL(j3;m) G_GL(ks; m) dGL_GL(kz;]j2)
m=1
il

a31(ky;m;j3) G_GL(j1; ki) dGL_GL(j2; m) G_GL(ks;j3) dGL_GL(kz; m)

|
+

(Kn) i 1):(k:3)

j2ik2 a22(m;j2;n) G_.GL(j1;m)dGL_GL(j3;n) G_GL(ks;n)dGL_GL(ky; m)

i1
+  a32(m;kz;j3) G-GL(j1;m) dGL_GL(] 2; k2) G-GL(k3;]3) dGL_GL(k1; m)
m=1
!
j1ike all(jq;m;n)G_GL(j2;m)dGL_GL(j3;n) G_GL(ks;n)dGL_GL(k2; m)

m;n =1

(Kh) i 2):(k:3)

1
+  al3l(ky;m;js) G-GL(j2;m) dGL_GL(j1; k1) G-GL(ks;j3) dGL_GL(kz; m)
m=1
1
+  a21(a;kz;m) G_GL(j2; kz) dGL_GL(j3;m) G_GL(ks; m) dGL_GL(k1;j1)
m=1
1

a32(m; kz;j3) G-GL(j 2; kz) dGL_GL(j 1;m) G_GL(k3;]3) dGL_GL(k1; m)
m=1
Les autres termes de la matrice sededuisert de ceux-cipar symetrie. Une fois cette matrice
elemertaire calculee, on rappelle au lecteur qu'il faut prendre en compte les signesdes degres
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de liberte locaux par rapport aux degres de lib erte globaux, pour assurerla continuite de la
composarne tangertielle desinconnues. Typiqguemert, lorsque le sensde parcours local d'une
aréte est oppos au sensde parcours global de I'aréte, il faut multiplier par -1 la ligne et la
colonnede la matrice elementaire, pour chaque degre de lib erte assaie a I'aréte en question.

Au nal, lesexpressiongexhibeesnouspermettent d'obtenir un calculdela matrice ! 2Mp, +
Kn en O(r’), cequi est plus interessah que la complexite en O(r °) si on ne fait pas de sous-
integration dans les hexaedres,ou sur deselemerts tetraedriquescourbes.

5.3 Precision de la metho de

Cas 2-D

On etudie la convergencede la solution numerique versla solution analytique pour un disque
parfaitement conducteur de rayon 1 (cf. gure 5.2) Sur maillage regulier, on obtient I'ewolution

Fig. 5.2{ A gaude, partie reelle du champ total pour un disque de rayon 1. a droite partie
reelledu champ diract e.

del'erreur dela gure 5.3.0n met commed'habitude enabscissda quartit e h=r, proportionnelle
au nombre de ddl. On voit que Qs necessitemoins de ddl que lesautres ordres d'approximation
pour atteindre une erreur de 0.1%. On fait la m&me etude sur des maillages non-structures
(cf. gure 5.4). On notera que les elemerts d'ordre 1 senblent ne pas corverger, l'erreur reste
constarte. Surla gure 5.5, 0n a represene la solution pour le maillage le plus n. On voit que
les oscillations de la solution sort capteescorrectemert, mais qu'on a une erreur d'interpolation
tres importante. Les ordres de convergencetrouves sort recapitules dans le tableau 5.1. On

Ordre d'approximation 1 2 3 4 5
Ordre de convergence,maillage regulier 1.03 2.01 297 4.02 4.97
Ordre de convergence,maillage non-structure | 0.06 1.08 2.06 3.04 4.02

Tab. 5.1 { Ordres de convergencemesuressur les quadrilateresde la premiere famille

notera que la methode corverge en O(h") en norme H-rot pour des maillages reguliers et en
O(h" 1) pour desmaillagesnon-structures.On a pens d'abord que cette perte de precisionetait
due a la sous-irtegration. Malheureusemelm cette conjecture s'est averee fausse,on obtient les
meémesordres de corvergencelorsqu'on calcule de maniere exacte les integrales.Probablemert
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disque sur desmaillagesreguliers.

0
——"
1r J
__ e
__ o
_--Cc"
O --&"
27 e o
5 A
5 e s
- 3r _.Be B 4
Cna ,D///E /7)7 //
o o~ N /
e £
4 r /7// -7 1
e 2 —+—Q1
4 9/,(5 767Q2
5t - o~ Q3|
a// Q4
-7 -¢-Q5
&
6 L L L L
2 1.8 1.2 1

1.6 14
Ioglo(h/r)

Fig. 5.4 { Evolution de I'erreur H-rot erntre la solution numerique et la solution analytique en
fonction de h=r, ou h estle pas de maillage, r I'ordre d'approximation. Echelle log-log. casdu
disque sur des maillagestriangulaires decoupes.

que cette perte de precisionestdue a la transformation DF; ' qu'on doit appliquer aux fonctions

de base.

Comme dans le casde I'equation de Helmholtz, on s'est pose la question:

\ La presenced'une singularite desasantage-t-elle les ordres d'approximations elewes?".

La

reponseest non, son illustration est dans le chapitre suivant (cf. gure 6.8). Bien que l'ordre
de corvergencesoit le méme pour tous les ordres d'approximation (O(h“=3) pour le carre), la
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Fig. 5.5{ Partie reelledu champ total pour un disquede rayon 1. Maillage tres n de triangles
decoupes. On utilise les elemerts nis quadrilateraux de la premiere famille a l'ordre 1.

constarte est bien plus faible pour les ordres eleves, qui ont donc besoinde moins de ddl pour
une precisiondonnee.

Cas 3-D

On s'interesseau cas d'une sphere parfaitement conductrice (cf. gure 5.6), on utilise une
condition de Silver-Muller sur la frontiere exterieure.Le champ electrique E di ract e estsolution

de:
I 2E + rot rot E

O pourl r 2

E n= EN n pour =1
rotE n 'n (E n) = Opourr = 2
EINC = exp( il z)ey

Le champ electrique total vaut : _
gtot — ginc , g

On obtient la courbe de convergencede la gure 5.7. 11 senblerait qu'on ait comme en 2-D,
une corvergenceen O(h"), pour la norme H-rot.

On peut egalemen se poser la question de la precision de la methode sur des maillages
tetraedriquesdecoupes. On obtient lescourbesde convergencede la gure 5.8. Commeen 2-D,
on trouve une corvergenceenh’ 1, 'ordre 1 n'est pasconsistart. Une analysede dispersionsur
maillage non-regulier faite au chapitre 7 tend a demortrer ceresultat.
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Fig. 5.6 { Solution analytiqgue de la diraction par une sphere. A gaude, partie reelle de la
composarte suivant x du champ diract e E. A droite, champ total.
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Fig. 5.7 { Evolution de I'erreur H-rot erntre la solution numerique et la solution analytique en
fonction de h=r, ou h estle pasde maillage, r I'ordre d'approximation. Echelle log-log. Casde
la sphere sur desmaillagesreguliers.
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5.4 Algorithme rapide du pro duit matrice-v ecteur

5.4.1 Factorisation discr ete
On s'interesseau produit matrice vecteur :
Yo = !2MpEn + KhEp

On traite uniquemert I'hexaedre K;, le vecteur global Y, est obtenu par assenblage. Sur
I'hnexaedre K, le produit matrice vecteur s'ecrit :

X X

Yi = 12 18EBURD MR NURDEC+  TRACT) rot()(R) rot(")(R) Ex
k;m k;m

en rappelant les expressionsdes matrices dependart de la geometrie :

B(®) = "JiDF, 'DF '
n 1 t
A(R) = "5—DF{DF,
i

On separela double sommeen deux sommessimples.La premiere sommefera en quelquesorte
I'evaluation de E aux points de Gauss-Lobatto et de rot(E) aux points de Gauss.La seconde
somme fera l'integration cortre les fonctions tests, et leurs rotationnels. On introduit deux
vecteursintermediaires: X
B o= 1PEBCTY) () Ex
k
G p ("G X "G
Hj = 1'7ACY) rot(")(";7) Ex
k

On notera que Ej est un vecteur a trois composartes en 3-D. Nous intro duisons les matrices
diagonales:

Bjx = B(/\jGL) ik

Ak = AP jx

Ainsi que les matrices :
- wn (GL
Cix = ™ ('FH)

Rik = rot™ (%)

On a donc par construction :

E=BCE
H = ARE
Le vecteur produit Y, estobtenu par la somme:
X X
Yo = 12 Em MR+ Hmorot (R)
m m

On retrouve les matrices € etR, mais transposees On peut ecrire cette sommesousla forme
matricielle :

Y = (12¢'BC + RIAR)E

On a ainsi trouv e une factorisation de la matrice de masseet de rigidit e. On notera que € et R
sort elemertairement creuseset independartes de la geonetrie. L'information sur la geometrie
est stockee dans les matrices diagonalespar blocs A et B. En 3-D, on prefereral‘utilisation des
points de Gauss-Lobatto pour evaluer lesintegrales.
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5.4.2 Formulation mixte

On a ainsi mis en place tous les ingredierts necessairesa un produit matrice vecteur peu
colteux en stockage et en temps de calcul. La factorisation n'a pas ete obtenue par une formu-
lation mixte commedans les chapitres precederts. Qu'a cela ne tienne, faisonsen une! On part
du systemed'equations:

12E + rot(H) = O
H rot(E) =
2 1
: FE- = E

On etablit la formulation variationnelle, en faisart l'integration par parties sur la premiere

equation : 8 7 7
% 12 E' + Hrot' = 0
z z
H rot(E) = 0
% z z
1
. ;E' = E

E et safonction test asseiee' , sort pris dansle m&éme espaceVy, de la formulation standard.
H et safonction test ass@iee , sort pris dansl'espace:

W, = fu2 (L%)) ® telqueDF'u F 2 Q2 g

On utilise les points de Gausspour discretiser cet espace En 3-D, on prefereral'utilisation des
points de Gauss-Lobatto et I'espaced'approximation suivant :

W, = fu2 (L)) ® telqueDF'u F;2 Qg
E et safonction test assa@iee , sort pris dansl'espace:
Pn = fu2(L?()) ® telquediDF, 'u Fi 2 Q%

On utilise les points de Gauss-Lobatto pour discretiser cette espace.Apres changemen de
variables, les matrices elemertaires en jeu sort :

z z
Ci = oK = " N
Z | Z
RY = o rot' | = K rot”
' z
Al = ok 1= JDF DR N
z z
B = CE %DFfDF.Ak g
Le systemelineaire a resoudreest :
g 12Co5 + R'H = 0
AH  (RY'H = 0
BOE = (COE
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On elimine lesinconnuesintermediairesE et H :
12cqB9 H(c' + RYAY YRIHE =

On obtient la meéme factorisation que dans le paragraphe precedert. La matrice C° est egale
a la matrice precedemmen nommee €t aux poids de Gauss-Lobatto pres. La matrice R? est
egalea la matrice precedemmen nommee R! aux poids de Gausspres. Les matrices (A9 ! et
(B9 1 sort egalesaux matrices precedemmen nommeesA et B aux poids d'integration pres.
On aboutit ainsi a la m&émefactorisation en utilisant une formulation mixte ou en decomposart
le produit matrice vecteur au niveaudiscret. Neanmoins,il noussenble quela decomposition au
niveau discret posede 'avantage d'etre une demardie plus \systematique" que I' etablissemen
de la formulation mixte.

543 Produit RE et CE en 2-D

Explicitons la matrice elemertaire € en2-D :
Cinen = Mo (N (55

(j; 1) designecommed'habitude une fonction de baseorienteesuivant ex. Apressimpli cation

./\G (

Ci: vy ") Jake

Par analogie:

inG (

Ci i) = “) ik

Les interactions croiseessort nulles :
Civwa = Coamy = 0

La matrice elemenraire est creuse,on compter termes pour chaque ligne de la matrice, soit au
total 2r(r + 1)? elemerts non-nuls dansla matrice. On utilise un produit matrice vecteur creux
(cf. chapitre 1) pour e ectuer le produit matrice vecteur au niveau elemertaire.

Explicitons la matrice elemertaire R en 2-D :

1 1 0
Rinwy = et
soit apres simpli cation
O
Rinwy = "o (%) ik
De méme,on a:
Ri: i) = le( 1) izike

Ce sort lesseulesinteractions, car en 2-D, l'inconnue H est scalaire.La matrice elemertaire est
creuse,on compte 2(r + 1) termes pour chaque ligne de la matrice, soit 2(r + 1)r? elemerns
non-nuls dans la matrice. On remarquera qu'en 2-D, le co0t du produit matrice vecteur est
reparti de maniere quasi-egaleentre la contribution de la matrice de masseet cellede la matrice
de rigidit e. La cortribution de la matrice de masseest m&éme legeremen superieure.
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54.4 Produit RE et CE en 3-D

On adopte les notations suivantes :

X X ;X 3
E = "Bk + "k2Ei + ™ (k:3) Ek

k k k

Y = 126'BCE + R'ARE

On decomposeegalemen le vecteur produit :

X 1, X 2 X 3
Y = Y t k2 Y< t ™ (k:3) Yk

k k k

Explicitons la matrice elemertaire € en3-D :

Compen = "o (Eh) e (Bh) ek ("SLy

Apressimpli cation :

é(m;l);(k;l) = 'AG ( ) mz;kz ms;ks
Par analogie:

é(m;Z);(k;Z) = 'AG ( ) ma;ki mgiks

é(m;3);(k;3) = 'AG ( ) myks make

Les interactions croiseessort nulles :
é(m:l);<k;2) = é(m;z);(k;l) = é(m:l);<k:3) = é(m;s):(k:l) = é(m:z);<k:3) = é(m:s);<k:2) =0

La matrice elemenaire est creuse,on compte r termes pour chaqueligne de la matrice, soit au
total 3r(r + 1)3 elemerts non-nuls dansla matrice. Le produit € E revient a calculer l'interpo-
lation de E aux points de Gauss-Lobatto:

X

wi(mg;mz;mg) = G_GL(k1;M1) E{ myims
ki =1

w2(myg; my;ms) = G_GL(kz;my) Eml Kpim
ko =1

w3(my; my; ma) = G_GL(k3;M3) E3 ks
ks =1

Explicitons la matrice elemertaire R en 3-D, enutilisant lespoints de Gauss-Lobattocomme
points d'integration :

Rim:2):k1) = (AGL)"‘OGL( ") make
Rmayky = oS )"\OGL( ") maks
Rk = oS )"‘OGL( ) mika
Rim3)(k2) = "‘G(AGL)"‘OGL( ) maks
Rmka = oS "\OGL( ) mika
Rm2ks = o8 "\OGL( ") make
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Les interactions \diagonales" sort nulles :
IQ(m;l);(k;l) = Ifz(m;Z);(k;Z) = Ifé(m;3);(k;3) =0

On n'est pastresheureux, car on a un seulsymbole de kroneder, ce qui donneraune complexite
en O(r®), si on utilise un produit matrice-vecteur creux R E classique.Nous ne calculonspasle
produit R E de maniere standard, nous allons separer la double sommede chaque interaction
elemertaire en simplessommes.On decompseR en six composartes :

R = |f\512 + le + |Q21 + |Q23 + If\§31 + |Q32
Le produit matrice vecteur R, E s'ecrit :

X
(R21E)mymams = G_GL(ky; m1) dGL_GL(k3; M3)Ef, .m,ks
ki;ks

On decomposecette double sommeen deux etapes:

X
Wr%wll;mz;ms = G—GL(kl;ml)E%l;mz;m
ki=1
Nl
(|f\§21E)m1;m2;m3 = dGL_GL(kg;mg)W%I'l;r.nz;k3
k3=1

La premiere etape est de complexite 2 (r + 1)3r alors que la secondeest de complexite 2 (r + 1).
On trouve bien la complexite optimale en O(r#), on met toutes les etapes de calcul pour les
autres composartes de R :

X

Wt imama = G_GL(k1;M1) E,imypims
ki=1
)Ql
(Ra1E)mymyms = dGL—GL(kz;mZ)W%ll;kZ;mS
ko=1
Wr%nzl;mz;ms = G_GL(kz;mz) Ef%l;kz;ms
ko=1
)Ql
(|Q12E)m1;m2;m3 = dGL_GL(k3;m3)Wr]th;m2;k3
ka=1
32 X 2
Wiimoms = G_GL(k2;m2) Emlikz;ms
ko=1
9@1
(R2E)mymams = dGL—GL(kliml)WEf;mz;ma
ki=1
13 X 3
Wimimoms = G_GL(k3;m3) Emyimyiks
k3=1
pql
R13E)m,moms = dGL_GL(kz; mp)wid ., .
( 13 )ml,mz,ma ( 2 2) miko;ms
ko=1



X

Wf%ﬂsl;mz;ma = G_GL(ks; m3) Er::’u;mz;kg
k3=1
)1
(R2s E)mymzima = dGL_GL(k1; M1) W2,
ki=1

Les sommations nales faites sort :
1 _
Zml;mz;mg - (F‘éle)ml;mz;mg + (IQl?)E)ml;mZmS

Zr%‘ll;mz;m3 = (R21E)myimzms + (R23E)mymoims

mi;mams — (IQ31E)m1;m2;m3 + (IQ32E)m1;m2;m3

Le lecteur aura remarque que les valeurs intermediaires ont deja ete calculeeslors du produit
avec la matrice €. On a de fait :

R — 21 — 31
wl(my; my;mg) = Wi moms = Wimiimoims
R — w12 — 32
W2(My;mM2;mM3) = Wermoms = Wingmams

o _ 13 .23
Ww3(M1;M2;M3) = Wiiimyms = Winpmoims

On fait la mémedemarche pour le produit avec Rt. On peut la aussiregrouper descalculs avec
ct.

La raison est que R peut tre factorisee sousla forme :
R=8C

La matrice S estla matrice de rigidit e qu'on avait intro duite pour la secondefamille. Lestermes
non-nuls de $ sort :

Sm2ik) = 'AEL(A%) miki maks
Sk = "‘EL(/\%I;) miki maks
Simi1)ik2) = "‘EL(/\%I;) miki maks
Sm3)k2) = 'Ai(fl'(ﬁ%) maks maiks
Sm1)k3) = 'AEL(A%) miki maks
Simi2)(k3) = "‘i(fl'(/\r?uli) maks maiks

Pour resumer, on dispose de l'algorithme suivant pour e ectuer le produit matrice-vecteur
Y = (1°Mp + Kp)E :

Egl = CE

Hgl = SEgl

H = AHgl

Ysti = S'H
Ygl = 1 2BEgl + Ysti

Y = Clygl
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5.4.5 Complexit e du produit matrice-v ecteur

Dans cette sous-section,on e ectue des calculs de complexite au niveau theorique, an
d'evaluer si le produit matrice-vecteur, obtenu a l'aide d'une factorisation discrete, est plus
rapide que le produit matrice-vecteur standard. Pour ce dernier, on stocke la matrice globale,
et on fait un produit matrice-vecteur creux standard.

Cas 2-D

Pour la formulation standard, on compte le nombre d'elemerts non nuls de la matrice glo-
bale sur un maillage regulier. Ainsi, chaque degre de liberte assaie a une aréte interagit avec
2r + r + 2r (r + 1) degres de liberte. Chaque degre de liberte assaie a l'interieur d'un
elemert interagit avec tous les degres de liberte de I'elemert soit 2r (r + 1) ddl. Sur maillage
regulier, on a 2r N degres de libertes asscies aux aréteset 2r(r 1)Ne degres de libertes
interieurs. N represene nombre d'elemerts du maillage.

Nombre ddl maillage : 2r? Ne
Nombre d'operations formulation standard : (4r* + 8r3 + 2r?)Ng
Stockage formulation standard : (r* + 2r3 + 1:5r%) Ne

Pour la factorisation discrete, on comptabilise 2r (r + 1) elemerts non-nuls dans la matrice
€. On prend en compte deux additions et deux multiplications pour chaque elemert de cette
matrice (produit avec € et satransposee), soit quatre operations. On a egalemet 4 operations
pour chaque elemert non-nul de la matrice R (2r2(r + 1) elemerts non-nuls). Pour les matrices
dependart de la geonetrie A et B, on compte six operations pour chaque point de Gauss-
Lobatto - multiplication par une matrice 2x2 - et une operation pour chaque point de Gauss-
multiplication par un scalaire.On ne stocke que cesmatrices, soit trois coe cien ts par point de
Gauss-Lobatto et un coe cien t par point de Gauss.

Nombre d'operations factorisation discrete : (16r3 + 31r2 + 20r + 6)Ne
Stockage factorisation discrete : (3(r + 1) + r?) Ne
La factorisation discrete est plus e cace a partir de Q4, ce qu'on peut voir sur la gure 5.9.
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Fig. 5.9{ A gaude temps de calcul en fonction de l'ordre d'approximation, a droite stockage.
Premiere famille sur les quadrilateres.Nombre ddl constart.
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Cas 3-D

Pour la formulation standard, on a pour chaque degre de liberte le nombre d'interactions
suivant :
Interactions avec un ddl assaie a une aréte : 12r3 + 14r2 + 6r
Interactions avec un ddl assaie a une face: 6r3 + 10r? + 4r
Interactions avecun ddl interne : 3r3 + 6r2 + 3r
Sur un maillage hexaedrique regulier, on a la repartition suivante :
Nombre ddl ass@iesaux arétes: 3r Ne
Nombre ddl assaiesaux faces: (61?2 6r)Ne
Nombre ddl internes: (3r3  6r2 + 3r) N
On obtient alors :
Nombre ddl maillage : 3r3Ne
Nombre d'operations formulation standard : (18r® + 72r5 + 84r% + 12r3 + 6r%) N
Stockage formulation standard : (4:5r® + 18r% + 21r% + 4:5r3 + 1:5r%) N

Pour la factorisation discrete, les produits avec la matrice € et sa transposee demander
12r (r + 1)3 operations. Les produits avec la matrice $ et sa transposee demanden 24(r +
1)* operations. Les produits avec les matrices dependart de la geometrie demanden 15(r +
1)3 + 15(r + 1)3 operations. Au niveau du stockage, on stocke deux matrices 3x3 symetriques
pour chaque point de Gauss-Lobatto, soit 12 coe cien ts. Au nal, on obtient les complexites
suivantes :

Nombre operations factorisation discrete : (36r* + 162r3 + 270r2 + 198r + 54)Ne
Stockage factorisation discrete : (12(r + 1)3 ) Ne

Asymptotiquement, le produit matrice vecteur codtera 50% plus cher avec la premiere famille
par rapport ala secondefamille, car le terme predominart est36r 4, alors qu'il estde 24r* pour
la secondefamille. Les resultats sort resunessur la gure 5.10. La factorisation discrete est
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Fig. 5.10{ A gaude temps de calcul enfonction de I'ordre d'approximation, a droite stockage.
Premiere famille sur les hexaedres.Nombre dd| constart.

plus e cace a partir de Q.. On a un co0t maitrise quand on monte en ordre, alors que le co0t
exploselorsqu'on utilise une formulation standard. Desexperiencesnumeriquescon rment cette
etude, comme on peut le voir sur le tableau 5.2 L'espace memoire requis par la factorisation
discrete est derisoire pour r assezgrand. Asymptotiguement, on a besoinde 12 coe cien ts par
point de quadrature, soit 4 coe cien ts par degre de lib erte. Le stockage de la matrice sereduit
donc a 4 vecteursdansle casgeneral et 2 vecteurssi lesindices physiques";  sort reels.ll faut
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Ordre d'approximation 1 2 3 4 5 6 7
Tempsde calcul formulation standard | 55s 127s 224s 380s 631 939s 1380s
Tempsde calcul factorisation discrete | 244s  128s 106s 97s 96s 98s 103s
Stockage formulation standard 18Mo 50Mo 105Mo 187Mo 308Mo 473Mo 681Mo
Stockage factorisation discrete 23Mo 99Mo 6.9Mo 5.7Mo 5.0Mo 4.6Mo 4.3Mo

Tab. 5.2{ Comparaisonentre la formulation standard et la formulation discrete pour e ectuer
1000iterations du COCG pour un nombre de ddl constart egala 100 000. Cas deshexaedres.

comparer ce codt aux 6 vecteurs necessairesau COCG, et 8 vecteurs pour le BICGCR... On
voit clairemert que ce sort les vecteurs necessaires l'algorithme iteratif, qui codtent le plus.
Un autre point positif est que le codt de stockage de la matrice est largemert inferieur - d'un
rapport 4 erviron - au coit de la matrice elemerts nis d'ordre 1. En revande, le tempsde calcul
estplus elew, il estenviron egalau double. Ce rapport est vrai dansle casd'indices physiques
reels.Dans le casou cesindices sort complexes,le temps de calcul du produit matrice-vecteur
de la matrice elemerts nis d'ordre elewe seradu mémeordre de grandeur que pour la matrice
elemerts nis d'ordre 1.

Integration exacte

Comme pour le cas de Helmholtz, on peut se poser la question d'un choix de points
d'integration plus precis (k + 1 points de Gauss), pour evaluer les integrales.La factorisation
obtenue avec cespoints, est similaire :

M h = é Bh ét
Rh = ééAh étét
avec Ay, et By, de nies aux points de Gauss,au lieu de Gauss-Lobatto, et :
Cik = (%)
S = clne("®)
Une demonstration de cesfactorisations est fournie en annexeC.
Le codt du produit matrice-vecteur sera alors de 60r% + o(r%) au lieu de 36r# + o(r4).
Cependart, l'utilisation de formules d'integration exacte ou approchee donne le méme ordre
de corvergence.De plus, 'erreur de dispersionest en O(h? ?2) sur des maillages quelconques,

comme on le montrera dans le chapitre 7. Il est donc plus avantageux d'evaluer de maniere
approcheelesintegrales,a n de garder un produit matrice-vecteur optimal.

5.5 Calcul de modes propres

En 2-D, on obtient tous les modes physiqueset aucun mode parasite, cortrairement a la
secondefamille. Par souci de concision, on ne presertera donc que le cas 3-D. Le problemeest
la recherche de modes propres dans une cavit e cubique :

< trouver (! ;E)2 R H(rot;) E 6 0 tel que

I2E + rotrotE = 0 2 =1 1,1P
E n = 0 2@
Les valeurs propres analytiques d'un cube de cOte L sort connues:
| 2 _ 2(k2 + m2 + n2)

k Om>0n>0

kmin T L2
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5.5.1 Maillage regulier

On fait le calcul sur un maillage 3x3x3 avecune approximation d'ordre 5, ontrouvelesmodes
physiqueset uniquemert les modesphysiques.On ena ¢ he quelques-unssur la gure 5.11.0n

Fig. 5.11{ Quelquesmodes propres sur un maillage regulier 3x3x3 avec du Qs (11500 ddl).
Sous-irtegration avec despoints de Gauss.

voit que sur ce cas, la sous-irtegration avec les points de Gaussn'apporte pas de parasites.

5.5.2 Maillage non-r egulier

Sur un maillage tetraedrique decoue, il en va autrement. Sur la gure 5.12, on a dispos
certains modesproprestrouv es,un certain nombre est constitue de modesparasites.Le nombre
de modes parasites est de plus en plus important lorsqu'on diminue l'ordre d'approximation,
Q1 etant le plus touche. De plus, les valeurs propres parasites s'eloignert assez\lentemen”
lorsqu'on rane le maillage, et de fait elles polluent la solution pour des pas de maillages
utilis esen pratique. Il estdonc preferabled'utiliser lespoints de Gauss-Lobatto (on sous-irtegre
toujours la matrice derigidit e!). Commeon peut le voir surla gure 5.13,l'utilisation despoints
de Gauss-Lobatto pour integrerla matrice de rigidit e enleve totalement les modes parasites, et
ce pour tous les ordres d'approximation. Pour synthetiser la di erenceertre l'integration avec
points de Gausset points de Gauss-Lobatto,on a ¢ hele spectre obtenu par lesdeuxintegrations
surla gure 5.14.

5.6 Preconditionnemen t du systeme lin eaire

Comme dans le casde I'equation de Helmholtz, la matrice elemerts nis obtenue est tres
mal conditionnee, le conditionnemert se deteriore lorsqu'on rane le maillage, lorsqu'on aug-
mente la frequenceet lorsqu'on utilise des maillages de qualite mediocre. On a egalemen une
di cult e supplemenaire car le noyau de l'operateur rot-rot est de dimensionin nie. De fait, le
conditionnemert de la matrice seraegalemeh mauvais lorsqu'on choisira desfrequencegproches
de zero. Dans le presen expose, on privil egierale cashaute-frequencepar rapport au casbasse-
frequence,qui necessitedes techniques speci ques. On aura souwvert un domaine de calcul de
plus de quatre longueurs d'ondes de diametre et un maillage en espaceautour des huit points
par longueur d'onde.
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Fig. 5.12{ Quelquesmodes propres sur un maillage tetraedrique decoupe avec du Q4 (40000
ddl). Sous-irtegration avec despoints de Gauss.

Fig. 5.13{ Quelquesmodes propres sur un maillage tetraedrique decoupe avec du Q4 (40000
ddl). Sous-irtegration avec despoints de Gauss-Lobatto.

Pour pallier au mauvais conditionnemert de la matrice, il est necessairede preconditionner
le systemelineaire. On presette ici plusieurs preconditionneurs,dont la factorisation incomplete
et le multigrille. Nous n'utiliserons pas de decompsition en sous-domainesgar cette technique
n'est pas tresinteressate a utiliser dans un code sequertiel (cf. chapitre 2). Pour les lecteurs
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Fig. 5.14{ Distribution desvaleurs propres en utilisant les points de Gaussa gaudie, et les
points de Gauss-Lobatto a droite. Les lignes horizontales symbolisert les valeurs propres ana-
Iytiques.

qui veulert faire du parallele, on peut citer [Rappetti et Toselli, 2002]ou [Toselli, 2000].

5.6.1 Preconditionnemen t par un sous-maillage Q;

-,
— I I - -~

Fig. 5.15{ Sous-maillageQ1 d'une cellule elemenaire Q. transformation F; pour passerdu
carre de referencevers un petit carre du sous-maillage.

L'id eeestsimilaire a cequ'on a utilis e pour Helmholtz. On decoupe le maillageinitial suivant
les points de Gauss-Lobatto. On obtient ainsi une correspondancedirecte enire les degres de
liberte du sousmaillage Q; et lesdegresde lib erte initiaux. Une illustration 2-D du procede est
ac heesurla gure 5.15. Contrairement au cas scalaire, il est cependarnt necessairede de nir
un operateur de projection, a causede la transformation DF; ‘. On note les fonctions de base
d'ordre eleve ' (i) , et les fonctions de based'ordre 1 (;1). L'indice i represere la position
du degre de liberte tandis que l'indice s represerte son orientation (1 2 ou 3). L'operateur de
projection est une simple injection :

Pij = (i) &
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Soit apreschangemen de variables:
I:’i;j = (DFi t)s;t Aj(/\(i;s))

Or la fonction de based'ordre 1 a pour composarte tangenielle 1 sur I'aréte a laquelle elle est
assaiee, et 0 sur les autres arétes.On a par conequert :

Pij = (DF; st H

La transformation DF; transforme le cube de referenceK en un petit pave, issudu decoupage
du cube de reference sur les points de Gauss-Lobatto (voir gure 5.15). Les deux sommets
opposesdu pave sort :

AGL. AGL . AGL
( i )

"GL . GL . "GL
i17i27I3 ( )

et ig+1 i+l Qg+l

On en deduit I'expression dg DF;, qui estdonc diagonale:

1
GL GL
i1+1 i1
DFi = @0 T 9@ "G X
0 0 i3&l i3L

En de nitiv e, la matrice de projection estdiagonale,du momert quela numerotation desdd! du
sous-maillageQ1 concide avec la numerotation desddl du maillage original Q. Si cen'est pas
le cas,il faut en plus introduire une matrice de permutation. Le preconditionneur vaut donc :

Mh = PhA, 1P

ou Ay, estla matrice elemens nis du sous-maillageQ;. On a bien un preconditionneur symetrique.
On utilise un solveur direct pour resoudreles systemeslineairesAp, X = B.

On s'interessedansun premier temps a la di raction d'une sphere parfaitement conductrice
(cf. gure 5.16).On prend un maillage avec8/10 points par longueur d'onde pour une frequence
de 1.0, et on note le nombre d'it erations suivant la frequence,sur le tableau 5.3. On voit ici

Ordre F=0125F =025 F =05 F = 10 F = 15
Q2(110000dd)) NC 49 19 16 49
Q4(92000dd)) NC NC 42 30 123
Qe(72000dd)) NC NC 71 47 159

Tab. 5.3 { Nombre d'it erations du BICGCR pour une sphere parfaitement conductrice, pour
di erertes frequenceset avec un méme maillage. Le preconditionneur utilise est la matrice
elemerts nis d'ordre 1.

gue ce preconditioneur n'est pas adapte au casbasse-fequence.En e et lorsquele maillage est
beaucouptrop n vis-a-vis de la frequenceconsiceree, I'algorithme preconditionne ne corverge
pasau bout de 1000iterations. C'est un preconditionneur qui donne desresultats tr es satisfai-
sarts lorsqu'on est dans le regime de fonctionnemert (frequencede 1). Sanssurprise, on a une
deterioration lorsqu'on monte en ordre.

Dans un secondtemps, on etudie le preconditionneur pour le casd'un point sourcedansune
cavite cubique[ 2;2]°, on fait ewluer la frequenceEN adaptant le maillage pour avoir toujours
10 points par longueur d'onde, pas plus, pas moins. On obtient lesresultats du tableau 5.4. On
a choisi le casde la cavite car c'est un casplus di cile que la sphere parfaitement conductrice.
On peut ainsi clairemert obsener que le nombre d'it erations croit lineairemern en fonction de
la frequence.La di cult e du casmasquelesdi erencesentre lesordres d'approximation, alors
gu'on lesvoyait sur la sphere parfaitement conductrice.
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Fig. 5.16{ Partie reelledu champ diract e par une sphere parfaitement conductrice.

Ordre |F = 025 F = 05 F = 08
Q> 30 74 124
Q4 27 72 131

Tab. 5.4 { Nombre d'iterations du BICGCR pour une cavite cubique, pour di erertes
frequencesavec un maillage adapte. Le preconditionneur utilise est la matrice elemerts nis
d'ordre 1.

5.6.2 Preconditionnemen t a l'aide d'une factorisation incompl ete

Au lieu d'utiliser un solveur direct pour resoudrele systemelineaire de la matrice elemeris
nis d'ordre 1, on proposedans cette sous-sectiond'utiliser une factorisation incomplete. Pour
gue cette technique marche, il est necessairgcf. chapitre 2), de rajouter de 'amortissemert, et
donc de calculer la matrice d'ordre 1, Ay, avec un indice physique:

m= o+ )

Dans le chapitre 2, on avait vu que le choix (; ) = (1;0:5) etait satisfaisar, ainsi que le
choix d'un seuil de 0.01. Sur le tableau 5.5, on e ectue quelquestests a n de determiner le bon
choix de parametres. On voit que la factorisation incomplete edhout quasimeri tout le temps
si on ne met pas d'amortissemeri. M&meun seuil de 1e 3 estinsu san t! Quand on ajoute
de l'amortissemert, la factorisation incomplete donne de bons resultats et mene a des gains

importants de stockage, allant jusqu'a diviser par 10 le co0t memoire. Le choix ertre = 0.5
et = 1 estcornelien, il faut choisir ertre &tre rapide ou &tre peu cher en memoire. Comme
ce dernier point nous senble relativemert important, on choisit de prendre = 1 =1
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Seuil le 4 le 3 0:01 0:05 0:08 0:1
=1 =0 |30370Mo 1 =350Mo 1 =340Mo 1 =326Mo 1 =318Mo 1 =314Mo

=1 = 05|55299Mo0 55242M o0 55149Mo 82=74Mo 11655Mo0 14547Mo

=1 =1 |97244Mo 97=197Mo 99%108Mo 11053Mo 13340Mo 15534Mo

Tab. 5.5{ Nombre d'it erations du BICGCR pour une sphere parfaitement conductrice, pour
di erers jeux de parametres. Le preconditionneur utilis e est la factorisation incomplete sur la
matrice elements nis d'ordre 1.

et un seuil de 5e-2.0n remarqueraqu'il est necessairale prendre un seuil bien plus important
que pour I'equation de Helmholtz (1e-2) an de gagnersu samment en espacememoire par
rapport a un solveur direct.

5.6.3 Preconditionnemen t utilisan t la decomp osition de Helmholtz

On proposedanscette sous-sectiord'utiliser le preconditionneurmis enavant dans[Perrussel
et al., 2004]. Ce preconditionneur est detaille pour le cas des elemerts tetraedriques de la
premiere famille de Nedelec de plus bas ordre. L'extension aux hexaedresest immediate, mais
I'extension pour desordres d'approximation elewes senble delicate. Le preconditionneur utilise
la decomposition de Helmholtz :

Eh =1 4+ Ej

avec  potentiel scalaire exprime dans la basedeselemerts nis nodaux et E}, qui appartient
a l'orthogonal du noyau du rotationnel. On construit ainsi un operateur N de projection de
I'espacedes elemens nis nodaux vers I'espacedes elemens nis d'aréte. Pour les elemerts
d'ordre 1, il s'ecrit

8

< 1 silepoint j estla premiere extrémite de l'aréte i
Nij = . 1 si le point j estla secondeextrémite de l'aréte i

-0 sinon

On assenble egalemen la matrice elemerts nis nodaux :
A = N'ARN
Le preconditionneurx, = M r, s'ecrit alors:

Xn = 0 x =0

r = NYrn Anxp)

Descere de Gauss-Seidekur le systemeA x = r

Xn = Xp + N X

Descere et remortee de Gauss-Seidekur le systemeA x, = ry

x =0
r = NY(rn AnpXp)
Remorntee de Gauss-Seidekur le systemeA x = r

Xn = Xp + N X

L'auteur alterne les descetes et remonteesde Gauss-Seidela n d'avoir un preconditionneur
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symetrique. On se contente ici d'utiliser ce preconditionneur sur le sous-maillageQ1. Les cas
consideresdans[Perrusselet al., 2004]sort plutdt descasbasses-fequencespu le preconditionneur
senble particulieremen e cace. On a dispose sur le tableau 5.6, le nombre d'it erations selonla
frequencepour un pasde maillage x e, adapte pour la frequencel. Pour desfrequencedaibles,
le gain en nombre d'it erations estimpressionnart. Neanmoins,ce preconditionneur sou re d'in-

Ordre F=0125 F=025 F=05 F=075 F=1

Pas de preconditionneur 1262 1157 1253 1373 1250
Helmholtz ( = 1.0 = 0) 86 148 272 517 2750
Helmholtz ( = 1.0 = 1) 117 140 197 252 361

Tab. 5.6 { Nombre d'it erations du BICGCR preconditionne en utilisant la decomposition de
Helmholtz, en ajoutant ou non de I'amortissemert. L'element ni utilise est Q1 avec 110000
ddl ernviron.

stabilit espour desfrequencesassezelevees.Typiquemert, sije prendshuit points par longueur
d'onde sur un maillage Q; pour la sphere parfaitement conductrice et une frequencede 1, l'al-
gorithme iteratif ne corverge pas (il met 2750iterations avec 10 points par longueur d'onde).
Lorsqu'on regardede plus presl'e et du preconditionneur sur ce maillage, on s'apercoit que la
norme du vecteur apres application du preconditionneur est multipli e par 102! La precision
machine est de 10 6 environ, insu san te pour que ce type d'instabilit e soit cortrolee par
l'algorithme iteratif. An de stabiliser ce preconditionneur, il est indispensablede rajouter de
l'amortissemert, comme dans le cas de la factorisation incomplete. Comme on peut voir sur
le tableau 5.6, I'amortissemert fait gagneren nombre d'it erations surtout pour desfrequences
elevees.Pour le casbasse-fequence,le nombre d'it erations est legeremen superieur, sansqu'il
y ait matiere a crier au drame.

Lorsqu'on utilise ce preconditionneur pour des methodes d'ordre elewe (en passan par le
sous-maillage),on perd sesbonnesproprietes de convergencepour le casbasse-fequence.Mais
commeon peut le voir sur le tableau 5.7, son e cacit e est correcte dans le cashaute-frequence.
Il faut comparerles 361 iterations pour Q; (frequencel) et les 406, 456, et 518 iterations pour
respectivemert Q», Q4 et Qg. De plus, quand on monte en ordre, le codt du preconditionneur
reste constart car on passepar une matrice d'ordre 1. Le ratio co0t preconditionneur/co0t
produit matrice vecteur diminue en congquence.Theoriquemen, le preconditionneur colte
moins de trois produits matrice-vecteur pour I'ordre un, ceratio seraplus proche de 1.5 pour
desordresd'approximation eleves.Mais il faut prendre en compte qu'on a ete oblige de rajouter
une partie imaginaire a ", on a donc un co0t deux fois plus elew si les indices physiquessort
reels.

Ordre F=02F=05F= 10 F15
Q,(110000dd) | 399 270 406 592
Q4(92000dd]) NC 438 456  NC
Qe(72000dd]) NC 589 518 NC

Tab. 5.7 { Nombre d'it erations du BICGCR pour une sphere parfaitement conductrice, pour
di erertesfrequence®t avecun mémemaillage. Le preconditionneur utilis e estla decomposition
de Helmholtz sur la matrice elemerts nis d'ordre 1.

Si on veut garder un bon comportemen en bassefrequence,il est necessaired’e ectuer la
decomposition de Helmholtz directement sur lesfonctions de based'ordre elewe. Cette solution
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est di cile a mettre en oeuvre, et surtout le gain espere est quasi-rul, parce que le coat du
preconditionneur seratr esimportant car le preconditionneur utilise du Gauss-Seidelpour lequel
il est indispensablede stocker toute la matrice! Comme on I'a vu precedemmen, le coit de
stockage et de temps de calcul deviert assezvite prohibitif lorsqu'on monte en ordre.

5.6.4 Multigrille

On utilise un algorithme multigrille (cf. chapitre 2), comme preconditionneur. Cette ap-
proche a ete abordee par quelquesauteurs, dont [Hiptmair, 1998], [Bedk et Hiptmair, 1999],
[Gopalakrishnan et al., 2004], [Perrussel,2005]. La discretisation choisie est pour tous cesau-
teurs des elemeris nis tetraedriques ou hexaedriques de plus bas degre. De plus, quand ils
font deshexaedres,ce sort en fait descubes: forcemert les hexaedresquelconquesde plus bas
degre ne sort pas consistarts ! Les premiers utilisent plutdt du multigrille geometrique tandis
gue le dernier fait du multigrille algebrique. Nous nouslimiterons ici au multigrille geometrique.
Nous utilisons, commedanslesautres preconditionneurs,un sous-maillageQ; intermediaire, sur
lequel on applique une iteration multigrille.

Pour l'operateur de prolongemert, on utilise l'injection classique,a savoir :

Pis)it) = (Cj;t)( |f) €s
ou on a note ?j:t) lesfonctions de basedu maillage grossier, et f' lespoints ass@iesaux degres
de liberte du maillage n. L'operateur de restriction est choisi egal au transpose de l'operateur
de prolongemen. On choisit egalemen un operateur de post-lissagetranspos de l'operateur
de prelissage.On a ainsi un preconditionneur symetrique. Les operateurs de lissagesont bases
sur la decomposition de Helmholtz, commedans le casde la section precederie. L'operateur de
prelissages'ecrit :

x =0
r = NY(rn AnpXp)
Relaxation R surle systemeA x = r

Xn = Xp + N X
Relaxation R sur le systeme A x,, = rp

L'operateur de post-lissageest le transpo< :

Relaxation Rt sur le systemeAx, = rp

x =0
r = N'(rn  Apxp)
Relaxation R sur le systtmeA x = r

Xn = Xp + NX

Pour lesetapesderelaxation, on pourra utiliser du Gauss-Seidetommedansla sectionprecedertie
ou du Jacobi. L'avantage principal de ce dernier est de pouvoir esgerer I'utiliser avec desfonc-
tions de based'ordre eleve de maniere e cace, platot que de passerpar le sous-maillageQ;. On
n'a paseu le temps de realiser cette idee,nous comparonsles deux lisseurssur les tableaux 5.8
et 5.9. On garde I'amortissemert =1 = 1, pour lesraisons precedemmen enonees
(stabilit e, robustesse).Sur la grille grossere on utilise une factorisation incomplete au lieu d'un
solveur direct. Pour Q», on fait du 2-grilles, pour Q4 du 3-grilles et pour Qg du 4-grilles. Dans
cedernier cas, le preconditionneur ne senble pastrese cace ... Lorsqu'on utilise du Jacobi au
lieu de Gauss-Seidel,on est plus robuste sur les cas hautes-frequencesJe BICGCR corverge
toujours. Dans [Gopalakrishnan et al., 2004], il apparait necessaireque le pas de maillage du
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Ordre F =02 F =05F =10 F15
Q2(110000ddl) 87 56 162 560
Q4(92000ddl) 641 80 519 NC
Qs(72000ddl) NC 243 630 NC

Tab. 5.8 { Nombre d'it erations du BICGCR pour une sphere parfaitement conductrice, pour
di erertes frequenceset avec un méme maillage. Le preconditionneur utilise est une iteration
multigrille sur la matrice elemenis nis d'ordre 1. Relaxation de Gauss-Seidel.

Ordre F =02 F =05F =10 F15
Q2(110000ddl) 62 63 188 575
Q4(92000ddl) 549 95 294 784
Qs(72000ddl) NC 946 540 878

Tab. 5.9 { Nombre d'it erations du BICGCR pour une sphere parfaitement conductrice, pour
di erertes frequenceset avec un méme maillage. Le preconditionneur utilise est une iteration
multigrille sur la matrice elemens nis d'ordre 1. Relaxation de Jacobi (! = 0.5).

maillage grossier soit au moins de 4 points par longueur d'onde (il n'ajoute pas d'amortisse-
ment neanmoins).Or pour la frequencel:5, le maillage grossierne respecte pas cette corntrainte
pour Q», Q4 ou Qg. Cette cortrainte est respectee pour Q2 avec une frequenceinferieure a 1,
pour Q4 avec une frequenceinferieure a 0.5. Ceci expliqgue en partie la perte d'e cacit e du
preconditionneur sur certains cas.L'autre facteur enjeu estque pour lesfrequencedrop basses,
le passagepar le sous-maillageQ; n'est pas robuste. Globalemeri, l'ajout d'amortissemen a
tendancea stabiliser les casqui autremert ne convergeraien pasdu tout.

On peut choisir d'autres valeurs pour et plus appropriees,notamment 6 1. L'indice
physique du maillage grossierde niveau k (le maillage grossierde niveau O est le maillage n)
est:

L= ()

On diminue ainsi le nombre d'onde lorsqu'on passesur des maillagesde plus en plus grossiers.
Nous regardonsl'ewlution du nombre d'it erations en fonction de , enchoisissan =  sur

la gure 5.17,enchoisissan = > surla gure 5.18.0n utilise l'algorithme de Jacobi comme
algorithme de relaxation.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montre qu'il etait possible de realiser un produit matrice-
vecteur e cace sur les quadrilateres/hexaedres de la premiere famille. En 2-D, on peut se
satisfaire des points de Gauss-Lobatto et des points de Gauss pour integrer respectivemert
la matrice de masseet de rigidit e. En 3-D, ce choix donne lieu a des modes parasites, il est
preferable d'utiliser les points de Gauss-Lobatto pour integrerles deux matrices. Avec ce choix,
nous avons une methode vierge de modes parasites.

En outre, nousavonspresetie quelquespreconditionneurse caces pour cetype dediscretisation.
La plupart decespreconditionneurssort basessur lesequationsde Maxwell avecamortissemet,
an d'obtenir desalgorithmes stables. Dans le chapitre sept, nhous montrerons des experiences
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numeriquessur descasplus complexes.

146



Chapitre 6

M etho de de Galerkin discontin ue
sur les quadrilat eres/hexa edres

Face aux dicult es renmntrees par la seonde famille, on a tout d'abord
pense a utiliser une formulation Galerkin disocontinue, utilisant toujours le
méme esm@ce d'approximation local QY. On garde ainsi la condensation de
masse, la matrice de ridigit e creuse... Une telle approche est tres satisfai-
sante dans le domaine temporel, elle n'est pas tres heureusedans le regime
frequentiel, ou le nombre de degres de liberte est une quantite capitale lors
de la resolution du systeme lineaire. Dans la premiere section, on explicite
la discretisation choisie et le produit matrice-vecteur rapide qui en dewule.
Dans la deuxieme section, on montre qu'il est necessaie d'ajouter un terme
de penalisation a n d'obtenir une methade spectralement correcte.
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6.1 Description de la form ulation Galerkin discontin ue

On s'interessea une methode Galerkin discortinue sur les quadrilateres hexaedres, notre
principale sourced'inspiration est [Pernet, 2004].Pour lestetraedres,le lecteur pourra consuler
[Hesthaven et Warburton, 2002], et pour une presetiation plus abstraite, [Arnold et al., 2002].

6.1.1 Formulation variationnelle

On choisit danscette sectiondesnotations plut®dt 3-D, on montrera desresultats numeriques
2-D et 3-D. On part du systemeen E et H desequationsde Maxwell :
8

< I'"E rotH = f
I H rotE = O
On n'utilise pastout a fait le m&mechangemern de variable que precedemmern. On a choisi
H = i oH

an d'avoir une symetrie dans le role de E et H. La formulation Galerkin discortinue s'ecrit
(cf. [Pernet, 2004]):

Z Z Z Z
! "E H rot' fHg ' n = f! (6.1)
7 Ki 7 Ki ?(i Ki
[E] n' =0 (6.2)

(6.3)

On s'estplace sur un hexaedreK ;. Si on consicerela frontiere commune avecun autre hexaedre

Ki

Fig. 6.1{ Interface entre deux mailles elemertaires K; et K;

Kj (cf. gure 6.1), on a choisi les convertions :
1
fHg = E(Hi + Hj)

[El = (Ei Ej)
n sortante de K; versK;

On a choisi de faire une integration par parties sur la premiere equation et faire apparaitre ainsi
la moyenne plutdt que le saut de H. Ce choix repond au desir de montrer que la formulation
variationnelle est symetrique. En e et, les matrices de rigidit e sort bien transposesl'une de
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l'autre. Il nousreste a montrer que les deux termes de ux sort symetriques. La contribution
interieure destermes de ux est trivialement symetrique :
z
1 , 1
= H; i Njj et =
2 @ 2 @
En ce qui concernela contribution exterieure, elle est egalemen symetrique, mais c'est moins

immediat. A priori, on a destermes de signe oppo<e :
z z
1 1 1 1
— Hj i N et + — Ej Ni;j i
2 @& ’ 2 @ ’
Mais cesdeux termesne correspondernt pasa destermescroises,enfait il faut chercher lestermes
transposes sur I'hexaedre adjacert K. Sur ce dernier, on trouve les cortributions exterieures

Ei nmij '

suivantes : Z Z
1 1 1 1
+ > H; i i et > Ei nijj i
@i @i
On veri e bien la symetrie, letermeenH; ' ; n apourtransposE; n ', lesdeuxsort

egaux (facteur 1=2).
L'espaced'approximation pour les deux inconnuesest le méme:

Vi = fu2 (L?()) ® tel queDF'u F; 2 Q3g

On a choisilocalemen le m&émeespaceale polyndmesque dansle chapitre precedert. La presence
de DF' permet d'obtenir des matrices de rigidit e et de sauts independartes de la geonetrie.
On obtient ainsi un produit matrice-vecteur rapide, gu'on explicite dansla suite de ce chapitre.
Toutefois, si on omet cette transformation, il esttoujours possibled'obtenir un produit matrice-
vecteur rapide. La demonstration de ce point est fournie en annexe C. Neanmoins,on obtient
un algorithme de calcul legeremert plus lent, c'est pour cette raison qu'on n'a prefere garder la
transformation DF'.

Cette formulation Galerkin discortinue est souvernt appele LDG (Local Discortinuous Ga-
lerkin) dans la litt erature. C'est par opposition a des formulations du secondordre, a priori
plus adapte a une resolution du secondordre. Une presetation des formulations du second
ordre - dont IIPG, NIPG et SIPG - estfaite dans[Riviere et al., 1999].La derniere formulation
SIPG (Symmetric Interior Penalty Galerkin) aboutit a un systeme lineaire symetrique, ce qui
est primordial en regime harmonique. Elle est utilis ee par [Houston et al., 2005] et [Olson et
Hesthaven, 2004].

6.1.2 Expression des matrices

Pour les elemerts H! ou H(rot), il etait necessairede prendre les points de GaussLobatto
pour realisera la fois la condensationde masseet respecter la cortin uite de I'espaced'approxi-
mation. Avecla formulation Galerkin discortinue, on a tout un evertail de points qui realisen
la condensationde masse.Nous considereronsdeux alternatives:

{ Points de Gauss-Lobatto

{ Points de Gauss
L'avantage despoint de Gauss-Lobatto est d'avoir destermesde ux peu codteux. L'avantage
despoints de Gaussestd'avoir uneintegration plus precise,et de donnerune erreur de dispersion
plus faible [Pernet, 2004].

Le systemelineaire discret de la formulation Galerkin discortinue s'ecrit :

8
< IBYEn RhHn  SpHp Fn

0

| BZH, RLE, S\ Ep
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On note les matrices de masse:

(B%)J’k - wa J '

|
~

(Br%)j;k = 'j "k
Ki

la matrice de rigidit e, a laquelle on rajoute la cortribution interieure des ux

Z Z
_ X Co 1c

(Rn)jx = L k j N

i Ki @

la matrice de saut non-locale:

1 X z . :
(Sh)min = 5 nlK; mlKi N

ij voising @' @&,

Explicitons cesdi erertes matrices, apreschangemert de variable sur K . On adopte la notation :
Mis)y = Nies = Mi(R1) M, (R2) s (Rs)es

Les matrices de masseelemenaires sort identiques a cellesdu chapitre precdert :

(Bi)gsykn = ' QiDF *"DF () es e jx
(BAgsyn = 'j GiDF Y DR H(es er jx
Elles sort diagonalespar bloc 3x3. La matrice de rigidit e elemertaire est independarte de la
geonetrie : Z Z
1
(Rn)jx = ot "y + = M pooN
’ K 2 @

On utilise les deux egalites:
' — tin ' — 1 6 N
k Fi - DFI % I’Ot( J Fi)— J—DF,I"[ J
|

Le terme surfaciquepeut s'ecrire commeunedi erencede deuxintegralesvolumiquesindependartes
de la geonetrie, il est donc independant de la geonetrie. La matrice de saut elemertaire est
independarte de la geonetrie :

z
1

(Sh)m:n ) E @1\ X

'Aan‘l 'Amjk‘z ﬁ1;2
ou K, et K, sort deux cubesunitesayant une face commune.

Matrice de rigidit e elementaire

Detaillons un peu plus lesinteractions de la matrice de rigidit e elemertaire. On choisit deux
fonctions de baseorienteessuivant e; et e, :

My = MR, (R1)M s (Re)er

My (R1) "k, (R2) "k (R3)€2

)
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Le rotationnel de la premiere fonction de basevaut :
0

—_ A, AN
rot’ ; = i1 2

0

I3

N A0 A
J1 j2 I3

La partie volumique de la matrice de ridigit e vaut :

X
1 N 1 N a0 /N 1 AN 1 N ' N
"'m Ajl( ml) Ajz( mz) Aj3( ms)/\kl( ml) Akz( mz) Akg( m3)
m
En utilisant la relation ("}) = i, on trouve:

1 O /\ . .
! k1:ko;k3 Aj3( k3) j1k1 joika

La partie surfaciquede la matrice de ridigit e sereduit a deux integralessur les facesopposees

Rg3 = OetRz = 1:
Z

1
2 o "1 (R1)" (R2) "5 (0) M, (R1) "k, (R2) " (O) D et(ey ; ex; ez)dRy dR2
A0
oL

2 up N1 (R1)7 5 (R2)7 5 (1) My (R1) "k, (R2) " (L) D et(ey ; ex; €2)dR1 dR2

Sur lesautres faces,la contribution estnulle, a causedu determinant. En utilisant I'in tegration
numerique adequate sur les faces,on trouve la quartit e :

1 1 1 1 1
5! kika Ajs(o) "3 (0) Ajs(l) s (1)) juka jaika

2
Finalement, on recenselesinteractions suivantes pour la matrice de rigidit e :
h i
1 1 1 1 1 1
(Rh)(ji 1;(k;2) = D ks Ajos(/\ks) + 2 Ajs(o) "3 (0) Ajs(l) ks(1) kil ko juky jaike
h N 1 i
(Rh)(i: 1)i(k;3) = Dk IAjoz( ko) + E('Ajz(o)'/\kz(o) 'Ajz(l)l/\kz(l)) k! ks jiky jaiks
h i
1 1 1 1 1 1
(Rh)(j; 2);(k;3) = g Ajol(/\kl) + E(Ajl(o) ", (0) Ajl(l) (1) ko ks j2:k2 j3iks
Les autres interactions sort de signesopposes:
(Rn)Gg 2 = (Rn)g ki)
(Rn)G oy = (Rn)g ik
(Rn)G ok = (Rn)g 2k

On remarqueraque le terme surfaciqueet le terme volumique donnert la mémestructure creuse
de la matrice. Chaqueligne de la matrice elemertaire de ridigit e Ry, cortient 2(r + 1) elemeris
non-nuls. Mais, on disposede la propriete suivante (valable pour les points de Gauss et de
Gauss-Lobatto) :

LR+ %("‘k(O)"‘k(O) k(1)) = 0 8k

Cette propriete nouspermetda rmer qu'on aenfait 2r elemerts non-nuls sur chaqueligne de
la matrice. On a choisi de prendre cette de nition de la matrice derigidit e (avecla contribution

destermesde ux interieurs), a n d'avoir cenombre optimal d'elemeris non-nuls. Globalemen,
on aura un algorithme de produit matrice-vecteur optimal. La matrice de rigidit e cortient donc
nalement 6r (r + 1)3 ertreesnon-nulles.
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Termes de ux non-lo caux

On consicere la face 81 = 0 partagee enre deux hexaedres de reference K, et Ky, la
fonction test " ., est a support dans K1, alors que la fonction de base " (k;3) est a support

dansK5. Le terme de ux estalorsegala:

Z
1

2 oup 71(0)2 (X2) "5 (X3) My (1) "k (X2) ks (X3) D et(ez; ey ; ) dXdXs

Ce qui donne apresintegration numerique :

1
2 12 is 11(0) kl(l) j2:k2 jaks

On peut mener descalculs similaires sur les autres faces.
Le lecteur aura remarque que lorsqu'on utilise despoints de Gauss-Lobatto:

() = 0 8 2]0;r + 1]

La matrice de saut non-locale a par congquen une interaction non-nulle pour chaque degre
de liberte tangertiel de chaque face. Lorsqu'on utilise les points de Gauss, ce n'est plus vrai.
Tous lesdegresde liberte de K ; orientes suivant ey Ou e, vont interagir avectous lesdegresde
liberte orientes de K, suivant ey Ou e, placessur le méme axe parallele a Ox. Ainsi un degre
de liberte oriente suivant ey interagira avec:

{ r + 1degresde liberte orientessuivant e, de K

{ r + 1ddl orientessuivant e, de I'hexaedre adjacern ala facex = 1
{ r+ 1ddl orientessuivant e, de I'hexaedre adjacert alafacez = 0
{ r+ 1ddl orientessuivant ex de I'hexaedre adjacert ala facez = 1.

Le nombre d'elemerts non-nuls de chaque ligne de Sy, devient alors egala 4(r + 1) (interaction
avec 4 hexaedres). On aurait a premiere vue un produit matrice-vecteur Sy X deux fois plus
colteux que le produit Ry, X lorsqu'on utilise les points de Gauss! Heureusemety on dispose
d'une secondevue, et il estassezclair qu'on peut ecrire un produit matrice-vecteur rapide pour
ShX.

En e et, ceproduit s'ecrit pour la facex = 0 et lesddl orientessuivant ey :

1 . X
(Sh X)) = S'iatis . (0) M (1) X (ke 231 2):3]
k1

On remarque gque la somme ne fait pas intervenir j;, on evalue donc dans un premier temps
l'extrap olation de X au point (0; 7j,; j,) :
X
Vizis = "k (1) Xk 20):3]
k1
Et dansun secondtemps, on calcule le vecteur produit :

1 1
(Sh X)g2) = 5! P2t MN1(0)Vj 4

La premiereetape, commela secondenecessite2 (r + 1)2 operations (on consicerequ'on assenble
le produit, on adoncune multiplication et une addition). Chaquefacede I'hexaedre K; demande
8(r + 1)3 operations. Le produit matrice vecteur S, X estdonc de complexite en O(r 2) alors que
le produit matrice vecteur R, X esten O(r#), doncle coit de calcul des ux deviert negligeable
si on utilise un ordre d'approximation su samment elewe.
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6.1.3 Termes de penalisation

De maniere classique,les mathematiciens introduisert dans la formulation Galerkin dis-
cortinue, destermes de penalisation, qui leur permettent de montrer desestimations d'erreur
optimale. On peut ainsi ajouter a I'equation (6.1) :

Z
i! [E n] ' ndx
@
Et un terme similaire pour I'equation (6.2).
z
i! [H n] " ndx
@
Lescoecients et doivent etre positifs pour correspondre a un amortissemen (ce signeest
lie ala convertion i! t qu'on a choisi). Dans la suite, on prendra toujours :
=0 = 05

En eet, en l'absence d'amortissemert sur H, il est aise de faire un complemert de Scur
pour eliminer I'inconnue H . La valeur 0:5 est classiqguemen utilis eedans les methodes Galerkin
discortinues. |l existe d'autres valeurs plus \optimales”, ce n'est pas notre precccupation.
Apreschangemern de variables, le terme de penalisation deviert egala :
Z
. 1 t .
PLE = i —DF!DFI[E Al "™ n
g ds
On choisit comme d'habitude de ne pas expliciter la matrice assaiee a ce terme. On prefere
utiliser un produit matrice vecteur rapide. La premiere etape est le calcul de E aux points
d'integration de chaqueface (extrapolation de E). Cette phasea deja ete realiseelors du calcul

L . . 1
dessauts. La secondeetape estl'application de la transformation geometrique as DF!DF;. On

calcule cette matrice 3x3 sur tous les points de quadrature de chaque face. Pour chaque point
de quadrature on doit multiplier cette matrice par la valeur extrapoleede E  A. Comme on
ne consicere que les valeurs tangertielles du champ electrique, on n'a besoin en pratique que
d'une sous-matrice2x2. La troisieme et derniere etape est I'integration cortre les fonctions de
base.Cette etape peut etre regroupee avec le calcul destermes de ux. Pour chaque point de
quadrature, on a 2 soustractions (di erenceentre les composartes tangertielles de E; et Ej), 4
multiplications et 2 additions pour la multiplication avecla matrice 2x2 et deux additions pour
rajouter la cortribution du terme de penalisation aux termesde ux. Au total, on a besoinde
10 operations par point de quadrature.

6.1.4 Calculs de complexit e

An demieux xer lesidees,il estutile defaire un calcul de complexite a n de comparerles
methodes de Galerkin discortinue (points de Gaussou Gauss-Lobatto) avec la secondefamille
de Nedelec. On recapitule les co0ts de calcul en utilisant les points de Gauss-Lobatto :

Coot BEX et B2X :30(r + 1)*Ne

Co0t Ry X et RE X @ 24r (r + 1)°Ng

Co0t Sp X et St X :48(r + 1)2Ne

Pour les points de Gauss,ce dernier co0t est plus elewe :

Co0t Sp X et St X :96(r + 1)3Ne

On rajoute le co0t du terme de penalisation : Co0t P, X : 60(r + 1)°Ne
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Fig. 6.2{ A gaudie temps de calcul en fonction de l'ordre d'approximation pour le cas2-D, a
droite cas3-D. Nombre de ddI constart.

Le nombre de degres de liberte est egal a 3(r + 1)3Ne. Sur la gure 6.2, on a represene le
temps de calcul en fonction de l'ordre d'approximation, lorsqu‘on comparea nombre de degres
deliberte constart. Logiguemert, ontrouve une complexite lineaire pour la formulation Galerkin
discortinue, car on n'a plus de cortin uit e de certains degresde lib erte commedansla formulation
H® ou H(rot). Sion prend un mémepasde maillage, le nombre de degresde lib erte en Galerkin
discortinue est bien plus important en 3-D qu'en 2-D par rapport aux nombres de degres de
liberte en formulation H(rot). Ce point explique, qu'a nombre de ddl constart, la formulation
Galerkin discortinue donne un produit matrice vecteur plus rapide que la formulation H(rot)

en 3-D. Sion utilise un ordre bas, les points de Gaussfournissert une solution plus preciseque
les points de Gauss-Lobatto, mais le co0t du produit matrice-vecteur est bien plus elewe. Si on
utilise un ordre elewe, le colt est proche, mais le gain en precisionn'est pas terrible. Le choix
est cornelien, seulel'experience nous permet de trancher et de preferer les points de Gauss, il

est toujours bon d'avoir le moins de degresde lib erte possible.Le stockage est comparablea ce
gu'on a pour la premiere famille, lorsquel'on utilise la factorisation discrete pour cette derniere.

6.1.5 Conditions aux limites

Nous rappelonsici commert on prend en compte les conditions aux limites, pour une des-
cription plus complete, le lecteur pourra sereferer a [Piperno et Fezoui, 2003]. On se place sur
un hexaedre K; dont une desfaces estun bord du domaine de calcul. On n'a pas d’hexaedre
de l'autre cote de cette face, il faut donc donner une autre de nition des ux numeriques:

(Hi + Hj) ' nd
Z
(Ei Ej) n'd

Nl = NI
N

LesvaleursE; et H; nesort pasde nies car il n'existe pasd'hexaedreK ;. On exploite alors la
condition aux limites sur  pour donner une de nition a cesdeux valeurs.
Condition de Dirichlet E n = f :

Ej n= E; n + 2f Hj = H;
Condition de Neumannn (H n) = f:

EjZEi Hj= H; + 2f
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Condition de Silver-Mellern (H n) =i —-E n:

6.1.6 Resolution du systeme lin eaire

On peut choisir de garder lesdeux inconnuesE et H ou faire un complemert de schur pour
ne consener que E. Le complemert fournit alors le systeme:

1 2BREp + (Rn + Sh) (Bf) '(Rf, + SH)En = ! Fy

Sur le tableau 6.1, on donne les tailles des matrices LU necessairea une resolution directe,
suivant qu'on choisit ou non d'eliminer une inconnue. Cessimulations ont ete realissessur des

Ordre d'approximation 1 2 3
DG Lobatto sanscomplement | 1687 Mo 1774 Mo 2647 Mo
DG Gausssanscomplemert 5709 Mo 11623 Mo 28100 Mo

DG Lobatto 1688 Mo 2 010 Mo 2520 Mo
DG Gauss 5642 Mo 11398 Mo 24622 Mo
Premiere famille 496 Mo 544 Mo 768 Mo

Tab. 6.1 { Taille memoire requise par une resolution directe, cas 3-D. On compare a nombre
de ddl constart (80000).

maillages deformes. On compareavec la premiere famille sur les hexaedres(cf. chapitre 5). On
remarquera que le complemert de Schur ne nous fait pas gagner en stockage. Les points de
Gaussdonnert desmatrices LU necessitah un stockage environ 10 fois plus important qu'en
utilisant les points de Gauss-Lobatto. Les points de Gauss-Lobatto fournissert egalemen un
stockagetresimportant, cequi exclut l'utilisation d'un solveur direct sur lesmethodesGalerkin
discortinues 3-D.

En cequi concernele solveur iteratif, il estinteressah de considerer plut®dt |'equation fournie
par le complement de Schur. Cela permet d'avoir desvecteursd'it eration deux fois plus petits,
et donc de gagnerun facteur 2 en stockage. On utilisera comme pour |'equation de Helmohltz,
du BICGCR au besoinpreconditionne par une factorisation incomplete sur I'equation amortie,
ou par une decomposition en sous-domaines.

Pour trouver les modes propres et valeurs propres, on passerapar le complemert de Sdur,
car il nous ramene a etudier les valeurs propres d'une matrice symetrique positive. Si on avait
garde les deux inconnuesE et H, on aurait eu une matrice symetrique mais inde nie (de fait
lorsque! estvaleur propre, ! estegalemem valeur propre).

6.2 Presence de modes parasites ?

6.2.1 Etude de convergence
Cas 2-D

Cas du disque On s'interessedansun premier temps au casdu disque parfaitement conduc-
teur. On reprend le castest du cinquieme chapitre (cf. gure 5.2), on utilise une condition
de Silver-Muller sur la frontiere exterieure. On trace les courbesd'erreur en fonction du pasde
maillage sur la gure 6.3.L'erreur estcalculeesur H, qui estle rotationnel de E a une constarte
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pres.Pour la secondefamille, on calculait egalemen 'erreur sur H, mais commeH n'etait pas
une inconnue principale de la formulation variationnelle, on dewait evaluer le rotationnel de E.
L'avantage de la formulation Galerkin discortinue est que H est une inconnue du probleme et
les deux inconnues E et H jouent un rple similaire. Les erreurs commisessur E ou H sort
equivalentes en 3-D, en 2-D c'est moins clair.

O,
17 ~
I
2t o’
5 3l
5 .
S 0
g 47 =
o
5 . ——Q1
v —e—Qz
, ~ Q3
6 B O
% -6-Q5

16 14 12 0.8
log, ,(h/(r+1))

Fig. 6.3{ Evolution de l'erreur sur H ertre la solution numerique et la solution analytique en
fonction de h=(r + 1), ou h est le pas de maillage, r I'ordre d'approximation. Echelle log-log.
Cas du disque sur desmaillagesreguliers.

On choisit de prendre en abscissda variables h=(r + 1), celapermet de comparer de facon
equitable lesordresd'approximation. On voit que sur ce petit cas,a nombre de degresde lib erte
X e, on gagne en precision lorsqu'on monte en ordre. Au niveau des ordres de corvergence,
on mesure une corvergenceen O(h¥%%) pour Q1, une corvergenceen O(h*®) pour Q,, une
convergenceen O(h%1% pour Qs, une corvergenceen O(h>88) pour Q4 et une convergence
en O(h%%) pour Qs. Au vu de cesmesures,on peut conjecturer que la methode de Galerkin
discortinue corverge en O(h'*?) si l'ordre est pair et en O(h") si l'ordre est impair. Cette
distinction ordre pair/ordre impair a ete signakevia une etude numerique 1-D [Piperno, 2003].
On e ectue la méme demarde sur des maillagestriangulaires decouges, qui nous posaiert des
problemesdans le chapitre precedert : On n'observe pas de corvergenceerratique commedans
le casde la secondefamille de Nedelec sur les quadrangles.Contrairement au casregulier, on
obtient une corvergenceen O(h'*1) (on mesure une pente de 1.95 pour Q; et de 3.02 pour
Q2). Il n'y a plus de distinction ordre pair/ordre impair. On comparela precisionobtenue avec
les points de Gauss, par rapport aux points de GaussLobatto sur la gure 6.5. On voit que
l'utilisation despoints de Gauss-Lobatto donnele m&meordre de convergencesur desmaillages
triangulaires decoupes, mais la constarte est bien plus elevee pour les points de Gauss-Lobatto.
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Fig. 6.4{ Evolution de l'erreur sur H ertre la solution numerique et la solution analytique en
fonction de h=(r + 1), ou h estle pas de maillage, r I'ordre d'approximation. Echelle log-log.
Casdu disque sur desmaillagestriangulaires decoupes.
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Fig. 6.5{ Evolution de l'erreur sur H entre la solution numerique et la solution analytique en
fonction de h=(r + 1), ou h est le pas de maillage, r I'ordre d'approximation. Echelle log-log.
Cas du disque sur des maillagestriangulaires decoues.
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Cas du carre On consicere un carre parfaitement conducteur 6.6. La solution de reference

Fig. 6.6{ A gaude, partie reelledu champ total pour carre de cote 2. a droite partie reelledu
champ di ract e.

est calculee sur un maillage n avec de l'ordre elewe, on garartit une erreur inferieure a 10 4
sur la solution de reference.On trace les courbes de corvergencepour la methode Galerkin
discortinue sur la gure 6.7.0n voit sur cette gure, qu'on obtient une corvergenceen O(h*=3),

,G,Qz
Q3
,G,Qs
s
)
=
(@]
o
4 L L L J
4 6

5
IoglO(Number dof)

Fig. 6.7 { Evolution de l'erreur sur H erire la solution numerique et la solution de reference
en fonction de h=(r + 1), ou h estle pasde maillage, r I'ordre d'approximation. Echelle log-log.
Casdu carre sur desmaillagestriangulaires decoupes.

mais que la constarte est bien plus petite quand on monte ordre. Il reste donc interessan

de monter en ordre en presencede coins. Sur la gure 6.8, on compare les erreurs commises
par la formulation Galerkin discortinue, la secondefamille et la premiere famille en fonction

du nombre de ddl, ce pour divers ordres d'approximation. On voit que la formulation Galerkin

discortin ue est competitiv e par rapport a la premiere famille. La secondefamille donnetoujours

une corvergenceen derts de scie.
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Fig. 6.8{ Evolution del'erreur sur H entre la solution numerique et la solution de referenceen
fonction du nombre de ddl. Echelle log-log. Cas du carre sur des maillagestriangles decoupes,
plusieurs elemerts nis utilises.

Dansl'ensenble desexperiencesnumeriquesmenees,on n'a jamais obsene d'ondesparasites,
méme sur des maillages relativemen grossiers(6/7 points par longueur d'onde). La methode
senble tresrobuste comparativemert a la secondefamille.
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Cas 3-D

Maillages reguliers On s'interesseau cas d'une sphere parfaitement conductrice (cf. -
gure 5.6), on utilise une condition de Silver-Meller sur la frontiere exterieure. On intro duit
l'erreur H-rot (qui esten fait une erreur L2, car on disposede H) :

. . . , 1=2
jjENUmerique  ganalytique;; + jjH humerique 1 analytique;;

2 2
L2() L2()

error = =

ijanaIytiquejjﬁz() + joanalytiqueijZ()

On trace les courbesd'erreur en fonction du nombre de degresde liberte sur la gure 6.9. Le
nombre de degres de liberte est le nombre d'inconnues utiliseespour E uniqguemert. Le pas
de maillage h est considere proportionnel a l'inverse de la racine cubique du nombre de ddl.
Au niveau des ordres de corvergence,on trouve un ordre de 1:08; 3:42; 3:30; 2:65 et 5:28 pour

Ioglo(error)
N
T

25 1
——0Q1 \\
3 | _ ) 7Q2 \\ B
—0— Q3 \\
35| —v-04 % 1
-6-Q5
4 L L L L
4 4.5 5 5.5
log, ,(Number dof)

Fig. 6.9 { Evolution de I'erreur H-rot erntre la solution numerique et la solution analytique en
fonction de h=(r + 1), ou h estle pasde maillage, r I'ordre d'approximation. Echelle log-log.

respectivemert Q1, Q2, Qz, Q4 et Qs. Pour Q1, il senble qu'on corvergee ectivemert en O(h),
on retrouve le cas2-D sur desmaillagesreguliers.Pour lesautres ordres, on ne peut pasconclure,
la convergenceetant irr eguliere.

Maillages non-structur es On met en valeur dans ce paragraphelimp ortance de penaliser
la formulation Galerkin discortinue sur des maillagesnon-structures.Le premier castest est la
diraction par une spheredielectriqued'indices” = 4 = 1. Lessolutions numeriquesde ce
problemesort a c heessurla gure 6.10.Un casplus dicile estle casd'un cube, al'interieur
duquel on a place une sourcedipolaire :

12E + rotrot E = f sur = [ L,1P
E n = 0 sur@
1 7 r?
f = —exp( >—)€x
ro ro
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Fig. 6.10{ Champ diract e E4 pour la formulation Galerkin discortinue (points de Gauss). A
gaudie sanspenalisation et a droite avec penalisation = 0:5. On utilise le m&me maillage et
une approximation Qs.

ro estle rayon de la gaussienneggala 0.6. Sur un maillage tetraedrique decouge (cf. gure 3.5),
on obtient lessolutionsdela gure 6.11.0n voit que le terme de penalisation permet d'obtenir
une solution relativemen propre, alors quela formulation Galerkin discortin ue sanspenalisation
donne une solution fortement perturbee.Dans la suite, on exhibera les parasitesa l'aide d'une

Fig. 6.11{ Champ Ey pour la formulation Galerkin discortinue (points de Gauss). A gaude
sanspenalisation et a droite avec penalisation = 0:5. On utilise le m&me maillage et une
approximation Q4.

etude de valeurs propres.

6.2.2 Etude de valeurs propres

Une etude numerique pour des triangles/t etraedres est realisse dans [Hesthaven et War-
burton, 2004]. Pour I'analyse theorique, on renvoie le lecteur a [Bu a et Perugia, 2005]. Nous
nouslimitons dans cette partie uniquemert au casde quadrilateres/hexaedressur desmaillages
reguliers et non-structures. Au premier abord, il nous a senble que la formulation Galerkin
discortin ue etait exempte d'ondes parasites. On va constater dans cette sous-sectionqu'il n'en
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est rien. On distingue la formulation Galerkin discortinue avec points de Gausset points de
Gauss-Lobatto.

Cas 2-D, points de Gauss-Lobatto

Mo des propres en maillage regulier Commedansle casde la secondefamille, on n'a pas
de valeurs propres parasites, mais une multiplicit e incorrecte. Les modespropres physiquessort
indissociablesdesmodespropres parasitescommeon le voit sur la gure 6.12.Lorsqu'on ra ne

Fig. 6.12{ 13 premiers modes propres pour un maillage 20x20 avec une approximation Qj.
Utilisation despoints de Gauss-Lobatto.

le maillage, la multiplicit e des valeurs propres n'est pas modi ee, on n'a pas de proliferation
incontrol ee des modes parasites comme dans le casde la secondefamille. Les modes parasites
sort toujours a la méme place, mais leur forme varie quand on ra ne le maillage.

Mo des propres en maillage non-r egulier L'utilisation de maillagesnon-reguliersesttres
bere que, on recensebeaucoup moins de modes propres parasites que dans le cas regulier,
nous en exhibons quelquesuns sur la gure 6.13, sur le maillage 4.14 avec une approximation
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Fig. 6.13{ Quelgquesmodesproprespour un maillage triangulaire decoupe (approximation Qs).
Utilisation despoints de Gauss-Lobatto

Qs. Sur ce maillage, le mode parasite a ¢ he est le premier qu'on rencortre dans le spectre!
Lorsqu'on utilise un maillage triangulaire plus n qu'on decoupe, les valeurs propres parasites
sorn repouseesplus loin dans le spectre. Il est possible que sur des maillages non-reguliers,
la methode Galerkin discortinue soit spectralemert correcte, alors qu'elle ne I'est pas sur des
maillagesreguliers.
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Fig. 6.14{ A gaude distribution desvaleursproprespour la secondefamille, a droite distribu-
tion pour Galerkin discortinue avec points de Gauss.Lestraits horizontaux rougessymbolisert
les valeurs propres analytiques. Les points bleus sort lesvaleurs propres numeriques.On utilise
une approximation Qi sur un maillage 20x20 pour les deux.

Cas 2-D, points de Gauss

Maillage regulier On obsene une di erencenotable avec les points de Gauss-Lobatto. On
obtient desvaleurspropresparasites,lesvaleurs propres physiquesont une multiplicit e correcte.
La conequenceémmediate est que lesmodespropres physiquessort dissaciesdesmodespropres
parasites(voir gure 6.15). On synthetisela di erencede distribution desvaleurs propresenre
la secondefamille et Galerkin discortinue sur la gure 6.14.Cette gure conrme, d'une part,
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Fig. 6.15{ 13 premiers modes propres pour un maillage 20x20 avec une approximation Qj.
Utilisation despoints de Gauss.

la proliferation des modes propres parasites pour la secondefamille et, d'autre part, la non-
proliferation pour Galerkin discortinue.

Maillage non-r egulier Il n'y a pasde di erencenotable avec les points de Gauss-Lobatto,
onac hesurla gure 6.16lesmodesproprestrouvesavecle premier mode parasite trouv e sur
ce maillage. D'autres modes parasitesexistert, mais bien plus loin dansle spectre. Le maillage
non-regulier est aussitr esbene que lorsqu'on utilise les points de Gauss.
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Fig. 6.16{ Quelquesmodesproprespour un maillage triangulaire decoupe (approximation Qs).
Utilisation despoints de Gauss
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Cas 3-D

Maillage regulier On n'a pasnote de di erencefondamertale entre les points de Gausset
les points de Gauss-Lobatto. En e et lorsqu'on utilise un maillage regulier, on a des valeurs
propres parasiteset desvaleurs propres de multiplicit e incorrecte. Les valeurs propres trouv ees
correspondert a desvaleurs propresdu type:

20k2 + m2 + n2
T — LT ") k>om on o0

Ainsi certainesvaleurspropressort parasitescommeon peut le voir surla gure 6.17.Du fait de
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0 -~ — - eseses g

0 1‘0 26 36 40 50

Number eigenvalue
Fig. 6.17 { Distribution desvaleurs propres pour Galerkin discortinue avec points de Gauss.
Lestraits horizontaux rougessymbolisert lesvaleurspropresanalytiques. Lestraits horizontaux
verts symbolisert les valeurs propres en choissisan (k;m;n) = (1;0;0) ou (2;0;0). Les points
bleus sont les valeurs propres numeriques. On utilise une approximation Q; sur un maillage
10x10x10(24 000 ddl).

la multiplicit e incorrecte, il estimpossiblede dissccier les modes propres physiquesdes modes
propres parasites, on exhibe quelquesmodes parasitessur la gure 6.18.Le mode (0,1,1) estde
multiplicit e physique 3, alors qu'on trouve numeriquemen six modesassaies. Le mode (1,1,1)
de multiplicit e physique 2, n'est pas parasite. Neanmoins,nous avons commeen 2-D une non-
proliferation desmodes parasites.Lorsqu'on ra ne le maillage, le nombre de modesassaiesa
une valeur propre est constart.

Maillage non-structur e Le maillage considere dans cette section est celui de la gure 3.5

decoupe enhexaedres.On utilise une approximation Q4. Un tel maillage estadapte a la frequence
1 (10 points par longueur d'onde). On s'attend a obsener le méme apport \b ene que" qu'on

avait en 2-D. Bien au cortraire, I'e et esttresmale que! Sur la gure 6.19, on a represene

la distribution des valeurs propres obtenues. On a beaucoupde valeurs propres parasites, qui

polluent le spectre ertier, avecun espacemenregulier. Nous avons obsene une proliferation des
modes parasiteslorsqu'on ra nait le maillage. Plus on ra ne le maillage, plus on a de valeurs
propres parasites. Lorsqu'on monte en ordre en gardarnt le meémemaillage, le nombre de valeurs
propres parasitesdiminue. On a represene sur la gure 6.20 les modes parasites et les modes
physiques, qu'on peut dissccier en maillage non-regulier. Neanmoins, il faut partir a la péde

pour lestrouver, generer 100 modes, pour esgerer en trouver quelguesuns de physiques... Les
premiers modes physiques( mode (0,1,1) en haut a droite, mode (1,1,1) en-dessous)ort tres
bien approches.
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Fig. 6.18{ Quelguesmodespropres sur un maillage regulier 10x10x10(24 000 ddl). Utilisation
despoints de Gauss
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Fig. 6.19{ Distribution desvaleurs propres pour Galerkin discortinue avec points de Gauss-
Lobatto. Les traits horizontaux rougessymbolisert les valeurs propres analytiques. Les points
bleus sort les valeurs propres numeriques. On utilise une approximation Q4 sur un maillage
non-structure.
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Fig. 6.20{ Quelgquesmodespropres sur un maillage non-structure (72000 ddl). Utilisation des
points de Gauss-Lobatto. On represene principalemen les modes propres physiques.
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Inuence de la penalisation Au niveaudiscret le problemeaux valeurs propres secrit :
' B+ i Pl)E + (Rnh+ Sp)H = 0

0

(Rnh + Sp)'E I (B2+ i Pp)H

On ne peut paseliminer H si 6 0, mais on le prend egal a zero! On elimine donc H et on
cherche les valeurs propres d'une matrice complexe symetrique. Les valeurs propres sort donc
complexes.On consicere le méme maillage tetraedrique decoupe de la gure preaderte, on
utilise une approximation Qs. L'ajout du terme de penalisation rejette les modesparasitesdans
le plan complexeavecune partie imaginaire assezlevee,commeon peut le voir surla gure 6.21.
Seulsles modes physiquesgardert une partie imaginaire proche de zero. Sur la gure 6.22,0n

1 " " .
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o5k -+ Numeric eigenvalues DG Q3 | |
= .
=
< Oor =2 =2 ] &8 8B 8 8 8B 8 8 H
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>
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k<]
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> |
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Real part of eigenvalue w

Fig. 6.21{ Distribution desvaleurs propres pour Galerkin discortinue avec points de Gauss-
Lobatto et terme de penalisationm = 0:5. On utilise une approximation Qs sur un maillage
non-structure.

a dispos les modes propres physiques pour des frequencescroissartes. Sur cette gure, on a

choisi de visualiser le module du champ electrique plut®dt que la partie reellede la composarte

suivant X. Dansnosexperiencesnumeriques(en maillageregulier ou non-structure), nousn'avons
jamais trouve de mode parasite qui n'etait pasrejete dansle plan complexe.De plus, la partie

imaginaire desmodesphysiquesest tr espetite, d'autant plus que le maillage est n (forcemert

les valeurs propres corvergen verslesvaleurs propres analytiques reelles).xProbablemen, que
la formulation Galerkin discortin ue est spectralemert correcte pour les hexaedresde la seconde
famille.

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons decrit une methode de Galerkin discortinue sur les hexaedres,
utilisant les mémesespacedocaux que la secondefamille de Nedelec. Les matrices de rigidit e
obtenuessort creuseset independartes de la geomnetrie. Les matrices de massesort diagonales
par bloc 3x3. On obtient ainsi un produit matrice-vecteur rapide et peu codteux en stockage.

ELorsqu'on utilise une formulation Galerkin discortinue, on ne rencortre pasde dicult es
dansle cas2-D, ou le nombre de modes parasites est restreint et leur impact sur la qualite de
la solution est negligeable.Lorsqu'on passeau cas 3-D, le nhombre de parasites est bien plus
important, ce qui oblige a rajouter a la formulation variationnelle un terme de penalisation.
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Fig. 6.22{ Quelguesmodespropressur un maillage non-structure (39000ddl). Utilisation des
points de Gauss-Lobatto avec terme de penalisation. On n'observe que des modes physiques.
Module du champ electrique.

Grace a ce terme de penalisation, on obtient une methode robuste, gardant un stockage tres

faible et un produit matrice-vecteur rapide.
L'inconveniert principal reste le nombre de degresde lib erte tresimportant, par rapport a

la premiere famille.
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Chapitre 7

Comparaison hexaedres / tetra edres
pour les equations de Maxw ell 3-D

Nous nous proposons dans ce chapitre d'etablir des comparaisons entre
les elements nis hexadriques de la premiere famille et les elements nis

tetraedriquesde la premiere famille. Nous faisons en premier lieu une etude
de dispersion sur des maillages periodiques. Nous ferons une comparaison
sur le cas academiquede la sphere. Finalement, nous traiterons descas com-
plexes3-D, utilisant les preconditionneurs presenes dans le chapitre .
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7.1 Analyse de disp ersion

Le procede d'obtention deserreursde dispersionestidentique a celui utilis e dansle chapitre
trois pour I'equation de Helmholtz. On ne revient pasdessusEn outre, on adopte une de nition
similaire pour evaluer la constarte L? de I'erreur de dispersion. La seuledi erenceest dans la
de nition de ~ Comme on a des degres de liberte vectoriels, il est necessairede chaisir la
de nition suivante :r

Nombre de degresde lib erte independarts / 2
= - - . en2-D
Aire du motif elemenaire

r
s Nombre de degresde lib erte independarts / 3

Volume du motif elemertaire
On rappelle qu'on utilise la variable K :

- = en 3-D

6kh

K =
2 F

7.1.1 Cas 2-D
Elements nis quadrilat eraux

Pour les quadrilateres, on obtient les mémeserreurs de dispersion que pour le casscalaire.
Une demonstration d'une telle propriete estfaite par [Cohenet Monk, 1998],[Ainsworth, 2004b],
la demonstration est egalemen realisee dans le cas de la secondefamille. Il estinteressan de
noter que la premiere et la secondefamille donnent la m&me erreur de dispersion, alors que la
premierefamille necessitanoins de degresde lib erte. On rappellel'erreur moyennede dispersion,
sur les elemerts nis quadrilateraux (cf. chapitre 3), sur le tableau 7.1.

Ordre d'approximation | Q1 Q2 Qs Q4 Qs
Integration exacte 6:76e 2K? 1.80e 2K?%* 598 3K® 222 3K® 874 4K
Integration approchee | 6:76e 2K ? 898 3K?* 1:9%e 3K® 554 4K3® 1:74¢ 4K

Tab. 7.1{ Constante L? de I'erreur de dispersion pour les elemerts nis quadrilateraux

On e ectue les mémescalculs dans le cas de maillages triangulaires decouges, on s'attend
dans ce cas a avoir une di erencepar rapport au cas scalaire, car les maillages ne sort pas
crees par tensorisation d'un maillage 1-D. Les erreurs de dispersion trouv eesdans ce cas, sort
visibles sur le tableau 7.2. Sur desmaillagesfortement modi es,l'ordre de l'erreur de dispersion

Ordre d'approximation | Q1 Q2 Qs Q4 Qs

Integration exacte 454 2KO 62% 3K? 1:8% 3K?* 75e 4K?®

358 4K?8

Integration approchee | 9:8% 2K? 9:16e 3K* 2:3% 3K?® 7:46e 4K?3

2.9% 4K

Tab. 7.2{ Constarte L? de I'erreur de dispersionpour leselemerts nis quadrilateraux sur des
maillagestriangulaires decoupes

est de 2r lorsqu'on utilise une integration numerique approchee. En revanche, on obtient bien

un ordre de 2r 2, si on utilise une integration exacte. On obsene ainsi une non-consistance
de Q; sur des maillages triangulaires equilateraux decouges, ce qu'on avait subodore dans le

chapitre 5 a l'aide d'une etude numerique de corvergence.Le terme preponderant de la relation

de dispersion s'ecrit pour le maillage etudie :

12h2 = 2+ 24



On a bien un biais de 2i2 de la valeur propre physique. L'integration numerique approchee,
bizarremert, fait gagnerde la precision. La relation de dispersion discrete pour Q1 avec une
integration numerique approchee s'ecrit :

51 5%3 53

96 48 96

Pour ce deweloppemert, on a consicere que h etait egala la demi-longueurdu triangle d'origine

(qu'on decoupe). La constarte de dispersion (environ 0.104) est plus grande que la constarte
sur maillage regulier (environ 0.0833).

s i g

Elements nis triangulaires

Lorsqu'on utilise les elemerts nis triangulaires de la premiere famille sur des triangles
equilateraux, on obtient lesrelations de dispersion discretes suivantes :

222 24 24 4 13, 13 75 oourr = 1
' 1 2 3840 256 768 11520
136 714 2 2 4 41 6
12p2 = 2 4 2 4 1, 12 12 2 -
1% 27 36400 © 57600 14400 = 172800  PoUTT

Pour r = 1, unejusti cation detailleeest disponible dans[Monk et Parrott, 1994].On s'aper-
coit qu'on obtient un ordre 4 pour I'erreur de dispersion pour les elemerts triangulaires de plus
bas ordre (au lieu d'un ordre 2 pour les quadrangles).De plus les constartes sort tres petites,
de fait ceselemerts dispersern trespeu lorsqu'on a que destriangles equilateraux. Malheureu-
semer, ils sort tressensiblesa la deformation du maillage. En e et, on obtient lesrelations de
dispersion suivantes pour destriangles rectangles:

212 >, 2 1 12, %% 13 1

| = + = + — =

h 172 3 18 9 18 36 Pour=l

2w s 24 24 6 13 ,,13%3% 1393 13237 138.3, 3% pourr = 2
16200 10800 5400 5400 5400 10800 16200

Ainsi pour R, on obtient un ordre 2 de dispersion et un ordre 4 pour R,. On synthetise
la di erencetriangles rectangles/ triangles equilateraux sut le tableau 7.3. Seul R; est tres

Ordre d'approximation | R1 R2 R3 R4 R5
Triangles rectangles 2.80e 2K? 174e 2K?%* 9:85% 3K® 7:34e 3K® 460e 3K
Trianglesequilateraux | 7:.23e 4K?* 7:87e 3K?* 297e 3K® 141e 3K?® 535 4K

Tab. 7.3{ Constarte L2 del'erreur de dispersionpour leselemerts nis triangles de la premiere
famille sur desmaillagestriangulaires reguliers

sensiblea la deformation du maillage, pour les ordres superieurs, on obtient un ordre de 2r,
et les constartes sort du méme ordre de grandeur, avec un avantage net pour les triangles
equilateraux.

En ce qui concernela secondefamille, on obtient les relations suivantes pour les triangles
equilateraux :

2,2 >, 2, 1. 15, 3
! = + + = + == + £ =
h 1 5 4 > >4 pour r 1
3 6 94 2 9 2 4 3 6
|2h2_ 2+ 2 1 + 1 2 + 1 2 + 2 ourr = 2
1 2 " 6400 6400 6400 6400 pou



Bien que la secondefamille soit un \enrichissemet' de la premiere famille (R1  (P1)?, R»

(P2)?), les triangles de la secondefamille sort plus dispersifs que ceux de la premiere famille,
notamment pour lI'ordre 1 et 2. Pour lesordresplus elewes,la di erenceestminime. On donneles
constartesde I'erreur de dispersionpour lestriangles de la seconddamille dansle tableau 7.4. Le

Ordre d'approximation | P1 P2 P3 P4 P5

Triangles rectangles 194 1K? 654 2K?* 382 2K® 207 2K3® 148 2K

Triangles equilateraux | 1:58 1K? 368 2K?* 1:37¢ 2K® 4148 3K?® 1:8%e 3K

Tab. 7.4 { Constarte L? de l'erreur de dispersion pour les elemerts nis triangulaires de la
secondefamille sur des maillagestriangulaires reguliers

dramea lieu pour P 1 qui donneune erreur de dispersiond’'ordre 2 sur desmaillagesequilateraux
alors qu'on a un ordre 4 pour R1. Ainsi P 1 necessitedeux fois plus de degres de liberte que
R1 et detruit lesbonnesproprietesde cet elemen. C'est bien a causede ce phenomene que les
triangles de la premiere famille de plus bas ordre sort trespopulaires en electromagretisme.

On illustre sur un casconcretla sensibilite de R vis-a-vis du maillage. Le problememodele
est la diraction par un point sourcedans une cavite carree (cf. chapitre 4). La cavite est un
carre [ 5;5%, la frequenceest prise egalea 1.01, le rayon de distribution de la gaussienne0.6.
On considere un maillage triangles rectangleset un maillage non-structure; on compareavecla
solution de referencesur la gure 7.1. Les maillagesutilisespour R1 contiennent eux 10 points
par longueurd'onde. On voit quelestriangles equilateraux donnert une solution correcte (méme
si l'erreur L? est de 20%), alors que les triangles rectanglesdonnert 100%d'erreur a causede
la dispersion numerique.

Fig. 7.1{ Point sourcedans une cavite. A gaude, solution numerigue de reference,au milieu
solution numerique avec un maillage de triangles rectangles,a droite avec un maillage de tri-
anglesquasiequilateraux. Trianglesde la premiere famille, maillesavec dix points par longueur
d'onde.

Sur ce méme cas test, on illustre la dispersion pour Qi sur des maillages reguliers. Sur
la gure 7.2, on voit que la solution obtenue a l'aide d'une integration approchee possde les
mémes noeuds et verntres que la solution de reference, alors que l'integration exacte fournit
une solution faussea 100%. Les maillages contiennent plus de 60 points par longueur d'onde.
On notera que l'erreur en dispersion en O(K 2") sur des maillages triangulaires decoupes en
quadrilateresn'est obtenue que si on utilise (r + 1)? points de Gauss-Lobatto pour la matrice
de masseet r? points de Gausspour la matrice de rigidit e, commeon I'a presene au chapitre
5. Si on met despoints de Gauss-Lobatto pour integrer la matrice de rigidit e, on retombe sur
une convergenceen O(K 2 2).
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Fig. 7.2 { Point sourcedans une cavite. A gaude, solution numerique de reference,au mi-
lieu solution numerique avec une integration exacte, a droite avec une integration approchee.
Quadrilateresde la premiere famille, maillesavec 60 points par longueur d'onde.

7.1.2 Cas 3-D
Elements nis hexaedriques

La dispersiondeshexaedresde la premiere famille sur maillage regulier est identique au cas
2-D (et donc a Helmholtz). L'in tegration numerique approcheedonne une dispersionplus faible.
Dans le casdestetraedresdecoupes, les calculs sort relativemen onereux, on secortente de les
faire pour l'ordre 1 et 2. Le maillage utilis e estceluidela gure 3.3.0n trouve lesconstartes du
tableau 7.5. La deformation du maillage nous fait perdre deux ordres, on obtient une erreur de

Ordre Q1 Q2
Integration exacte 37le 2K? 554 3K?
Integration approchee | 3:28e 2K? 2:94e 3K?

Tab. 7.5{ Constarte L2 de I'erreur de dispersion sur un maillage tetraedrique decouge.

dispersionen O(K 2" ?2), que ce soit en evaluant de maniere exacte les integralesou de maniere
approchee en utilisant les points de Gauss-Lobatto. C'est surtout penalisart pour Q;, qui en
congeguencen'est pas consistar, que ce soit en terme d'erreur d'interpolation ou d'erreur de
dispersion.Les constartes sort sensiblemenh lesmémessuivant la methode d'integration choisie.
On notera que cette perte d'ordre est vraie pour un maillage hexaedrique legeremert modi e
(par exemplecelui de la gure 3.4). C'est donc bien la non-linearite de la transformation F; qui
est la causede cette perte d'ordre.

Elements nis tetra edriques

On ne consicere que lestetraedresde la premiere famille. Malheureusemei en 3-D, il estim-
possiblede gererer desmaillagestetraedriquesregulierspour mailler I'espace.C'est par ailleurs
un sujet ouvert que de trouver un motif elemertaire pour mailler I'espacede telle sorte que les
tetraedressoiert le plus \r eguliers” possible,commele montre l'article [Eppstein et al., 2004].
Par consquert, nousnous corntentons desdeux motifs elemenaires du chapitre 3, cf. gures 3.3
et 3.5. Nous obtenonsles constartes de dispersion du tableau 7.6. Nous obsenons comme en
2-D, une sensibilite imp ortante vis-a-vis du maillage pour R 1. Lorsqu'on utilise un maillage plus
\r egulier”, on divise par 5 I'erreur de dispersion. Cela signi e qu'il faut prendre un maillage 2.2
fois plus n si on utilise destetraedresdroits et qu'on veut obtenir une erreur de dispersion
senbable aux tetraedresdits reguliers.
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Ordre 1 2 3

Ry sur destetraedresdroits 37e 1K? 49% 2K?% 296 2KF©
Ry sur destetraedres\r eguliers” | 6:76e 2K? 84e 3K?* 56e 3K?®
Qi sur deshexaedresreguliers | 6:53e 2K? 8276 3K* 1:8le 3K?®

Tab. 7.6{ Constarte L2 de l'erreur de dispersionpour leselemeris tetraedriquesde la premiere
famille. Comparaisonavec les hexaedresde la premiere famille sur maillage regulier.

Pour conclure, il senble plus judicieux de choisir R1 et R, plutdt que Q1 et Q» car ils
donnert unedispersionequivalente a cesdernierssur desmaillages\r eguliers”. lls ont I'avantage
consicerable de donner un ordre optimal pour l'erreur de dispersion sur des maillages non-
structur es alors que les hexaedres sou rent d'une perte de precision dans ce cas. Pour des
ordres superieurs, il est preferable d'utiliser Qy, car la perte de precisionest moins criante et le
gain en stockage et en temps de calcul compenselargemen cette perte de precision.

7.2 Cas academique de la sphere

Nous faisonsdes comparaisonssur le casacacemique de la sphere parfaitement conductrice
et de la sphere dielectrique. Nous calculonssur cesobjets le champ lointain, appele aussiS.E.R
(Section Equivalente Radar). La SER estobtenue enevaluant I'integralesuivante pour di erens
vecteursunitaires u :

K2 Z h i
W = 4= VoM (n H)+ (u u I)E n) d™

Pour la justi cation de cette formule, le lecteur pourra sereferer a [Monk, 2002].u est donc
la direction pour laquelle on desire connatre le champ lointain . Le plus souwent, on impose
au vecteur directeur d'appartenir a un plan, et on fait varier I'angle d'incidence . Le champ
lointain est un vecteur complexe,dont on calcule la grandeur :

SER = 10logy,(jj ji%

C'est cette grandeur gqu'on a ¢ hera quand on parlera de SER sur les gures (ou RCS = Radar
Cross Section, pour la traduction anglaise). An de traiter desdomainesbornes, on utilise la
condition transparente preseriee en annexe B. On utilise un critere d'arrét de 10 © pour le
solveur de la matrice elemerts nis, et un critered'arrét de 10 2 pour le solveur de la condition
transparente. Pour calculer le champ lointain, on fait une integration numerique standard. On a
alors besoind'evaluer H en despoints de quadrature. Pour ce faire, on calculele rotationnel de
E au niveaudiscret. Commeon I'a signak, E estassezien evalue alors que sonrotationnel l'est
moins bien. Il est probable qu'on aurait de meilleurs resultats si on e ectuait une evaluation
\v ariationnelle” de H comme decrit dans [Monk et Parrott, 2001]. De méme, la condition
transparente necessitel' evaluation de H .

Nous utilisons les elemeris nis tetraedriquesde la premiere famille de Nedelec, et comme
discretisation de cette espace,les elemerts nis proposes par Graglia et al. [1997]. D'autres
elemerts nis tetraedriqguesd'ordre eleve ont ete proposes, mais surtout pour la secondefamille
dont [Webb, 1999], [Ainsworth et Coyle, 2003],[Demkowicz, 2000].

7.2.1 Co0t du produit matrice-v ecteur

On fait ici une comparaisonpuremert numerique ertre le codt d'un produit matrice vecteur
avec les tetraedreset avec les hexaedres.On obtient la gure 7.3 sur un casde 200000 degres
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Fig. 7.3{ A gaude, temps pour 1000iterations de COCG sur un casde 200000ddl. A droite,
stockagerequis avant le debut desiterations.

de liberte. On voit que les hexaedres sort plus rapides que les tetraedres des l'ordre 3. Pour
le stockage, les hexaedres sort moins codteux desl'ordre 2. On a choisi ici de faire gurer le
stockagenecessairgour construire la matrice, le maillage ... Ce stockage comprend donc toutes
les variables creees excepe les vecteurs d'it erations. On voit notamment que les methodes
d'ordre un sort penalissesa causedu maillage qui codte trescher. En e et, on stocke toutes les
informations sur lesfaces,arétes, sommetset lesinformations de connectivite ernire cesertit es.
Pour chaque elemert du maillage, on connait la liste des sommets, des arétes, des degres de
liberte, desfaces.Pour chaque face, on conndt les deux elemerts adjacerts, la liste des arétes
de la face, la liste dessommets.Toute cette connectiquea son utilit e lorsqu'on utilise de l'ordre
elewe, c'est un peu superu pour les methodes d'ordre 1. A mon sens,faire de l'ordre 1 est
dicile dansle sensou il faut ne stocker que les tableaux dont on a strictement besoin, pour
gagnerde la memoire. L'avantage des methodesd'ordre eleve qu'on proposeest de s'a ranc hir
de cette cortrainte et de conduire a un faible stockage sanstrop d'e orts.

A causedu col0t de stockage trop important pour les tetraedres d'ordre elewe, et d'une
corvergencetrop lente destetraedresd'ordre bas,nousne preserions pasde resultats numeriques
sur lestetraedres.

7.2.2 Sphere parfaitemen t conductrice

On etudie la di raction par une sphere parfaitement conductrice de rayon 4 (voir gure 7.4).
On se xe commeobjectif d'atteindre une erreur maximale de 0.5dB sur la SER. Pour illustrer
ceseuil,on ac hela SER analytique et la SER avec 0.43dB d'erreur obtenue pour du Q4, sur
la gure 7.5.0n obtient lesresultats du tableau 7.7. Sur ce cas-h, Qg estoptimal, car on a alors
besoinde ne mettre qu'une seulemaille entre la sphere interieure (condition de Dirichlet) et la
sphere exterieure (condition transparente). Q» necessiteplus d'un million de degresde liberte
alors qu'on est en maillage regulier. Sur destetraedresdecoupes, c'est inutile d'esperer que Q»
corvergeravers une solution assezprecise
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Fig. 7.4{ Partie reelledu champ total pour une sphere parfaitement conductrice. Composarte
suivant x du champ electrique

Ordre | Nombre ddl | Erreur BICGCR ILUT(0.05) Helmholtz 2-grille

Q2 1015000 | 0.74 dB 4740 s - 5186 s 1556 s
3660(186 Mo) - 801 (587 Mo) | 133(938 Mo)

Q4 250000 0.54 dB 852 s 146s 706s 376s
3457(30 Mo) | 213(240Mo) | 561(126 Mo) | 202(180 Mo)

Qs 295000 0.2 dB 2484 s 218 s 2796 s 1382 s
8404 (33 Mo) | 276(268Mo) | 1870(149 Mo) | 741 (207 Mo)

Qs 160000 0.28 dB 864 s 109 s 550 s 543 s
5041(21 Mo) | 262(133Mo) | 793(81 Mo) | 622(109 Mo)

Tab. 7.7 { Performancessur la sphere parfaitement conductrice. Sur les lignes du bas, on fait
gurer le nombre d'it erations ainsi que la place memoire utilis eelors de la simulation.

7.2.3 Sphere dielectrique

On etudie la diraction par une sphere dielectrique de rayon 2 (voir gure 7.6), avec pour

indices :

On se xe commeobjectif d'atteindre une erreur maximale de 0.5dB sur la SER. Pour illustrer
ce seuil, on ac he la SER analytique et la SER avec 0.3 dB d'erreur obtenue pour du Qg4, sur
la gure 7.7. Sur cecastest, Qg est encorebien adapte, tout comme Q.
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Fig. 7.5{ Section Equivalerte Radar pour une sphere parfaitement conductrice. Le maillage
Q4 utilise est maille avec 8 points par longueur d'onde (250000 ddI environ).

Ordre | Nombre ddl | Erreur BICGCR ILUT(0.05) Helmholtz 2-grille
Q2 940000 0.95 dB 19486 s - 17970 s 4344s
15227 (171 Mo) - 3603 (574 Mo) | 628 (947 Mo)
Qs 88000 0.30 dB 894 s 189s 2305s 488 s
9886 (10 Mo) | 718 (99 Mo) | 5646 (47 Mo) | 813(67 Mo)
Qs 230000 0.18 dB 4401s 1035 s 3 787s 1095 s
18800(24 Mo) 1455 (271Mo) | 3479(123 Mo) | 794 (180 Mo)
Qs 88000 0.03 dB 1484s 307s 5260s 952 s
15300 (10 Mo) 1200(90Mo) | 12700(47 Mo) | 1800 (66 Mo)

7.3 Cauvit e cobra

Tab. 7.8{ Performancessur la sphere dielectrique

On etudie la diraction par une cavite cobra (cf. gure 7.8). On se xe comme objectif
d'atteindre une erreur maximale de 0.5 dB sur la SER. La SER de referenceest a c hee sur
la gure 7.9. Sur ce castest, Qg est mieux adapte que Q4 et Qg (on n'a pas communique les

Ordre | Nombre ddl | Erreur BICGCR ILUT(0.05) Helmholtz 2-grille

Q4 412 000 | 0.45 dB 14039 s 2247 s 9371 s 9294 s
34800 (47Mo) | 1900(391 Mo) | 5800(184 Mo) | 4300(260 Mo)

Qs 187000 0.4 dB 12096s 846 s 4821s 10063 s
31500(22Mo) | 1700(161 Mo) | 6400(87 Mo) | 10500(130 Mo)

Tab. 7.9 { Performancessur la cavite cobra
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Fig. 7.6{ Partie reelledu champ total pour une sphere dielectrique. Composarte suivant y du
champ magnretique

statistiques de ce dernier).
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Fig. 7.7 { Section Equivalente Radar pour une sphere dielectrique. Le maillage Q4 utilise est
maille avec 8 points par longueur d'onde (90000 dd! environ).

Fig. 7.8{ A gaude, maillage de la cavite cobra, a droite, partie reelledu champ total pour une
cavite cobra. Composarte suivant x du champ electrique.
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7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nousavonsfait une etude de dispersionsur desmaillagesnon-reguliers.En
2-D, lestriangles de la premiere famille de plus bas ordre ont la remarquable propriete d'avoir
une erreur de dispersion en O(h*) sur desmaillagestriangulaires equilateraux, alors qu'elle est
en O(h?) sur des maillages \triangles rectangles". Lorsqu'on monte en ordre sur les triangles
de la premiere famille, on n'a pas de gain d'ordre, mais des constartes plus petites pour les
triangles equilateraux. Les triangles de la secondefamille sort plus dispersifs que la premiere
famille. En ce qui concerneles quadrilateresde la premiere famille, on obtient une erreur de
dispersion en O(h?" 2) lorsque I'on calcule de maniere exacte les integrales, et une erreur en
0O(h?") lorsqu'ellessort calculeesde maniere approchees.De plus, les constartes sort plus plus
petites que pour les triangles de la premiere famille, pour des ordres d'approximation elewes.
En 3-D, on a toujours une erreur de dispersion en O(h?" 2) sur les hexaedresde la premiere
famille, que ce soit avec desintegralesapprocheesou exactes,sur des maillagesquelconques.

Nous avons egalemen compare lestetraedreset les hexaedresau niveaudu produit matrice-
vecteur. A nombre de degresde liberte egal, les hexaedressort plus rapides que les tetraedres
desl'ordre 3. On obtient un gain en stockage a partir de l'ordre 2. Les tetraedres demanden
un stockage beaucouptrop important lorsqu'on veut monter en ordre.

Sur I'ensenble descas-testspreserties,le preconditionneur le plus e cace estla factorisation
incomplete devant le multigrille. Ce dernier est peu e cace sur desordres tres eleves comme
Qs et Qg, il donne des resultats tres satisfaisarts pour Q», un peu moins satisfaisaris pour
Q4 et decewants pour les ordres superieurs. Il faudrait probablemert eviter le passagepar le
sous-maillageQ1, pour obtenir un algorithme plus robuste.
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Troisi eme partie

Equations de Maxw ell en domaine
axisym etrique
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Chapitre 8

Resolution des equations de Maxw ell
axi-sym etriques par elements nis
d'ar &te

Nous nous interessonsici a la resolution desequationsde Maxwel pour des
domainespresentantune symetrie de revolution. La source - en general une
onde plane - ne presentepas cette symetrie. On decompose la source et la
solution en series de Fourier suivant I'angle de revolution . On aloutit a
desproblemes2-D independants, qu'on peut alors resoude par une methale
elements nis. Dans la premiere section, nous decrivons la discretisation
choisie, sesavantagespar rapport aux autres choix possibles.Dans la seconde
section, nous nous attachons a montrer via desexemplesnumeriques que ce
choix est satisfaisant.
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8.1 Description de la metho de elements nis

8.1.1 Choix de la form ulation variationnelle
Equations de Maxw ell en coordonn ees cylindriques

Le changemen descoordonneescartesiennegx,y,z) verslescoordonneescylindriques (r; ;z)
s'ecrit :

X = I cOoS
y = rsin
z = z
La basecylindrique (#; ;%) s'exprime :
cos sin 0
£ = sin "= cos 2= 0
0 0 1

Le rotationnel d'un champ de vecteursE deviert dansles coordonneescylindriques :

1 @&, @rE)
r @ @
@G @
rot (E) = @ @
1 @E) @
r o @
On consicere les equations de Maxwell :
i'"E rotH = 0
i H+rotE = 0

On decomposele champ electrique et le champ magnretique en seriesde Fourier :

X1 Srym _ X1 Hem :
E = Em e™m H = H., e™m

=1 =1

" Ez;m " Hz;m

m seraappele numero de mode. Par simple propriete d'orthogonalite , chaguemode (Enm;Hm)
est solution d'un problemeindependart 2-D :

8

8

% il "rE, = imH, @2;) % il rH, = @r@F)+imEz
. _ @ @, . _ @ @,

% " E = @ @ % i H = @ @

: i'"rg, = @Ec; ) + im H; . ! rH, = im E, @g )
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On introduit les notations suivantes :

@
. _ @ _ @, @ _ Vz
rot (u(r;z)) = rot(v) = —= = v =
(u(r;2)) @ (v) @ @ v
@
On note les nouvellesinconnues:
E, H, _
E = H = | E = iE H =i H
E, H,

On obtient le systemed'equations suivant :

1

!2"E+?H Crot(rH) = 0 8.1)
1

H + ?E CrorE) = 0 8.2)

12"E + rotH = 0 (8.3)

H +rotE = 0 (8.4)

OnaE;H 2 H(rot;) etE ;H 2 HY().

On peut seposerla questiondu choix d'inconnuesprincipalesa choisir. On exposeen premier
lieu en quoi le choix de E et H menea une impasse.Dans un secondtemps, on fait le choix
plus \classique" de E et E . Ce choix aboutit a I'evaluation d'integralesdivergeries en 1=r,
nous montrons commert on peut detourner cette di cult e apparerte.

Pourquoi ne pas prendre E et H ?

Un choix attractif est de ne choisir que E et H . On aboutit alors au systeme d'equations

suivantes : 8 h i
3 I12"E rot (r) mrr(rH) !?rrot(rE) = 0
3 h i (8.5)
: rH + rot (r) mr(rE)+ rrot(rH) = 0
en notant :
1
)= 2z m
La formulation variationnelle s'obtient par integration par parties sur les deux equations:
8 z z z
g 12 "rE 4+ 1% "r(nrot(rE) rot(r ) m (Nrot(r ) r(rH) = 0
3 Z z z
rH + r (r)yrot(rH ) rot(r ) + m (r)r (re) rot(r ) = 0
(8.6)

Les variablesE et H sort dansH?1(), ainsi que les fonctions tests et . Pour avoir une
formuha]\tion variationnelle bien de nie, il est necessairede rajouter une condition sur l'axe
r= —:
k
mr(rE)+ rrot(rH) =0

En pratique, il estdicile d'imposercette condition aux limites.
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Choix plus classique de E et E

L' equation (8.2) nousfournit les deux relations :

H = Fl(mE r(rg))

rot(H) = mdiv(Er) + rot(irrot(rE )

Cesdeux relations et I'equation (8.4) nous permet d'eliminer lesinconnuesH et H

2
(127 + m—r)E mrr (rE) + rot(-rotE) = 0 8.7)

12"rE + mrdiv(Er) +r rot(irrot (rE)) 0 (8.8)
On e ectue la formulation variationnelle de cesystemea n d'obtenir une formulation variation-
nelle symetrique :
z z z
12 "rE ' + m i(mE r(rE)) ' + L (otE rot’
z ' z
12 "rE —(mE  r(rE) r(r)

0 (8.9)

0 (8.10)

A n demettre enevidencela symetrie, on peut ajouter lesdeux equationset obtenir le probleme
suivant :
8
% Trouyer (E;E ) 2 H(rot,)  H) tel que
1
12 "r(E ' + E )drdz + —r(mE r(rg)) (m' r(r ))drdz

E z

+  Lrot(E)rot( ydrdz = 0 8( : ) 2 H(rot,)  HY()

Le lecteur aura note la presencede 1=r sur une desintegrales,rendant necessaird'ajout d'une
condition aux limites sur I'axe. A cette formulation variationnelle, il faut rajouter la condition
aux limites :

(mge r((rE) =20 pourr = 0

Cette condition est evidemmern veri eepar les solutions du problemecortinu car :
(mg r(rE)) = rH
En projetant cette condition sur les deux composaries, on obtient les deux conditions :

mE, E = 0 (8.11)
mE, = 0 (8.12)

Il est dicile d'imposercesconditions dans I'espacediscret. En e et, lorsqu'on adopte une
discretisation par elemerts nis d'aréte, on ne sait traiter que des conditions aux limites por-
tant sur E n. Par congquer, lesinconnues discretes ne veri eront pas a priori les condi-
tions (8.11) et (8.12). La formulation variationnelle fait donc intervenir des integralesdiver-
gertes. Le papier [Hiptmair et Ledger, 2005] propose d'evaluer cesintegralesavec (3r + 1)?
points de quadrature sansavoir besoind'un traitement supplemertaire. Quelque part, on peut
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interpreter cette technique de surintegration comme une technique de penalisation. On met
de maniere arti cielle descoe cien ts eleves dans la matrice an de forcer le systeme discret
a veri er les conditions aux limites voulues. Cette justi cation est heuristique, les resultats
numerigues montrent que cette technique de surintegration fonctionne correctemen et qu'il
n'‘est pas necessairede prendre autant de points d'integration, une integration normale avec
(r + 1)? points de Gausssut (voir gure 8.2). Le castest choisi est la diraction par une
sphere dielectrique d'indices " = 1.0 = 3.5 (cf. gure 8.1). La methode ne parat pas

Fig. 8.1{ Partie reelledu champ di ract e par une spheredielectrique. Composarie x du champ
electrique.
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Fig. 8.2{ Evolution del'erreur entre la solution numerique et la solution analytique pour divers
ordres d'approximations. Utilisation du méme maillage triangles decoupespour tous les ordres.

tresrobuste a causede cette di cult e sur lI'axe. Cette di cult eepeut etre leveeen utilisant des
elemerts nis nodaux au lieu deselemerts nis d'aréte, la condition aux limites estalors simple
a traiter. Neanmoins,il faut un traitement spe cique dessingularites geometriques, on renvoie
le lecteur aux travaux de [Assouset al., 2003].
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Mo di cation de la form ulation variationnelle

Nous proposonsdanscette sous-sous-sectionne approcheinteressate pour lever la di cult e
desintegralesen 1=r. L'id eeoriginale vient de [Lacoste,2000],elle consistea faire le changemei

de variable :
(mE r (rg))

r

U =

et de maniere similaire pour la fonction-test :

(m’

r( )

r

L'auteur consicere cette idee comme anecdotique,il la met en remarque. Il prefere revenir a la
formulation variationnelle de depart et construire deselemerts nis qui respecterort de maniere
naturelle les conditions aux limites. Si on adopte sa demarde, on ne peut pas utiliser des
elemerts nis classigues,on est amere a dewoir modi er lesfonctions de base.C'est pour cette
raison qu'on prefere utiliser le changemen de variable et ainsi garderleselemerts nis standard
H rot et H. Nousobtenonsla formulation variationnelle suivante :

V =

% Trouwer (U;E ) 2 H(rot,) HY() tel que Z

12 "r(rU+r@(E)) ¢!V +r( )) 12m?> "rE
E ZZ r z r _ i 1
Z +m ~U V + —rot(rU)rot(rV) = 0  8(V; ) 2 H(rot,) H?()

On s'est servi de la relation :
rot(rU) = mrotE

Dans cette formulation variationnelle, on a bien ce qu'on recherche, a savoir la symetrie et
aucunesingularite. De plus, la solution U satisfait la relation :

U= H

Cette propriete tend a montrer que le bon choix de variablesn'etait ni E , H , ni E, E , mais
plutdt H, E . Pour conclure sur l'interet de cette formulation variationnelle, nous comparons
les erreurs L2 pour les solutions obtenues a partir de la formulation variationnelle en E; E
(avecdesintegralesdivergenes) avec les solutions obtenuespar la formulation variationnelle en
U;E . Cette comparaisonest faite sur la gure 8.3.On voit que cette formulation variationnelle
donne desresultats plus precis, quel que soit I'ordre d'approximation.

Form ulation mixte

Une autre possibilite pour traiter la singularite sur I'axe estd'utiliser une formulation mixte
sur tous leselemerts prochesde I'axe. On reprend le systeme(8.1) enE;H;E ;H . On e ectue
les integrations par parties sur les equations (8.1) et (8.3), an de choisir H;H dansL?2.

Z Z Z Z

8
12 "rE ' + m ' H rH rot' rH' n = 0
Z Z Z
12 "rE  + H rot(r ) r H n =0
Z Z Z
rH + m E + rot (rE ) = 0
Z Z
: rH r rot(E) = 0
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Fig. 8.3{ Evolution del'erreur L2 pour laFV E;E etlaFV U;E . Courbesenedelleslog-log.
Maillages triangles decouges et integration exacte ((r + 1) points de Gauss)

Les espaced'approximation sort :
E2V, = f'" 2H(rot;) tel queDF" Fi 2 Qr 1+ Qrr 10
E 2W, = f 2HY) telque F; 2 Qg
H2T, = f 2(L%)) ?tel queDF" Fi 2 Q;r Qrrg
H2U, =f 2L%) telque Fi 2 Qr 1 10

Vy, est la premiere famille de Nedelec sur les quadrangles,tandis que Wy, estl'espaceclassique
des elemeris nis nodaux sur les quadrangles. Sur le méme cas test que precedemmert, on
peut comparer cette methode a la derniere technique. On voit donc sur la gure 8.4 que cette

Ioglo(error)
w

4r o C —+— Q2 modified |
-7 - e -Q2 mixed
e -o- Q3 modified
= ——Q3 mixed |
* - ¢ - Q4 modified
—*— Q4 mixed

1.2 1

1.6 1.4
Iogm(h/r)

Fig. 8.4{ Evolution de l'erreur L? pour la FV mixte E;E etla FV U;E . Courbesen edelles
log-log, maillagestriangles decouges et integration exacte.

methode se comporte bien. C'est pourquoi on a retenu cette technique par la suite. On a fait
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gurer dans la formulation variationnelle les termes de bord; on explicitera ulterieuremen le
devenir de cestermes de bord suivant les conditions aux limites choisies.

8.1.2 Calcul de la matrice elements nis
Expression des matrices elementaires

Le choix desespacedd'approximation a ete donne precedemmen. On rappelle en premier
lieu I'expressiondesfonctions de basepour les4 espacegd'approximation. Lesfonctions de base
de 4, sur le carre unite K sort les suivantes :

NERY) = PR EWe 10 r 1 o+l
N = TR (ey L0 r+1 1o
Les fonctions de basepour Wy; Ty, et Uy, :
Ty = @M 10 r+1l 1 o+l
TR = MR e =12 10 r+1 1 o+
R DRS¢ OB ) R N R S S B

ou "\G; "Gl sort respectivemert lesfonctions de baseassaieesaux points de Gauss,et aux points
de Gauss-Lobatto. On a par de nition desespaced'approximation les de nitions suivantes :

"(#:9)

'(x;y) = DF; "&:¥) (X )

"% 9

(x;y) = DF; Y"(%;9) (x:y)

Apreschangemen de variables les matrices s'ecrivert alors :
z

Bhx = 1?2 o "TIiDF; DF; "N
Z
(Bﬁ)J,k = | 2 . "rJi /\j /\k
Z
DOk = . rJiDF, IDF, 'Y "\
Z
hljk  — iAJ' Ak
(D?) . rd
Z
' A
k= j
(Ch)jx m n K
R
Z
(R%)j;k = o I'Ak rot' i
Z
RIix = + "k bt



La formulation variationnelle aboutit au systemelineaire suivant :

0 . L 10 1 0 1
B 0 Ch R} E Fe
0 B2 RZ O E Fe
C, (R Df O H Fh
(RHDY 0 0 D? H =

On preciseraulterieuremert commert on obtient lestermes source.Comme lesinconnuesH et
H sort discortinuesd'un elemert a un autre, on peut leseliminer a l'aide d'un complemert de
Schur, et ne garder que lesinconnues principales E et E . On obtient alors le systemelineaire
suivant :

h i

By  Cn(Dp) 'Ch  R{(DR) (Rp)' E

Ch (D) *(RR)'E

h i
B? RAD}) (RA)'E  RZ(D}) ICLE

FE Cn(D}) P RE(D2) 'Fy

Fe R2 (DY) 1Fy

Au lieu de faire I'elimination desinconnuesH et H sur le probleme cortinu, on le fait au
niveau discret. On peut faire le lien de chaqueterme matriciel avec un terme de la formulation
standard enE;E . Ainsi leterme Cy (D) 1C} correspond au terme suivant de la formulation
standard : Z 1

m? _rE ' drdz

Leterme R} (D2) 1(R})! correspond au rot-rot :
z r
—rot(E)rot(' )drdz

Le terme de couplage Cp, (DY) 1(R2)! estassaie a :
Z
m irE r(r)

On demortrera ulterieurement que si on choisit des points d'integration adequats, on obtient
une equivalencestricte entre la formulation standard et la formulation mixte.

Lesmatrices D% et Dﬁ sort de nies negatives, ellessort toujours inversibles.On doit cepen-
dant ne pas utiliser les points de Gauss-Lobatto comme points d'integration pour les elemeris
prochesde l'axe.

Traitemen t des conditions aux limites

On s'interessedans ce paragraphe a la prise en compte des conditions aux limites de type
Dirichlet et de Silver-Melller. On considere une condition de Dirichlet inhomogene:

E n=f E =g

On la traite de maniere classiquecar nosinconnuesprincipales sort E et E .
La condition absorbarte d'ordre 1 souvernt appelee condition de Silver-Muller s'ecrit :

E® n+n H® n=0
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On decomposele champ electrique sur sescomposartes :

N

E® = E;# + E,2 + E
La normale n a pour composatrte :
n=n#t+ n2
Le produit vectoriel estdonc egala :
ESD

n=End En?% (E,n, Ezn)"

On reconnait la quartit e :
E n= (Ern, E;np)
De méme, le champ magnretique tangertiel estegala :

AN

n H¥® n=nH nt nH n2+H

La condition absorbarte d'ordre 1 s'ecrit alors :

cequ'on reecrit en exploitant le changemen de variables preserie en debut de chapitre ;

i E + H n 0

'E n+H =20

On rappelle que la formulation variationnelle fait apparaitre lestermesde bord :

z
rH ' nds

z
r-H nds

Cestermes deviennert donc egauxa :
z
i! rE n' nds

Z

i! rE ds

On retrouve destermes analoguesa ce qu'on avait pour les equations de Maxwell de 2-D pour
E et pour I'equation de Helmholtz pour E . Le poids d'integration est di erert, on note la
presenceder. Le coecient i! estlieala corvertion i t qu'on a choisietout au long de
'expose.
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Expression des termes sources
On consicere la decomposition d'une onde plane :
incident X1 . . .
incident _ inc inc inc A
E = Ermf + Ezm2+ By
m= 1
Par soucide legerete desnotations, on introduit :

inc
inc _ rm inc _ ginc
s inc BB
Ez;m

On utilise desnotations similaires pour le champ magnretique incident, lestermes sourcesde la
formulation variationelle s'ecrivent alors :

Z .
(Fe)i =12 (" "greM® ',
Z .
(Fe) =12 ( "9reM®,
Z .
(Fu)i = (. orH"™
Z .
(Fu)i= (  orH"®

Nous explicitons maintenant la decomposition d'une onde planes en modes. On consicere
une onde plane classiquedans la basecartesienne(ey; ey; e;) -

EX
ginc — EQ ik x
E?
Le champ electrique incident s'ecrit dansla basecylindrique (er;e ;e,)
cos EQ + sin EJ
EM = cos EQ sin EY &*X
E?

On veut decomposer ce champ sousla forme

. X1 Srm .
EII’]C - E ‘m e m
=1
" Ez;m
Du fait de 'orthogonalite desmodes, E;.,, estegala
Z,
Er;m - 2_ E;ncelm

0

K X = Kkgr cos + kyrsin + k,z
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On introduit un angle d'incidence o de I'onde plane, tel que:
ky cos + kysin = Kk, cog 0)
k, et o sort denis par lesrelations

Kx

ke = ki + kZ COS g = §—m—
kg + k7
On a donc z,

Erm = €7 = (cos EQ + sin EJ)&k» "o olgm ¢

0
On utilise le deweloppemen de Jacobi-Anger :
: X1 _ X1
gz reosC o) = i"Jn(k, 1)ENC 0 = Jokor) + 2 i"Jn(ks r)cosn( o)
n=1 n=1
On obtient nalement I'expressionsuivante :
h i
Erm = 587 0™ M a(ke )™ D O(EY + iED) + i™Imi (ke 1)EMY O(EYE)
Pour obtenir E y, il sut deremplacerEJ par EJ et EQ par EJ.
h i
Em = 5647 0" W a(ko )™ YVo(EY IEQ) + M Inig (ke )M o(BY + IER)
E,m estegala _ _
Ez;m = Im Jm(k’? r) Ege‘ kZZeIm 0

On notera que pour une incidenceaxiale (k, = 0), I'onde plane sedecomposesur les deux
modes-1 et +1 :

1 .
Er 1 = E(E)? iEy)
1 0, :co
Erv1 = E(Ex + 'Ey)
_ 1l o0, o
E; 1= S(E)+ iE])

1 .
En = 5By i)
Ez; 1= Ez+1 =0

Equiv alence form ulation mixte - form ulation standard

Sur les elemens prochesde l'axe, il est necessaired'utiliser une integration avec des points
de Gauss; en pratique on prend (r + 1)? points de Gauss. Sur les elemerts qui ne touchert
pas l'axe, rien ne nous empédie de prendre une integration approchee. Le but recherche est
d'obtenir un calcul rapide de la matrice elemeris nis, par exempleune complexite en O(r %) ou
r estl'ordre d'approximation. Une integration exacte nous fournit un calcul relativemert lent,
de complexite O(r®) rendart redhibitoire I'utilisation de Qs.

On choisit doncdespoints d'integration de Gauss-Lobattopour evaluer lesmatrices de masse
D{, D2, BE, B2, la matrice de rigidit e de I'inconnue scalaire RZ et la matrice de couplageCh,.
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On choisit les points de Gausspour evaluer la matrice de rigidit e vectorielle R%. Commel'on a
vu au chapitre 7, ce choix donneune erreur de dispersionoptimale sur les equationsde Maxwell
2-D. De plus, ce choix aboutit a une equivalenceentre la formulation mixte et la formulation
standard, si on utilise lespoints de Gauss-Lobatto pour toutes les matrices elemertaires excepie
la matrice de rigidit e vectorielle ou on prend les points de Gauss.On s'attache dans cette sous-
sous-sectiona demortrer de maniere relativemert simple cette equivalence.
On commencepar le terme de massevectoriel de la formulation standard :
Z 2
e 2np 4 m—r)Ji DF, 1DF, ' "o e

On veut prouver que ceterme estegal a B% Ch (Drll) 1 C| sion utilise lespoints d'integration
de Gauss-Lobatto. La partie B} est identique sur les deux formulations mixte et standard.
Interessonsous a la partie  Cy, (Drll) 1 Cl. Le terme generiquede C|{ estegala:

(CHis):cry = m! S 'Ak(/\jGL)et €s

La matrice de masseDrll est diagonale par blocs:

1

1y 1 _ t

(Dh)(j:S);(k;t) - WDFi DFier es jk
"

Le produit s'ecrit alors :
X g
m -
mpa C TINCEH)

Ce qu'on peut reecrire sousla forme

(Ch (DR) *Ch)gs)y = N (S5 (DFDF)(")pges eper eq"k( )

X ] GL
( Cn (D%) 1CIt1)(j:S);(k;t) = m? (r)zi"el_)‘/\j( ,?L)'Ak( SL)A( r?L)s;t
n n

La matrice intermediaire A estegalea:

X 1

pa
En faisart cette double sommation sur p et g, on calcule en pratique la comatrice de DF! DF;,
qui est donc egalea det(DF! DF;)(DF!DF;) * = J?DF, 'DF, '. Au nal, on trouve donc:

X | GL

_'n_
a (DCSY)
On a bien I'equivalenceannoncee sur ce terme. On remarqueraque le calcul de ce terme estde
complexite O(r#), car ce terme est une matrice de massequ'on a rencortr eedans le chapitre 5.

On regarde maintenant le terme de rigidit e :
z

(Ch (DF) *CH)(isy:ky = N(EE) M SR)JiDF; 1DF; tes e

r
3 rot("j es)rot (" e)
|
On veut prouver qu'il estegalau terme :
Ri (DR *(RR)'
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On utilise les points de Gausspour integrer toutes cesmatrices. Dﬁ est diagonale:

1
2y 1 _ :
(Dh)j;k - W“k
k
R% est d'expressionrelativemert simple :
Rbx = !@rot(es)( ) i

Lorsqu'on multiplie, on fait apparaitre la sommation sur les points de quadrature :

X G
(RE(DD) YR = ﬁrot('ﬁeg( By rot(A es)( B)

On retrouve bien I'expression annoncee, avec une sommation sur les points d'integration de
Gauss. La aussi, un terme analoguea deja ete analyse au chapitre 5, on a une complexite en
O(r*) sur ceterme.

On laissele soin au lecteur de montrer I'equivalencepour lesautres termesde la formulation
variationnelle. L'equivalence pour la matrice de rigidit e scalaire a ete signalee au chapitre 1.
La complexite est bien en O(r4). Pour le terme de couplage,la demonstration est un peu plus
ardue. Le terme de couplagede la formulation standard s'ecrit :

z Ji th
m —rDFi Nor(rog)
K
On utilise despoints de Gauss-Lobatto pour integrer cette matrice. On aura donc un indice de
sommation en moins car les fonctions de base” ont un facteur "‘sz'- sur une variable. On aura
egalemen un autre indice de sommation en moins car le gradient desfonctions ont egalemenm
un facteur "‘jGZ'- sur une variable. La complexite du calcul de la matrice elemenaire de couplage
esten O(r4).

8.2 Precision de la metho de

8.2.1 Cas de la sphere parfaitemen t conductrice

On etudie la precisionde la methode sur le casacademiquede la sphere parfaitement conduc-
trice (voir gure 5.6), avecune condition de Silver-Meller sur la fronti ere exterieure. On obtient
lesresultats de la gure 8.5 pour des maillagesreguliers. On mesuredes pentes de 1:04, 2:02,
2:99,4:07,5:10 pour respectivemert Q1, Q2, Qz, Q4 et Qs. On a, senble-t-il, une corvergencede
la methode en O(h"). Sur desmaillages\triangles decoupes", on retrouvera vraisenblablemert
au mieux une corvergenceen O(h" 1) du fait de l'utilisation de la premiere famille de Nedelec
sur les quadrangles,qui donnait cet ordre de corvergencesur les equationsde Maxwell 2-D (cf.
chapitre 5).

8.2.2 Cas du cone-sphere

On s'interessemaintenant au cas intermediaire du cOne-sptere, dont la geonmetrie possde
une singularite uniqguemert sur un point de I'axe. La geometrie estdonc \faiblement singuliere”
puisque la surface 3-D est singuliere uniguemert en un point. La solution de ce probleme est
ac heesurla gure 8.6. On calcule une solution de referenceavec du Qg sur un maillage d'un
million deddl. On obtient lescourbesde corvergencedela gure 8.7 pour desmaillagesreguliers.
On utilise des maillages quadrangulaires non-structures (cf. gure 8.8), qui ne sort pas obte-
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Ioglo(error)
N
[6)]
!

35+t - e —o1]]
L -7 -0 -Q2|]
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45 ¢ s —— Q4|4
-¢-Q5
15 14 13 11 1 09 08 07
Iogm(h/r)

Fig. 8.5{ Evolution de l'erreur H-rot entre la solution numerique et la solution analytique en
edelle log-log. Cas de la sphere parfaitement conductrice sur des maillagesreguliers.

Fig. 8.6{ Partie reelledu champ di ract e par une onde plane pour un cone-splere parfaitement
conducteur. L'onde plane est axiale, elle vient par le haut.

nus en decoupart destriangles. Ces maillagessort obtenus en recorrbinant destriangles ertre
eux pour obtenir desquadrangles.Le maillage hybride quadrangles/triangles estredecoupe a n

de n'obtenir que des quadrangles.Ces maillagessort generalemert plus sympathiques que les
triangles decoupes, on a besoinde moins de degres de lib erte pour obtenir la m&me precision.
Toutefois, comme le montre la gure 8.5, il estdicile de mesurerun ordre de corvergence.
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Nous preferons donc faire une etude de convergenceen subdivisant le maillage 8.8. On obtient
le tableau 8.1. h = 1:0 correspond au maillage initial, h = 0:5 correspond a ce maillage deux
fois plus n, etc ... La premiere information que donne ce tableau est que cette faible singu-
larite ne perturbe pas l'ordre de corvergencede la methode, lorsqu'on evalue I'erreur sur un
domaine excluart la singularite. La secondeinformation est que lorsqu'on utilise desmaillages

log, ,(error)

1.4 1.3
log, ,(h)

Fig. 8.7 { Evolution de 'erreur H-rot ertre la solution numerique et la solution de referenceen
edelle log-log. Cas du cone-splere parfaitement conducteur sur des maillages non-structures.
L'erreur est calculee en omettant la regionr < 0:5 qui cortient la singularite.

Fig. 8.8 { Maillage utilise pour mesurerl'ordre de corvergence
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h=10|h=05]|h=0.25|h=0.125| h= 0.0625| h = 0.03125| h = 0.015625
Erreur avec Q1 - - 1.08 0.46 0.14 0.051 0.023
Ordre de corvergence - - - 1.23 1.74 1.42 1.15
Erreur avec Q> - 1.14 0.074 0.038 4.6e-3 9.54e-4 -
Ordre de corvergence - - 3.94 0.96 3.04 2.27 -
Erreur avec Qg4 0.34 0.027 0.0024 7.99e-4 2.53e-5 - -
Ordre de convergence - 3.65 3.47 1.6 4.98 - -

Tab. 8.1{ Erreur H-rot entre la solution numerique et la solution de referencepour di ererts
pas de maillage. Cas d'un maillage dont chaque segmen est subdivise en 2 sous-irtervalles.

guadrangulaires obtenus par subdivision, il senble qu'on obtienne un ordre de corvergenceen
O(h"). Cette obsenation peut secomprendrecar la subdivision d'un maillage va faire tendre les
matrices jacobiennesvers des matrices jacobiennesdiagonales.Les termes extra-diagonaux de
DF; vont tendre vers O lorsquele pas de maillage tend vers 0. Cette corvergenceest \globale",
localemern les quadranglesqui sort a la jonction dessous-domainese veri ent pas cette pro-
priete. En subdivisant un maillage initial, on va serapprocher du comportement d'un maillage
regulier.

8.2.3 Cas du cylindre

On traite maintenant un cas avec une singularite plus etendue que le cas precedernt. On
consicerela di raction d'une ondeplane par un cylindre parfaitement conducteur(cf. gure 8.9).
On peut cette fois, utiliser desmaillagesparfaitemert reguliers,et obtenir lescourbesde corver-

Fig. 8.9{ Partie reelledu champ diract e par un cylindre parfaitement conducteur

gencesympathiquesde la gure 8.10.La solution de referenceest calculee sur un maillage Qg
d'un million de ddl avec un ranemen t local sur les deux coins du maillage. On retrouve ce
qu'on a deja signale pour I'equation de Helmholtz 2-D. On a une corvergenceen O(h%33) quel
quesoit I'ordre d'approximation, mais lesconstartes sort de plus en plus faibleslorsqu'on monte
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en ordre. A precision x ee, on a besoinde moins de degres de liberte en Qg qu'en Q», si on
utilise un maillage regulier uniforme. Pour capter le bon ordre de corvergence,on fait une etude
sur le tableau 8.2, en subdivisant un maillage initial. Ce tableau est instructif, car sur les dia-

h 1.0 0.5 0.25 0.125 | 0.0625 | 0.03125| 0.015625| 0.0078125
Erreur avec Q1 - - 0.67 0.215 | 0.0918 | 0.0428 | 0.0211 0.0109
Ordre de convergence| - - - 1.63 1.22 1.10 1.02 0.95
Erreur avec Q» - 0.65 | 0.0708 | 0.0176 | 4.99e-3| 1.55e-3| 5.23e-4 -
Ordre de corvergence| - - 3.20 2.01 1.82 1.69 1.57 -
Erreur avec Qg4 0.217| 0.0156| 3.67e-3| 1.36e-3| 5.09e-4| 2.0e-4 - -
Ordre de corvergence| - 3.8 2.09 1.43 1.42 1.34 - -

Tab. 8.2{ Erreur H-rot erntre la solution numerique et la solution de referencepour di ererts
pas de maillage. Cas d'un maillage dont chaque segmen est subdivise en 2K sous-irtervalles.

gonales,on a lI'erreur commise pour un nombre de degres de lib erte constart, pour Q;, Q> et
Q4. Ainsi, lorsquel'on met huit points par longueur d'onde (h = 0:125 pour Q1), on obtient
une erreur de 21 % en Q4, de 7% en Q, et de 1.5 % en Q4. Sur toutes les diagonales,on a bien
une decroissancede l'erreur.

8.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons presene une methode de discretisation desequationsde Max-
well sur desdomainesaxi-symetriques. Cette methode de discretisation utilise deselemeris nis
quadrilateraux H-rot pour E et H! pour E . An d'eviter la presenced'integralesavec un poids
en 1=r, nous proposonsune formulation mixte. Nous avons valide cette approche sur le casde
la sphere, du cone-splere et du cylindre.

0.5

1.5

log, ,(error)

25 1 B o ~o- Q3|
T e —— Q4
- Z o -4-Q5

2 1
log, ,(h/1)

Fig. 8.10{ Evolution de l'erreur H-rot ertre la solution numerique et la solution de reference
en edelle log-log. En abscisse, on fait gurer h=r an de pouvoir comparer les di ererts
ordres d'approximation. Cas du cylindre parfaitement conducteur sur des maillages reguliers.
On calculel'erreur sur un domaine excluart tout le pourtour de l'objet.
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Chapitre 9

Equations Iintegrales d'ordre eleve
pour les equations de Maxw ell sur
des domaines a symetrie de
revolution

Nous montrons dans ce chapitre comment on etablit une formulation
integrale lorsque le domaine de calcul presenteune symetrie de revolution.
Comme dans le cas volumique, on aloutit a une suaessionde problemes2-D
independants. La principale di cult e residedansle calcul desintegralessin-
gulieres. Nous proposonsplusieurs approches concurentielles pour lever cette
di cult e. Finalement, nous discutons du couplageavec les elements nis, et
I'int erét de monter en ordre.
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9.1 Obtention de la form ulation variationnelle

Notre principale source d'inspiration est [Volpert et Levadoux, 2001]. Dans ce rapport,
l'auteur presene une discretisation d'ordre 1 pour une formulation integrale couplee avec des
elemerts nis d'ordre 1. Notre apport estd’'etendrecette approcheal'ordre elewe, enutilisant des
formulations variationnelles legeremen di erertes. L'obtention de la formulation s'e ectue en
considerant une formulation variationnelle 3-D, et eninjectant desfonctions de basespeci ques.
On obtient alors une suite de formulations variationnelles 2-D independartes. Les techniques
d'integration de singularitessort neanmoinsspeci ques a l'axi-symetrique. Elles sort di erertes
de ce qu'on peut rencortrer en 2-D ou en 3-D, bien qu'on puissefaire quelquessimilitudes avec
le 3-D.

9.1.1 Notations

On considere une courbe du plan  parametree par I'abscissecurviligne s. Un point M
appartenart a a pour coordonnees:

M(s) = (r(s);z(s))
La surfacegeneree par rewolution seranotee . Un point de cette surfacea pour coordonnees:
M(s; ) = (r cos ;rsin ;2z)

L'elemert surfaciquevaut alors

d = rdsd
On note t, le vecteur tangent unitaire a
1 @ @
t = (tty) = ¢ — . —
o Gy s (@)2(@ ¢’
@ @

Par la suite, an de simpli er lescalculs, noussupperonsque s est un parametrage de la courbe
qui verie : r

@2 @2:
(@)+(@) 1

s correspond dans ce cas a ce qu'on appelle I'abscissecurviligne. On introduit la base ortho-
normeedirecte (t;n;b) telle que

ty cos t, cos sin
t = tysin n = ty,sin b = cos
1, Iy 0

Lesvecteurs(t,b) sort tangens a la surface . n estla normale unitaire, exterieurea , sion
supposeque la frontiere est parcourue dans le sensdirect.
On consicere un secondpoint :

M® = (r°os %r%in %29
La distance ertre le point M et le point M ©, vaut :
R2 = jjMM 9j%2 = (r%o0s © rcos)? + (r%in O rsin )2+ (20 2)2
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RZ=r%2+r®% 2rrog 9+ (z 202

R = P (r® r)2 + (z° 22 + 2rr%1 cos')

ou on aintroduit l'angle
1 -— 0

Le vecteur MM °a pour composartes dans le systemet®n%b0:

MM = 1%  rtcos + (2° 2)t?
MM = rsin’
MM% = 1%  rtlcos (2° 2)tQ

Les produits scalairesertre le systemet®n®bOet le systemet;n;b valert :

t9t = ttccos +1t2t, t°b = t0sin' t°n = 9ty + t2t, cos
bt = t, sin' b b = cos b n = t,sin'
nt = 9t +1t%cos n°b = t9sin' n®n = t9t,cos + oty

9.1.2 Formulation EFIE

On note les courants, en gardant n normale exterieure a

J=n H K = E n

On suppose que l'objet est parfaitement conducteur, on a alors K = 0. On ne garde que
l'inconnue J, la formulation variationnelle 3-D de I'EFIE s'ecrit :

z z L ! z

i kG(xy) J(y) I'(x) 2 dv (3(y) div Q'(x) dydx = E™x)JI(Xd (x)

JU estla fonction test, elle est prise dans le m&me espacefonctionnel que J : I'espaceH (div; ).
Souwent, cette formulation variationnelle est ecrite en omettant le conjugue sur la fonction test
(3'(x) au lieu de J'(x)). En eet, les deux notations sort equivalertes lorsqu'on prend des
fonctions de basereelles,ce qui est le casen 3-D. Dans notre cas, on prend des fonctions de
basecomplexes,on doit donc ne pas omettre le conjugue. J esttangertiel a la surface . C'est
pour cette raison qu'on choisit d'exprimer sesprojections sur les deux vecteurstangentiels t et
b On ne discretise ainsi que deux inconnuesscalairesJ; et Jp.

On choisit desfonctions de basede la forme :

J(s;) = "(e ™
Jo(si ) = (e ™
La condition J 2 H(div; ) sereinterpréte comme:
"2 HY() 2 L%()

Un choix possiblede fonctions de baseest de prendre la trace desfonctions de basevolumiques
issuesde la formulation H rot :

" (8) = "CL(9) i = 1:(r+ 1)
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%8 = "E(9) i = 1or
Une autre choix est de prendre :

C2HY) 2 HY()
On choisit alors les mémesfonctions de base

™ = N = "

Dans la suite, nous garderonsla notation avec deux fonctions de basedi erertes. Au niveau
desresultats numerigues, on a fait le choix de prendre les m&mesfonctions de base.Les deux
inconnues J; et Jy, sort cortinues et appartiennert a H 1. Nous verrons ult erieuremernt en quoi
ce choix estjudicieux pour realiserle couplageavec les elemens nis.

On va maintenant remarquerqu'on aboutit a desproblemesindependarts pour chaguemode
m. En e et supposonsqgu'on ait decompose J sousla forme :

1
J(x9 = Imo(she Mm*°

mo= 1
On choisit commefonctions tests

I = In(se

On note :
au(x9;v(x)) = kG x9 uxY v(x) k—lzdiv u(x9div v(x)
on constate alors que
Xt o
a(J(x9;3'(x)) = hmo(s;s®' )™ e (M M)
m0= 1

On a separe la dependanceen' et la dependanceen . On a utilise le fait que le noyau de
Greenne depend que de la distance R, dont I'expressionne fait intervenir que' . De méme,les
produits scalairest® t; t9 b:: nedependert quede' . Lorsqu'on e ectue la double integration,
ona:
zZ Z Z, 72, 72 Z
a(J(x9; 3t (x)) dx%dx = a(J(x9; 3t (x)) r rdsds’d °d
0 o

On fait le changemen de variables:

On a alors:
Z Z 2,72 , 27
a(J(x9; 3t (x)) dx%dx = a(J(x9;3'(x)) r ro%dsds’d’ d
0
Par 2 -periodicite de hy,o par rapport a' , ona:
zZ z x1 Z, Z 7212 !
a(J(x9; 34 (x)) dx%dx = hmo(s;s®' ) €™ rrodsdsPd’ e (M ™ ¢
mo= 1 0
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Si on choisit m 6 m® on aura une integraleen nulle. On en deduit que :
Z Z
a(Jmo(x9e ™3t (x)e M )dxdx®= 0  8m°6 m

On a bien desproblemesindependarts.
Dans la suite, on divisera la formulation variationnelle par 2 pour avoir :

1 Z Z Z ZZ _
> a(J(x%; 3t (x))dx%x = hm(s:s®' )e™ rrodsdsd’
Le secondmenbre s'ecrit :
1222 | z
2 . EM(x) Ji,(s)€M rdsd = Emc(s) Ji,(s)rds

Einc estla quantit e qu'on a intro duite dansla section precederte. C'est la composarte ass@iee
au mode m, du champ electrique incident.
Soit une fonction scalaireu, exprimons le gradient dansle systemet;b;n
@, 1@, K @ @, @ 1@ @, @

u-= @‘r\+ r@ + @2= (tX@+tZ@)t+ F@b+(tz@+tX@)n

Le gradient surfaciqueest par de nition la composarte tangertielle du gradien, soit :

@ la
ru= —t+ ——Db
@ r@
On cherche I'expressionde la divergencesurfaciqueen e ectuant une integration par parties :
Z, Z Z, 7Z
i r uvrdsd = i (r @vt) + @vbdsd
0 0 @ @
z, 2z
@ @ @y
= ur——+ —vw + —— dsd
0 @ @ @

Commety = % on en deduit I'expressionde la divergencesurfacique:

. @t tx 1@b
dvv=—|—+ v+ ——
@ t

r r @

On applique cette expressionsur les fonctions de basede J :

. 0 ) 0
div (3, (xIt9 = %(Sg N tr_xo (9 e m

div (309 = 7 (He ™’
Explicitons dansun premier temps la matrice
i zZ Z
Sj = G(x; x9 div wj(x9 div wi(x) dx°dx

w; etant une fonction de basede J. On distingue quatre cas:
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Casl:w; = (s)e im ¢ wj = -.(Sgeim %0
Z Z

i < , @ @i | tx, i’ .
Si = G(x; x9 & ro ,(C) @f + 2i(s) €M rrods’dsd
Cas2:w; = "i(()e ™t w; = ;(s9e ™ b
mZ (s(b @ t -
Sj = — G(x; x9 - L4 X (s) €M rro%dPdsd!
k @
Cas3:wj = i(s)e ™ b w; = 'j(s()e im 0
m* @ o
Si = o G(x; x9 —’ + r—xo‘ i (sY 'Te'm' r r°ds’dsd’
Cas4:wj = (s)e™ b wj = j(s()e m °p0
2
_ Im . i(sY i(S) 0!
Si = G(x; x9 s Te'm r r ds’dsd
Explicitons dansun secondtempﬁlazmatrice
Bj = ik G(x; x9w; (x9  wi(x)dx%x
Casl:w; = ‘i(s)eéim t  w; = "j(s9e ™ %0
Bj = ik G xY" (s i(s) (txtQ cos' + t,t2) €™ rrods’dsd’
Cas2:wj = "i(s)e ™ t w; = (sQe ™ °pO
i |( ) 7 7 i J( ()
Bj = ik G x9" (Y i(s)tx sin' €M rrldsdsd’
Cas3:wj = (s)e™ b w; = ';(s9he M %O
i |( ) 7 7 ZJ J( ()
Bj = ik G x9 (Y i(s)t? sin' €M rrodsldsd'
Cas4:wj = i(s)e™ b wj = ;(she M °p°
i i(S) , Wi, i (9 |
Bj = ik G xY (s i(s)cos €™ rrOdsdsd'
Le secondmenmbre s'ecrit : ~
FEFIE = ER°(s) wi(s)rds
Casl:w; = 'i(s)e ™ t .
FEFIE = (LEMS + tEDR) " i(s)rds
Cas2:wj = i(s)e™ b 7
FEFIE = EM i(s)rds

La formulation EFIE conduit a la resolution du systemelineaire::
(B S)J = FEFIE

On notera quela matrice peut étre renduesymetrique en multiplian t par -1 lesequationsportant
sur Jy, il faut faire la méme operation sur les composanes correspondantes du secondmembre.
Nous n'utiliserons pas cette propriete de symetrie, car nous prefereronsl'utilisation dela CFIE.

208



9.1.3 Formulation MFIE

La formulation variationnelle 3-D de la MFIE s'ecrit :
V4 Z Z V4

% J(x) 3'()d (x) + ryGGy) 3(y) J3'(x) n(x) d (d (x) = n(x) H™x)I'(x)d (x)

J(x);J4(x) 2 H(div; )

Jt estla fonction test, elle est prise dansle m&émeespacefonctionnel que J : I'espaceH (div; ).
A priori, la MFIE est consistarte si on choisit comme espacefonctionnel L?(), mais il parait
plus judicieux de choisir le m&éme espaced'approximation que pour 'EFIE, an de pouvoir
utiliser la CFIE. Explicitons la matrice

z

lj = wi(x) wj(x)dx

Casl:wj = '"i(sfe ™t wj = "j(s)e ™ t
Z
lj = "i(s)"j(s)rds
Cas4:wj = (s)se™ b wj = j(s)e™ b
Z
lj = i(s) j(s)rds

Dans le cas 2 et 3 (interactions croisees), les termes de la matrice sort nuls. La matrice | est
une simple matrice de masse.
Explicitons la matrice :

Z Z
Qj = r2gxx%  wix9 wi(x) nx) d(y)d (x)
Casl:w; = "i(s)e ™ t wj; = ';(she m °tO
Z Z Z
Q = r 06 xy t°b'(sh' i(s)e™ rrldstdsd’
Or,ona:
6ocxd = (K 1) xIMM ©
rxG(xx7) = (E @) (x; x
En utilisant

MM % t9= MM % b%°n® MM © nOp°

On trouve I'expression:

z 22 .
O (K 2)G06x9 112 cos (1% (20 1) €™ (Y i(9)r rdsdsa
Cas2:wj = 'i(s)e™ t w; = j(s9e ™ °b°
z 772
Qj = r9G6(x;x9 b° b (s i(s)rrlds’dsd’
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Z ZZ

Qj = (% %)G(x;xcb sin' (2° 2™ (s i(s)r rPds'dsd"
Z Z Z
Qy = r9G(xx9 t0t' (s i(s)rrldsldsd
z 2z ik 1 _
Q = (E @) G x% sin' ( rAty+rtlt,+(2° 2)tt) €™ ' (sY i(s)rrOdldsd'
Cas4:w; = i(s)e™ b wj = j(she ™ "b°
Z Z Z
Qj = r9G(xx9 bt (Y i(s)rrldsldsd’
z 2z ik 1
Q= (g g2IG x) r% cos (rt;+(2° 2)ty) €™ (Y i(s)rrods’dsd’
Le secondmenbre s'ecrit :
Z
FMPIE = J(s) wi(s)rds
Casl:w; = 'i(s)e ™ t .
FMFIE = HinC: i(s)rds
Cas2:w; = i(s)e '™ b
Z
FMPIE = (tcHT + tzHIR) i(s)rds

La formulation MFIE conduit a la resolution du systemelineaire :
1 MFIE
1+Q ) =12
2
La matrice ne peut &tre rendue symetrique.

9.1.4 Formulation CFIE

Elle s'obtient par simple combinaison lineaire de 'EFIE et la MFIE. On obtient le systeme
lineaire suivant :

h i

B S+ )(%I +Q)J= FEFIE 4+ 1 )EMFIE

L'EFIE et la MFIE sort mal posespour un certain nombre de frequencesqui correspondert
aux modespropresdel'interieur del'objet. La CFIE esttoujours bien posepour desfrequences
reelles.Dans toute la suite de I'expose, on prendra toujours = 0:5.
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9.2 Methode d'in tegration

9.2.1 Methode d'integration pour la partie reguliere
Premi ere integration en''

Nous intro duisonsles variables intermediaires suivantes :

VA VA
G1FF'E(s;s9 = i G x%e™ d = 2 G(x;xYcogm' )d'
0
Z Z
Geos'E(s;s% = i G(x;xY%cos €™ d = 2 G(x;x9cos' cogm' )d'

0

Z Z
GsinfF'E(s;s% = i G xYsin' €™ d = 2 G(x;xYsin’' sin(m' )d'

0

L'id ee est de calculer d'abord ces variables pour eliminer l'integration en ' . On de nit des
variables similaires pour la MFIE :

Z
MFIE (- _ ik 1 . ' '
G1 (s;8) == 2 i (jX S ix qu)G(x, x9 cogm' )d
Z
ik 1 , .
Geos' F!E(s;89 = 2 . (jx T ix qu)G(x; x% cos' cogm' )d
ik 1

GsinMFIE(s:s) = 2i (- .

o x x§ jx

Il nerestealors plus quela double integralesur . LesvariablesG1 et Gcosne sort pasde nies
pour s = s° car on a alors une integrale divergerte.

qu)G(x; x9sin' sin(m' ) d'

Integrales reguli eres pour I'EFIE

On doit maintenant evaluer desintegralesde la forme :

Z,Zg
| = o(s;s9) ds’ds  ;
s s
gu'on integre en deux etapes: a
S
hs) = o(s)ds’
s¢

Cette integrale seraappeleeintegrale interieure . L'autre etape est:
Z,
| = h(s) ds

S1

Cette integrale seraappeleeintegrale ext erieure . On note :

h i
1
Als;s) = k(tt2GcoFFIE + t,t9G1EFIE )0 EtXtQGlEFIE dsds

t 0

A2(s:sY = %GlEF'E ds
tO

A3(s;sY = XTrGlEFIE d<”
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0
A4(s;sY = %GlEFIE
2
A5(s:;s9 = (kGeoEFIE 0 mTGlEFlE)dsds0

A6(s:sY) = (kGsinEFIEt,rr® + Mt G1EFIE) gsdef

k
A7(s;sY = %GlEFIE r ds®
A8(s;sY) =  (KGsinEFIE {010 + %tgGlEFIE)dsdso
A9(s;sY = %GlEFIE rOds

Ces variables apparaissen lorsqu'on fait un changemen de variables an de ramener l'arc
[s1; 82], et l'arc [s§; s3] au segmen unite [0; 1]. Explicitons la partie reguliere de l'operateur (B-
S) sur les quatre casprecdemmelt rencortres:

Cas 1 : interaction (t,t")

kel

(B S) = Aup:%w(mm(%-+Aap:%w<m (%
p;g=1
#
+ A3(p: 9) @'<“p)“,< 9+ Al 9T @i (“3)
Cas 2 : interaction (t,b')
K1 _
B S) = Aumam@VM®+Anm$%%bﬂﬂ$wq
p;g=1
Cas 3 : interaction (b,t')
K1 _
(B 9) = A8(p @ (DM + AI(p: 9 Ai(Ap)%(Ag) 'plq
p;g=1

Cas4 : interaction (b, b")

5(%1
(B S) = AS(p ) R T ! g
p;g=1

On a ici utilise une integration avec points de Gauss sur l'integrale exterieure et l'integrale
interieure. , et !, designem respectivemert le p-ieme point de Gausset le p-ieme poids de
Gauss.

Integrales reguli eres pour la MFIE

De maniere similaire, on fait apparaitre les termes suivants pour le calcul de la MFIE
h i
F11 = GsinMFIE (1@%, 1%, (2 2)t%,) rr°ds'ds
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h i
F12 = GIMFIER,  GeodFIE (rt, + (2° 2)ty) rrdsPds

i
F21 = GIMFIE({0  GeodMFIE (140 (20 2)t9) rrOdsOds

h i
F22 = GsinMFIE (20 2) rr%sds

On exprime le terme genrerique de la matrice Q en fonction de cestermes:
Cas1: interaction (t,t")

el
1 A 1
Qj = For( o NN el g
p;a=1
Cas 2 : interaction (t,b')
el
Qj = Fool o DN 509 1ol g
pg=1
Cas1: interaction (b,t")
el
Qj = Fi( o 9 TN 1ol g
pia=1
Cas1: interaction (b,b")
el
Qj = F2( o @ N0 509 ol g
pia=1

9.2.2 Regles simples d'in tegration dans le cas regulier

On a separe la triple integrale sur (s;s%' ), en une premiere integration sur ' avec les
variables G1, Gcoset Gsin. L'integration sur' s'e ectue en prenant N + 1 points de Gauss
sur l'intervalle [0; ]. L'integration sur s et s®s'e ectue en utilisant k + 1 points de Gausssur
lintervalle [s1;s;] et lintervalle [s?;sJ]. La premiere interrogation est sur le choix de I'entier
k. Pour repondre a cette question, nous utilisons une integration tres precisesur ' , et nous
calculonsl'erreur maximale faite sur le coe cien t de la matrice en fonction de k. Cette etude
est faite sur le tableau 9.1. On obsene une corvergenceexponertielle en fonction du nombre de

Nombre de points de Gauss-1 | 1 2 3 4 5
Erreur L1 1.37e-2| 1.98e-3| 1.3e-5| 4.7e-8| 2.1e-10

Fig. 9.1{ Erreur L sur la matrice en fonction du nombre de points d'integration de s; s°

points. C'est normal car on integre une fonction in nimen t reguliere et analytique. Au vu des
valeurs, il senble judicieux de choisir k = 2 sur cet exemple,qui estl'ordre d'approximation
(P2). Dansla suite, on prendra k egala I'ordre d'approximation utilise. Il nousreste maintenant
a determiner la regled'integration pour ' . La fonction-type a integrer vaut :

Z kR

= cogym' ) d' ou R = P (r° N2+ (z% 2)2+ 2rrq1 cos')
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Ioglo(error)

12

13

14

On a un produit de deux fonctions oscillartes, qui donnert donc une sinusoide avec une phase,
qui est au pire la sommedesdeux phases.On doit donc considerer la phasesuivante :

kR + m'

La variable R peut varier sur l'intervalle [0; 2r max], le casle plus defavorable seproduit lorsque
s = s¢' = | Ladistanceertre lesdeux points d'integration x et x° est dans ce casde 2r.
Pour ce qui estde la variable ' , elle varie de 0 a . La phasemaximale estdoncde:

2krmax + m

On choisit d'utiliser 4 points d'integration par longueur d'onde pour evaluer les fonctions oscil-
lantes, on exigel'ordre d'integration suivant :

N = 2(m + 4f Xmax)

ou f designela frequence,f = ZL On a deux termes en concurrence le premier est d0 a
I'oscillation du noyau de Greenet le secondestd( a I'oscillation desfonctions de base.Ce dernier
e et n'est pasnegligeable,une premiereideeestde choisir N independart du numero du mode.
Sur la gure 9.2, on compareles deux approches(choisir N constart ou dependart du mode).
On voit que sion choisit N constart, I'erreur commiseest exponertiellement croissarne suivant
m. Lorsqu'on adapte N au numero du mode, on obsene une erreur legeremern decroissare
lorsquem augmene. Surla gure, cen'est pasvisible, car on a atteint leslimites de la precision
madine. La separation de l'integraleen’ desautres variables d'integration permet d'obtenir

13.7
13.8
139 ¢
T 1t
3
S
E 141 ¢
14.2 +
143 ¢
L L L 14.4 L L L
5 10 15 20 0 5 10 15
Order Number mode

Fig. 9.2 { Evolution du logarithme de l'erreur L* sur la matrice suivant le numero de mode.
On ne consicereici que la partie reguliere de la matrice, le nombre de points d'integration sur
s;sVest x e. A gaudhe, on xe le nombre de points d'integration sur ' , a droite on l'adapte au
numero du mode.

un colt qui est de complexite :
C(k+ 1)>N2N

La constarte C estindependarte de I'ordre d'approximation k sousles hypotheses:

Ne; N assezgrand
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N¢ represerte le nombre de segmeis du maillage. On fait le quotient de ce codt par le carre du
nombre de degresde lib erte, pour comparerlesdi ererts ordres d'approximation :

Coot calcul partie reguliere _ c (k + 1)? N
(Nombre ddl)? - k2
Commeon I'a vu, le nombre de points d'integration N et la constarte C sort independarts de

k. On peut donc tracer la complexite de ce calcul en fonction de I'ordre d'approximation sur la
gure 9.3. On constate qu'il est avantageux de monter en ordre car la partie reguliere est plus

Time

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Order of approximation

Fig. 9.3{ Tempsde calcul theorique en fonction de I'ordre d'approximation, pour un nombre
de ddl x e. Partie reguliere uniqguemert.

rapide a evaluer.

9.2.3 Calcul des integrales singuli eres

Trois cas distincts sort a traiter, le cas ou la double integrale s'e ectue sur le méme
elemert (elemerts confondus),le casou la double integrales'e ecteur sur deux elemerts proches
(elemerts joints) et le casou la double integrale s'e ectue sur le mémeelemert proche de I'axe
(elemerts axiaux). Par proche, on veut signi er qu'une desextrémitesdu segmemn appartient a
l'axe. La problematique d'integration de singularites est largemert abordee dans la litt erature
[Sauter et Krapp, 1996],[Sauter et Lage, 2000],[Singh et Tanaka, 1999],[Scthwab et Wendland,
1992].

Elements confondus

On choisit d'integrer une partie des integrales singulieres par la technique d'integration
reguliere.Pour' 2 [' 1; ], on utilise la technique d'integration reguliere. On est confronte a un
choix cornelien. Soit on prend ' ; assezelew, on a ainsi une partie reguliere facile a integrer.
En contrepartie, on aura plus de problemessur la partie singuliere car la fonction a integrer sur
[0;" 1] variera beaucoupsur cet intervalle. Soit on prend ' ; petit, la partie reguliere seraplus
delicate a integrer, mais la partie singuliere n'aura pas beaucoupd'oscillations. On choisit de
privil egier ce dernier point, en choisissarn ' 1 de telle sorte que l'intervalle [0;' 1] soit inferieur
a une demi-periode de 'oscillation de la fonction a integrer. On prend en conequence:

1 -
m + 4f Xmax
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Sur cette partie reguliere, il est necessairede la surintegrer, on choisit en conequence2k + 1
points de Gausspour l'integrale exterieure (en s), et 2k + 1 points de Gaussipour l'integrale
interieure (en s9.

On s'interessanaintenant al'integration sur l'intervalle [0;" 1]. On cherche a estimernumeriquemert
le nombre de points d'integration \satisfaisant" pour evaluer l'integrale exterieure. On obtient
lesresultatsdela gure 9.4.0n a calcule I'erreur pour 20 modes, et on obsene que le maximum

1.5
——Q1
-5 ,Q2
2 [ —O— Q3 T
—v— Q4
25+ R
5 3¢ .
)
3
g’ 35+ R
4 N E
s
N <+
45 r B 4
5 L L L
0 5 10 15 20

Order

Fig. 9.4{ Evolution de I'erreur L1 sur l'integrale exterieure en fonction de k (k + 1 points de
quadrature) pour divers ordres d'approximation

est atteint pour le mode 1. La convergenceest rapide, mais il faut neanmoinsprendre 2k + 1
points de Gaussd'integration pour avoir une erreur faible.

En ce qui concernelintegrale interieure, on doit integrer une fonction singuliere au point
( p;0) surlerectangle[0; 1] [0;' ]. Plusieurs possibilitess'o rent a nous. Une technique relati-
vemert simple d'integration de fonctions singulieresest la technique utilisant la transformation
de Duy [Duy, 1982][Scdwab et Wendland, 1992]. On decoupe notre domaine d'integration
en triangles (cf. gure 9.5). Sur chaque triangle, on applique la transformation de Duy , pour
passerdu cube unite [0; 1]° vers le triangle de sommetsSy, S; et S, :

Fra9) = 0 2 (1 R)PYSo + RS + (1 R)¥S;

On a choisi le point S; comme point singulier, les points d'integration vont s'accuruler sur ce

point. On e ectue le changemen de variables:
V4 V4

f(x;y)dxdy = o f(x;y)iDet(DFr)jdr dg
.

On utilise des points de Gauss sur le carre unite. On peut reinterpreter ce changemen de
variables comme une formule de quadrature sur le triangle :

‘ X
fooy)dxdy = (s )
T m
avec les points de nis par :
(mi @) = Fr( '
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Fig. 9.5 { Position des points d'integration apres application de la transformation de Duy .
A gaude, domaine d'integration (le point bleu symbolise la localisation de la singularite), au
milieu maillage du domaine d'integration pour s'adapter a la singularite, et a droite position
despoints d'integration.

et les poids de nis par :
lm = Py MaiDet(DFD(h:
Cette regled'integration est conrue sousle nom de formules de Gauss-Radau.

Une autre possibilite estde passeren coordonneespolaires, l'origine etant le point ( p;0). On
utilise alorsle mémedecoupagesntriangles que pour la transformation deDu y . On reinterprete
le passageen coordonneespolaires comme desformules de quadrature sur chaque triangle.

Une autre possibilite, pas tres bonne, est de prendre les points de Gausssur les trois rec-
tanglesdela gure 9.6.

Fig. 9.6{ Position despoints d'integration de Gauss.A gaute, domainedintegration (le point
bleu symbolise la localisation de la singularite), au milieu maillage du domaine d'integration
pour s'adapter a la singularite, et a droite position despoints d'integration.

Une derniere possibilite, estde garder la separation desvariablesens, s®et' . Sur l'integrale
en s, on utilise les points de Gauss , classiques.Sur l'integrale en s® on utilise les points de
Gaussen leur faisart subir une transformation pour accunuler les points sur le point singulier
Xo = p. On prend les points et poids suivants pour sOsur lintervalle [0; ol :

- n — oA
De me&me, on consicere les points suivants sur l'intervalle [ p;2 ] :

"2

N
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L'integraleen’ surlintervalle [0;' 1] est evaluee avec despoints de Gausss'accurrulant en O :

— ) A2 - A 1
a="1q 'q= 2q 1l
L'avantage de cette technique estd'@tre moins codteuseque lesautres techniquesqui ne realisen
pasla separation de variables, notamment pour desordresd'approximation eleves.On appellera
cette technique \Gauss-squared", car on utilise le carre despoints de Gauss,de telle sorte que
les points d'integration s'accurrulent presde la singularite (cf. gure 9.7).

Fig. 9.7{ Distribution despoints d'integration pour la technique \Gauss-squared".

On cherche a valider cesdi erertes techniques d'integration pour l'integraleinterieure. On
obtient les resultats de la gure 9.8. Sur ce cas, la transformation de Duy corverge plus
rapidemert pour desordresd'integration raisonnables.Toutefois, la technique \Gauss-squared”
donne des resultats proches, et elle est plus e cace lorsqu'on monte en ordre, a causede la
separation des variables s;s%' . On choisit d'utiliser cette technique avec 2k + 1 points de
quadrature pour l'integraleinterieure et exterieure dans le cas confondu.

Elements join ts

C'est le casou les deux segmems d'integration sort adjacerts. Au lieu d'avoir une ligne
singulieres = s on aun seulpoint singuliers = s® = 0. A priori, on peut utiliser despoints
de Gauss pour evaluer l'integrale interieure et exterieure. Comme ces points ne passen pas
par les extrémites O et 1, les deux integralessort regulieres. Toutefois, il faut utiliser un ordre
d'integration su samment eleve pour obtenir une erreur faible sur lescoe cien ts de la matrice.
Sur la gure 9.9, on a calcule I'erreur LY pour les deux integralesen fonction du nombre de
points de quadrature. Contrairement a ce qu'on pouvait imaginer, c'est I'integrale exterieure
qui est evalueela moins preciemert lorsqu'on utilise le mémeordre d'integration. On utilise le
méme nombre de points de quadrature que dansle casdeselemerts confondus(2k + 1).

Elements axiaux

Pour tous leselemerts prochesde I'axe, en plus de la singularites = s° on a une singularite
pours = s® = Oetpourtouslesangles 2 [0; ]. On nepeut doncevaluer une partie reguliere
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log 10(error)

-0 Gauss
—+— Duffy
4.5 |~ ©— Polar
—v— Square

5 il il Il Il Il
4 6 8 10 12 14 16 18 20
Order of integration

Fig. 9.8{ Evolution del'erreur L' surla matrice, lorsquel'on ewalue l'integraleinterieure avec
un certain nombre de points de quadrature, avec diversestechniques d'integration.

0.5 ‘ ‘ ‘ ‘
—— Q1 exterior integral
1k - ©- Q1 interior integral |-
- -Q4 exterior integral
1.5 | —v— Q4 interior integral
2 - -
S 25| 1
D
)
g °F ° g 1
~o
3.5 ~__ el i
v~\v\ R=T
\'V\vw llis]
4 T~ b
~
Ve
4.5 b
5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Order of integration

Fig. 9.9 { Evolution de l'erreur LY sur la matrice, lorsque I'on evalue les integrales faisart
intervenir dessegmeits adjacerts, avec un certain nombre de points de quadrature.

commepour lesautres elemerts. On fait le choix d'utiliser despoints de Gausss'accurulant en
0 pour l'integrale exterieureen s :

On elimine ainsi les singularitesdu type p—g (a priori, lessingularitessort logarithmiques ens).

Pour l'integraleinterieureen (s®' ), on utilise la mémeregled'integration que pour leselemerts
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confondus(Gauss-squared).Le nombre de points d'integration est pris egala :
N = max(3k+ 1;2m + 1)

On choisit de faire ewluer le nombre de points d'integration en fonction du numero de mode.

0.5

0} 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Number Mode

Fig. 9.10{ Evolution del'erreur L1 surla matrice, lorsquel'on evalue lesintegralesdeselemerts
axiaux, en fonction du numero de mode. Le nombre de points de l'integraleinterieure est x e.

Si on n‘adapte pasle nombre de points au numero du mode, on obtient une erreur exponertiel-
lemert croissarie sur lesinteractions de l'axe (cf. gure 9.10). On calcule les erreurs commises

O,
exterior integral
0.5 - exterior integral
exterior integral
1r interior integral
interior integral
1.5 - interior integral
S 2¢f
<L
S
o> 2.5 r
oS
3 r ﬂ\@\ o
B R o =
3.5 * Lo
Sk
4 +
4.5 L L L L L L L L L J
0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Order of integration

Fig. 9.11{ Evolution del'erreur L* surla matrice, lorsquel'on evalue lesintegralesdeselemerts
axiaux. On fait varier le nombre de points d'integration de l'integrale exterieure et interieure.
Mode 1.
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sur la matrice en fonction du nombre de points d'integration, lorsqu'on s'interesseau mode 1.
On decidede prendre 3k + 1 points d'integration pour evaluer I'integrale exterieure.

9.3 Precision de la metho de

Dans cette section, on valide la methode numerique en etudiant la corvergencede celle-ci
sur descastests relativemert simples.

9.3.1 Cas de la sphere parfaitemen t conductrice

On consicere la diraction par une sphere de rayon 5. On ac he les courants J; sur un
arc de sphere( = 0) surla gure 9.12.1l est egalemem possiblede les visualiser sur toute
la surface de l'objet (cf. gure 9.13). Nous calculons I'erreur L? erire la solution numerique

2.5 T T
— Analytical solution
2 | - - Q4 ) N B
— Q1 A

2.5 L L L L
o ) 10 15 20 25 30

Curvilinear abscisse s

Fig. 9.12{ Partie reelledu courant J; en fonction de I'abscissecurviligne s. La solution P1
colle tresbien a la solution analytique, bien qu'elle soit en\dents de scie".

et la solution analytique en fonction du pas de maillage, sur la gure 9.14.0On peut voir que
I'integration approchee est la caused'un \plateau" dansla cornvergence.Au dela d'un certain
pas de maillage, il estinutile de ra ner le maillage pour obtenir une solution plus precise.Le
ranemen t de maillage a presquel'e et inverse,l'erreur augmerte de plus en plus. Si on desire
obtenir une solution plus precise,il faut prendre plus de points d'integration, notammert sur les
integralessingulieres.Cet e et plateau intervient assezardivemert sur desmaillagescontenant
plus de dix points par longueur d'onde (-1 en abscisse).Sur ce cassimple, on compare I'ordre
1 avecl'ordre 5, en exigeart une precisionde 5%. Pour Q1, il est necessaired'avoir un maillage
de 170 degres de liberte contre 128 degres de lib erte pour Qs. Sur ce casacadkemique, on voit
qgu'il estinteressah de monter en ordre.

9.3.2 Cas du cylindre parfaitemen t conducteur

On consicerela di raction par un cylindre avec peu de longueursd'onde (cf. gure 9.15) On
obtient les courbesde corvergencede la gure 9.16.La solution de referencea ete calculee sur
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Fig. 9.13{ A gaude, partie reellede J;, a droite, partie reellede Jy,

0.5 T T T

log 10(error)

-o-Q5
0.6

1
Ioglo(h/r)

Fig. 9.14{ Evolution de I'erreur en fonction de h=r ou r est l'ordre d'approximation. Cas de
la sphere parfaitement conductrice de rayon 5.

un maillage Q15 avec 240 degresde lib erte. On voit que la presenced'un coin dans le maillage
perturb e l'ordre de corvergencede la methode. Neanmoins,il reste toujours tresinteressan de
monter en ordre. Pour atteindre une erreur relative de 5%, Q; a besoinde 100degresde lib erte,
alors que Q4 n'a besoinque de 82 degresde lib erte.

9.3.3 Cas du cone-sphere parfaitemen t conducteur

On s'interessea un cone parfaitement conducteur pour lequel on dispose d'une reference
(JINA 90). On donne ainsi une validation externe du code de calcul. La geomnetrie testee est
le noyau conducteur du cone-splere de la gure 9.17. On calcule sur cette geometrie la SER
monostatique pour une frequencephysique de 2.92 Ghz, en faisart varier I'angle d'incidence,
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Fig. 9.15{ module dela partie reelledu courant magnretique (jRe(J)j) sur la surfacedu cylindre.
L'onde plane est axiale.

log 10(error)

2.4 B //V/ _ - — /O‘ — o — Q2
-,/—V///V P ¢ -= Q3
2.6 e - —— Q4
-0 -©-Q5
2.8 Il Il Il Il il
1.5 1.4 1.3 1 0.9 0.8 0.7

1.1
Ioglo(h/r)

Fig. 9.16{ Evolution de I'erreur L2 en fonction de h=r ou r est l'ordre d'approximation. Cas
du cylindre parfaitement conducteur de rayon 2 et de hauteur 4.

pour la polarisation HH et la polarisation VV. On obtient une bonne concordanceavec la
referencedu JINA, commele montrent les gures 9.18 et 9.19.

Pour calculer cette SER, on s'estimpose un nombre M de modestel que :
8p M IER iz 10 ®maxmii ExniiLz
La solution est ainsi calculee sur 16 modes. Sur le tableau 9.1, on compte le nombre de degres
de lib erte necessairepour atteindre une erreur inferieure a 0.5 dB. Pour Q1, on a besoinde
prendre 10 points par longueur d'onde alors que Q3 ne necessiteque 5 points par longueur

d'onde, on gagneun facteur deux sur ce cassimple. Pour les ordres Q4 et Qs, on est cortraint
par la geonetrie.
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Fig. 9.17{ Parametres geometriques du céne-splere.

—EFIE
——MFIE
CFIE (a=05)

60 40 20 0 20 40 60 80

Fig. 9.18 { Ser pour un cone-sptere parfaitement conducteur. A gaude, resultat fourni par
notre code, a droite referencedu JINA. Polarisation HH

Ordre | Q1 | Q2 | Q3 | Q4 | Qs
Ddl 120 66 | 62 | 74 | 72

Tab. 9.1 { Nombre de degresde lib erte necessairepour obtenir une SER precisea 0.5 dB (en
normelL!).

An demieuxdi erencierlesdi ererts ordresd'approximation, on multiplie la frequencepar
trois, le nombre de modesest pour sa part multipli e par deux (33 au lieu de 16). On obtient la
SER monostatiquedela gure 9.20.0n cherche la aussipour une precisiondonnee(toujours 0.5
dB), le nombre de degresde lib erte necessaireLesresultats sort synthetisesdansle tableau 9.2.
Sur ce cas, on voit un peu plus nettement l'avantage de Qs par rapport a Q», mais ce n'est
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Fig. 9.19{ Ser pour un cone-sptere parfaitement conducteur. A gaude, resultat fourni par
notre code, a droite referencedu JINA. Polarisation VV

Ser (dB m?)

120 140 160 180

30

100
q

20 60 80
Fig. 9.20{ Serpour un cone-splere parfaitement conducteur, frequencede 8.76 Ghz. Polarisa-
tion HH

Qs
250

Qa4
274

Q3
266

Q2
270

Ordre
Ddl

Q1
488

Tab. 9.2{ Nombre de degresde lib erte necessairepour obtenir une SER precisea 0.5 dB (en
normelL!).

pas encoretres agrant. Si on veut prendre en defaut Q,, soit il faut demanderune precision

plus grande, soit il faut trouver un casdi cile aresoudre,par exempleun objet presertant une
pseudo-caite.
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9.4 Couplage avec les elements nis

9.4.1 Denition des operateurs

Lorsqu'on e ectue le couplageavecleselemeris nis, onconsicerelesformulesderepresenation
integralessuivantes [Levillain, 1991],[Simon, 2003]:
Z Z Z

72 Z

EnC gt = ik G(x;x9JI(x9 JI'(x)dxdx® + IE G(x; x9div (J)div (J') dx®dx

z ZZ
+% (n K) J'(x)dx + K9 ro2Gx;x9 JI'(x)dx%dx
z 12 zZz
H"® J%(x) n(x))dx = 5 I JY(x) dx IxY r 26 x9 (3'(x) n)dx%x
zz .22

ik G, xYK(x9 (I'(x) n(x))dxdx®+ IR G(x; x9div (K (x9) div (3'(x) n)dx%x

La premiere equation est equivalente a I'EFIE, si on prend K = 0, ce qui correspond a la
condition de conducteur parfait. La secondeequation est equivalerte a la MFIE, si on prend
K = 0. Notons:

zZ7Z 7 Z
ZEFIEy = ik G(x; x93 It dx%dx + IE G(x; x9div (J(x9) div (3*(x)) dx°dx
L2 zZ7Z
ZMFIEgy = 5 I JH(x)dx + (r 26(x;x%  J(x9) (3'(x) n(x)) dx%x
Il appardt, en plus desoperateurs EFIE et MFIE, deux operateurs:
_ zZ7Z L Zz
ZEFIE CIOISEEy — ik G(x; x93 (3' n)dx%dx + " G(x; x%div (3(x9) div (3'(x) n)dx%dx
_ ,Z zZ7Z
ZMFIE CIOISe€; - 5 (0 J) JY(x)dx + JXY 129G x9 It(x) dx%dx

Cesdeux operateurssort similairesaZEF'E et ZMFIE ‘il sut deremplacerla fonction test Jt
parJ' n.Pour uneresolution axisymetrique, cette operation revient aintervertir lesinconnues
J; et Jy avecun signemoins sur I'une d'entre elles.Matriciellement, casetraduit par I'operation
suivante : I I

Z11 Ziz Zn Ly

Ly Ly Z11 L
On reecrit les deux equationsa l'aide desoperateurs de nis precedemmett :

FEFIE - ZzMFIE Cloiseex ; 7EFIE]

FMFIE - ZzMFIEj 4 7EFIE Croiseeg (9-1)

LesinconnuesJ sort discretiseesde la m&memaniere que dansle cas parfaitement conducteur.
LesinconnuesK sort imposeespar la discretisation volumique. K; 2 H() estdiscretisee par
les points de Gauss-Lobatto. K, 2 L2() est discretisee par les points de Gauss. L'operateur
ZEFIE CIOIL€ a5t parfaitement de ni car on utilise desfonctions tests appartenart aH (). On
a fait le choix de prendre les inconnues J; Jy, et leurs fonctions tests dans H %, justemert pour
avoir un couplageavec les elements nis, qui ne posepas de probleme au niveau des espaces
fonctionnels.
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9.4.2 Cas de la sphere revetue par un mat eriau dielectrique

On valide le couplage avec les elemerts nis du chapitre 8, sur le cas academique d'une

sphere revetue. Le noyau conducteur est de rayon 4, |'epaisseur du revetemen est de 1. Les
indices physiquesde ce dernier sort egauxa :

"= 3 =2

Le courant magnretique solution de ce probleme est ac he sur la gure 9.21. On obtient la

Fig. 9.21 { module de la partie

reelle du courant
sphere dielectrique.

magretique (jRe(J)j) sur la surface de la

log 10(error)

1.4 1.2 1 0.8
Ioglo(h/r)

Fig. 9.22{ Evolution de l'erreur L2 en fonction de h=r ou r est l'ordre d'approximation. Cas
de la sphere de rayon 4, revetue d'une coude d'epaisseurl.

convergencede la gure 9.22.Ce casestinteressan car la longueur d'onde du dielectrique est
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ernviron 2.5 fois plus petite que la longueur d'onde dans le vide. On voit qu'il est necessairede
mettre su samment de points par longueur d'onde dans le dielectrique. Pour Qs, on doit par
exempleavoir un maillage avec 10 points par longueur d'onde dans le vide (soit 4 points dans
le dielectrique) pour avoir une erreur inferieurea 5 %. Les elemerts nis Qj sort tresdispersifs
par rapport aux equationsintegrales,ils nousobligert a discretiser avec 60 points par longueur
d'onde dans le vide (25 dans le dielectrique), pour obtenir une erreur inferieure a 20%. Quant
au nombre de ddl surfaciques,Qs demande 320 degres de lib ertes pour atteindre une erreur
inferieurea 5 %, alors qu'il en faut 826 pour Q.

Cet exemplenous montre egalemehn l'interét potentiel de faire desmaillagesvolumiquesqui
ne s'adaptent pasau maillage de fronti ere utilis e pour lesequationsintegrales.Notammert lors-
gu'on utilise desmethodesd'ordre 1, le maillage de frontiere n'a pasbesoind'étre extrémemen
n alors que le maillage volumique doit &tre fortement surmaille.

9.4.3 Cas du cylindre revetu par du dielectrique

On choisit dans cette section d'etudier la diraction par un cylindre revetu d'une coude
dielectrique. On choisit pour ce casdesindices pastrop medants :

Le courant magretique solution de ce probleme est represetie sur la gure 9.23. Grace a ce

Fig. 9.23{ module dela partie reelledu courant magnretique (jRe(J)j) sur la surfacedu cylindre
dielectrique.

choix d'indices, on obtient des courbes de convergenceplus propres que dans la sous-section
precederte. Le lecteur pourra sedelecterde cescourbessur la gure 9.24.Q; donneune conver-
genced'ordre 2 (on mesureune pente de 1.92), la singularite doit perturber I'ordre de corver-
gencede Q1 mais pour des pas de maillage plus petits. Pour Q», Qz, Q4 et Qs, la methode
corvergen avec le méme ordre, car la geonetrie presene une singularite de type aréte. La
monteeen ordre reste avantageuse.Pour atteindre une erreur inferieurea 5 %, il faut 220degres
de liberte en Q, cortre 160 degresde liberte en Qs.
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Fig. 9.24{ Evolution de l'erreur L2 en fonction de h=r ou r est l'ordre d'approximation. Cas
du cylindre, revetu d'une coude d'epaisseurl.

9.4.4 Cas du cone-sphere revetu par du dielectrique

Nous reprenonsle casdu JINA de la gure 9.17,an de valider la methode sur un cas
referencedi erent de la sphere. Lesindices du revetemert sort pris egauxa :

"= 15+ 18 = L7+ L7

On calcule sur cette geonetrie la SER monostatique pour la méme frequenceque dans le cas
conducteur (2.92 Ghz). On obtient une bonne concordanceavec la referencedu JINA (cf. -
gures9.25et 9.26). Sionse xe d'atteindre une erreur inferieurea 0.5 dB, on obtient le nombre

20 40 60 80 100 120 140 160 180
q

Fig. 9.25{ Serpour un coOne-splererevétu. A gaudie, resultat fourni par notre code, a droite
referencedu JINA. Polarisation HH
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Fig. 9.26{ Serpour un cOne-splere revétu. A gaude, resultat fourni par notre code, a droite
referencedu JINA. Polarisation VV

Ordre | Q1 | Q2 | Q3 | Q4 | Qs
dd| 634 | 258 | 182 | 170 | 162

Tab. 9.3{ Nombre de dd! surfaciquesnecessairepour atteindre 0.5 dB d'erreur, sur le casdu
cOne-splererevetu. On ne compteici quelesddl pour le courant J. Il faut multiplier ce nombre
par 2, car on a egalemenh besoinde K dansla resolution.

de degresminimal donne par le tableau 9.3. Pour Q;, on a obtenu une erreur de 1.5dB pour un
maillage comprenart 634 degresde lib erte surfaciques.ll nous a senble inutile de mailler plus
nement pour obtenir I'objectif x e. Comme on I'a deja signale, Q1 corvergelentement car les
elemerts nis volumiquesont de mauvaisesproprietesde corvergence.Sur cet exemple,on voit
gu'il estinteressan de faire au moins du Qs.

9.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons decrit les equationsintegralessur desdomainesa symetrie de
rewolution, pour un objet parfaitement conducteur. Nous avons choisi d'utiliser une formulation
CFIE, qui preserte l'avantage de ne pas preserter de frequencesde resonance.Nous avons
montre commert on menait les calculs de maniere e cace lorsque I'on montait en ordre. Le
point-cle est une premiere integration sur la variable ' , cette integration est commune a tous
les ordres d'integration, c'est elle qui en pratique domine le temps de calcul des matrices.

Pour evaluer les integralessingulieres,nous avons compare diversesapproches, et x e notre
choix sur une approche utilisant unetechnique \Gauss Squared". Nous avonsetabli desreglesde
quadrature a n d'evaluer correctemert tous lestermes de la matrice. L'in tegration numerique
dessingularitessetraduit par le fait qu'au-dela d'un certain pasde maillage, la precisionobtenue
sur la solution stagne.Nous avons ainsi pu veri er qu'en utilisant nosreglesd'integration, cette
stagnation n'apparaissait que pour des pas de maillage trop ns, qui ne sort pas utilises en
pratique.

Nous avons compate les di ererts ordres d'approximation sur le casdu cOne-splere parfai-
tement conducteur. Sur ce cas,on a montre qu'il etait interessanh d'utiliser de I'ordre 2, plut®dt
qgue de l'ordre 1. Sur ce cas, l'utilisation d'ordres plus elewes ne fait pas gagner beaucoupde
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degresde liberte par rapport a Q».

Finalemen, nousavonstrait e le casd'objets avec revetemern, en couplan leselemens nis
volumiques avec les equations integrales.Sur le casdu cone-splere rev&tu, nous avons montre
gue la montee en ordre etait tresinteressate, car les elemerts nis volumiques constitutaient
le facteur penalisart de la methode.
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Conclusion

Bilan

L'objectif de la theseetait de construire une methode numerique permettant de resoudre
les equations de Maxwell dans des milieux heterogenes,en regimefrequertiel par une methode
preciseet rapide. Le premier point est assue par l'utilisation de methodes d'ordre elewe. Le
secondpoint estassuee par la mise au point de produits matrice-vecteur rapides et I'utilisation
de preconditionneurse caces.

Dansla premiere partie, nousavonsdewveloppe cestechniquessur le cassimpli edel equation
de Helmholtz 2-D et 3-D. Nous avons montr e qu'en 2-D, un solveur direct etait su sant pour
la plupart des problemesrencortres. En 3-D, on a recours a un solveur iteratif, le BICGCR
preconditionne, soit par une factorisation incomplete avec amortissemert, soit par une iteration
multigrille.

En ce qui concerneles equations de Maxwell, nous avons montre que l'utilisation de la
secondefamille de Nedelec sur les hexaedresetait nefastea caused'ondes parasites. La formu-
lation Galerkin discortinue, adaptee au regimetemporel, n'est pas tr es avantageuseen regime
frequertiel. Nous avons donc privil egie la premiere famille de Nedelec sur les hexaedres. On
a decrit commert on pouvait realiser un produit matrice vecteur rapide en utilisant cette
discretisation. Le solveur iteratif preconi® est le BICGCR preconditionne par une factorisa-
tion incomplete avec amortissemen. Cette factorisation incomplete est calculee sur un maillage
de bas ordre, obtenu en subdivisant le maillage initial. On obtient ainsi un stockage pas tres
elewe, mais ce stockage reste penalisart pour les problemesde grande taille. Toutefois, il est
bien plus raisonnable que celui requis par lestetraedresd'ordre eleve.

Finalement, nous avons etudie la discretisation desequations de Maxwell sur desdomaines
axisymetriques. On utilise une methode elemerts nis couplee avec une equation integrale sur
la frontiere. Pour la methode elemerts nis, nous avons fait le choix d'une formulation mixte,
qui evite les problemesde singularite sur I'axe. Pour la methode integrale, nous avons utilis e
deselemerts nis de frontiere d'ordre elewe. Nous avons ainsi obtenu une methode qui necessite
moins de degresde lib erte lorsqu'on monte en ordre, pour atteindre une precisiondonnee.

Perspectiv es

Pour I'equation de Helmholtz, nous pensonsgue les preconditionneursutilisessort e caces,
maisils peuvent etre ameliores. Notammernt, certainesvoies,commele multigrille algebrique, ou
l'utilisation dela FFT surdesdomainestensorises,gagneraien a etre etudieespour leselemens
nis hexaedriquesd'ordre elewe.

Pour lesequationsde Maxwell 3-D, nousavonsaussidesproblemesd'e cacit e despreconditionneurs.
Un autre point a etudier serait le couplageelemerts nis - equationsintegrales.Une premiere
approche est d'utiliser une discretisation des equations integrales,d'ordre eleve. La dicult e
est en pratique l'integration des singularites. Pour les methodes d'ordre un, lesintegralessin-
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gulieressort evalueesanalytiguement. Lorsqu'on utilise de I'ordre elewe, cette technique n'est
paspraticable, il faut avoir recoursa desintegrations numeriques.Le couplageavecleselemeris
nis serait du mémetype que celui propose en axisymetrique.

La deuxieme approche serait de coupler deselemerts nis d'ordre elewe avec les equations
integralesd'ordre un. On pourrait ainsi avoir une non-conformite erntre le maillage de surface
et le maillage de volume.

En ce qui concerne,les equations de Maxwell axi-symetriques, nous pensonsgu’'une piste a
explorer serait I'utilisation de maillages non-conformesertre le maillage surfacique utilis e par
les equations integraleset le maillage volumique elemerts nis. On pourrait ainsi gagner des
degres de liberte pour represetter la solution sur la surface de I'objet, sansavoir a rajouter
une coude intermediaire dans le maillage volumique. Une autre perpective prometteuse, est
de coupler une resolution axi-symetrique avec une resolution 3-D. On pourrait ainsi etudier la
di raction d'objets globalemen axi-symetriques, comportant desdefauts 3-D.
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Annexe A

Solutions analytiques des probl emes

de di raction

sphere

d'ondes planes par une

Nous rappelons dans cette annexe les expressionsutiliseespour calculer les
solutions analytiques des problemes de dir action par un disque en 2-D,

et une sphere en 3-D. La premiere section rappelle les notations utilisees
pour les fonctions speciales. La deuxieme section donne les expression pour
I'equation de Helmholtz, avec condition de Sommerfeld exacte ou condition

absorlante d'ordre 1. La troisieme et derniere section construit les solutions
pour les equationsde Maxwell. On pourra utiliser indi eremment une condi-

tion de Silver-Muller a distance in nie, ou a distance nie.
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A.1 Notations des fonctions speciales

On introduit les fonctions speciales, qui sort a la base de tous les deweloppemerts qui
suivront, Pour une meilleure comprehension,nousrenvoyons lecteur a I'ouvrage [Lebedevet al.,
1972].

{ I, %(x), la fonction de Besselde premiere esgeced’ordre n + %

{ 1n(x), la fonction de Besselspherique de premiere especed'ordre n.

{ n(x), lafonction de Ricatti-Bessel de premiere esgeced'ordre n.

{ Yos %(x), la fonction de Besselde deuxieme esgeced'ordre n + %

{ yn(x), la fonction de Besselspherique de deuxieme especed'ordre n.

{ n(x), la fonction de Ricatti-Bessel de deuxieme esgeced'ordre n.

{ Hrgljl(x), la fonction de Hankel de premiere especed’ordre n + %
2

{ hﬁl) (x), la fonction de Hankel spherique de premiere especed'ordre n.

{ ﬁl) (x), la fonction de Hankel de premiere especed'ordre n.

{ Hﬁ)l(x), la fonction de Hankel de deuxieme especed'ordre n + %
2

{ hﬁz) (x), la fonction de Hankel spherique de deuxieme especed'ordre n.

{ gz) (x), la fonction de Hankel de deuxieme especed'ordre n.

Cesfonctions veri ent lesrelations mutuelles :
8 r

%mx) = 5dne3(0i a() = Xa(x);
r

gyn(x) = Y100 w00 = xyn();
r

" hP) = i) 00 = xh®(x):

2x

et d'autres relations classiques.
8 > >
3 a0+ 3 ()= TI000 Y100+ Yar () = V(%)

Jo1(x) Jaa(¥) = 229x); Y 1(x) Yo (x) = 2Ydx);

Nous en deduisonsque :
8

% n 1(X) + ns(X) = 2n):' - n(X)

W+ © = D 0

n+1

g 2() = n+1«n+1)1n 109 i e (X)

gl)o(x) = ont 1 (n+ 1)h$]1)1(x) h(l)l (x)
Nous rappelonsa tout hasard les identit es du wronskien :
n(X) 1) ) n () =1L (A.1)
00 00 00 Peo= (A-2)

Cesdeux relations viennert de la propriete bien conrnue :

J () YY) IYX) Y- (x) = ixz

236



A.2 Solutions analytiques pour I'equation de Helmholtz

A.2.1 Diraction par un disque

Lorsquela geonetrie estindependarte de , on peut decomposertoute solution de I'equation
de Helmholtz sousla forme :
ps .
u= i"( HO®Kr) + HP (k) é"
n=1
n et n sort lescoe cien ts de la decomposition modale de u.
L'onde plane peut se dewelopper en fonctions de Bessel(developpemert de Jacobi-Anger) :
. X1 .
gireos = i"Jn(kr)e" (A.3)

n=1

yincident _

On deweloppe le champ total en rajoutant a I'onde plane les fonctions de Hankel de premiere
espece(qui veri ent la condition de Sommerfeld):

X1 h i
u(r; ) = i" Jo(kr) + H®(kr) €" (A.4)

n=1

Ainsi, le champ diract e verie la condition de Sommerfeld.

Condition de Diric hlet

Le casmodele de la diraction par un disque de rayon a s'ecrit :

8
< Kk u =20 2

4= 0 pourr = @ . (A5)
+Condition de Sommerfeldsur u  uincident

Le champ total doit veri er la condition aux limites pourr = a:
u@ = 0
ce qui donnel'equation suivante :
Jnka) + H®(ka) = 0

On en deduit I'expressionde  :
Jn(ka)

H (k a)
Le champ total u estrecompose en utilisant la formule (A.4).

Condition de Neumann
Lorsqu'on imposela condition de Neumann, on obtient I'equation :
Oka) + H®P(ka) = 0

On en deduit lescoecients g :
J9(k a)

Mk a)
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Disque dielectrique

Le casmodeledela di raction par un disquedielectrique,derayon a et d'indices ; , s'ecrit :
8
3 -k u=0rTr a

0Or a (A.6)
+Condition de Sommerfeldsur u  uincident

2
; k<u u

On note le nombre d'onde du disqueinterieur k;, il vaut :
r_
ki = k —
La solution interieure est developpee en fonctions de Bessel(avec pour nombre d'onde k; )
X1 .
u(r; ) = i" pdn(kir) €" r a (A7)

n=1

Les conditions de transmission sort

u(r; ) et %(r; ) cortinuesenr = a

C'est bien % qui est cortinue, car I'equation de Helmholtz danstout le domaine est

k’u div( ru) = 0

On obtient alors le systeme 2x2

Jn(ka) + ,H®(ka) = Jdn(k a)
kJOka) + nkH®’(ka) = o ki 39(k; a)
soit 8 L
< oHPKa) + dn(k a) = Jn(ka)

DkHO(ka) + ki I%(K; @) k J9(ka)

Les solutions sort :

- ki J9(kia) Jn(k a) k Jn (ki @)JO(k a)
" ™k a) I (ki a) k 39(ki 2) HY (K a) (A.8)

kH (ka) dn(ka)  kHE (ka) 30(ka)
kH®P (k@) In (ki a) ki 39(ki @) HE” (k &)

(A.9)

Prise en compte de la condition absorban te d'ordre 1

Dans nos experiencesnumeriques,on a souvent approche la condition exactede Sommerfeld,
par une condition absorbarte d'ordre sur un cerclede rayon b:
@u ummdent)

5 ik(u uncidenty — g pourr = b
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On remplacele dewveloppemert (A.4), par celui-ci :
X1 h i
u(r; ) = i" Jokr) + HOkr) + HP(kr) € (A.10)
n=1
La condition aux limites pour le disque de rayon b nous fournit lequation :
DnKHO (kD) ik Ha()(kbD] + o [kH®PkD) ik Hh(2)(kb)]
On en deduit I'expressionde  :
1)° :
n (kb iHn(1)(kb
HP(kb)  iHA(@)(kDb)

On peut reecrireu sousune forme plus \agreable" :

X1 h i
u(r; ) = i" Jn(kr) + HY(kr) " (A.11)

n=1

ou K est une fonction de Hankel de premiere especeperturbee:

HP (kD) i Ha(1)(kb)
HPkb  iHa(2)(kb

AY (kr) = HP (kr) H® (kr)

Touteslesexpressionalculeespour une condition de Sommerfeldexactesort doncvalables,

en remplacant H o par i, De cette maniere, la prise en compte de la condition absorbarte

d'ordre 1 estrelativemert simple a mettre en uvre.

A.2.2 Diraction par une sphere

On seplace en coordonneesspheriques

X = r sin cos'

y = rsin sin'
Z = r cos
Le deweloppemernt de Jacobi-Anger s'ecrit
. X1
gkreos - i"(2n+ 1)jn(kr)P,(cos ) (A.12)
n=20

avec jn(kr) fonction de Besselspherique de premiere espece. Comme l'onde incidente est in-
variante suivant ' , la solution est egalemenm invariante par rapport a cette variable. Le champ
total estrecherche sousla forme :

X1 h i
u(r; ;) = i"2n+ 1) ju(kr) + h®O(kr) Py(cos) r a (A.13)
n=0

Ce deweloppemert esttresproche de celui qu'on a obtenu en 2-D. Pour passerdu 2-D au 3-D,

il sut doncde remplacerH,g), Jn, HP par leurs equivalerts spheriquesh,(}), ins h?.

239



Condition de Diric hlet

jn(ka)
h® (k a)

Condition de Neumann

j%(ka)
h{"°(k a)

Sphere dielectrique

kijd(kia)jn(ka)  Kjn(kia)jd(ka)
khY’(k @) jn (ki a) ki jo(ki a)h (k a)

(A.14)

kh{P°(ka)jn(ka) kh{(ka)jO(ka)
khi’(ka)jn(kia)  kijo(ki a)h$ (ka)

(A.15)

Prise en compte de la condition de Sommerfeld

On remplaceh,gl) par hf}) ;

hD’(kb) i ha(1)(kb)

A® (kr) = h{ (kr) s
h& (kb iha(2)(kb)

h (kr)

A.3 Solutions analytiques pour les equations de Maxw ell

Les equations de Maxwell sort di erertes de I'equation de Helmholtz qua partir de la di-
mension 3. On ne donneraici que les expressionsdes solutions analytiques sur des spheres.

A.3.1 Developpement d'un champ en harmoniques spheriques

Soit S2 une sphere de rayon a. Dans la suite, nous noterons f* la normale unitaire sortante
de la sphere. Nous notons TL?(S2) I'ensenble deschamps tangertiels de carre integrable :

TL%(S2) = fJ(af) 2 L%(S2)3; J(ar):r = O)g:

Cet espacevectoriel peut etre genere par un ensenble de fonctions de bases: les harmoniques
spheriques. Nous detaillons leur construction ci-apres.
Si P, (x) estle polyndbmede Legendred'ordre n, P (x) estla fonction de Legendreassaiee:

m d"Pp(X)

PRy =@ AT m o

Nous de nissons : 8 o _
3 Y (M) =Pi"(cos )™ ; n O jmj n
1 (n jm)i@n+1). (A16)

4 (n+ jmj)n(n+ 1)

dn;m -
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ou ( ;') sort les anglesusuelsen coordonneesspheriques Y," () est connue comme une har-
monique spherique. Nous intro duisons:

8 )
< uth(ar) = dim Fs2 Y (P)

i (A.17)
Ul (af) = dim PN T s Vi (P);
ou
~ ' DA L)
ErSer(r;;)zrl @(r@ ) +ﬁ@(r@ ) A
et iyt @), 1@ A (19
' Se A r @ sin @ ’
et 2 , 3 2 , 3 2 ., 3
sin cos COS cO0S sin
f=4 sin sin' 5; "=4 cos sin' 5; "=4 cos 5:
cos sin 0
Tout champ dans I'espacevectoriel L?(S2) peut etre decompse sousla forme
XooXn X -
J(ar) = J62 ull, (@M (A.19)
n=1m= n "=
Noua avons
5 X X" X )2
kJ (aY)kTLz(Sg) = Ml (A.20)
n=1lm= n"=
On peut introduire une baseorthormee:
1 " "
E u$io) (ar) = > ulh (ar) + uly) (ar)
3 i ) (A.21)
> U@ = p ufh(an)  uy) (@
Nous avons egalemet :
X oXn X X oXn X
J(ar) = JGE) ulie) (ap) + JGS) ule) (ar) (A.22)
n=1 m=0 "= n=1 m=1 "=
et:
XX X XX X
kJ (@)KE 2sp) = MR &2 (A.23)
n=1 m=0 "= n=1 m=1 "=

A.3.2 Potentiels de Debye pour les equations de Maxw ell

Soit w(x) une solution de I'equation de Helmholtz :
K2w(x) +  w(x) = O

A partir de cepotentiel w(x), il estpossiblede construire une solution desequationsde Maxwell.
Nous commerconspar l'identit e triviale :

curl x(k2w(x) + w(x)) + Fw(x) =0;
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(curlrw = 0 est eviden)
curl k%xw(x)+ T xw(x)) = O

Comme ~ = i~div  curl curl,
curl k2xw(x) curl curl(¥w(x)) = 0 (A.24)
Soit ]
[
E(x) = curl(*w(x)); H(x) = Kz curl curl(*w(x));
0
Nous avons par construction
curlE(x) ikZoH(x) = 0; (A.25)
Lequation (A.24) fournit immediatemen
curlH(x) + ikZ, *E(x) = O; (A.26)

Nous pouvons faire le lien avec les equations de Maxwell standard :

it EX) culH(x) = O
(A.27)
i yH(x) + culE(x) = O
On en deduit lesrelations veri eespar Zg et k
ko
Zo "
ikZg = il
Nous avons l'expressionsuivante de Zg k enfonction de ", et
r
Zo = L
r (A.28)
k = P

Zo estsouwvent appeleel'imp edancedu materiau alors que k estle nombre d'onde.
Soit v(x) une autre solution de I'equation de Helmholtz. En edhangearn le rble de E et H,
on peut montrer que:

E(x) = "

curlcurl(>*v(x)); H(x) = Zicurl(xv(x));
0

est aussi une solution des deux equations (A.25) et (A.26). En ajoutant les deux champs
electromangetiques, on obtient que :

8 :

3 E(x) = -curl(*w(x)) + IEcurI curl(*v(x));

3 i 1 (A.29)
T HX = KZo curl curl(>w(x)) + Zo curl(xv(x));

estune solution particuli ere desequationsde Maxwell (A.25)-(A.26). Lesfonctions v(x) et w(x)
sort lespotentiels de Debye assaiesau champ electromagretique. Cespotertiels sort desoutils
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puissarts pour resoudre des problemesde di ractions dans des geomnetries spheriques. Nous
pouvons decomposer cespotentiels sur les harmoniquesspheriques

v(x) _ (s 3t) __ Vn;m Y.

wix) T ow ) W n(K)Yam (5" ); (A.30)
OU Vp:m €t Wy sort une suite de nombre complexeset n(kr) tient lieu pour une destrois fonc-
tions spheriquesj n (kr), yn(kr) ou h,(11)(kr) (de telle sorteque n(kr)Ynm( ;') verie I'equation
de Helmholtz). Resoudreun problemede di raction sur une geonetrie spherique revient a trou-
ver les expressionsanalytiques pour les coe cien ts vp:m et Wy .

n=1l m= n

A.3.3 Traces des champs tangentiels associes aux potentiels de Debye

Soit (E(x);H (x)) un champ electromagretique assaie aux potentiels v(x) et w(x). Nous
assumonsque v(x) et w(x) sort de nis a l'exterieur ou a l'interieur du domaine delimite par
S2, la sphere de rayon a. Nous voulons obtenir I'expressiondes champs tangertiels :

Ei(@® = lim A (EX) M F);  He@® = lim A (H(X) M P):
x! af x! af
Nous utilisons les coordonneesspheriques (r; ;' ), et les vecteurs unitaires assaies f; " " .

Les expressionsdu rotationnel et du rot-rot d'un champ dirige dans la direction radiale sornt
donneespar :

11 .@v(; ;') @v( ;')
r

curl(v(x)x) = curl(rv(r; ;" )f) = sn @ @

. curl curl(v(x)x) = curl curl(rv(r; ;' )P)

1 @rv(r; ), L @ave ), 1 @rv(r; ;') "
r2 @2 tan @ sin? @ 2
+}@rv(r; ')A, 1 @rv(r; ;') .
r @@ r sin @@

En particulier, nousvoyons que

8
% curl(v(x)x) f=20
?

curlcurl(v(x)x) r= (A.31)

@ ;') , 1 @v(r ')
@ sin? @2
Dans le mémetemps, la de nition (A.18) permet d'ecrire
8
3 rlilmar\’\ (curl(rv(r; ;" )MNRA) = AN Fgav(a ;')
2@rV(r; )
ST @ r

11
r sin

@@ sin

_3 rlilmar"‘ (curl curl(rv(r; ;" )YMNAM= [

a

En particulier, siv(r; ;') = (kr)Y( ;")

W

fim fA ur(rv(r; )N A= 2 ( )ekath MY ()
! (A.32)

"W

fim A~ (curl curv(r; 1))~ 0) = (St (O cka MY (')
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De cesresultats, nous en deduisonsque;
8

3 Eq(ar) = rrrgaw(a )+ IE r*s,zi@v((; ) r:a;
' i 1 oa - .
® Hear) = éo ng% — P Fsav(a; ;' );

Zo

r=a

tandis que, siv et w sort de nis par le developpemert :

8
1 X X
Ei@af) = K Wnm (8 n(0)t=ka ™ FszVam( ;")
n=1lm= n
1 . 0 _ '
+ E Vn;m |(t n(t))t: kar S%Yn’m( , )
=lm= n
f VAR . , (A.33)
He(ar) = Kz Wim 1(t n(t))i=kal sz Vam (")
0 n=lm= n
1 XX
TS Vim (t n()t=ka®” Ts2Ym( ;")
kZg a

n=l m= n
Notons que puisque ,(t) est une fonction de Besselspherique ou de Hankel. t ,(t) est une
fonction de Ricatti-Bessel ou de Ricatti-Hank el.

A.3.4 Decomposition dune onde plane dans les potentiels de Debye

Nous consideronsune onde plane incident sepropageart dansla direction 2 (R; §; 2 sort les
vecteursunitaires usuelsen coordonneescartesiennes)

EM(x) = ge 2% ZoH™(x) = ge **X (A.34)

Pour obtenir les potertiels de Debye assaies a ce champ, nous commencons,par regarder la
decomposition de la composarte radiale :

EM(x) f _sin cos' iy cos
ZoH™(x) # ~  sin sin'

En di erertiant le developpemert de Jacobi-Anger :
. *
e kreos = ( )"(2n + 1)jn(kr)Pn(cos );
n=0
suivant , on obtient :
ikr sin e kreos = ( H"@n+ jn(kr)sin PYcos );
n=1

et puisquesin P{(cos ) = P2(cos ), nousvoyons que

Einc(x) r i ® P(cos ) cos'

ZoHMC(x) r anl( )"(@n + )jn(kr) Pl(cos )sin'
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Soit w"® (x) et vI"® (x) deux potentiels de Debye ass@iesau champ electromagretique (E " (x); H "¢ (x))

3 ENC(x) = curl(xw™ (x)) + — curl curl(xv™ (x));
k
1 (A.35)
2 HinC(x) = curl curl(»w™™ (x)) + — curl(xv™" (x)):
kZ Zo
Les equations (A.31) fournissert lesrelations :
Erp)r 1 1@ @ 1 @ Vv®K
ZoH™ (x) kr sin @ @ siP @2  w™(x)
Nous remarquonsque puisquerP2(cos ) cos' et rP}(cos )sin' sort harmoniques,
8
3 1@, @ ,_ 1 @  Pjcos)cos
sin @ @ sin? @2 P(cos )sin'
3 Pl(cos )cos'
: n(n+1) Pl(cos )sin'
Par une simple comparaison,nous obtenonsla decomposition souhaitee
veqr oy R h2n+1 1 cos'
wnegr )y = (D n(n+1) in(kr)Pg(cos ) (A-36)

n=

De cette relation, nous en deduisonsaisemert la trace tangertielle du champ electromagretique
sur la sphere S?2

8
inc — 1)4 n +1 N P 1 PAt
E{"(ar) = K () n(n+ ) n(ka) f™ ™ sz2Py(cos ) sin
n=1
l n l 0 ~ 1 1
+R (1) n(n+ 1) I n(ka) MszPy(cos ) cos
; ¥ +1 (A.37)
inc — = n i 0 ~ 1 .
H{"¢ (ar) = KZo N ( i) n(n+ 1) I n(ka) M szPy(cos ) sin
l X n l N 7~ 1 '
KZo (0N n(n+ ) n(ka) A" ™ s2Py(cos ) cos
n=1

A.3.5 Diraction par une sphere parfaitemen t conductrice
Form ulation du probl eme
Nous considerons une onde plane :
EM(x) = Re ¥2X; ZoH™(x) = ye *2X: (A.38)

Nous cherchonsla solution au problemede di raction par une sphere parfaitement conductrice :

8
< curlE ikZoH =0; inD}

(A.39)
curlH + ikZ,'E = 0; in D};
avec la condition de Silver-Meller a I'in ni
im jxj Zo(H HMy~ X (g gy = (A.40)
ixj1 1X]
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and la condition aux limites (la normale n(x) est f* pour une sphere)
Ei(xX)+ (n(x) "™ ZoH (X)) = O: (A.41)

Le coecient estcomplexeavec<e 0 pour assurerque le probleme est bien pose. Le cas
= 0 correspond a une sphere parfaitement conductriceet = 1 estassaie a une condition
de Silver-Muller posea distance nie.

Solution exprim ee a l'aide des potentiels de Debye

La solution peut etre decomposee a I'aide despotentiels de Debye
E(x) = EM™(x)+ EYx); H(x)=H™(x)+ HYx)

avec

curl (xwd(x)) + 1 ur curl(va(x));

8
3 EY(x) 5

(A.42)

H4(x)

i d 1 drony -
KZo curl curl(*w®(x)) + Z curl(*v®(x)):

La decomposition !(A.36) de I'onde plane nousmenea chercher lespotentiels du champ di ract e
sousla forme :

vaer; ) _)4 +1

i) = e

n cos'

h® (kr)PL(cos ) cin (A.43)

ou , et , sort descoe cien ts inconnus determinespar la condition aux limites. Notons que
le choix de la fonction de Hankel de premiere especea ete retenu pour assurerla condition de
Sommerfeld.

Lesexpressiongdescomposanestangertielles d'un champ electromagretique assie aux po-
tentiels de Debye sort donneespar lesrelations (A.33). Nouslesutilisation ensenile avec(A.36) et (A.43)
pour obtenir les traces tangertielles

i( J(ka)+ n P°(ka)) FszPi(cos )cos

X
Ear)= ¢ (i)

- n(n + l)
X
K . i)n%< n(ka) + o [P (ka)) P FgzPi(cos ) sin’
R
(ar) 710 R )”n(n+1)'< atka) + n (V(ka) FszPi(cos ) sin’
)4 n=
Elo ( )”n(n+ 1)( n(ka) + o (P(ka))r” FszP(cos )cos

n=

A causedel'orthogonalit e mututelle destermesdu dewveloppemert, la condition aux limites (A.41)
estveri eedesque:

n(ka)+i  2(ka) _ n(ka) +i J(ka)
Oka)+i Pka) " O (ka) + i P(ka)’

le probleme est completemert resolu.
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A.3.6 Expression de E et H dans tout I'espace

Rappelonsle rotationnel d'un vecteur en coordonneesspheriques

1 . @]
T (rcosu + rsin @ rﬁ)
_ 1, @ . @
curlu = e (6 sin u r sin 6)

1 @ Q@
F(U + r@ @)

Ainsi, nous avons

curl(v¥) = sin
et

curl(curl( vx)) = r}(@ + r@)

@ @@
1 ( Q@ @v )
rsin " @ Q@
On peut en deduire que
0
® 2n+ 1 sin
iyn _ =" - hl(11) k 0 Pn]_ >
curl(Va(r; ; )x%) = nzl( 1) n(n+ 1) (kr) (cos ) o
x 2n+ 1 @
Lk N €Y @
o () n(n+ 1) hi” (Kr) n @ Py(cos ) cos
0
R n+ 1 cos
-\n h(l) Kk N Pr;]L :
curl(wi(r; ; )%) = +n:1( ) n(n+ 1) " (kr) (cos )—Sln
R 2n+ 1 @
i)n (1) @ 1 .
o 0 n(n + 1) hg” (kr) n @ Py(cos ) sin
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De la m&éme maniere

3
r} ( )" @n+ 1)h® (kr) ,P(cos )cos

n=1
drp. - _ 1R \n 2n+1 (1)0 @ _,
curl(curl(vo(r; ; )%)) = v (0 N (kr) "@ Pr(cos ) cos (A.46)
n=1
1 R + 1
n (1) 1 .
rsin €D n(n N (kr) nPgy(cos ) sin

1 R
o " @n+ 1)h® (kr) , P(cos )sin

n=1
Icurl(wi(r: - - +}X ( )" n+1 (1>°(kr) @ Pl(cos )) sin
curl(curl(we(r; ; ) %) = o n(n + 1) "@
1 R +1

+W - ¢ m (1) (kr) nPa(cos ) cos
(A.47)

Finallement, nous avons l'expression:

1 R
=  ( )"@n+ 1)ihi(kr) ,Pl(cos )cos

n=1
2 !
1 . 2n+1 . (1)0 @
d — il n 1 = pl _n 1
EY = r r]_1( i) N+ D) nl 5 (kr)@ Py(cos ) + sn " (kr)Py(cos ) cos
!
1)€- .n2n+1 n.(l)O 1 @ 1 (1) .
P (1 AN+ 1) sin i 5’ (kr)Py(cos ) + "@ Ph(cos ) 47 (kr) sin
n=1
(A.48)
Elle peut &tre reecrite :
i X
Ed = L "@2n+ 1)h® (kr) ,Pl(cos ) cos P
r n=1
1R 2+l gy .
+E (i) n(n 1)| n ) (kr)r s (Py(cos )cos ) (A.49)
n=1
1R +1 .
o )”n(n+ o (M (kr)r 1 s, (Pa(cos )sin )
n=1
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Le champ magretique di ract e estegal a

R
He = oo (D"@n+ DO (k) nPi(cos ) sin ¢
Zokl’ -1
1 R N AP . |
kZo _, () n(n+ D' (kr)r s, (Pi(cos )sin ) (A.50)
1 R Lo2n+ 1 " )
kZo . (1) nn+D) "o (kr)f 1 s (PX(cos )cos )

A.3.7 Diraction d'une onde plane par une sphere dielectrique

Maintenant etudions la di raction d'une sphere dielectrique de rayon a et d'indices "; .
OA Tl'exterieur de la sphere, nous avons un domaine homoggneinni ou " = 1and = 1, et

Zo= 1. A linterieur, nousavons ; 6 1 6 landZo= --.A partir de maintenant, Zg
r r

remplacera — et le domaine exterieur aura une impedancede 1

;
La solution a I'exterieur de la sphere, peut etre developpee sousla forme :

b3
vio= - (i) %h,ﬂ”(kr)Pnl(cos ) 1 cOS
(A.51)
wld = X ( i) Lh(l)(kr)Pl(cos ) sin
. n(n + 1) n

A linterieur de la sphere, la fonction de Besselspherique j , serautilis e pour le champ total

X 2n+ 1
i — \n : . 1
vl = . (10 7n(n " 1)jn(k| ryP,(cos ) , cos
" (A.52)
- 2n+ 1
i - -\n . ) 1 .
w . (1) nn+ D 1)Jn(k| r)Py(cos ) n sin
k; estle nombre d'onde de la sphere dielectrique, il estegala: k; = kp r ot

Rappelonsles expressiondestracestangertiellles de E et H a l'exterieur de la sphere quand
r tends versa. Cestraces sort lestraces du champ total :

(o) = X p

n1 n(n+1)
1% o+l
K )n(n+1)

i( S(ka)+ o P°(ka)) FszPi(cos ) cos
( n(ka)+  P(ka) r FszPy(cos )sin'

Han = o+ ()
n=1

n(n+ 1) i( O(ka)+ o D°(ka)) Fg;PH(cos )sin’

% ( )"n(n+ 1)( n(ka) + o (P(ka)r FszP7(cos ) cos

249



Explicitons maintenant lestracestangertielles du champ total E et H al'interieur de la sphere
quand r tends vers a.

E (af) = k—li)é ( i)”n%::;i 2 O(kia) F 5zP(cos ) cos
1 (i )n t1 n(kia)r  Fg2P(cos )sin’
Ki n(n + 1) a
1 X n +1 0 ~ 1 o
H¢(ar) = Kk Zo _1( i) n(n+ 1)I n n(ki @) M szPy(cos )sin
kilzo il( i)”ni:i 1) n(ka)® " szPa(cos ) cos

The traces tangertielles de E et H sort cortinues, donc les coecients ; n; nand
veri ents les equations

8 . .
i i
P(atka) + o k@) = - Rkia)
1 1
E( n(ka) + o P (ka) = o n(kia)
|
i 0 ka) + (1)° K _ i 0 K (A53)
cCat@+ o @) = o Rk
1 1
E( n(ka) + n gl)(ka)) = K Zo n n(kia)
Ainsi nous avons un systeme2x2en , and |
0
ki n ©(ka) + kn O(kid) = ki S(ka)
(A.54)

kiZo n D(ka)+ Kk n n(kid) = kZo n(ka)

Multiplions la premiere equation par (k; a) et soustrayonsla a la secondeequation mul-
tipli ee par  9(k; @) Ainsi, nous obtenons:

n(kiZo Jkia) P(ka) ki P°(ka) n(kia) = ki S(ka) n(kia) kiZo n(ka) O(kia)

(A.55)
n estegalea:
Rka) n(kia) Zo n(ka) A(kia) (A56)
5 .
Zo (kia) P(ka) (k) n(kia)
Nous avons aussideux equationsen , et
kin $P(ka) + k n n(kiad) = ki n(ka)
(A.57)
KiZo n Pka) + k n Okia) = kizZo Ok
iZo n n (ka) n n(kia) iZo n(ka)

Multiplions la premiere equation par (k; a) et soustrayons la a la deuxieme equation
multipli eepar ,(k; a). Nous avons :

a(kiZo P°(ka) n(kia) ki kia) P(ka) = ki n(ka) d(kia) kiZo J(ka) n(kia)
(A.58)
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n estegala
_ n(ka) %(kia) Zo S(ka) n(k;a)

S (A.59)
Zo Pka) (ki a) Okia) & (ka)
De la m&me maniere, on peut calculer , et ,

0
_ ki Zo (ka) 3(ka)  Zo {”(ka) n(ka)

K Zo 0kia) Pka)  n(kia) (ka)

(A.60)
_ ki Zo (ka) n(ka) Zo P(ka) Q(ka)
T kzo Pka) wka)  Pka) (ki a)
Rappelonslescoe cients , et
_ %ka) n(kid)  Zo n(ka) O(kia)
T Zo Ykia) Pk Pka) n(kia)
(A.61)
a(ka) O(kia) Zo O(ka) n(kia)

Zo Pka) n(kia)  Ykia) (ka)

A.3.8 Prise en compte de la condition de Silver-M uller

De méme que pour I'equation de Helmholtz, il sut de remplacer la fonction de Riccatti-
Hankel ﬁl) par ~D)

n_ -

(1)° ;
Wkn = Ok 0 (kD i n(@WkD
(k) i n(2)(kb

@ (kr)
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Annexe B

Condition transparen te pour les
equations de Maxw ell en regime
harmonique utilisan t une form ule de
repr esentation integrale

Nous rappelons dans cette annexe,une methade pour calculer un problemede
di r action en domaine non-borne. Cette methade, qu'on appellera \c ondition
transmrente” utilise une representation integrale de la solution. Cette ap-
proche a ete intr oduite par [Hazard et Lenoir, 1996] et egalementpar [J. Liu,

2001].
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B.1 Probl eme Mo dele

On etudie la diraction d'une ondeincidente par un obstacle

Incident Plane Wave

Dans un premier temps, on etudie I'equation de Helmholtz en domaine non borne. On note
O l'interieur de I'obstacle, @ le bord de I'obstacle. On decomposela solution u en

U= Ug + Uinc
Uinc €stune ondeincidente veri ant I'equation de Helmholtz, typiquemert une onde plane. uyg,
le champ di ract e est solution de

0 dansR? O

% kZu u

1
o

: p- @ .
ErI|>rrJ]1 r(@ ik u)

+ condition aux limites sur @

(B.1)

La secondeligne correspond a la condition de Sommerfeld, on imposeau champ diract e
de satisfaire a cette condition. Suivant la nature de l'obstacle (dielectrique, conducteur parfait
...), on adaptera la condition aux limites sur @D, la frontiere de I'obstacle. Pour simpli er notre
discours,on prendra une condition de Neumann homogene sur @, ce qui donne I'equation sur

Ud
8
% k2u u = 0 dansR? O
. p- @ . _
% Jmy g kw =0 (82)
@ _ @inc
- @ = —@ sur @

Malheureusemet, les ordinateurs ont une memoire nie et on ne peut faire descalculs en
domaine ni, ondoit utiliser desdomainesbornes.On a alors plusieurschoix pour approximer la
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condition de Sommerfeld,lesconditions absorbartes, PML... Une condition absorbarte reviernt a
calculerla solution sur un domaineborne et imposerune condition aux limites sur la frontiere
exterieure . Le choix le plus simple de condition aux limites estla condition absorbarte d'ordre
un. On resoutalors

% k?u u = f dans
g % iku = 0 sur (B.3)
> @ - @nc

@ @ sur @

On va maintenant decrire une condition transparente, qui utilise la condition absorbarte
d'ordre un. Puis, on discutera de la discretisation par elemeris nis de I'equation de Helmholtz
avec cette condition transparente.

B.2 Description de la condition transparen te

Dansla gure 1, onafait gurer le domaine , la frontiere et I'obstacle. On a egalemen
rajoute une frontiere interne au domaine et on a suppos que le milieu etait homogene entre
la et . A linterieurde , on peut resoudreune equation de Helmholtz plus generale

() u(x) div( (x)grad(u(x))) = f (B.4)

et sort descoe cien ts positifs qui peuvent dependrede x. Commele milieu esthomogene
a lexterieur de , on peut calculer u dans tout l'espaceexterieur a grace a la formule de
represertation

@ (x;y) S @(y)
@) u(y) (x;y) @) dy (B.5)

pour tout x al'exterieur de , notammen sur . (X;y) estle noyau de Greende I'equation
de Helmholtz en milieu homogene.

u(x) =

8 .
| . .
5 (xy) = ZHc()l)(kJX yj) en 2-D
B.6
3y o ORkX V) o (56
’ 4 X Y]

Une premiere idee serait alors d'utiliser cette formule de represenation comme condition aux
limites sur . ug estalors solution de

8
% k? u(x) ux) = 0 x2
@ (X y) Ly aly)
g u(x) @) u(y) (X,y)—@(y)dy X 2 (B.7)
@ _ @inc

On appelle la condition sur  condition transparerte, car la solution en domaine non-borne
veri e cette condition, cen'est donc pasune approximation. D'autres auteurs preferert employer
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I'expression \condition exacte". Notre objectif est de deriver une formulation variationelle a
partir de ce systeme. Un premier desaantage de cette condition est qu'elle s'ecrit comme un
operateur Dirichlet-to-Neumann

u= D(u;%)

Cette ecriture estdi cile ainsererdansla formulation variationnelle, car lorsqu'on fait I'in tegration

par parties, on a
z z z @ z
k?u(x)v(x)dx + rurv @vds = fv (B.8)
On integrela condition aux limites relative a via le terme de bord sur . Une condition
de Dirichlet esttrait eeenl'imp osart sur I'espaced'approximation. On preferetraiter descondi-

tions qui s'ecrivent sousla forme d'un operateur Neumann-to-Dirichlet

2N

An d'obtenir cette forme, on derive la formule de represeration integrale

@i(x) _ ‘ @ (xY) @(xy) @)

ex = awexn 'Y ax en” (B:9)
On consicere alors uq solution de
k? u(x) ux) = 0 x2

@) . f ey,

@ (x) @ (y)@(x)
Q@ (x;y) @(y)dy « 2 (B.10)
@(x) @(y)

@ _ @inc

@(X) = @ X2 @

On peut aussifaire des combinaisons lineaires des deux conditions, et obtenir ainsi une
condition absorbarte \mo di ee".
Ug est solution de

8 2
% k< u(x) ux) = 0 x2
yd Z
@ : _ @ (x) @ (x;y) @iy) : @ (x;y)
g @ * o= Fpexn'” e ean® ¥ ey "V
: %(x) = 0 x2 @

(B.11)
Par la suite, c'est cette condition qu'on appelleracondition transparernte. On essaieraegalemen
de justi er qu'on privil egie celle-ci par rapport a la condition \Neumann®. On va maintenant
ecrire la formulation variationelle.
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B.3 Formulation variationnelle

On prend une fonction v qu'on multiplie a I'equation de Helmholtz, et on integre sur tout
le domaine. On fait une integration par parties sur le terme en laplacien. On obtient alors

4 4 4 4 4

k2u(x)v(x)dx + ru rv %vds @D%vds = fv (B.12)

On injecte les conditions aux limites sur et @

V4 4 4

2 R : @ (xy) @ (x;y) @(y)
kK= u(x) v(x) dx + rurv ik uv ds mu(y) @ Wd
# z z
@ (X; y) . @I(Y) - @inc
@) u(y) (x; y)—@(y) dy vds fv @ v dx

On choisit u et v dans H1(), bien que ca puisse etre problematique car @ intervient
dans les integralessur . Toutes les integrales dans le premier membre cortribueront dans
I'expressionde la matrice apresdiscretisation, tandis que les autres integralesconstitueront le
secondmenbre. On choisit un espaced'approximation discret V. On note alors

("N

les N fonctions de basede V;,.
La matrice \ elemerts nis" est de terme generique
Z z Z
A = k2 ((x)' j(x)dx + r'y r'y ik ' ds (B.13)

C'est la matrice qu'on obtiendrait si on mettait la seulecondition absorbarte d'ordre 1. Elle
estparticuli eremen creuse,seulslesdegresdelib erte partageart un mémeelemen interagissen.
On la note A€, c commecreuse

La matrice \ equation integrale" est de terme gererique

z "z z #
@ (xy) @y @y, . @ (x;y) , @iy, .
- - - ‘7 ' J . . J .
Al amnaw 'Y Taw em® © ey 1V ey ® 10
(B.14)

Cette matrice cortient une sous-matricepleine, traduisant le caractere non local de la condi-
tion transparente. Si on decomposele vecteur U

U = [Ui;Ug; Us]

Us les degresde lib erte assaies aux fonctions de basequi ne s'annulent pas sur

Ug les degresde lib erte assaies aux fonctions de basequi ne s'annulent passur ainsi que leur gradiert
U; tous les autres degresde liberte
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On a alors I'ecriture bloc de AP

0 1
00 O
Angoo og
0 A" o

AP s'applique a une \inconnue sur " et renvoie une \inconnue sur ". La sous-matriceA'f
est pleine. Le secondmenmnbre s'ecrit

z Z
F o= fri @i, i ds (B.15)
@ @
U est alors solution du systemelineaire
(A° AP)U = F (B.16)

AC adetresbonnesproprietes,notammert elle esttr escreuse,doncpeucoiteuseen stockage.
Elle est symetrique, ce qui est important car la factorisation LD L' est moins co0teuse en
stockage et en temps de calcul qu'une factorisation LU . Un systeme lineaire symetrique est
egalemen plus facile a resoudrepar des methodes it eratives. Notamment la methode COCG,
qui estune versiondu gradient conjugue adapte aux matrices complexessymetriques, et senble
particulieremen e cace sur cetype de matrices.

En revanche, AP a de mauvaiseproprietes,elle a une sous-matricepleine de taille importante,
elle est non-symetrique. C'est pour cesraisons,qu'on choisit de traiter cette matrice de maniere
iterative. On ne stocke pascette matrice, mais on disposed'une procedurequi e ectue le produit
matrice vecteur. On explicitera dans la suite commert on realisecette derniere operation sans
avoir a stocker la matrice.

On supposeavoir une procedure de resolution du systeme lineaire creux

A°X = B

Par exempleon peut faire au prealable une factorisation LD L' de la matrice, et resoudrealors
dessystemeslineairestriangulaires.

On s'interessealors a la resolution par une methode iterative de I'equation
U (A9 'APU= (A% 'F =G (B.17)

G est la solution de Helmholtz avec la condition d'ordre 1 homogene. Une premiere idee est

d'appliquer l'algorithme de Jacobi. On prend U® = G, qui est deja une bonne approximation
de la solution exacte.

Choisir U%= G
Pouri = 1:::N

Ul = G+ (A%) APU"
Faire tant que jjAPUM*Y  APU"Njj >

Le residude (B.16) estegala

r=ASU"™  APUM™L F

soit en utilisant I'equation
AU = F + APU"
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r=F+APU" APU™ F

nalement
r= APU" APY"?

On peut aussiappliquer desmethodesit eratives plus sophistiqueescomme GMRES(m) sur

le systemelineaire
(1 (A% ]AP)U =G

(B.18)

L'avantage de I'utilisation de telles methodes est le gain de robustesse,car la methode de
Jacobi peut ne pas converger, on |'a constate numeriqguemen et analytiquemen dansle casdu

disque.

B.4 Calcul du produit matrice-v ecteur

B.4.1 Cas 2-D

on note H{Y la fonction de Hankel de premiere especed'ordre n.
Le noyau de Green s'ecrit

(xy) = ZHg (kix y))
Or 1o .
HP00 = HP )
Et ( )
. . y X
r X = - .
y) ) X Yj
dou @y _ ik x y) n(y)
X;y _ | (1) . . X y n y
aly) g i kx i) X ]
On sait que

0 1
HY 00 = HE () THE (0

On en deduit que

@ (xy) _ K2 @, (X y) ny)(x y) n(x)
@@y 4o W T TR
ik @, (X y) ny)(x y) n(x)
21 (kjix yj) PR
K @ N NEY)
+ZH1 (kjx W)W

(x_y) n(NX y) nx)

ik

HO kix i)

4 ix yp@
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Finalement

|
@ (x;y) X y) N Y) N oW HO (kix  yi)
— ' = - - k< H kjx 2k1 % Y
@ax)@y) 4 X yj2 o (kix ) X i
+IHD (ix ) "EHHE (i vi)
(B.20)

On separele produit matrice vecteur Y = ApU en trois etapes

Etape 1 On calculeu et @ aux points de quadrature de la frontiere interieure
Sur chaque segmen la composart, on choisit les points de Gauss

. @Ky o @i(y)
Etape 2 On calculeg(x) = @) u(y) (x; y)@(y) dy
z
_ @ (xy) @ (x;y) @i(y)
= amen Y e em® *?

aux points de quadrature sur la fronti ere exterieure
z
Etape3 Oncalcule [h(x) ikg(x)]"ids

pour toute fonction de basene s'annulant pas sur
Cecoe cien t estalors la i-eme composarie du vecteur Y

B.4.2 Cas 3-D

L'algorithme de calcul estidentique en 3-D, cequi estmodi e c'est la fonction de green.On
explicite dans cette section, sesderiveescommeon l'a fait pour le cas2-D.

) - exnlikix )

Oy 2% Y] (B.21)
@@E])Zvy;/) - (X4 J))(/) ;J(g) exp(ikjx vyj) ik%expaij vi) (B.22)

En derivant, on obtient

@ (xy) _ n(x) n(y)

= exp(ikjx vj) 53X y) ny)(x_ y) n(x)

exp(ikjx yj) +

@(x)@an(y) 4 jx yj3 4 jx yj°
ik L . ik L .
ke (x y)4r}§(y)();j4 ) rl(X)exp(lij yj) Ko ) 4n§§) r;g)exr)(lklx yj)
L Kx y)4r}§(y)(>;j3 y) n(x) , 2ik(x y)4 r;)fy)(;;j4 Y) ) guniikix  yi)
En regroupart, on trouve
" #
@ () exp(ikjx j 1 ik (X y) n(y)(x y) n(x), - 3k 3
= : : : _ : : : K2+ - _ :
@ (x)@(y) 4 jx Y n) n(y)(JX iz jx YJ)+ x yj? ( +JX yj jx y12)
(B.23)
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B.5 Equations de Maxw ell 3-D

On etudie la diraction d'un objet metallique parfaitement conducteur de frontiere . On
borne le domaine de calcul  par une frontiere exterieure , sur laguelle on met une condi-
tion de Silver-Meller. L'objet metallique est plonge dans un milieu heterogene de permittivit e
dielectrique , et de permeabilite magretique . On suppose,qu'al’in ni, le milieu esthomogene,
d'indices ¢ et . Le champ diract e est alors solution de

il (E(x) rotH(x) il ( oE'  x2

il (X)H(x) + rotE(x) il ( o H' x2
(B.24)

n E(x) n E'(x) X 2

rot((E) n K(n E) n x2

E et H sort respectivemert le champ electrique et le champ magnretique. La derniere condi-
tion estla condition de Silver-Meller. On modi e cette condition de la m&émemaniere qu'on l'a
fait pour I'equation de Helmholtz.

rot(E) n = K(n E) n + rot(EPY) n K(n EPY n (B.25)

Soit en faisart intervenir H POt :
ik . ik o
rt(E) n= —(n E) n+ it HP n —(n EPY) n (B.26)

H POt et EPO sort les champs magretiqueset electriquessur  calculesa l'aide d'une formule
de represertation integrale utilisant E et H sur . La formule de represertation integrale de
type Stratton-Chu s'ecrit :

Z Z
ik G(x;y) (n H)(y)dy + (n E)y) ry (x;y)dy

7 7 (B.27)
ik G(x;y) (n E)(y)dy + (n H)ly) ry (xy)dy

E PO(x)

H POt(x)

Le noyau de Green classiqueen 3D :
gkix yj
xy) = ———
4 jx
La function de Green dyadique:

Gxy) = (xy)l + k—lzryry (xy)

Nous avons donc besoin de calculer le gradient du noyau de Green, ainsi que la matrice
hessienne

( )
d (x;y) _ (Xm  Ym) iK(Xm  Ym) gkix i

dym X P F X P (B.28)
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2k (Xm  ym) (X1 ¥1)

@ _ "N L 30w ymO ),k om
dym @ 4 jx B 4 jx P 4 jx yj? 4 jx yj*
K (xm  ym) 01 W) 2 Om ym) (1Y) e g
4 jx yjt 4 jx yjP?
h . I .k.x .
- 1 Xm _ym) (X1 y) 2 3ik 3 ghkix vi
= 1 (ik - =) + - : k . o . e .
mi { JX YJ) x i ( Xy X y12) 4 jx yj?
La formulation variationnelle de I'equation du secondordre en E s'ecrit :
Z Z 1 Z Z
12, E'dx + —rot(E) rot(" ) rotE n 'ds= f (B.29)
r
Le terme de bord estegala
Z Z h i
rotE n 'ds = ik (E n) ( n)+ HPU (EPY n) (" n)
Z Z
(HPY 'n) n+ (EPY n) ( n)

ik (E n) ¢ n)+ik

(B.30)

Surla gure B.1, onaac hela SER obtenue avecla condition de Silver-Muller, la condition
transparente et la SER analytique. On utilise deselemerts nis d'aréte de la premiere famille
Q4 Q3. Surla gure B.2, on fait la m&me experiencepour un rayon plus petit, toujours avec

Q4 Q3.

35

Res (dB mz)

Analytical Rcs
Transparent condition
Silver Muller condition

10, .
400 350 300 250

200 150 100

Fig. B.1 { SER d'une sphere parfaitement conductrice de rayon 1. k = 2 , la frontiere
exterieure du domaine de calcul est placee sur une sphere de rayon 2. En rouge, SER avec

la condition transparente. En bleu, SER obtenue analytiquemert. En vert, SER obtenue avec
la condition de Silver-Muller. Le m&me maillage est utilise, on compte 22 000 degresde lib erte.

On valide egalemen le casdielectrique sur la gure B.3
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Fig. B.2 { SER d'une sphere parfaitement conductrice de rayon 0.5. k = 2 , la frontiere
exterieure du domaine de calcul est placee sur une sphere de rayon 0.6 . En rouge, SER avecla
condition transparente. En bleu, SER obtenue analytiquemen. En vert, SER obtenue avec la
condition de Silver-Muller. Le m&me maillage est utilise, on compte 5 200 degresde liberte.

15

— Analytical Rcs
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450 400 350 300 250 200 150 100
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Fig. B.3 { SER d'une sphere dielectrique de rayon 1.0 . k = r = 15, la frontiere
exterieure du domaine de calcul est placee sur une sphere de rayon 1.5. En rouge, SER avecla
condition transparente. En bleu, SER obtenue analytiquemert. Le maillage utilise compte 11
000 degresde liberte.
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Annexe C

Factorisation discr ete et integration
exacte

Nous rappelons dans cette annexecomment on obtient une factorisation dela
matrice derigidit e dansle cas deselements nis nodaux, lorsqu'on utilise une
integration presqueexacte. On e ectue la m&me demarche sur les elements
nis d'aréte et pour la formulation Galerkin discontinue. Les algorithmes
obtenusont une complexite en O(r4), comme dans le cas d'une integration
approchee mais les constantessont legerement plus elewees.

Sommaire
C.l Casdeselements nis H. ... ... ... ... ... .. ........ 266
C.2 Cas des elements nis de Nedelec de la premi ere famille . . . .. .. 268

C.3 Cas de la form ulation Galerkin discon tin ue
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Lesdeweloppemerts donnesdanscette annexesort tr esformels, on ne preciseragueraremert
I'espacede de nition desvariables et operateurs qu'on introduit. Cesdeweloppemerts senent
d'un point de vue pratique, pour obtenir desproduits matrice-vecteur e caces. C'est pour cette
raison qu'il nous a senble plus important de garder les ideesbases,plutdt que de produire un
raisonnemen rigoureux avec desnotations complexes.On adopte une notation avec desindices
i; j; k;m, qui sort desindices3-D, on notei;i»;i3 lestrois composartes de l'indice. Lesindices
t;p;q;s vont de 1 a 3, ils designen les composartes des vecteurs. Souvert, on omettra ces
indices de composarte, ils serort consiceresimplicites a causede la structure desobjets mis en
jeu (matrices 3x3, vecteur a trois composartes). r designel'ordre d'approximation.

C.1 Cas des elements nis H?

Rappelonsl'expressionde la matrice de rigidit e elemertaire sur un hexaedreK ¢ :
VA

(Kh)i;j = K‘JeDFel Dl:etr/\u/\i r/\-/\j

On utilise les mémesnotations que dans le chapitre 1. Apresintegration en utilisant (r + 1)3
points de Gauss(les points sort notes ’E et lespoids! ), on obtient :

CON
(Kn)ij = l (JeDFe ' DF ()N R £ (%)
k=1

On introduit la matrice By, diagonalepar blocs 3x3 :
(Bn)ixk = 'k (JeDFe ™ DFo (%) jx
chaquebloc (Bp)k:x est une matrice 3x3 symetrique. On introduit la matrice S
éj;k = rA"\j (Nk;)

On separele produit matrice vecteur K, U entrois etapes:
(rg1)
1 Vi = 5 (") Y
j=1
2. Wi = (Bn)kk Vi
CON
3.V = N () Wi
k=1
On a exhibe la factorisation suivante :

Kh = éBhét

Cette factorisation permet d'isoler la geonetrie dansla matrice diagonalepar blocsB,. Elle est
donc cruciale lorsqu'on veut construire desalgorithmes peu colteux en stockage.

Cependart, la matrice S estpleine, car lesfonctions de base™; utilisent lespoints de Gauss-
Lobatto, alors que les points de quadrature ’E sort les points de Gauss. Pour pallier a cet
inconveniert, nous utilisons la factorisation suivante de la matrice $ :

§=CR
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ou
Cix = (%)
N,
IQj;k =T AjG(AE)

Cette factorisation vient de l'identite :

X

NE) = N "RR)

m
Cette identit e estimmediate du fait de l'unicit e de I'ecriture polyntmiale, lesfonctions de base
"\ et "\& constituant une base de I'espace des polyndbmes Q. En derivant cette egalite, on

obtient alors : X
/\I — ) /\I
N0 = R CR)

On reconnait bien le produit matrice vecteur recherche € R.

La matrice R est creusepour la mémeraison invoquee dans le chapitre 2. La matrice € est
pleine, mais du fait de la tensorisation desdegresde lib erte, on peut separerla triple sommeen
trois sommessimples:

51
¢u = Uky;kz5ks lAil(Akel)'Aiz(AEz)'Ais(Aki)
i1;i2;i3=1
estscinde en: X
Wlkl;kz:is = 'Aia(/\a) Uk ;koks

X

_ n, (G
W2k1;i2;i3 = Aiz( kz)Wlkl;kz;ia
ko
X G
W3ijizis = N2 (i) Wk i
K1
De maniere sous-jacete, on a une factorisation :

é = 616263

avec C;; €3; €3 desmatrices creuses.
La matrice de masseelemenaire s'ecrit :

(Mn)ij = . Je "N

apresintegration numerique, elle vaut :
CON
(Mn)ij = Le@e )W) (RN ()
k=1
De la m&me maniere que pour la matrice de rigidit e, on trouve la factorisation suivante :

Mh = é Dh ét
avec la matrice diagonaleDy, :
On)ik = ke )% jx

Evaluons maintenant la complexite. Le co0t d'un produit matrice vecteur avec € est iden-
tigue au colt avec R, car on a trois sommessimples a evaluer. Le produit matrice vecteur
( 2Dy + Kp) Uy codte deux fois plus cher, lorsqu'on fait de l'integration exacte, par rapport
a l'integration approchee.
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C.2 Cas des elements nis de Nedelec de la premi ere famille

La demonstration est tres similaire au cas H®. On part de I'expression de la matrice de

rigidit e elemertaire :
z
(Kn)ij = KJeDFé DRt ™ oy

Apresintegration en utilisant (r + 1)% points de Gauss,on obtient :

X
(Kn)iy = I ([JeDFE IDF)(D)E M) 0 NP
k

On introduit la matrice By, diagonalepar blocs:
(An)ix = 'k(eDFE *DRAY) jx
chaque bloc (Ap)kk estune matrice 3x3 symetrique. On introduit la matrice S:
éj;k =1 " (AkG)
On separelexproduit matrice vecteur K, U en trois etapes:
1. W = P N (AkG) Ui
i
2. W =X(Ah)k;k Vi
3= Ny w
k
On a exhibe la factorisation suivante :

Kh = éBhét

Cette factorisation permet d'isoler la geonetrie dansla matrice diagonalepar blocsB,. Elle est
donc cruciale lorsqu'on veut construire desalgorithmes peu codteux en stockage.
La matrice $ est pleine, mais on peut obtenir la factorisation suivante :

§=CR

ou
Ciu = NP

— N aG/NG
Rix = (%)
Cette factorisation vient de l'identit e :

X
BIOIEEEERTE R ¢

m
Cette identit e est veri ee car I'espace engende par les fonctions de base " est Q; 1
Qrr 1r Qryr 1. Cet espaceestinclus dansQf’, espaceengende par lesfonctions de base"‘%.
En prenant le rotationnel de cette identit e, on obtient la factorisation souhaitee.

La matrice R est creuse, le produit matrice vecteur avec R et sa transposee donne une

complexite de 24(r + 1)*. Explicitons le produit matrice vecteur € U, pour lesfonctions de base

orienteessuivant ej :
X
— iAGA /"G \ AGL /"G \ AGL /"G
U = Uksikaks " Cia) o Cie) N (i)

I1 12 13
k1ikz:ks
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ou GA designelesr 2 points de Gauss(G designetoujours les(r + 1)3 points de Gauss).On peut
separer cette triple entrois simplessommescommeon I'a fait dansle casscalaire.On aura une

factorisation du type:
él = 611612613

On aura des factorisations senblables pour €, (fonctions de base orienteessuivant ;) et Cs.
Les matrices Cij auront commebonne propriete d'etre creuses.
La matrice de masseelemertaire s'ecrit :

z
Mp)ij = K\JeDFel"DFet"\i"\j
apresintegration numerique, elle vaut :
X
Mn)ij = !'«(@eDFe *"DFe () (") (%)

k

De la m&me maniere que pour la matrice de rigidit e, on trouve la factorisation suivante :
Mh = €B,C!
avec la matrice diagonalepar blocs 3x3, By, :
(Bn)ix = 'k (JeDFe ™" DFe (%) jx
Evaluons la complexite du produit matrice vecteur
( !?Mh + Kn)Un = [C( !?Bn + RARR") C'Us

Le cout de R et R! estde 24(r + 1)*. €1V necessitetrois sommations, avec respectivemert r
termes,r + 1 et r + 1 termes, soit une complexite de (6r + 4)(r + 1)3. &, et €3 demanden
chacune ce méme nombre d'operations. Le cout de € et €t est donc de (361 + 24)(r + 1)3.

La complexite est donc principalement de 60r* cortre 36r# lorsqu'on fait de I'integration
approchee.

C.3 Cas de la form ulation Galerkin discontin ue

Nous nous interessonsau casd'une formulation Galerkin discortinue (voir chapitre 6). On
choisit dans cette partie de prendre comme espacelocal :

Vi = fu2(L?()) ® telqueu Fe 2 Qg

L'avantage de ce choix est d'obtenir desmatrices de massediagonales,par exemplela matrice
relative au champ electrique :

(Mn)i = "Je(N) !k i

De plus, si on orthonormalise les fonctions de baseavec le facteur (Je('k)! ) 2, on obtient
des matrices de massediagonaleset constartes par elemer, car elles ne contiennent que des
indices physiques”; ::: .
Cependart, les matrices de rigidit e dependert alors de la geometrie :
Z
(Rn)qir):is) = . r (mes) (Mie)

e
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Nous allons montrer qu'on peut trouver une factorisation, du type:
Rh = Bhé

avec B;, matrice diagonalepar blocs 3x3, et $ une matrice independarte de la geonetrie.
Pour demortrer cette factorisation, nous nous placonsdans un cadre plus gereral, avec un
operateur : A, @T@l + A, @7@2 + As @7@3 Dans le casdu rotationnel r , nous avons trivialement :

0 1 0 1 0 1
00O 0 01 0O 10
Al=@0 0 1AA,=@0 00AA;=@1 0 O0A
010 100 00 O
On a:
r U = DF, ' 0,
on note la matrice 3x3 b* :
b= 1« (JeDFe H('F)
On adonc: @ X
lde =—("%) = a g (%)
@y q Ué,q @q
La matrice de rigidit e s'ecrit :
Z
X @ e
(Rn)qit):(is) = Ap é( (ie)
Ke p p
soit Z
_ X @;,
(Rn)qity(is) = (Ap)ts &
Ke p p
Le produit matrice vecteur R, U s'ecrit apreschangemet de variables:
X @
(Rn V)i = (Apdes g g () N () Ui
Kipicijis 9
Lesfonctions de base™”; etant assa@ieesaux points de Gauss,on obtient i = K.

X ) .
RaWit = (Ap)us b %(“f) s

[SHeN RS

On va separer cette integrale en deux etapes:

X @
(Vi)(gs) = —J(AiG) Uj;s
j @a
X .
(RnU)ix = (Ap)ts Bhg (Vi)(gs)
p;a;s
La premiere etape calcule les deriveesdestrois composartes de u selonles trois variables d'es-
paces®i; R, et R3. La deuxieme applique les transformations geometriques pour passera un
elemert quelconquedu maillage. On a ainsi exhibe la factorisation annoncee.
Explicitons maintenant les matrices de sauts:
z X
Sh(it)i(is) = dse  Ap"je&np ' i&
CS p
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Soit apres integration sur les points de Gaussde la frontiere '\ﬁ le produit matrice-vecteur

s'ecrit : X

(ShU) = L (Npdse)("R) (Ap)es 5 ("3) ™ (%) s
m;pij;s

On va decomg?sercette sommation en trois etapes:

1 Vms = N (An(i) Uj:s
X e
2. Wyt = I'm (Npdse)("m) (Ap)ts Vm:s
pis
3. Vit = 'Ai(Ag)Wm;t
m

Ce qu'on peut formellemert reinterpré&ter comme une factorisation :
Sh = CAh ét

La premiere etape sert a extrapoler la valeur des fonctions de baseinterieures aux points de
Gaussde la frontiere. Du fait de la tensorisation desfonctions de base,la matrice € seracreuse.
Plus exactemen elle comportera 3(r + 1)* elemerts non-nuls. La secondeetape applique les
transformations geonetriques. Et la troisieme etape realise l'integration cortre les fonctions
tests.

Evaluons maintenant la complexite du produit matrice-vecteur avec Ry,. Le calcul SU
necessitel8(r + 1)* operations car on doit evaluer 9 derivees,et chaque derivee demander + 1
multiplications et additions. Le calcul B, V necessite36(r + 1)3 operations, car les matrices Ap
ont entout 6 elemerts non-nuls.
coit entemps de calcul de Rp U et R}, U : 36(r + 1)* + 72(r + 1)3
Il faut mettre en comparaisoncescomplexites avec ce qu'on avait obtenu avec I'utilisation de
la transformation DF :
coit entemps de calcul de Ry U et R}, U : 24r (r + 1)3
On voit quel'utilisation de cette transformation est avantageuse,car elle consene le rotationnel
guand on passed'un elemert quelconquevers I'elemert de reference.On n'a donc pas besoin

@, @.. @s

d'evaluer les derivees——= —=; ——, ce qui explique la constarte 36 au lieu de 24. En ce qui
@ @ @3
concernela complexite du produit matrice-vecteur avec Sy, et St, on trouve :

coit entemps de calcul de Sy U et St U @ 144(r + 1)3 + 144(r + 1)°

On trouvela aussiun codt environ 50%superieur par rapport au casavecla transformation DF .
La raison est que cette transformation permet de consener les normales. Par conequen, en
chaque point de quadrature d'une surface,on a seulemen les deux degresde lib erte tangertiels
qui vont intervenir pour evaluer lestermesde saut, alors qu'en I'absencede cette transformation,
lestrois degresde lib erte situesautour de ce point vont interagir.

Au niveau du stockage, on obtient un algorithme attractif car on a besoin de ne stocker
que les matrices DF, ' en chaque point de quadrature, et desmatrices 3x3 en chaque point de
qguadrature de la frontiere, fronti ere qui est partagee par deux hexaedres.Le stockage est donc
de 9(r + 1)3 + 27(r + 1)? pour chaque elemert du maillage.

Cet algorithme est interessah car il permet de traiter les equations de Maxwell dans un
cadreplus gereral dessystemeshyperboliqueslineaires(via les matrices A ), maisil estenviron
50 % plus codteux que l'algorithme utilisant la transformation DF .
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Resume

Dans cette these,nous nous interessonsa la resolution desequations de Maxwell en regime
frequertiel, an de calculer preciemert la signature radar de cibles diverses.Pour avoir une
grande precision necessairepour des experience de grande taille, nous utilisons des methodes
d'ordre elewe.

Dans le casscalaire, les elemerts nis spectraux hexaedriquesavec condensationde masse,
permettent d'obtenir un produit matrice vecteur rapide et peux codteux en stockage. Dans le
cas vectoriel, les hexaedres de la premiere famille ne realisert pas la condensationde masse,
mais on peut ecrire un algorithme rapide de produit matrice-vecteur. Desresultats numeriques
3-D montrent la performancede l'algorithme propose.

Nous traitons egalemen le casou la geometrie preserte une symetrie de rewolution. On est
alors ramenes a une successiorde problemes2-D independarts. Nous proposonsune methode
elemerts nis d'ordre elewe couplee a desequationsintegralesd'ordre elewe.

Mots cles : equations de Maxwell, elemeris nis d'ordre elewve, methode de Galerkin dis-
continue, elemerts nis d'aréte, axisymetrique, equation de Helmholtz, equationsintegrales

Abstract

In this thesis,time-harmonic Maxwell's equationsare our main interest, in order to compute
accuretaly the radar crosssection of electromagnetictargets. To have a good precisionin large-
scaleexperimernts, higher-order nite elemern methods are used.

In the scalar case,hexahedral spectral nite elemer, with masslumping, provide a fast
matrix-v ector product with a low storage.In the vectorial case,Nedelec'srst family hexahedral
elemernt doesn't lead to masslumping, but a fast matrix-v ector can be found. Numerical results
in 3-D show the e ciency of this algorithm.

The case,wherethe geometryis invariant under rotation, is treated. This symmetry leadsto
solve a sequencedf 2-D independert problems. A higher-order nite elemen method is proposed.
This method is coupled with higher-order boundary elemert method.

Key words : Maxwell's equations, higher-order nite elemen methods, Discortin uous Ga-
lerkin methods, edge nite-element, axisymmetric, Helmholtz equation, boundary elemert me-
thod



