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Probleme modele

|
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Probleme modele

| B
u(z) — dlv(m Vu(z)) =
u(z) = —u'"(x) rel
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Probleme modele

1 e
() — d'V(m Vu(z)) = f()
u(z) = —u'"(x) rel
() — wu(x) = 0 r € X

|
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Probleme modele

: ! ~ div(—— u(z)) = f(x x
—W p(iL’) Cz(x) U(ZIZ') dIV(IO(ZL’) \% ( )) f( ) SBY;
u(z) = —u'"(z) rel
ou ,
a—n(a:) — wu(xr) =0 r €

u(x) = exp(ikx) : onde plane incidente

|
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Probleme modele

: ~ div(—— u(z)) = f(x x
—W p($> Cz(f) UJ(:B) dlv(p(m) \% ( )) f( ) SBY;
u(z) = —u'"(z) rel
ou ,
a—n(:l;) — wu(xr) =0 r €

u(x) = exp(ikx) : onde plane incidente

c(x) :vitesse de propagation de I'onde

|
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Approximation

o . N

Maillage hexaédrique : M, = | J K
j=1

o |
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Approximation

o . N

Maillage hexaédrique : M, = | J K
j=1

AN

K =[0,1]°, K ; : un hexaédre j
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Approximation

. N

Maillage hexaédrique : M, = | J K
j=1

AN

K =[0,1]°, K ; : un hexaédre j

(0,0,1), 012

(10,1 5 (1,11

y

(QQQL -------------- (0,1,0)

(qu’/ (1,1,0)
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Approximation

. N

Maillage hexaédrique : M, = | J K
j=1

AN

K =[0,1]°, K ; : un hexaédre j

(0,0,1), 012

(10,1 5 (1,11

y

(QQQL -------------- (0,1,0)

(qu’/ (1,1,0)

DF; est la matrice jacobienne de F;, J; = det DF; .

|
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Approximation

. N

Maillage hexaédrique : M, = | J K
j=1

AN

K =[0,1]°, K ; : un hexaédre j

(0,0,2) ; (0,11)

(10,1 5 (1,11

y

(000)r------q------> (0.10)

(qu’/ (1,1,0)

DF; est la matrice jacobienne de F;, J; = det DF; .
Q, est I'espace des polyndmes en & € K de degré inférieur ou égal

a r en chaque variable. J
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Equation discréte

(—w? Dy, + Kp)U, = Fy



Equation discréte

(—w? Dy, + Kp)U, = Fy

(Dn)ij = /Q%(%)Spj(fl?)dfﬂ

|
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Equation discréte

(—w? Dy, + Kp)U, = Fy

(Dn)ij = /Q%(@Spj(fl?)dfﬂ

(Kh)ij = . Vi(z) Voj(z)dr

|
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Equation discréte

(—w? Dy, + KU, = F),

|
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Equation discréte

(—w? Dy, + KU, = F),

(Dn)ij = /Q%(@Spj(fﬂ)dﬂi

u,p € Uy = {ve Hy(Q) telquevoF; € Q,}

|
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Degreés de liberté

S & & &
Degrés de liberté pour u (ronds) et v (fleches)

|
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Degreés de liberté

S G SR
SH (i e
6 g oo 4
g (o B
L& & &

Degrés de liberté pour u (ronds) et v (fleches)

Degrés de liberté et points de quadrature coincident sur les points
de Gauss-Lobatto

|
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Degreés de liberte

S G SR
SH (i e
6 g oo 4
g (o B
L& & &

Degrés de liberté pour u (ronds) et v (fleches)

Degrés de liberté et points de quadrature coincident sur les points
de Gauss-Lobatto

L:> Condensation de masse (cf P. Grob), D;, matrice diagonale. J
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Factorisation de la matrice de rigiditée

K, = Ry, B; 'R}

|
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Factorisation de la matrice de rigiditée

K, = Ry, B; 'R}
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Factorisation de la matrice de rigiditée

K, = Ry, B; 'R}

A

K

(Rp)ij = / Vi(2) - di

1 2
(Bp)ij = / jDFg DF. ;- ; di
K

e

|
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Factorisation de la matrice de rigiditée

K, = Ry, B; 'R}

(Rp)ij = / Vi(2) - di

K

1 2
(Bp)ij = / jDFgDFewi-wjd:c
K

e

® S’obtient a I'aide d’'une formulation mixte (cf P. Grob )

o |
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Factorisation de la matrice de rigiditée

K, = Ry, B; 'R}

(Rp)ij = / Vi(2) - di

K

1 2
(Bp)ij = / jDFgDFewi.wjdx
K

e

® S’obtient a I'aide d’'une formulation mixte (cf P. Grob )
® B, diagonale par blocs 3x3.

o |
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.

Factorisation de la matrice de rigiditée

K, = Ry B, 'R},

A

K

(Rp)ij = / Vi(2) - di

1 ~ N
(Bh)i,j = / jDFéDF€¢i°¢jd£C
K

e

® S’obtient a I'aide d’'une formulation mixte (cf P. Grob )
® B, diagonale par blocs 3x3.
® Matrice élémentaire de R;, indépendante de la géometrie

|
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o o0 o

Factorisation de la matrice de rigiditée

K, = Ry B, 'R},

(Rp)ij = / Vi(&) - U di

K

1 ~ N
(Bh)i,j = /A jDFéDF€¢i°¢jdib
K

e

S’obtient a I'aide d’'une formulation mixte (cf P. Grob )

B;, diagonale par blocs 3x3.

Matrice élementaire de R;, indépendante de la géométrie

Stockage optimal

|
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Caractere creux de la matrice de rigidité eléementaire

o N

Tensorisation d’ordre 3 des fonctions de base

o |
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Caractere creux de la matrice de rigidité eléementaire

-

Tensorisation d’ordre 3 des fonctions de base
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Caractere creux de la matrice de rigidité eléementaire

-

Tensorisation d’ordre 3 des fonctions de base

(Rh)i,j — Wy Q&/él(gjl) 12,2 23733

o |
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Caractere creux de la matrice de rigidité elementaire

-

Tensorisation d’ordre 3 des fonctions de base

(Rh)’i,j — Wy @f/il(g]l) 12,2 23733

® Présence de i, ;,0i, j, = matrice élémentaire de R, creuse.

o |
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Caractere creux de la matrice de rigidité elementaire

-

Tensorisation d’ordre 3 des fonctions de base

A A

Pi(T) = Pir (%) Pin (9) Pis(2)  i(2) = @4y (2) Pjy (§) Pj5(2) €1

(Rh)’i,j — Wy 9521(6]1) 12,2 23733

® Présence de i, ;,0i, j, = matrice élémentaire de R, creuse.
® Matrice R;, pleine dans le cas des tetraedres (pas de
tensorisation)

= Gain en temps de calcul du produit matrice vecteur Y = K; X

o |
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Calcul pratique

o N

® Méthode de Newton-Fourier pour calculer les points de
Gauss-Lobatto a n'importe quel ordre
cf P. N. Swarztrauber, SIAM (2002)

o |
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Calcul pratique

o N

® Méthode de Newton-Fourier pour calculer les points de
Gauss-Lobatto a n'importe quel ordre
cf P. N. Swarztrauber, SIAM (2002)

® Utilisation des expressions analytiques des fonctions de base,
expressions géneriques selon I'ordre

o |
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Calcul pratigue

o N

® Méthode de Newton-Fourier pour calculer les points de
Gauss-Lobatto a n'importe quel ordre
cf P. N. Swarztrauber, SIAM (2002)

® Utilisation des expressions analytiques des fonctions de base,
expressions géneriques selon I'ordre

® Utilisation du stockage morse pour la matrice élémentaire Ry,

o |
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Numerotation locale et globale

o N

Donneées du maillage :
® Sommets (coordonnees)
® Hexaedres (numéros des 8 sommets pour chaque hexaedre)

o |
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-

Numerotation locale et globale

-

Donneées du maillage :

® Sommets (coordonnees)

® Hexaedres (numéros des 8 sommets pour chaque hexaedre)
Utilisation d’algorithmes optimaux de recherche d’arétes et de
faces (cf F. Hecht (*) )

o |
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-

Numerotation locale et globale

-

Donneées du maillage :

® Sommets (coordonnees)

® Hexaedres (numéros des 8 sommets pour chaque hexaedre)
Utilisation d’algorithmes optimaux de recherche d’arétes et de
faces (cf F. Hecht (*) )

Numerotation des ddl, dans l'ordre :

® ddl sur les sommets

|
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-

Numerotation locale et globale

-

Donneées du maillage :

® Sommets (coordonnees)

® Hexaedres (numéros des 8 sommets pour chaque hexaedre)
Utilisation d’algorithmes optimaux de recherche d’arétes et de
faces (cf F. Hecht (*) )

Numerotation des ddl, dans l'ordre :

® ddl sur les sommets

® ddl sur les arétes, puis sur les faces (*)

|

Eléments finis spectraux — p.9/19



-

Numerotation locale et globale

-

Donneées du maillage :

® Sommets (coordonnees)

® Hexaedres (numéros des 8 sommets pour chaque hexaedre)
Utilisation d’algorithmes optimaux de recherche d’arétes et de
faces (cf F. Hecht (*) )

Numerotation des ddl, dans l'ordre :

® ddl sur les sommets

® ddl sur les arétes, puis sur les faces (*)

® ddl internes

lg(e,i) associe au ieme ddl de I'élément e, le numeéro global du ddl.

|
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Algorithme du produit matrice-vecteur

VI N

Pour e = 1, nombre d’hexaedres du maillage

o |
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Algorithme du produit matrice-vecteur

VI N

Pour e = 1, nombre d’hexaedres du maillage
Pouri=1, (r +1)3
Ulocal(i) = Uglobal( Ig(e,i) )
Fin Pour

o |
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Algorithme du produit matrice-vecteur

oo N

Pour e = 1, nombre d’hexaedres du maillage
Pouri=1, (r +1)3
Ulocal(i) = Uglobal( Ig(e,i) )
Fin Pour
// produit matrice-vecteur creux standard
Vlocal = R;, * Ulocal

o |
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Algorithme du produit matrice-vecteur

oo N

Pour e = 1, nombre d’hexaedres du maillage
Pouri=1, (r +1)3
Ulocal(i) = Uglobal( Ig(e,i) )
Fin Pour
// produit matrice-vecteur creux standard

Vlocal = R;, * Ulocal
/I produit par la matrice diagonale par blocs B}jl
Pouri=1, (r +1)3
Pour|=1,3
V(j) = Vlocal(3*(i-1) +j)

o |
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Algorithme du produit matrice-vecteur

/[ produit matrice-vecteur creux standard
Vlocal = R;, * Ulocal
/[ produit par la matrice diagonale par blocs B,;l
Pouri=1, (r +1)3
Pour |=1,3
V() = Vlocal(3*(i-1) +))

B, ' V=B, (i) *V
Pourj=1,3
Viocal(3*(i-1) + j) = B; 1 V(j)

Fin Pour

|

Eléments finis spectraux — p.10/19



Algorithme du produit matrice-vecteur

/I produit par la matrice diagonale par blocs Bgl
Pouri=1, (r+1)3
Pour|=1,3
V(j) = Vlocal(3*(i-1) +))

Bh_l_V =B, '(e,i) *V
Pourj=1,3
Vlocal(3*(i-1) + j) = By *_V(j)

Fin Pour
/[ produit matrice-vecteur creux standard
Ulocal = R}, * Vlocal

|
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Algorithme du produit matrice-vecteur

-

Bh_l_V = Bgl(e,z’) *\/
Pourj=1,3
Vlocal(3*(i-1) + j) = By *_V(j)

Fin Pour
// produit matrice-vecteur creux standard
Ulocal = R}, * Vlocal

Pouri=1, (r+1)°
Y(lg(e,l) ) += Ulocal(i)
Fin Pour

Fin boucle éléments

o |
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Application de I’algorithme

-

En régime transitoire, itérations en temps :

Un—l—l —2U™ &+ Un—l
At?

D ) + KU =

o |
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Application de I’algorithme

-

En régime transitoire, itérations en temps :

n+1 27" n—1
D, ( U utr + U
At?

#® Utilisation du produit matrice-vecteur a chaque itération

)—l—KhUn = "

o |
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Application de I’algorithme

-

En régime transitoire, itérations en temps :

n+1 27" n—1
D, ( U utr + U
At?

#® Utilisation du produit matrice-vecteur a chaque itération

)—l—KhUn = "

En régime harmonique, résolution d’'un systeme linéaire :

—w?*DyU + K, U = F

o |
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Application de I’algorithme

-

En régime transitoire, itérations en temps :

n+1 27" n—1
D, ( U utr + U
At?

#® Utilisation du produit matrice-vecteur a chaque itération

)—l—KhUn = "

En régime harmonique, résolution d’'un systeme linéaire :

—w?*DyU + K, U = F

® Solveur itératif : utilisation du produit matrice-vecteur
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Application de I’algorithme

-

En régime transitoire, itérations en temps :

n+1 27" n—1
D, ( U utr + U
At?

#® Utilisation du produit matrice-vecteur a chaque itération

)—l—KhUn = "

En régime harmonique, résolution d’'un systeme linéaire :

—w?*DyU + K, U = F

® Solveur itératif : utilisation du produit matrice-vecteur

Remarque : pour un solveur direct, assemblage classique

o |

Eléments finis spectraux — p.11/19



Temps de calcul

240

—+— Tetrahedra
- © - Hexahedra|

2201

200}
1801

=

(o))

o
T

140+

time (in s)

120+

1001

801

60
2

order

Temps de calcul pour 100 produits matrice vecteur
Nombre de ddl constant (environ 1 million) J
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Stockage

—+— Tetrahedra| ]
- © - Hexahedra

600}

500¢F

N

o

o
T

memory (in Mo)
w
(@)
o

order

Meémoire utiliseée pour stocker la matrice
Nombre de ddl constant (environ 1 million) J
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Validation sur le cas de la sphere

-

Frontiere intérieure I' = sphere de rayon «
Frontiere extérieure X = sphere de rayon b

o |
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Validation sur le cas de la sphere

-

Frontiere intérieure I' = sphere de rayon «a
Frontiere extérieure X = sphere de rayon b

A 0 1

Partie réelle du champ diffracté « = 1.0 b = 1.5

o |

Eléments finis spectraux — p.14/19



Validation sur le cas de la sphere

-

Frontiere intérieure I' = sphere de rayon «
Frontiere extérieure X = sphere de rayon b

-1 0 1 -1 0 1

Partie réelle du champtotala = 1.0 b = 1.5

o |
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Convergence en fonction de I’ordre

log, ,(error)
|
w

3 3.5 4 4.5
Ioglo(dof)

Evolution de l'erreur L? en fonction du nombre de ddl, échelle log-log.
Utilisation d’élements finis courbes.
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Choix du solveur itéeratif

2 ;
—COCG
a — BICGCR|
-~ QMR
O — GMRES |_
i

log(error)
N

4000 6000 8000 10000

Number of iterations

0 2000

Evolution du résidu relatif en fonction du solveur utilisé
Cas haute-fréequence ¢« = 10 b = 12
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Influence de la fréquence

Number iterations

0.5 1 1.5 2
frequency (f)

Nombre d'iterations en fonction de la fréquence (solveur QMR)
Nombre de ddl constant (environ 1,1 million)

Eléments finis spectraux — p.17/19



Préconditionneur utilisé

-

Méthode de Schwarz additive sans recouvrement

o |

Eléments finis spectraux — p.18/19



Préconditionneur utilisé

-

Méthode de Schwarz additive sans recouvrement

Ny
Décomposition en sous-domaines ) = U Q;
1=1

o |
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Préconditionneur utilisé

-

Méthode de Schwarz additive sans recouvrement

Ny
Décomposition en sous-domaines ) = U Q;
1=1

Ns
M=) PATP
1=1

o |
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Préconditionneur utilisé

-

Methode de Schwarz additive sans recouvrement
Ny
Décomposition en sous-domaines ) = U Q;
1=1
Ny
M=) PATP
1=1

P;, opérateur de projection de ); vers (2
A; matrice élément fini de €,

o |
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Préconditionneur utilisé

-

Méthode de Schwarz additive sans recouvrement

Ny
Décomposition en sous-domaines ) = U Q;
1=1

Ns
M=) PATP
1=1

P;, opérateur de projection de ); vers (2

A; matrice élément fini de €,

Condition absorbante d’ordre 1 sur les frontieres internes des
sous-domaines

o |
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Préconditionneur utilisé

-

Méthode de Schwarz additive sans recouvrement T

Ny
Décomposition en sous-domaines ) = U Q;
1=1

Ns
M=) PATP
1=1

P;, opérateur de projection de ); vers (2

A; matrice élément fini de €,

Condition absorbante d’ordre 1 sur les frontieres internes des
sous-domaines

Factorisation des matrices A; a I'aide d’un solveur direct (MUMPS)

o |
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Performances avec preconditionneur

-

Cas moyenne frequencea = 5 b = 0, 170 000 ddl environT

o |
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Performances avec préeconditionneur

-

Cas moyenne frequencea = 5 b = 6, 170 000 ddl environT
QMR sans préconditionneur, tolérance de 10™°

Ordre Q3 | Q5 | Q7
Nombre itérations | 585 | 826 | 1305
Temps 128s | 154s | 244s

o |
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-

Performances avec préeconditionneur

Cas moyenne frequence a = 5

b = 6,

170 000 ddl environT
QMR sans préconditionneur, tolérance de 10™°

Ordre Q3 | Q5 | Q7
Nombre itérations | 585 | 826 | 1305
Temps 128s | 154s | 244s

COCG avec préconditionneur(N,

— 26), tolérance de 10~

Ordre Q3 | Q5 | Q7
Nombre itérations | 91 | 110 | 199
Temps 75s | 89s | 230s

|
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