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N.B. Seule la calculatrice CASIO FX 92 COLLEGE est autorisée.
L’énoncé est recto-verso (ne pas oublier de tourner la page).
Les exercices sont indépendants. Les réponses doivent étre convenablement justifiées.

Question de cours. Démontrer le lemme de Gauss dans K[X] (K = R ou C) : si A est premier avec B et divise BC, alors A
divise C'.

Exercice 1. On considere les polyndmes
AX)=X°—3X* —7X? —10X2 - 10X +12 et B(X)=X*+2X34+2X24X -2

(1) Calculer leur PGCD (unitaire) D(X) par I’algorithme d’Euclide.
(2) Calculer A(X)/D(X) et B(X)/D(X).
(3) Déterminer (aussi explicitement que possible) 1’ensemble des polyndmes U (X ), V(X) € R[X] tels que

U(X)A(X) + V(X)B(X) = D(X).

Exercice 2.
(1) Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction rationnelle
2X -1

FX) =X poorx 0

(2) Poursuivre la décomposition dans C(X).

Exercice 3. Résoudre, par la méthode du pivot, le systeéme suivant :

r 4+ 2y — 3z =1
r + 3y — 4z = 2
2 + 3y — 5z =1
x + y - 2z =0

Préciser son rang. Déterminer 1’espace affine des solutions en donnant un de ses points et une base de sa direction vectorielle.
Quelle égalité exprime ici le théoréme du rang ?

Exercice 4. Soit (e1, e, €3, ¢4) la base canonique de R* : e; = (1,0,0,0), e2 = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0), e4 = (0,0,0,1).
On considere les sous-espaces vectoriels

V = Vect{e; + eq, e+ e4,e3 + 24}, W = Vect{e; — eq, €2 + 2e4,€3 — €4}

(1) Quelle est la dimension de V ? Donner une condition nécessaire et suffisante sur (z,v, z,t) € R* pour qu’il appartienne 2 V'
(« équation de V' »).

(2) Quelle est la dimension de W ? Donner une condition nécessaire et suffisante sur (z,, z,t) € R* pour qu’il appartienne a
W (« équation de W »).

(3) Quelle est la dimensionde V + W ?

(4) Quelle est la dimensionde V NW ?

Exercice 5. Soit F' un sous-espace vectoriel de R™ de dimension p > 1. Soit (U¢)1gi§p une base de F'.
(1) Soit v un vecteur de R™ tel que v ¢ F'. Montrer que la famille (u; + v)1<i<, est libre.
(2) Soit maintenant v un vecteur de R” tel que v € F': on notera v = 21 <i<p Tilki-

T.S.V.P.



(i) Montrer que si ZKKP x; = —1, alors la famille (u; + v)1<i<)p est liée.

(ii) Montrer que si 7, ;. ; # —1, alors la famille (u; + v)1<i<p est libre.

Exercice 6. Soient E un R-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E.
1
(i) On suppose que Ker f = Im f. Montrer que n = 2dim(Im f) etque f o f = 0.
(ii) Réciproquement, on suppose que 7 = 2 dim(Im f) et que f o f = 0 : montrer que Ker f = Im f.
(2) On suppose que Ker f = Im f. On note p = dim(Im f) (on a donc n = 2p). Soient F' un supplémentaire de Ker f dans F,
(€1, ..., ep) une base de I et (€], ..., ;) une base de Ker f.
(i) Que peut-on dire de la famille (1, ..., ep, €7, ..., €},) ?
(ii) Justifier que (f(el), vy f(ep)) est une base de Im f.
(iii) Pour tout entier i tel que 1 < ¢ < p, posons e,; = f(e;). Calculer f(epy;).

(iv) Montrer que la famille (e, ..., ep, €py1, ..., €2p) est une base de E. Quelle est la matrice de f dans cette base ?

Exercice 7. Pour tout réel a, on note f, 1’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

1 -2 —2a
M,=|0 3 2
2 2 2a+3

On note id I’endomorphisme identité de R? (qui envoie tout vecteur de R? sur lui-méme : id(v) = v). Pour A € R, la notation
fa — Aid désigne donc I’endomorphisme de R? qui envoie tout vecteur v de R3 sur f, (v) — \v. La matrice de f, — \id dans la
base canonique de R3 est M, — A\I o I est la matrice unité a 3 lignes x 3 colonnes.
@
(i) Trouver une base de Ker (f, —id).
(ii) On suppose que a # 0. Trouver une base de Ker (f, — 3id).
(i) On suppose encore que a # 0. Trouver une base de Ker (f, — (2a + 3)id).
(2) On suppose ici que a ¢ {—1,0}.
(i) Donner une base (u,v,w) de R? telle que u € Ker (f, —id), v € Ker(f, —3id) et w € Ker (f, — (2a + 3)id)
(justifiez que vos trois vecteurs forment bien une base de R3).
(ii) Donner sans aucun calcul une matrice inversible P, et une matrice diagonale A, telles que M, = P,A, P~ L
(iii) Calculer P, ! par la méthode du pivot.
(3) On prend ici a = 0.
(i) Trouver une base de Ker (fp — 3id).
(ii) Montrer que R? = Ker (fo — id) @ Ker (fo — 3id).
(iii) Donner sans aucun calcul une matrice inversible P, et une matrice diagonale A telles que My = PyAq Po_l.
(iv) Calculer Py ! par la méthode du pivot.
(v) En déduire explicitement (sous sa forme de matrice a 3 lignes et 3 colonnes) la puissance M{' pour tout n € N.
(4) On prend désormais a = —1.
(i) Montrer que pour tout réel A ¢ {1,3}, f_; — A\id est injective.
(ii) En déduire qu’il n’existe pas de base (1, ug,u3) de R® dans laquelle la matrice de f_; soit diagonale.
(iii) Calculer la matrice (M_; — I)?.
(iv) En déduire une équation et la dimension de Ker(f_; — id)? (ot (f-1 — id)? signifie (f_1 —id) o (f_1 —id)).
(v) Justifier I'existence d’une base (u, v, w) de R? telle que u. € Ker (f_; — id), v € Ker (f_; —id)?etw € Ker (f_1 — 3id).
Montrer que pour toute telle base, (f—; — id)(v) est colinéaire a u et en déduire que la matrice de f_ y est triangulaire

supérieure, c’est-a-dire qu’elle n’a que des 0 sous la diagonale descendante. Expliciter en particulier les éléments de sa
diagonale.

(vi) Donner un exemple d’une base comme dans le (v) et expliciter complétement la matrice de f_; dans cette base.
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