CP200. Corrigé du devoir surveillé d’algebre d’avril 2016

QC1. Th. de la base incompleéte. Soient E un espace vectoriel de dimension finie non réduit & {0}, L
une partie libre, G une partie génératrice. Alors il existe une base B de FE telle que L C B C LUG.

QC2. Si Ker f = {0}, f(z) = f(y) & flx —y) =0 x—y € Kerf = = = y et donc f est
injective. Réciproquement, si f est injective, f(x) =0 = f(0) = z = 0 et donc Ker f = {0}.

Exercice 1. Il est tentant de faire la soustraction ps — p3 (pour éliminer les X?) : elle donne
po—p3=—-2X—-1=-=2p;+1,dou2p;+p2—p3=1;0nendéduit X =p; —1 = —p; —p2+p3 et
on voit immédiatement que X2 = py — p1. Cela prouve que (p1, p2, p3) engendre Vect{1, X, X2} =
Ry[X]. Comme dim Ry[X] = 3, cette famille génératrice a trois éléments est une base.

Les expressions de X2, X, 1 en fonction de p1, p2, p3 donnent :
A=5X%+12X 4+ 9 =5(p2 — p1) + 12(—p1 — p2 + p3) + 9(2p1 + p2 — p3) = p1 + 2p2 + 3p3.

Exercice 2. Vu que (2,—1,-2) = (1,1,-1) + (1,-2,—-1), F = Vect{(1,1,-1),(1,-2,—1)};
or il est clair que (1,1,—1) et (1,—2,—1) ne sont pas colinéaires (proportionnels), donc ils sont
linéairement indépendants (critere valable pour deuz vecteurs) et par conséquent ils forment une
base de F'. Ainsi dim F' = 2.

(x,y,2) € F ss'il existe des réels \, u tels que (z,y,2) = A\(1,1,—1) + u(1, -2, —1), i.e. tels que
T=A+pu,y=A—2u, z=—-A—pu,ie telsque x = A+ pu, y = A — 2u, z = —x. Le systeme

1 1

x=A+p, y=A—2u (dinconnues A, ) est de Cramer (déterminant ’1 2‘ = —3), donc il a
toujours des solutions et il ne reste que la condition z = —zx.

Exercice 3. Si on écrit ae; + Beo + ye3 = 0, la premiere et la troisieme coordonnées donnent
a+B8=0eta—pF =0donc a = = 0 et il reste ye3 = 0 donc aussi v = 0 : cela prouve
que (£1,e9,e3) est libre. Le théoreme de la base incomplete garantit qu’on peut la compléter en
une base de R? en lui adjoignant deux vecteurs convenables de la base canonique (e, 2, €3, €4, €5).
On aey =e +ex+e3+ ey, 0 = e —e3, €3 = €3 + 2e4 donc Vect{eq,e2,e3} = Vect{e; + e3 +
es + eq,e1 — e3,e2 + 2e4}. On voit que e; ne figure dans aucun des ¢; : il faut donc 1’adjoindre;
adjoignant aussi e4 (par exemple) on aura : Vect{e; + ea2 + e3 + e4,€1 — e3,e2 + 2e4,€4,€5} =
Vect{e; +ea +e3,e1 — e3, €9, e4, €5} = Vect{e; +e3,e1 — e3, e, e4,e5} = Vect{er, e3, e, e4,e5} = RS
(puisque les combinaisons linéaires de e; + e3 et e; — e3 sont les combinaisons linéaires de e; et e3).
Donc (1,2, €3, €4, €5) est une base de R5.

Exercice 4. (z,y,2,t) € F1 &t =—z—y+2z & (v,y,2,t) = (x,y, 2z, —z—y+22z) = 2(1,0,0,—1)+
y(0,1,0,—1) 4+ 2(0,0,1,2) donc F; = Vect{(1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,2)}, ce qui justifie que
Fy est un s.e.v. de R*. De plus {(1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1,2)} est libre car x(1,0,0,—1) +
y(0,1,0,-1) + 2(0,0,1,2) = (0,0,0,0) & (z,y,2,—x —y +2z) = (0,0,0,0) =z =y =2=0
(regarder les trois premieres coordonnées). Donc {(1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1,2)} est une base
de I} et donc dim Fy = 3.

(r,y,2,t) e Fh &t=x+y+z < (z,y,2,t) = (z,y,2z,2 +y + 2) = 2(1,0,0,1) + y(0,1,0,1) +
2(0,0,1,1) donc Fy = Vect{(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)}, ce qui justifie que F; est un s.e.v. de
R*. La encore, {(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)} est libre car 2(1,0,0,1)+y(0,1,0,1)+2(0,0,1,1) =
(0,0,0,0) & (z,v,2z,z4+y+z) = (0,0,0,0) = = = y = z = 0. Donc {(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)}
est une base de Iy et donc dim Fy = 3.

(1) Fy + F» = Vect{(1,0,0,-1),(0,1,0,-1),(0,0,1,2),(1,0,0,1), (0,1,0,1), (0,0,1,1)}. En uti-
lisant la base canonique de R*, pour alléger l'écriture : Fy + F» = Vect{e; — eq,ea — e4,e3 +



2eq,€1 + €4,€9 + €4,€3 + €4} A e3 + 2e4 on peut retrancher es + ey4 et il reste ey, donc F} + Fy =
Vect{e1 — eq,e2 — €4, e4,€1 + €4,€2 + €4,e3 + €4} = Vect{e1, €2, €4, €1,€2,e3} = Vect{e1, e, eq,€3}.
Donc dim (F + F») = 4 et (Grassmann) dim (Fy N Fy) = dim (F}) + dim (F3) — dim (F} + F2) =
3+3—4=2.

Exercice 5.
(1) f(A(z,y,2) + =’y 2) = FOx + pa', Ny + py's Az + pz') = o+ pa’ + Nz + pz', Ay + py’ +
A+p2)=Nae+z,y+2)+pl@ +2,¢ +2) = ANf(x,y,2) + pf(2/,y, 2') donc f est linéaire.

(x,y,2) e Kerf & (z+2z,y+2) =(0,0) & (z=—zety=—2) & (2,y,2) = (—2,—2,2) =
z(—1,—1,1) et donc Ker f = R(—1,—1,1).

Le théoréme du rang donne dimIm f = 3 — 1 = 2 et l'espace d’arrivée est R? donc Im f = R2.
(2) g est linéaire car la dérivation est linéaire. P = aX? + bX +c € Kerg < 2a + 2(2aX + b) +
aX?+bX +c=0&aX?+ (4a+b) X+ (2a+2b+c)=0< (a=0etda+b=0et2a+2b+c=
0) < a=b=c=0.Donc Kerg = {0} : g est injective. Comme c’est un endomorphisme de Ry[X],
son injectivité implique sa surjectivité et donc Im g = Ro[X].

Exercice 6. Pour P € K[X]\ {0} on note Vp ’ensemble des polynémes divisibles par P.
(1) Les éléments de Vp sont les polynomes de la forme QP, @ € K[X] : 0 = OP en fait partie et
Vp est stable par combinaisons linéaires car \jQ1 P + AoQ2P = (AM1Q1 + A2Q2) P.

S’il était de dimension finie, donc engendré par un ensemble fini {Q1P,...,Q,P}, tous ses
éléments seraient de degré inférieur ou égal au plus grand des degrés deg(Q1P),...,deg(QnP).
Or Vp contient tous les X™P (n € N), qui sont de degré arbitrairement grand. Donc Vp n’est pas
de dimension finie.

(2) X —a et X — b sont des irréductibles unitaires distincts donc premiers entre eux. Bézout dit
alors exactement que Vy_, + Vy_p = K[X].

Les sous-espaces Vx_, et Vx_; ne sont pas supplémentaires car Vx_, N Vx_p n’est pas réduit

a {0} (il contient tous les multiples communs & X —a et X — b, notamment (X — a)(X — b)).

Exercice 7.

(1) E contient évidemment la suite nulle et il stable par combinaisons linéaires car si up+1 =
Uy + 2Up—1 €t Vpy1 = Vp + 21,1 pour tout n € N*| alors pour tous réels A, p on a Ay 1+ pvpy1 =
(Auy, + poy) + 2(Aup—1 + pop—1).

(2) r"t =97 + 2771 (n € N*) équivaut (en simplifiant par 771) & r
sont r1 = —1 et ro = 2.

(3) 1l est clair que les suites ((—1)")pen = (1, —1,1,—1,...) et (2")nen = (1,2,4,8,...) ne sont pas
colinéaires (proportionnelles), donc elles sont linéairement indépendantes.

(4) Soit (uy,) dans E : upt1 = up+2up—1 (n € N*). Il existe A et p dans R tels que A+p = ug et —A\+
2u = uy : en effet, Cramer ou des manipulations simples donnent immédiatement p = (up + u1)/3
et A = (2up —u1)/3. Ainsi on a u, = A\(—1)" 4+ u2" et uy 11 = A(—=1)" + p2"* pour n = 0. Or, si
ces deux relations consécutives sont vraies pour un entier n (hypothese de récurrence), la relation
de récurrence définissant E donne upys = uUpi1 + 2u, = A(—1)" T 4 27 4 2N (=1)" + 22" =
M=1)"*2 4 52742 car (—1)"H 4 2(=1)" = (=1)"+2 et 227 4 271 = 272 ainsi 'hypothese u, =
A=D)" 4+ 52" Uy = A(=1)" T + 27 implique w1 = AM(—1)"T + 527 4,0 = A(—1)"T2 +
p2" 2 autrement dit elle est héréditaire. On a donc bien (up)nen = A(=1)")nen + 1(2")nen,
ce qui signifie que les suites ((—1)")nen et (2")nen engendrent E. Comme elles sont linéairement
indépendantes (on I’a vu), elles forment une base de E. FIN

2 = r + 2, dont les racines



