Corrigé de I’épreuve d’ Algebre du 11 juin 2013

Exercice 1.
(1) En posant les divisions, on trouve :

AX)=BX)(X?+1)+X* - X —1,
BX)=(X?-X-1)(X*-X+1)- X +2,
XX —-1=-(X+1)(-X+2)+1,

d’ou D(X) =

(2) En remontant les calculs ci-dessus, on en déduit :
=(X?-X-1)+ (X+1)( X+2)
=(X? =X -1+ (X +1)[- ( - X - 1)(X? =X +1)+ B(X)]
= (X? = X = 1)(-X°) + (X + 1) B(X)

= [A(X) = B(X)(X? + 1)](-=X°) + (X + 1) B(X)
~X3AX)+ (X°+ X? + X + 1)B(X)
d’oli une solution Up(X) = — X3, Vo(X) = X° + X3 + X + 1, et la solution générale est donnée
par
U(X)=-X*+S(X)B(X),
V(X)=X"+ X+ X +1-S(X)A(X),

ol S(X) est un polyndme arbitraire de R[X].
Exercice 2.

(1) Le degré de la fraction est < 0 : pas de partie entiere. La décomposition est de la forme :

a b cX +d
F(X) =
=zt tasy T2 x+1

avec
X

= — — — —17
X—-1 X2+X+1)X~>1

a=(X+ 1)2F(X)‘

CXP+X4+1-X(2X+1)
X——1 B (X2 + X + 1)2 X——1
X

b=[(X+1)*F(X)) =0,

X !
P {X2+X+1]

cj+d=[(X>+X+ 1)F(X)]’

1



(car (j +1)2 =42 +2j 4+ 1 = j)donc c = 0, d = 1. Conclusion :

1 1

F(X)=- :
(X) (X+1)2+X2+X+1

(2) Dans C(X), la décomposition sera de la forme

1 A A
F(X)=- + - —
(X) (X +1)2 X—j+X—j
avec '
A—(X—j)ﬂ\ =1 ] -1 _1__ W
X2+ X+1|x;, X—Jlxo; J—J7 V3 3
Conclusion :
1 ] 1 1
F(X) = - —”3( )
X+12 3 \X—-j X—j
Exercice 3.
I. Le systeme s’écrit :
xr + y + tz a (1)
2% + y + (Bt—1)z =b (2)
- + 3y + (1-3t)z (3)
En faisant (2)" = (2) — 2 x (1), (3)' = (3) 4 (1) on obtient
r + y + tz = a (1)
-y + (t—1)z = b—2a (2)
4y + (1-2t)z = c+a (3)
et en faisant (3)” = (3)' 4+ 4 x (2)’ on aboutit &
r + y + tz =a (1)
-y + (t—1)z =b—2a (2)
(2t —3)z =c+4b—Ta (3)"

e Sit # 3/2, la derniere équation donne z, puis la deuxi¢me donne y et la premiere donne x : on
trouve donc 1’unique solution

'x_4(1—3t)a—(1—6t)b—(1—2t)c
n 3—2t
t—1a+(1-20b+(1—1t)e
W ), Bt=Dara-mpr-y
3-—2t
Ta —4b —c
7=
\ 3 — 2t




et Sgp,c.t est le singleton formé de cet unique triplet (x, y, 2).

e Sit = 3/2, la derni¢re équation donne 0 = ¢ + 4b — 7a. Si cette condition n’est pas satisfaite,
il n’y a pas de solution : S, . 3/0 = &. Si elle est satisfaite, on peut prendre z arbitraire, et alors
(2)" donne y, puis (1) donne x : les solutions sont donc les (z,y, z) tels que

1
(%) x=—a+b—2z, y=2a—b+ 3% z quelconque.
On conclut que pour ¢t = % I’ensemble des solutions est la droite affine

1
Sa,b,c,3/2 =(—a+0b,2a—5b,0)+R-(-2,=

2,1) sic+4b—Ta =0

et I’ensemble vide sinon.
IL(1) f; est bijective ssi 1’équation f;(z,y,2) = (a,b,c) a une solution (unique) quel que soit
(a, b, c). Cette équation équivaut au systeme ci-dessus : la discussion du I. montre donc que f; est
bijective ssi t # 3/2.
IL(2) @ (a,b,c) est dans Im f3/5 si et seulement si I’équation Im f3/5(7,y,2) = (a,b,c) a une
solution : vu le L, Im f3/5 est donc le plan vectoriel d’équation 7a — 4b — ¢ = 0. On en forme
une base en y prenant deux vecteurs (a, b, ¢) linéairement indépendants, par exemple u = (1,0, 7)
etv = (0,1, —4) (qui sont respectivement f3/5(—1,2,0) et f3/5(1,—1,0), d’apres (*x)). Ou bien
u' = f3/5(1,0,0) = (1,2, 1) etv' = f3/5(0,1,0) = (1, 1,3) (puisqu’ils ne sont visiblement pas
colinéaires).

e (z,y,2) est dans Ker f3/5 ssi c’est une solution du systéme du L. avec (a,b,c) = 0, i.e.
Ker f3/9 = S(0,0,0,3/2) : Vu le L, c’est la droite vectorielle engendrée par w = (-2, %, 1).

e Le théoréeme du rang dit que pour toute application linéaire f d’un espace vectoriel £ de
dimension finie dans un espace vectoriel F' quelconque, dim Ker f + dimIm f = dim E. Ici,
E =F =R3, dimKer f; s2 =1,dimIm f3,5 = 2: c’est bien cohérent avec le théoreme du rang.

IL3)Ona fy(x,y,2) = x(1,2,-1) +y(1,1,3) + 2(0,—1,1), d’ou

1 1 0
Ag=12 1 -1
-1 3 1

D’apres le I, Ag est inversible ; les formules (x) donnent

4/3  -1/3 —1/3
Agt=|-1/3 1/3 1/3
7/3  —4/3 —1/3

et, en effet, on peut vérifier que

1 1 0 4/3 —1/3 -1/3 100
2 1 -1 [-1/3 1/3 13 |=[01 0
-1 3 1 7/3 —4/3 —1/3 00 1



Exercice 4.

L)AL =0,AX = X —(X-1) =1, AX? = X2 - (X -1)? = 2X — 1, AX? =
X3 — (X -1)3=3X?-3X+1,dou
01 -1 1
00 2 -3
A=1o0 0 0o 3
00 0 0

I.(2) Im A est engendrée par AX = 1, AX? = 2X — 1, AX? = 3X? — 3X + 1, qui sont tous
de degrés différents donc ils forment une partie libre et donc une base de Im A. On remarque que
c’est une base de I’espace Ro[X] formé des polyndmes réels de degré < 2, donc Im A = Ry[X].
On peut aussi en prendre la base canonique (1, X, X?2).

Puisque dim Im A = 3, on aura par le théoreme du rang dim Ker A = 1. Et comme Al = 0,
on voit que Ker A est engendré par le polyndme constant 1 (donc Ker A = Ry[X]).

L(3) Ker ANImA # {0} (il contient 1), donc Im A et Ker A ne sont pas supplémentaires.
(Remarque : Ker A C Im A, donc Ker A +Im A =Im A = Ry[X].)

I1.(1) Les polynémes Qq, 1, @2, Q3 sont tous de degrés différents, donc forment une partie libre
de R3[X]. Comme dim R3[X ]| = 4, ils en forment une base.

IL2)AQ=A1=0;AQ1 =AX =1=Qp; AQ: = 5[ X(X +1) - (X - 1)X] = X = Q1;
AQs = XX+ D)X +2) - (X —DX(X +1)] = e X(X+D[(X+2)— (X —-1)] =
$X(X 4+1) =Q2.Dou

Al =

o O O O
o O o
o O = O
o= O O

IL3) Onvoitque Qo =1,Q1 = X, Q2 = 1 X + 1 X2, Q3 = 1 X + 1 X? + £ X3, donc la matrice
de passage de B a B’ est
0 o0
1/2 1/3
1/2 1/2
0 1/6

Inversement,ona 1 = Qo, X = Q1, X? = —Q1 + 2Q2, X3 = Q1 — 6Q2 + 6Q3 (vérifications
immédiates), donc la matrice de passage de B’ a B est

OO O
O O = O

10 0 O
01 -1 1

-1 _
P = 00 2 -6
00 0 6



On calcule que

01 -1 1 1 0 0 0 010 O
AP — 00 2 -3 01 1/2 1/3] |0 0 1 1/2
100 0 3 0 0 1/2 1/2 00 0 1/2
00 0 O 00 0 1/6 000 O
La formule de changement de base A’ = P~! AP donne donc
10 0 O 010 O 0100
A — 01 -1 1 001 12 (0010
00 2 —6 0 0 0 1/2 00 01
00 0 6 000 O 00 00
qui est bien le résultat obtenu précédemment.
I1.(4) La matrice de A* dans la base B’ est A’*. On calcule que
0010 0 001 0000
0 0 01 0000 0000
2 _ 3 _ 1
A7 = 000 0] AT = 000 O0])° AT = 0000
0 00O 0 000 0000

ILG5) T = apQo + a1Q1 + a2Q2 + a3zQs3. On voit d’abord que ag = T'(0) car Qo = 1 et Q1(0) =
Q2(0) = Q3(0) = 0. Ensuite, appliquant A (et vu que AQy = 0, AQ1 = Qo, AQ2 = Q1,
AQ3 = Q2),ona AT = a1Qo+a2Q1+a3Q2, d’otia; = AT(0). De méme, A%T = a3Qo+a3Q1
donc as = A2T(0), et AT = a3Q donc ag = A3T(0).

I1.(6) Cherchons T sous la forme générale T' = agQo + a1Q1 + a2@2 + a3@s. La condition
T(0) = 0 équivaut a ag = 0. Par ailleurs, AT = a1 AQ1 + aaAQ2 + a3AQ3 = a1Qo + a2Q1 +
a3@2, qui (par la question précédente) est égal a F si et seulement si a; = F'(0), aa = AF(0),
ag = A?F(0). 1l existe donc un unique 7' € R3[X] tel que T(0) = O et F = AT : c’est
T = F(0)Q: + AF(0)Qs + A2F(0)Qs.

La somme
F1)+F@2)+---+F(n)=AT(1)+ AT(2) +---+ AT(n)
=T1)-T0O0)+T2)—-TA)+---+T(n)—T(n—1)

est “télescopique” et se réduit a T'(n) — T'(0) = T'(n), donc elle est égale a

F(O)Q) (1) AF(©0)Q2(0)+A2F(0)Qs(n) = FOn AF(0) "1 azp) "2 D42,
Application : prenant F(X) = X2, ona F(0) = 0, AF(X) = 2X — 1 donc AF(0) = —1, et
A?F(X) = 2, donc:

_n(n+1) +2n(n+1)(n+2) _ n(n+1)2n+1)

124092 4 ... 2
+ 27+ +n 5 6 6




ITL.(1) On a évidemment 0o A = Ao0.EtsiuocA = AouetvoA = Aov (ouu,v € L(R3[X])),
alors, par linéarité de A,ona (u+v)o A = Ao (u+wv)et (Au) o A = Ao (Au) pour tout A € R.
Donc C est un sous-espace vectoriel de £(R3[X]). (On peut aussi remarquer que 1’application
L(R3[X]) — L(R3[X]), u — uo A — A owuest linéaire et que C est son noyau.)

IIL(2) 11 est clair que Id, A, A%, A3 sont dans C. Si aId +bA + cA? 4+ dA3 = 0, alors aQ3 +
bAQ3+cA?Q3+dA3Q3 = 0, c’est-a-dire aQ3+bQa+cQ1+dQy = 0,etdonca =b=c=d =0
puisque {Qo, @1, Q2, @3} est une partie libre de R3[X]. Cela montre que {Id, A, A%, A3} est une
partie libre de C.

IIL.(3) Evidemment, si u = v, alors, u(Q3) = v(Q3). Réciproquement, si u(Q3) = v(Q3), alors
A(u(@3)) = A(v(Q3)), d’ott u(AQ3) = v(AQ3) (puisque, par hypotheése, u et v commutent
avec A), c’est-a-dire u(Q2) = v(Q2). Appliquant encore A on obtient de méme u(Q1) = v(Q1),
puis (encore de méme) u(Qop) = v(Qp) : donc u = v (puisqu’ils coincident sur une base).

I11.(4) On a vu que {Id, A, A2, A3} est libre, il reste a justifier qu’elle engendre C. Soit u € C.
Ecrivons le polynéme u(Q3) dans la base B’ (de R3[X]) :

u(Q3) = apQo + a1Q1 + a2Q2 + a3Q3
= apA3Q3 + a1A%Q3 + a2 AQ3 + a3Q3

et le résultat de la question précédente montre que u = agA3 + a1 A? + as A + a3 1d : cqfd.
IIL.(5) e Pour tout 7" € R3[X],

(Do A)(T(X)) = D(T(X) - T(X — 1)) = T'(X) = T'(X — 1) = AT'(X) = (Ao D)(T(X))

donc D o A = Ao D, ce qui signifie que D € C.
eOna

DQ(X) = @4(X) =

1
= GBX(X +1)+3X +2]

(X +D(X+2)+ X(X+2)+ X (X +1)]

1 1
=Q2 + 5@1 + gQO
1 1
= AQs + §A2Q3 + §A3Q3

douD =A+ %AQ + %A?’ (par II1.(3), puisque les deux membres sont dans C et coincident sur

Q3).

FIN.



