Corrigé de I’épreuve d’ Algebre du 12 juin 2014

Exercice 1.
(1) En posant les divisions, on trouve :
AX)=BX) (X +3)+ X% +1,
BX)=(X’+1)(X+2)+X? - X +1,
XP41=(X2- X +1)(X +1)
(la dernigre est d’ailleurs une identité connue). On en déduit que D(X) = X? — X + 1.

(2) En faisant les divisions de A(X) et de B(X) par D(X) (ou en utilisant les divisions ci-dessus)
on trouve :

A(X)/D(X)=X>+6X*+13X +10, B(X)/D(X)=X?+3X +3.
(3) Les divisions de la premiere question donnent
D(X) = B(X) = (X?+1)(X 4 2)
=B(X)—-[AX)-B(X)(X+3)|(X+2)
AX)+ 14+ (X +3)(X +2)|B(X)
X))+ (X?+5X +7)B(X)

d’oli une solution Up(X) = —(X +2), Vo(X) = X? +5X + 7, et la solution générale est donnée
par

U(X) =Up(X)+ S(X)B(X)/D(X) = —(X 4+2)+ S(X)(X?+3X +3),
V(X) = Vo(X) — S(X)A(X)/D(X) = X2 +5X +7— S(X)(X® +6X%+13X + 10),

ol S(X) est un polyndme arbitraire de R[X].

Exercice 2.
(1) Le degré de la fraction est < 0 : pas de partie entiere. La décomposition est de la forme :

a b c dX +e
F(X)=

(X) X+3+(X+2)2+X+2+X2+1

o 50 50
= (X +3)F(X = =— =5,

ke ey M

50 50
b= (X + 2)2F(X)’ = ‘ = = =10,

Xoo (XH3)X2+1D) |y, 5 5
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c_( 50 )’ _ X H1+2X(X +3) _ ol
CNX (X241 ) |, (X +3)2(X2+1)% |4, o 25 7
et enfin

1 10(1 — 34
di+e—[(X2+1)F(X)]‘ - o0 o0 0 _1o0=3) _,

o +22(i+3) 5+15i 1+3i 12432

et donc
d= -3, e=1.
Conclusion : 5 10 ) a¥ +1
- +
F(X) = — .
(X) X+3+(X+2)2 X+2+ X2+1
(2) Dans C(X),
—3X—i—1_ « N [
X241 X—i X+i
avec
-3X +1 -3i+1 )
o= (X oxtlp ozl St
X241 i 21 2
et done 5 10 2 34+17 1 3—1 1
) — 1
F(X)= _ _ _ .
(X) X+3+(X+2)2 X +2 2 X -1 2 X+
Exercice 3.

(1) (a) Les cinq racines cinquiemes de 1’unité sont 1, e2im/5 e=2im/[5 dim/b o—4im/5 Dopc

P(X) — X5 _1= (X . 1)(X N €2i7r/5)(X N e—2i7r/5)(X N €4i7r/5)(X - e—4i7r/5).

(b) Dans R[X] :
P(X)= (X —1)(X?-2aX 4+ 1)(X? - 28X +1).
(2) On sait que ))((5__1 = X%+ X3 + X? + X 4 1 (somme des cinq premiers termes de la suite

géométrique de premier terme 1 et de raison X).
@) Q(X) = FE) — (X2 — 20X +1)(X2 - 28X +1).
(4) En développant ce dernier produit on obtient :

QIX)=X*—2(a+B)X>+2(1 +2a8)X? - 2(a + )X + 1.

Eten égalanta X4 + X3 + X2 + X + 1, on trouve que a + 3 = —% etaf = —i.
(5) On se rappelle que si on connait la somme s et le produit p de deux nombres, ces deux nombres
sont les racines de X2 — sX + p. Ici, o et /3 sont donc les racines de X? + % X — %, c’est-a-dire
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—i + % et —i — %. Seule la premiere de ces racines est > 0, comme doit I’étre o (puisque
a = cos () et 2% €0, Z). Donc o = % -1
Exercice 4.

M f(z,y,2) = x+y—z,—z+ 2,2 +y).

@) Im f = Vect{(2,—1,1),(1,0,1),(~1,1,0)} = Vect{(1,0,1),(—1,1,0)} car (2, —1,1) =
(1,0,1)—(—1,1,0). Les deux vecteurs restants ne sont pas colinéaires, donc {(1,0,1), (—1,1,0)}
est une base de Im f.

3

2=z
flz,y,2) =0< —zr+2=0%

r+y=0

& (x,y,2) = (z,—x,z) = x(1,—-1,1)

2c+y—2=0

donc Ker f =R (1,—1,1) et {(1,—1,1)} est une base de Ker f.

)
2 1 -1 2 1 -1 2 1 -1
A2=|[-1 0 1 -1 0 1]=[-10 1]=A4,
1 1 0 1 1 0 1 1 0

donc f o f = f, ce qui signifie que f est la projection sur Im f parallelement a Ker f.
(5) Reprenons la base {(1,0,1),(—1,1,0)} de Im f et la base {(1,—1,1)} de Ker f trouvées
ci-dessus. Posons ¢; = (1,0,1), g2 = (—1,1,0), e3 = (1, —1, 1). Puisque f est une projection,

R? = Im f @ Ker f = Vect{ey, g2} @ Vect{es},

donc {e1, €2, 3} est une base de R? (on peut aussi le vérifier directement), et f(e1) = €1, f(e2) =
1 00
g9, f(e3) = 0 : ce qui montre que dans la base {£1,¢2, 3}, lamatrice A’de fest [0 1 0].On
000
peut donc prendre pour P la matrice de passage de la base canonique de R3 & la base {¢1, €2, €3},
1 -1 1 a 0 0
cest-a-dire P = |0 1 —1|,etonabien P'AP =A" = |0 b 0] aveca=5b=1,
1 0 1 0 0 ¢
C =
Exercice 5.

(1) La premiere colonne est nulle, les deux suivantes sont linéairement indépendantes (deux co-
lonnes non colinéaires) : donc le rang de IV est 2.
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01 1\ /0 1 1 00 1
N2=|0 0 1]lo 0 1]=1]0 0 0
00 0/ \0o 00O 000



puis

0 1 1 0 01 0 00
N¥=|0o 0 1]f{0 0 0]=1]0 0 0
0 0O 0 00 0 00
et donc N* = 0 pour tout k > 3.
Al 1
B My=AX[+N=|[0 X 1].Puisque A # 0, il est clair que les trois colonnes sont linéaire-
0 0 A

ment indépendantes, donc M) € GL3(R).
(4) La proposition est clairement vraie pour k = 0 : MY = I. Supposons-la vraie pour k et vérifions
qu’elle I’est pour k£ + 1 : en multipliant

k(k — 1)

M = NI+ ENTIN + A2 N2

par My = Al + N et en développant, on trouve

D vz (ar 4

k(kg 1))\k—1N2 n k(kz 1))\k72N3

)\k—lNZ

M = N AT+ N) + ENIN(AT+ N) +

=N (B + DNEN F EAFINZ 4

(k+ 1)k

=M L (k+DNEN + 5

puisque k + @ = @ et N3 = 0. L’hypothése est donc établie.
Avec les matrices N et N2 explicitée plus haut, on en déduit que

_ _ k(k—1 _
. )\k kAk 1 k’)\k 1 4 (2 )Ak 2
MYy=10 \E kNF-1
0 0 A\F

(5) On peut voir directement que
(I +uN)(I — uN + p®?N?) =1

en développant le premier membre et en tenant compte de N3 = 0 (c’est une version matricielle
delaformule (1 +2)(1 —z+2?)=1+23) :dota=—pet = pu
Si on n’a pas vu cela, on pouvait toujours dire que 1’égalité

(I +uN)(I+aN+ N =1
s’écrit

o 1 00
1 «a =(0 1 0
0 0 0 1



c’est-a-dire

1 a+p a+B+pa+p 100
0 1 o+ [ =10 1 0
0 0 1 0 01

ce qui se ramene aux deux conditions o + p = O et &« + 8 + pa + p = 0 : la premiere donne

a = —pu et la seconde donne alors 8 = —pua = 2.

Prenant ;n = A~!, on a donc

I=T+XIN)I-XIN+A2N?)
=T+ A NI = AIN + 272N
=M+ N)A = A2N + 23N

ce qui montre que M)y (= Al + N) a pour inverse

Mt =X — AN 4 23N

Explicitement :
ATH A2 A2
Mit=1| 0 A —A72
0 0 At

Remarque : on constate que la formule

k(k—1)

)\k_2N2
2

MY =T+ ENFIN +
qui n’a été prouvée plus haut que pour k > 0, est valable aussi pour k = —1.
(6) Le systeme se traduit par Xg1 = M)Xg, d’ou 'on tire X = M )’fXO par une récurrence
immédiate (c’est vrai pour k£ = 0 et c’est clairement héréditaire d’apres X1 = M) X}). Et donc

ug )\k k)\k_l k:)\k_l 4 k(kgl) )\k—2 U
v =0 N EAF—L V0
Wi, 0 0 A\F wo

Moy + kNF=Tgy + (kA’f—l + ’“(’“T‘”/\’H) wo
= Mevg + EXFLawg
)\kwo

d’ou

k(k—1
wp = Nug + kX lyg + (m’f—l + (2)>\k‘2) wo

Vi = )\kvo + k)\kilwg

wy, = Ny,



Exercice 6.
3x + 2y + 2z =39 (1)

(1) L’énoncé se traduit par le systeme : { 2z + 3y + 2z = 34 (2)
x+2y+ 32 =26 (3)
(2) En faisant (1)’ = —(1) 4+ 3(3) et (2)) = —(2) + 2(3), on obtient
4y + 8z =39 (1)
y+bz=18  (2)
r+2y+32=26 (3)

puis, en faisant (1) = —(1)' +4(2):

122=33 (1)
y+52z=18  (2) .
T +2y+32=26 (3)

33 11 55 17
La premiere équation donne z = L= 1 la deuxieme donne alors y = 18 — T
34 33 37
troisiéme r = 26 — T 11 Conclusion :
3T 17 !
T = 4 ’ y= 4 ’ =
FIN.

b
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