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Exercice 1.
(1) Les divisions donnent :

A(X) = XB(X)+ X® - 3X?% +4,
B(X)=(X+3)(X®-3X%+4)+5(X? - X —2),
X3 -3X244=(X-2)(X?-X -2)

donc D(X)=X 2 — X — 2 (dernier reste non nul, rendu unitaire).
(2) En effectuant directement les divisions de A(X) et B(X) par D(X) (ou en utilisant celles qui précedent) on trouve :

AX)=DX)(X®+X%2-2) et B(X)=D(X)X%*+X-1).
(3) L’avant-derniere division de 1’algorithme d’Euclide donne

D(X) = é [B(X) — (X +3)(X® - 3X? +4)]

et la premiére donne X? —3X? +4 = A(X) — XB(X),d’ou

D(X) = £ [BX) ~ (X +3)(A(X) - XB(X))] =

£ (X +3)A(X) + £ (X* 43X + 1B(X)

ce qui donne la solution particuliere

U(X) = _% (X +3), Vo(X) = = (X*+3X +1).
La solution générale est :
U(X) =Up(X) + S(X)B(X)/D(X) = —% (X +3)+S(X)(X?+X —1),

1

V(X) = W(X) - S(X)A(X)/D(X) = ¢

(X24+3X +1) - S(X)(X3+X2-2)

ol S(X) est un polyndme arbitraire de R[X].

Exercice 2.
(1) deg(F) =2 —5 < 0:iln’y a pas de partie entiére. La décomposition sera de la forme :

a b c dX +e
F(X)= :
M=t tE_etx—s v
avec 9
2X24 X —1 9 3
a:(X—2)3F(X)’ :j‘ 9.3
X—2 X +2 X=2 6 2
b_(zx2+X—1>’ (X +1)(X2+2) - (2X2+ X - 1)2X X2 410X +2 1
N X242 e (X2 4 2)2 oo (X242)2 |, 2
1/-X24+10X +2Y) (—2X +10)(X?2+2)? — (—=X? + 10X +2)(X?2 +2)4X 1
C = — _— = = ——
2 (X2+2)2 X2 2(X?%+2)4 X2 4
et enfin
, 2X24 X —1 5402 (=5+iV2)(—2—iv2)? (=5 4iV2)(4—10iv2)  54iv2  iV/2
divote =" "~ = = = - _ v
(X =2 |xiva  (-2+iV2) 6? 6 ¢ 4
d’out .
d= Z’ e=0
Conclusion : 3/2 12 14 X/4
F(X)= — -
M =F ot x—22 x-2 x2+2



(2) Dans C(X),

X/4 Q n a
X?2+2 X-iv2 X+iV2
avec
X/4 X/4 1V 2/4 1
o m (x—ivE) 2 _ XA | _ivEa_1
X2+2|x s X+iV2lx_iyz  20vV2 8
et donc 3/2 12 14 s s
F(X)= + — + + .
M= W X 2 x-is X+
Exercice 3.

(1) Pour n = 1 la relation de récurrence donne
To(X) =2XTy(X) — To(X) = 2X2 — 1.
Et pour n = 2 elle donne :
T3(X) =2XTo(X) - T1(X) =2X(2X? —1) — X = 4X3 - 3X.

(2) Les exemples précédents suggerent que
degT, =n

donc que T}, = ¢, X" + termes de degrés moindres, avec ¢, # 0. Vérifions-le par récurrence (sur deux valeurs consécutives) :
c’est vrai pour n = 0 et n = 1, et si c’est vrai pour n — 1 et n alors la relation de récurrence donne

Tri1(X) = 2¢, X" + termes de degrés moindres

d’ou degT,,+1 = n + 1 et I’hypothese est vraie encore pour n et n + 1 : elle est donc héréditaire. Cela montre, de plus, que la
suite des coefficients dominants est donnée par ¢g = 1, ¢; = 1 puis, pour n > 1: ¢, 41 = 2¢,, (la suite est géométrique a partir
durang 1);d’ou:

co=1 et Yn>1:¢,=2""1

(3) degT; = j donc (T, ..., Ty,) est bien une famille de R,,[X]. Montrons que (7o, ..., T},) est libre : pour n = 0 c’est évident
(To # 0 donc (Tp) est libre) ; pour n > 1, supposant (T, ..., Tr,—1) libre (hypothése de récurrence), si A\gTo + -+ + AT, =0
(le polynome nul), le membre de gauche s’écrit A,2" "' X" + termes de degrés moindres, donc \,2" ! = 0, d’olt \,, = O et
I’hypothese de récurrence montre alors que tous les autres A; sont nuls aussi. Ainsi, (T, ..., 7,,) est une famille libre a n + 1
éléments dans R, [X]; or dimR,,[X] = n + 1, donc (T, ..., Ty,) est une base de R,,[X].

4) C’estvraipourn = 0etn = 1: Ty(cosz) = 1 = cos(0z) et T3 (cos x) = cos x. Supposant que c’est vrai pour n — 1 et n,
on obtient par la relation de récurrence :

Tht1(cosz) = 2cosx cos(nx) — cos((n — 1)x).

Or, on sait que 2 cos z cos(nz) = cos((n+1)x)+cos((n—1)z), donc T),41(cos z) = cos((n+1)x) et ’hypothese de récurrence
est héréditaire (elle est vraie pour n et n + 1).

(5) 1 suffit de considérer le cas n > 1 (le cas de Ty = 1 est trivial). Tout élément de [—1, 1] s’écrit cos x avec € [0, 7]. Or, pour
n>1:

2k +1

2n

Tn(cosa:):O@cos(nx):()@EIkGZ,mc:g+kw<ﬁ>3k€Z,x: .

Quand k croitde 0 an—1, 2217 croit de 5 a 22=Lrr et prend donc n valeurs distinctes dans [0, 7]. Les nombres cos (22=17)
pour 0 < k < n — 1 sont donc n racines distinctes de T}, dans [—1, 1]. Comme T, est de degré n, il n’a pas d’autres racines dans

R, ni dans C : il n’a pas d’autres facteurs irréductibles que ceux correspondant & ces n racines. Sa décomposition en facteurs

irréductibles est donc : )
n—
e 2k +1
T.(X)=2 1]}_[()<X—cos( o 77)), n>1.

Exercice 4. (1) dim(V x W) = dim V + dim W (cf. le cours).
(2) f est la somme des applications linéaires (v, w) — v et (v,w) — w (projections canoniques), donc elle est linéaire. Si on
préfere, on peut aussi écrire f( A\ (v1,w1) + Aa(ve, w2)) = f(Av1 + Agva, AMjwy + Aows) = Ajvg + Aave + Ajwy + dows =
A1(v1 +w1) + Ao(ve +wa) = A1 f(v1, wr) + Ao f (v2, wa).

L’image de f est I’ensemble des vecteurs de la forme v + w avec v € V, w € W :donc c’est V + W.



Le noyau de f est I’ensemble des couples (v, w) de V' x W tels que v + w = 0, i.e. tels que w = —v, donc c’est I’ensemble
des couples (u, —u) avecu € VN W.
Il en résulte que dim Ker f = dim(V N W). En effet, si (u;);cs est une base de V- N W, tout u € V N W s’écrit de maniére
unique u = . y Aju;, donc (u, —u) s’écrit de maniére unique (u, —u) = >, ; A;j(u;, —u;), etdonc ((u;, —u;))je s est une
base de Ker f. Autre argument possible : v — (u, —u) est un isomorphisme de V' N W sur Ker f, car c’est une application
linéaire, évidemment injective, et surjective d’apres ce qu’on vient de voir ; donc dim Ker f = dim(V N W).
Le théoréme du rang dit que dim Ker f 4+ dimIm f = dim(V x W). Mais dim(V x W) = dimV + dim W, dim Ker f =
dim(VNW)etdimIm f = dim(V + W) : on obtient donc dim V' + dim W = dim(V N W) 4 dim(V + W), d’ou le résultat.

Exercice 5.

(1) Si on change de base, la matrice de f devient P~ AP (ou P est la matrice de passage) et on sait que Tr(P~1AP) =
Tr(APP~1) = Tr(A).

(2) Puisque f est un projecteur, on a E' = Ker(f) @ Im(f). soient (ey, ..., e,,) une base de Ker(f) et (¢;5+1, ..., €,) une base de
Im(f),ovm =mn—rg(f):alors (e1, ..., Em, €m+1,-..,€n) estune basede Eet f(e1) = - = f(em) =0, f(€m+1) = €mttsemes
f(en) = e, ; donc dans cette base la matrice de f est diagonale, avec sur la diagonale m zéros et n — m valeurs égales a 1; et
donc Tr(f) =n —m =rg(f).

(3) Soit (ey, ..., e,) une base de E. Prenons par exemple f(e1) = eq, f(e2) = aer +ep avec a # 0, et f(e;) = 0pourj > 2:
dans cette base, la matrice de f est

1 o O 0
01 0 0
A, = 0 0 0 --- 0
0 0 0 --- 0

Il est clair que f est de rang 2 et que Tr(f) = 2; mais f o f(e2) = af(e1) + f(e2) = 2ce; + e2 # f(e1) puisque o # 0, donc
f n’est pas un projecteur (on peut aussi calculer sur la matrice : A2 = Ay, # A,).

(4) Soit (eq, ..., €,—1) une base de Ker(f) : complétons-la en une base (e, ..., ¢,_1, €, ) de E. Dans cette base, la matrice de de A
ases n—1 premieres colonnes nulles et la derniere est formée des nombres a; tels que f(e,) = >, a;e; :onaa, =rg(f) = 1.
Donc f o f(en) = Y i aif(e;) = anf(en) = f(en) (et tous les autres f o f(e;) sont nuls) et donc f o f = f, ce qui montre
que f est un projecteur.

(5) Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est f : on a Tr(f) = rg(f) = 1, donc f est un
projecteur. Son image est R(1, 1, 1) (voir la premiére colonne) et son noyau est le plan d’équation  + y — z = 0 : une base est
((1,-1,0),(1,0,1) (deux vecteurs non colinéaires de Ker(f)).

Exercice 6.
1)
3y 393
~Y1 =T
3 4 4
0 1 0\ [n 3 (™ 3 3 y = -
30 1| ln]=—7|wn|* ~T1tz =Sy &
it 0 4 4 4 z21=0
1 1 1 21 1
Vi + = A
1
et on peut prendre V; = | —1
0
(2)
3 1
Y2 = — 22
3 4 4
0 1 0 fa 17 3 1 By2 = —
2 0 1 Y2l =—7 1Y% ] TT2 + 22 = ——Y2 &
o) \% 4\ 4 4 22 = 2
i1 2 ? Loyt 1
4332 492— 422
3
et on peut prendre Vo = | —1

-2



3

3
3 Zy?’ =3
2 1 0\ [ 3 3 3ys = 4
7 0 Iffws|=(uws|< —T3t+ 23 =Y3 <
t 1 4 1223 = T
1 1 3 %3 1 1
178 + qB =2
12
et on peut prendre V3 = | 16
7

(4) Supposons que A\ Vi +XaVa+A3Va = 0. Appliquant k fois la matrice A on obtient : (—3/4)* X\ Vi 4(—1/4)¥ Ao Vo+A3V5 = 0
d’ou (en faisant £ — +00) A3 = 0; et comme il est clair que V7, V5 ne sont pas colinéaires, on a aussi Ay = Ay = 0. Donc
(V1, Va, V3) est libre et c’est donc une base de R?. La matrice de passage P de la base canonique a la base (V1, Va, V3) est :

1 3 12
P=|-1 -1 16
0o -2 7
(5) On écrit :
1 3 12 | 1 0 0
-1 -1 16 | 0 1 0
0 -2 7 | 0 01

1 3 12 | 1 0 0
0 2 28 | 1 10
0 2 7 | 001
puis Ly = (L5 + L3)/35 :
1312 1 0 0
022 ] 1 1 0
00 1 | 1/3 1/35 1/35

puis L} = Ly — 12L5 et Ly = (L5 — 28L5)/2:

1 3 0 | 23/35 —12/35 —12/35
010 | 7/3 7/35 —28/35
001 | 1/35 1/35  1/35

etenfin LY = L} — 3L, :
1 0 0 | 25/70 —45/70 60/70

0 1 0 | 7/70 7/70 —28/70
00 1 | 2/70 2/70  2/70
et donc :
1 25 —45 60
Pl==17 7 —28
0ls 9
—3 0 0 -PDF 0 0
(6) Vulechoix de Vi, Vo, V3 : A’ = | 0 —1 0| .C’estune matrice diagonale donc A'* = 0 (=HF 0o
0 0 1 0 0 1
ag ap 1
7 |br | =A% [ by | = PA*"P~1 [0 |.Le passage a la limite k — 400 montre que ay — a, by, — b, ¢, — c ol
Ck Co 0
a 0 0 O 1 1 0 0 O 1 1 12 12 12 1 1 12
bl=P(0 0 o)JP'|0o]==P|0 0 O 0] = 16 16 16 O)=—116
c 00 1 o/ ¥ \111)\o) ¥\7 7 7)\o) F\r



