CP200A, algebre 1 : corrigé du DS Terminal du 14 juin 2017

Questions de cours.
(1) Théoreme du rang. Soient F, F' deux K-espaces vectoriels. On suppose que E est de dimension finie. Alors pour tout
feL(E,F),ona:dimKer f +dimIm f = dim E.

Preuve. Soient (u;); une base de Ker f et (f(v;)); une base de Im f. Montrons que la famille formée des (u;); et des (v;);
est une base de E. Elle est génératrice : car pour tout z € ' on peut écrire f(x) = >, A f(v;) doncz — >, Aju; € Ker f et
donc z = > Ajv; + >, puyu;. Elle est libre @ car si 3, Aju; + 2, piw; = 0, en appliquant f on obtient 3, A; f(v;) = 0, ce
qui montre que les \; sont nuls (puisque (f(v;));, est libre) ; il reste alors ) . p1;u; = 0, ce qui montre que les j; aussi sont nuls
(puisque (u;); est libre).

Q) 2" 4+1=0o 22" = —1 = @k—Dim o 5 — (k=137 (k € Z). Avec k = 1,...,n on obtient n racines distinctes sur le
demi-cercle supérieur (0 < arg z < ), et les n autres racines en sont les conjuguées. D’ ol :

xry1=1] (X - e<2’€—1>%) (X - e—@k—l)%) dans C[X]

k=1
X241 = kli[l (X2 — 2cos [(Qk: - 1)%} X+ 1) dans R[X].

(3) 1l suffit de le montrer pour une matrice triangulaire inférieure (le cas d’une triangulaire supérieure s’en déduit immédiatement
car c’est la transposée d’une triangulaire inférieure : elle a donc méme déterminant et mémes éléments diagonaux). On raisonne
par récurrence : si n = 1 c’est trivial (det(a11) = aj1); et si ¢’est vrai pour les matrices triangulaires inférieures de M,,_1(K)
alors c’est vrai aussi pour celles de M, (K) car en développant selon la premiére ligne on a

ail 0 0 0 9o 0 0
az az 0 0 asz a3 0
a a a .. 0] = o =
31 32 33 =a11| . . . .| = a11a22 - App.-
ap2 ap3z ... Apn
An1 QAp2 ap3z ... Apn

Exercice 1.
(1) Les divisions donnent :

A(X) = (X —2)B(X) +6(X? - 3X* + X),
B(X)=(X+2)(X®-3X?+X)—(X?-3X +1),
X3 -3X24+ X =X(X?-3X+1)

donc D(X) = X? —3X + 1.
(2) En effectuant directement les divisions de A(X) et B(X) par D(X) (ou en utilisant celles qui précédent) on trouve :

AX)/D(X)=X3+X+2 et B(X)/D(X)=X?+2X —1.
(3) En remontant le flot des divisions :

D(X)=-B(X)+ (X +2)(X?-3X?+ X)

B(X) + (X +2) ¢ [A(X) ~ (X - 2)B(X)]

. % (X +2)A(X) — % [(X +2)(X —2) + 6] B(X)
- % (X +2)A(X) — % (X* +2)B(X)

ce qui donne la solution particuliere Up(X) = ¢ (X +2), Vo(X) = —% (X? + 2). La solution générale est :

_1!
6

V(X) =Vo(X) - S(X)A(X)/D(X) = —é (X2 +2) - S(X)(X*+ X +2)

U(X) =Uo(X) + S(X)B(X)/D(X) (X +2)+ S(X)(X2+2X —1),

ol S(X) est un polyndme arbitraire de R[X].

Exercice 2.
(1) Soient A = (aij 1<i,5<n et B = (bij)lgi,jgn dans Mn(R) et A,,u S R N tr()\A —+ [LB) = tr (()\aij —+ ,Ufbij)lgi,jgn) =
S a4 pbis) =AY i+ > big = Atr(A) + ptr(B). Donc tr est linéaire.



(2) Si on note U,V les matrices de u,v (dans une base donnée), la matrice de u o v — v o uw est UV — VU. Sa trace est
tr(UV — VU) = tr(UV) — tr(VU) = 0. La matrice de id est la matrice unité I,,, sa trace est n. Comme n > 1, tr(I,,) #
tr(UV —=VU)donc UV — VU # 1, etdoncuov —vou # id.
(3) Pour tout P € R[X], (uov)(P)(X) = u(v(P)(X)) = (XP(X))/ =P(X)+XP'(X)et(vou)(P)(X) = v(u(P)(X)) =
XP'(X),donc (uov —vou)(P)(X)=PX)=1id(P)(X) dott uov —vowu = id. (Cela ne contredit pas le résultat de la
question précédente puisque R[X | n’est pas de dimension finie.)

Exercice 3.

0,95 —x 0,02
(l)A—xI_( 0,05 0,98—x> donc

0,95—z 0,02

det(A—aD)=1"705" (08—«

= ) - ’ —I) =Y, X U, =T — 1, Jf+, .
0,95 0,98 0,05 x 0,02 2_1,93 0,93

Les racines sont ;1 = 1 et 7o = 0, 93. (Rappel : la somme des racines est I’opposé du coefficient de x, donc ici c’est 1,93 ; et le
produit des racines est le terme constant, ici 0,93. D’ou les racines, sans calcul.)
Quand = € {ry, 72} (et seulement dans ce cas) la matrice A — x I n’est pas inversible.

(2)
0,95 0,02\ [z x1 0,95z1 +0,02y; = 1
= & & 0,057 —0,02y; =0 & 51 = 2y;.
(0,05 0,98> (yl) <y1> { 0,0521 + 0,981 = 1 ! v Lo

On peut prendre V; = (?)

3)
(0795 0,02) (!EQ) (0,93x2> 0,95x2 +0,02y2 = 0,932 o 0,02z2 + 0,02y =0 N
— = —XT9.
0,05 0,98 0,93y> 0,0525 + 0,98y> = 0, 93y» 0,052 40,05y =0 72 2
1
On peut prendre Vo = 1

(4) I est clair que les deux vecteurs V7, V; ne sont pas colinéaires, donc ils forment une base de My 1 (R).

(21 L 1{1 1
e h) el L)

, 1 0 . . . e (1 0
(5) Vule choix de Vi etde V5 : A’ = (0 0,93 qui est une matrice diagonale, donc A’" = 0 (0,93))"
(6)Ona:
b parpi (2 0 VL1
1 1 1
-1/ \5(0,93)F —2(0,93)*
71 2+5(0, 3)k 2 -12(0,93)k
5(0,93)F  5+2(0,93)"
d’ou

g (o) _ 1 2+45(0,93)" 2—2(0,93)*\ (0,96 _ 1 (2+4,72(0,93)F
P \oe ) T 7 \5=5(0,93)F 5+2(0,93)%) \0,04) ~ 7 \5—4,72(0,93)"

(7) (Répartition limite) Quand k& — +o0 on obtient que ay — a = 2/7, by — b =5/T.

Exercice 4.
@) ! =2 4 b + 5 avec
VIX—22(X+4) X444 (X-22 X-2
1 Ly, 1 ‘ 1 ( 1 )’ 1 1
aqQ = —- = -, = — = -, CcC = —_— = — = — —
(X —2)2 s 36 X +4 s 6 X +4 s (X +4) 36

(ii) En multipliant tout par (X — 2)?(X +4) :

"~ 36



1
donc on peut prendre U (X) = — et Ua(X) = 6——(X—2):—3—(X—8).

36 36 6
. L (01 -1\ [0 1 1 L [0 00 0 00
GipTh = —(M—21)2=—[6 —5 —1][6 =5 —1]=—(-36 36 o|=[-1 1 0
36 36\ 5 -1/ \6 =5 -1/ 3\_36 36 0 110
L6 1 1\ 61 - L (-3 0 0 1 0 0
My— - (M -8M+4T) =~ [ 6 —11 —1|[6 1 —1)=-2[=3 0o o ]=[1 0 o
36 6V6 5 —7/\6 -5 5 36\ _36 36 —36 1 -1 1
0 00\ /0 00 0 0 0
mf=|-110]|-1 1 0]=(-110]=1I4
110/ \=1 10 110
1 0 o\ /1 0 o0 1 0 0
m=[1 o o1 0o of={1 0 0]=TIoullZ=(-T0,)2=1-2I, + 12 = —II, = IL,.
1 -1 11 211 1 -1 1
0 00\ /1 0 0 00 0
Mib=(-1 1 0|t 0o o]={0 0 0)oumIbL=TL1-IL)=1I, -I2=0
110/ \1 -1 1 00 0

De méme H2H1 (I Hl)Hl Hl - H% =0.

II; et II; = I —II; sont des matrices de projecteurs associés : I'un projette sur le noyau (la direction de projection) de I’autre.
(iv) Comme I1; et IT, commutent, on peut appliquer la formule du bindme, qui se réduit a (AT} + ulla)* = AFIT; + p*TI,

puisque Ik = 114, 1'[’2C = Il (récurrence immédiate) et que tous les autres termes (contenant le produit II;II5) sont nuls. On a

donc A\, = M et pp = p*.

0 0 O 2 0 0 2 0 0

()T =—4I1; +2l[rb =4 -4 0)+(|2 0O O0]=(|6 -4 O

4 -4 0 2 -2 2 6 —6 2
2 1 -1 2 0 0 01 -1
N=M-T=|6 -3 -1]—-(6 -4 0]=(0 1 -1
6 -5 1 6 —6 2 01 -1

On peut calculer TN et NT et constater leur égalité. On peut aussi remarquer que 7' est (comme II; et IT;) égal a un
polynéme en M, donc N (= M — T) aussi, et donc ils commutent. On calcule que N2 = 0. La formule du bindme donne alors :
M* = (T + N)k =Tk 4+ KT*=1 N (les autres termes sont nuls car ils contiennent N2).

(vi) On calcule que II; N = 0, II; N = N. Avec les deux questions précédentes, on en déduit que :

MF = (—4I1; + 2115)* + k(—4T1; + 2115)* N
(—4)FI0y + 2805 + k(—4)* T N + K2V LN

(—4)FT1, + 28T, + k281N

0 00 1 0 0 01 -1
=(—4Fl-1 1 0of|+2F|1 0 o]+k2*1|{0 1 1
-1 1 0 1 -1 1 01 -1

2k k2k=1 —k2k—1

= -(—0F 428 (—4)F 4 k21 —k2k1

—(—4)F + 2k  (—4)k — 2k 4 k2k-1L — K2kt

On peut vérifier que la formule donne bien M° =T et M*' = M.

(2) (@) On a (1,0,0) = —uy + us, (0,1,0) = uy — ug, (0,0,1) = ug, donc (u1,uz,us) engendre R* et donc c’en est une
base (famille génératrice a trois éléments dans un espace de dimension 3). Les coordonnées de w1, uo, us dans la base canonique
donnent les colonnes de P ; celles des vecteurs de la base canonique dans la base (u1, ug, ug) donnent les colonnes de Pt

00 1 -1 1 0
p=|10 1|, P'=|0 -1 1
111 1 0 0

-1 1 0 2 1 -1 0 0 1
M =P 'MP=[0 -1 1 6 -3 -1 1 01
1 0 O 6 -5 1 1 11

4 -4 0 0 01 -4 0 0

=10 -2 2 1 0 1]=1020 2 0

2 1 -1 1 11 0o -1 2



—4 0 0 0 0 O 0 0 0
Donc:D'=| 0 2 O]etN =10 0 0].Oncalculeque D’N’= |0 0 0] et N'D’ donne le méme résultat :
0 0 2 0 -1 0 0 -2 0

donc D' et N’ commutent. On voit aussi que N'* = 0. La formule du binéme donne donc

M/k — (D/ + N/)k‘ — D/k + kD/kle/

(= 0 o0 (k=1 0 0 0 0 0
= o 28 0o|+&k 0 2k=1 0 0 0 0
0o o0 2* 0 0 21/ \0 -1 0
(-4 0 0 0 0 0 (—4)F 0 0
= 0o 28 o)+kf(0 0 Oo)=( O 2k 0
0 0 2F 0 —21 0 0  —k2k-1 2k
d’ou
0 0 1\ [/(—4)* 0 0 -1 1 0
M*=pPMFP =1 0 1 0 28 o|lo0o -1 1
111 0  —k2k-1 2k 1 0 0
0 —k2k=1 2R\ /-1 1 0 2k K2kt —k2k—1
= (-4 —k2k-1 2k 0 —1 1|=[-(-4)r+2F (—4)F + k2k-1 —k2k-1
(—4)F 2k — g2k-1 ok 1 0 0 —(—4)k 428 (—4)k —2F 4 g2k 2k okl
On retrouve bien le résultat de la premiere méthode.
1 2 5
Exercice 5. Méthode de la comatrice : on calcule le déterminant |3 —2 1| = 2 (par la régle de Sarrus ou en développant
2 -1 1
-1 -1 1 12 5\ /-1 =T 12
selon une ligne ou une colonne) et la comatrice: [ =7 —9 5 |.D'ou |3 -2 1 =3 -1 -9 14
12 14 -8 2 -1 1 1 5 -8
1 -1 -7 12 1 2 5 1 00
Et on peut vérifier qu’en effet 3 -1 -9 14 3 -2 1|=({0 1 0
1 5 -8 2 -1 1 0 0 1
Meéthode du pivot :
1 2 5 | 1 00 L 1 2 5 | 1 00 Ly
3 =21 ] 010 Ly «—> 0 -8 —-14 | =3 1 0 Ly=Ly—3L
2 -1 1 ] 0 0 1 Ls 0 -5 -9 | -2 0 1 Li=L3—-2I4
1 2 5 | 1 0 0 Ly
+— 0 -8 -14 | =3 1 0 L
0 0 1 | 1/2 5/2 —4 LY =(-8L,+5L%)/2
1 2 0 | -3/2 —-25/2 20 L) =L, —5L%
+— 0 1 0 | =-1/2 -=9/2 7 L§=—(L)+14L%)/8
00 1 | 1/2 5/2  —4 LY
100 | -1/2 =-7/2 6 LY=L{-2L}
+— 0 1 0 | -1/2 —-9/2 7 Ly
0 01 | 1/2 5/2 —4 LY
-1
1 2 5 -1 -7 12
etonretrouve bien | 3 —2 1 =3 -1 -9 14
2 -1 1 1 5 -8
Exercice 6.

(1) e pestlinéaire : (AP +uQ) = ()\P(Jco) +0uQ(x0), ..., AP () +,uQ(1:n)) = )\(P(xo), s P(a:n)) +M(Q(x0), - Q(xn))

= Ap(P) + pe(Q).
e ¢ est injective. Car ¢(P) = 0 signifie que xy, ..., z,, sont racines de P : cela fait n + 1 racines distinctes ; or P est de degré

< n, donc ce n’est possible que si P = 0.
o R, [X] et R"*! sont de méme dimension n + 1, donc I'injectivité de ¢ implique que c’est un isomorphisme.
e S existe par surjectivité de ¢ et est unique par injectivité de (.



La matrice de ¢ s’obtient en mettant en colonnes les coordonnées des (X ’“) O<k<<n):

1 =z a3 g

1z a2 xt
A= . .

1 oz, 22 T

(C’est une matrice de Vandermonde mais on n’a pas besoin de le savoir ici.) Les conditions S(z;) = y; (i € {0,1,...,n}),
c’est-a-dire ©(S) = (Yo, Y1, ---» Yn ), s€ traduisent matriciellement par

2 n
1 x x5 - x co Yo
1 = x% R 4 c1 Y1
1 2 n
Tn Ti Ty Cn Yn

ot S(X) =cp+ca X+ -+ + ¢, X" Comme @ est un isomorphisme, sa matrice A est inversible et la solution (unique) est

donnée par
-1

Co 1 =z 1:% R i Y0
c1 1 o 22 - af %
Cn 1 =z, :EZL 9 Un
c’est-a-dire (en explicitant A~! au moyen du déterminant et de la comatrice) par les formules de Cramer.
) Li(z;) = H (l]) Si i = k, tous les facteurs valent 1 : donc Ly(xy) = 1. Si i # k, il fait partie des
Tk — Ty

7€{0,....,n}\{k}
j €A{0,..,n}\ {k} et le facteur Tim Ty correspondant est nul : donc Ly (z;) = 0 (¢ # k). On en déduit que (Lo, L1, ..., Ly,)
Tk — Ty
est libre : car si >, _o ALy = 0, alors pour tout i € {0,...,n} ona > ,_,AeLy(z;) = 0, c’est-a-dire A; = 0. Comme
R, [X] est de dimension n + 1, (Lo, L1, ..., L,,) en est une base. On peut donc écrire S = Y ', A\p Ly, : les A sont donnés par
yi = S(@i) = > oo MeLi(zi) = Xi (0 € {0,...,n});donc S = >0y Ly.

Exercice 7. L
2 n—
1 a1 af ay )
2 n—
1 ax a3 ag X
2 n—
Viay,..,a,) = |1 a3 a3 as
2 -1
1 ap a; ... aj

Si a chaque colonne C; (j > 2) on retranche a,C_1, le déterminant ne change pas, donc :

1 0 0 0

1 ay—a; azx(az—ay) ... a§72(a2 —ay)
Viay,...,a,) = |1 @ —a as(az —ay) ... ay *(az—ay)

1 an,—ar an(an,—ay) ... a? 2%(a, —ay)

d’ol en développant par rapport a la premiere ligne :

as —ay ag(ag —ay) ... a;’_z(ag —ay)

as —ay as(as—ay) ... a3 “(ag—ay)
V(al,...,an) =

an —ay ap(a, —a1) ... a* %(a, —ap)

Comme le déterminant est linéaire par rapport a chaque ligne, les (a; — a1 ) sortent :

1 ay ... ay™?

1 aj ag_z
V(at,...,an) = (a2 —a1)(az —ay) ... (an — aq) : :

1 ay, an—2



De méme V(ag, ...,a,) = (a3 — az) ... (an, — az) V(ag, ..., ay) donc
V(ay,...,an) = (ag —a1)...(a, —ar)(ag — az) ... (an — az) V(as, ..., a,)

et (récurrence)

Viay,...,an) = (ag —a1) ... (an —a1)(azs —az) ... (ap —a2) ... (an — an—1) V(a,) = H (a; —a;)

(noter que V(a,) = 1).

Exercice 8. Soit (uq,...,u,) une base de F' N G (vide si F NG = {0}, i.e. si dim(F N G) = p = 0). On la complete
en une base (ug, ..., Up, v1,...,v,) de F et en une base (u1, ..., Up, W1, ...,wy) de G (dim F = dim G). On a alors une base
(Ul ooy Up, V1, ooy Ugy W, ..., Wq) de F+G (Grassmann), que I’on compléte en une base (U1, ..., Up, U1, ..., Ugy W1, <oy Wy, 215 -y Zr)
de E. Le sous-espace

S = Vect{vi + w1, ..., v + wq, 21, ..., 2 }

est supplémentaire de F' et de G. En effet, on a

F + 8 = Vect{u1, ..., Up, U1, ..., Vg, V1 + W1, .., Vg + Wq, 21, .-, 21 }

= VeCt{uh ooy Up, U1y oeny Ugy W1, -eoy, Wy, 21, '-~7Z7’} = E7
etdim F' + dim S = dim E, donc £ = F & §; et on voit de méme (en échangeant les roles des v; et des w;) que E =G & S.

FIN.



