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Thématiques de recherche

Extrait du document de remise de la médaille Fields :

« Maryam Mirzakhani a apporté des contributions frappantes et très
originales à la géométrie et à l’étude des systèmes dynamiques. Son travail
sur les surfaces de Riemann et sur les espaces de modules met en relation
plusieurs disciplines mathématiques — la géométrie hyperbolique, l’analyse
complexe, la topologie, et la dynamique — et les influence à son tour. Elle a
bénéficié d’une vaste reconnaissance pour ses premiers résultats en
géométrie hyperbolique, et son travail le plus récent constitue une avancée
majeure dans l’étude des systèmes dynamiques. »

Dans cet exposé :
Un résultat pour les surfaces hyperboliques (issu de sa thèse, 2004 et 2008)
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Le texte
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Différentes géométries

Différentes géométries
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Différentes géométries

La géométrie euclidienne

Euclide 300 av J.C.

Droites parallèles : qui ne s’intersectent pas.
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Différentes géométries

Le cinquième postulat

Remis en cause au XIXe siècle

Gauss Bolyai

Riemann

LobatchevskiPoincare

Klein
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Différentes géométries

D’autres modèles de géométrie

Hyperbolique Euclidienne Sphérique

Infinité de parallèles Une parallèle Aucune parallèle

Lobatchevski (1829) Riemann (1867)
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Surfaces, distances et géodésiques
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Surfaces, distances et géodésiques

Les surfaces en mathématiques

En mathématiques, une surface est un objet qui de près ressemble à
un plan, de la même manière que la Terre semble plate à notre
échelle.

Voici quelques surfaces :

Elise Goujard (Université de Bordeaux) Mirzakhani et la géométrie des surfaces Février 2024 10 / 26



Surfaces, distances et géodésiques

Les surfaces en mathématiques

En mathématiques, une surface est un objet qui de près ressemble à
un plan, de la même manière que la Terre semble plate à notre
échelle.

On peut se repérer sur
une surface à l’aide de
deux coordonnées,
comme la latitude et la
longitude sur la Terre :
c’est un objet de
dimension deux.
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Surfaces, distances et géodésiques

Notion de plus court chemin : les géodésiques

Quel est le plus court chemin pour aller de Madrid à New York?

New-York

Madrid

40e parallèle

À la fin du XVIIe siècle, Bernoulli pose la question pour tout surface
sur laquelle on peut mesurer des distances (métrique).

Géodésique : courbe qui réalise (localement) le plus court chemin.
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Surfaces, distances et géodésiques

Le disque de Poincaré

Un modèle pour la géométrie hyperbolique : un disque à la métrique
particulière.

Dans ce modèle, les géodésiques sont les arcs de cercle
perpendiculaires au bord.
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Surfaces hyperboliques

Une méthode pour construire des surfaces

Tore euclidien
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Surfaces hyperboliques

Géodésiques fermées

géodésique simple géodésique qui s’intersecte

On peut en trouver de très longues :
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Résultats

Résultats
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Résultats

Comptage des géodésiques fermées

Théorème (Théorème des nombres premiers, Hadamard, La Vallée
Poussin, 1896)

Le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux à eL est

π(eL) ∼ eL

L
quand L → +∞.

Théorème (Delsarte, Huber, Selberg, 1955)

Le nombre de géodésiques fermées γ de longueur inférieure à L sur
une surface hyperbolique X est

N(X ,L) ∼ eL

L
quand L → +∞.
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Résultats

Un premier résultat

Théorème (Delsarte, Huber, Selberg, 1955)

Le nombre de géodésiques fermées γ de longueur inférieure à L sur
une surface hyperbolique X est

N(X ,L) ∼ eL

L
quand L → +∞.

Théorème (Mirzakhani, 2004)
Le nombre de géodésiques fermées simples γ de longueur inférieure
à L sur une surface hyperbolique X à g anses est

Ns(X ,L) ∼ CX L6g−6 quand L → +∞.
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Résultats

Une question

Soit une surface hyperbolique à deux anses et une géodésique fermée
simple sur cette surface.

Quelle est la probabilité que la géodésique sépare la surface en deux
morceaux?

Une géodésique non séparante Une géodésique séparante
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Résultats

Les multicourbes et leurs types topologiques

Il est possible de considérer également des réunions de géodésiques
disjointes (on parle de multicourbe géodésique). On peut les distinguer
selon la façon dont elles découpent la surface en morceaux.

1 courbe 2 courbes 3 courbes

Liste complète des types topologiques sur une surface à 2 anses.
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Résultats

Le résultat principal

On définit la longueur d’une multicourbe comme la somme des
longueurs des courbes.

Théorème (Mirzakhani, 2008)
Pour toute multicourbe γ et toute surface hyperbolique X (à g anses), le
nombre de multicourbes géodésiques simples fermées sur X , de longueur
≤ L, et de type topologique correspondant à γ est :

Ns(X ,L, γ) ∼ B(X ) · c(γ) · L6g−6 quand L → ∞

Ns(X ,L, γ1)

Ns(X ,L, γ2)
∼ c(γ1)

c(γ2)
ne dépend plus de X !

Sur une surface à deux anses, il y a asymptotiquement 48 fois plus de
géodésiques simples non séparantes que de séparantes.
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Résultats

Fréquences

Fréquence (en %) de chaque type topologique de multicourbe sur une
surface à 2 anses.

1 courbe 2 courbes 3 courbes

25% 53% 11%

<1% 2% 7%
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Quelques ingrédients de la preuve

Quelques ingrédients de la preuve
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Quelques ingrédients de la preuve

Le comptage dans le cas du tore

Le nombre N(T,L) de géodésiques fermées sur le tore T de longueur
inférieure à L est le nombre de couples d’entiers premiers entre eux
dans le disque de rayon L.

N(T,L) ∼ 6
π2 · πL2 quand L → ∞
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Quelques ingrédients de la preuve

Des espaces de modules

Des tores de formes différentes

Des tores de formes différentes paramétrés par un "espace de
modules".
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