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Prólogo

Estos apuntes quieren ser una gúıa al curso de cálculo del segundo tri-
mestre y un soporte a las clases magistrales.

En esta segunda parte del curso de Cálculo se desarrolla el cálculo dife-
rencial e integral para funciones f : Rn → Rm, con n,m ≥ 1 además de los
métodos numéricos del descenso por gradiente y la generalización del méto-
do de Newton a funciones de más de una variable, que puede ser utilizado
para aproximar la solución de sistemas no lineales.

La presencia de varias dimensiones espaciales permite desarrollar de for-
ma más completa la teoŕıa de la optimización, considerando problemas in-
teresantes y donde pueden aparecer v́ınculos.

Como para los apuntes del primer trimestre, también en estas notas in-
tentaremos conectar los conceptos que iremos introduciendo con aplicacio-
nes prácticas, señalando en particular los conceptos f́ısicos que el estudiante
podrá examinar con más detalle en el curso de ondas y electromagnetismo.

Los autores.
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Caṕıtulo 1

Funciones de varias variables
reales

1.1. Motivaciones para estudiar funciones de va-
rias variables reales

En el caṕıtulo 1 de las notas del curso de Cálculo del primer trimestre
hemos introducido la definición general de función, que recordamos aqúı de-
bajo.

Def. general de función (Dirichlet-Lobachevsky): sean X e Y dos con-
juntos cualquiera. Una función f entre X e Y es una ley que asocia a cada
elemento x ∈ X un único elemento y = f(x) ∈ Y . Se suele escribir

f : X −→ Y
x 7−→ y = f(x),

o bien f : X −→ Y , x ∈ X 7−→ y = f(x) ∈ Y .

y = f(x) se llama imagen de x a través de f . x se llama pre-imagen
o anti-imagen de y v́ıa f . X se llama dominio de f y el conjunto de todas
las imágenes de elementos de X a través de f se llama rango o imagen
de f y se escribe f(X) (o Imf en algunos libros). El gráfico de f es el
subconjunto de X × Y definido por

gráfico(f) = {(x, y) : x ∈ X, y = f(x)},

o sea, el conjunto de las parejas ordenadas donde el primer elemento es un
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punto del dominio de f y el segundo es la imagen de ese punto a través de
f .

Si f es una función real de variable real, o sea si X,Y ⊆ R, su gráfico es
una curva en el plano real R2.

Ya hemos visto que el concepto de función traduce matemáticamente
la idea de transición de un dato de entrada x a un dato de salida y =
f(x) que, en general, pueden pertenecer a dos conjuntos diferentes X e Y ,
respectivamente.

En la primera parte del curso hemos examinado las funciones reales de
variable real, por las cuales X e Y son dos subconjuntos, propios o impropios,
de R. Sin embargo, tanto desde un punto de vista teórico, como para las
aplicaciones prácticas, resulta interesante considerar funciones cuyo dominio
y/o codominio pertenecen a espacios con dimensiones superiores a 1.

Ejemplos:

1. Dado un triángulo cualquiera T en el plano real R2, sabemos que su
área depende de la base b y de la altura h según la relación: Área(T ) =
b · h/2. La función que, a partir de b y h, nos devuelve el área de T se
escribe como sigue:

Área : R+ × R+ −→ R+

(b, h) 7−→ Área(b, h) = b · h/2.

b y h se llaman grados de libertad de la función Área.

2. La función que asocia la posición de un cuerpo en el espacio tridimen-
sional con su temperatura es una función de R3 a R porque hacen falta
3 coordenadas reales (x, y, z) para determinar la posición del cuerpo
y un solo número real para describir su temperatura T . La función
correspondiente será:

T : R3 −→ R
(x, y, z) 7−→ T (x, y, z).

Los grados de libertad de T son 3: x, y y z.

3. Si la temperatura del cuerpo vaŕıa en el tiempo, hará falta considerar
una función de R4 a R, porque en este caso hace falta especificar las
3 coordenadas reales de antes (x, y, z) más la coordenada temporal t
para describir su temperatura:

T : R4 −→ R
(x, y, z, t) 7−→ T (x, y, z, t).
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En este caso los grados de libertad de T son 4: x, y, z y t.

4. La función que asocia un punto del espacio-tiempo cuatridimensional
donde está una part́ıcula con su velocidad de desplazamiento es una
función de R4 a R3. En este caso la función velocidad se escribirá como
sigue:

~v : R4 −→ R3

(x, y, z, t) 7−→ ~v(x, y, z).

También aqúı los grados de libertad de T son 4: x, y, z y t.

5. La función que asocia cada vector ~x ∈ Rn con su norma (que, como el
estudiante sabe del curso de álgebra, es la generalización del concepto
de ‘módulo’ de un vector en el plano o en el espacio) es una función
de Rn a R+

0 :

‖ · ‖ : Rn −→ R+
0

~x = (x1, . . . , xn) 7−→ ‖ · ‖(~x) = ‖~x‖ =
√
x2

1 + . . .+ x2
n.

Los grados de libertad de ‖ · ‖ son las n componentes de ~x: x1, . . . , xn.

1.2. Notación abstracta y funciones componentes

En general, en los problemas prácticos, aparecen funciones que depen-
den de n ≥ 1 grados de libertad representados por n variables que pertene-
cen a determinados conjuntos. En este curso supondremos que estos grados
de libertad son n variables reales, que se pueden considerar por separado:
x1, . . . , xn, o bien como componentes de un vector de Rn: ~x = (x1, . . . , xn).

Estaremos interesados en las funciones de estas n variables a valores
reales escalares o vectoriales, es decir, respectivamente:

f : Rn −→ R
(x1, . . . , xn) 7−→ y = f(~x).

o bien,
~f : Rn −→ Rm

~x = (x1, . . . , xn) 7−→ ~y = ~f(~x).

Observamos que, en este último caso, ~y = ~f(~x) es un vector de Rm, en-
tonces se puede escribir como ~y = (y1, . . . , ym). Definimos ahora m funciones
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a valores reales escalares como sigue:
f1(~x) = y1

f2(~x) = y2

...

fm(~x) = ym,

es evidente que las escrituras ~f(~x) = (f1(~x), . . . , fm(~x)) son equivalentes,
por eso se suele escribir:

~f ≡ (f1, . . . , fm) ,

notación que hay que interpretar según la igualdad antecedente.
Las funciones

fj : Rn −→ R
~x 7−→ fj(~x) = yj

se llaman funciones componentes de la función a valores vectoriales ~f .
Obsérvese que las funciones componentes son funciones a valores reales es-
calares, por eso hace falta que sean m para determinar uńıvocamente ~f .

Ejemplo. Las funciones componentes de la función de dos variables reales
a valores vectoriales definida por ~f : R2 → R3:

~f(x, y) = (2x, y2, log(
√
xy))

son fi : R2 → R, f1(x, y) = 2x, f2(x, y) = y2, f3(x, y) = log(
√
xy), entonces

~f = (f1, f2, f3).

En el caṕıtulo 1 de los apuntes de Cálculo del primer trimestre hemos
definido la composición y las operaciones algebraicas entre funciones abs-
tractas f : X → Y , con lo cual no hace falta dar una nueva definición para
definir la composición y las operaciones algebraicas entre funciones de va-
rias variables reales vectoriales o escalares, sino simplemente elegir X = Rn
e Y = R o bien Y = Rm, n,m ≥ 1. Proporcionaremos unos ejemplos en las
clases de prácticas y seminarios.

1.2.1. Dualidad interpretativa de Rn

El espacio Rn se puede interpretar de dos formas diferentes, que es im-
portante remarcar desde el comienzo del curso:

7



1. los elementos de Rn se pueden pensar como puntos que viven en un
espacio n-dimensional;

2. los elementos de Rn se pueden pensar como vectores con n compo-
nentes.

Si n = 2, 3 podemos visualizar esta dualidad interpretativa en la figura
aqúı debajo:

Se observa que el punto P determina y está determinado por un vector
que lo conecta con el origen de los ejes cartesianos ortogonales.

1.3. Dominios de funciones de varias variables

Destacamos, por su importancia, una observación sobre el dominio de
funciones de n variables reales: esta tarea puede resultar complicada si n es
grande. Sin embargo, en el caso de dos variables, a veces es posible determi-
nar tanto anaĺıticamente como geométricamente el dominio de una función,
como muestra el siguiente ejemplo.

Determinar el dominio D de f : D ⊆ R2 → R, f(x, y) = y√
x−y2

.

Dado que en la expresión anaĺıtica de f aparece una fracción con una
ráız cuadrara en el denominador, para determinar el dominio de f hace
falta simplemente imponer que el radicando sea estrictamente mayor que
cero: x − y2 > 0, es decir, x > y2. La región del plano real correspondiente
a esta condición está dada por todos los puntos que tienen la coordenada x
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estrictamente mayor que la coordenada y elevada al cuadrado. La ecuación
x = y2 define una parábola relativa al eje x y con vértice en el origen
(figura debajo a la izquierda). Resulta claro que los puntos (x, y) con x > y2

están contenidos en la región (estrictamente) interna a la parábola, como
muestra la figura debajo a la derecha (el dominio es la región en rojo).
Como comprobación adicional, tenemos que y2 ≥ 0 ∀y ∈ R, entonces el
dominio de f será una porción del semiplano dado por la unión del primer
y cuarto cuadrante como remarca la figura.
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Caṕıtulo 2

Curvas, superficies y campos
vectoriales

En este caṕıtulo examinaremos el significado geométrico y f́ısico de unas
funciones particulares que involucran varias variables en el dominio y/o en
el codominio.

2.1. Curvas en forma paramétrica en Rm

Comenzamos el ánalisis de las curvas considerando curvas planas, es
decir, curvas contenidas en R2, después generalizaremos la discusión al caso
de curvas contenidas en Rm.

Como hemos visto en el primer caṕıtulo de los apuntes de teoŕıa de la
primera parte de curso, el gráfico de una función f : D ⊂ R → R, o sea
el conjunto {(x, f(x)), x ∈ D} es una curva (plana) en R2. Sin embargo,
existen curvas planas que no pueden ser el gráfico de una función, como
muestra la figura aqúı debajo.
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Por supuesto, una part́ıcula puede moverse tanto a lo largo de la curva
de izquierda (que es el gráfico de una función), como a lo largo de la curva
de derecha (que no lo es), por eso, si queremos calcular la velocidad de des-
plazamiento de la part́ıcula o la longitud de su recorrido, surge el problema
de encontrar una caracterización más general del concepto de curva en el
plano. Esta generalización no debe entrar en conflicto con la interpretación
de curva como gráfico de una función cuando se de este caso.

Comencemos el ánalisis de este problema observando que una curva plana
es un objeto que vive en R2, por eso no podemos identificarla ni con una
función real de variable real, ni con su dominio o codominio: las dimensiones
no seŕıan coherentes! Sin embargo, el gráfico de una función real de variable
real es un subconjunto de R2, por eso podemos identificarlo con una curva
plana.

Ahora, si en vez de atarnos a la situación muy limitante de las fun-
ciones reales de variable real, consideramos funciones más generales, no es
dif́ıcil intuir que podemos obtener un objecto bidimensional considerando
una función genérica de variable real que toma valores en R2: si es cierto
que el gráfico de esta función está contenido en R3 (y entonces no puede
representar una curva plana), el codominio de esta función vive en R2 y
podŕıa, por lo menos a nivel de coherencia dimensional, representar una
curva plana.

Para saber si esta intuición es correcta, examinamos la posibilidad de
incorporar la interpretación de curva plana como gráfico de una función real
de variable real en esta nueva visión. No es dif́ıcil reconocer que, dada la
función f : D ⊆ R → R, x 7→ f(x), su gráfico coincide con el codominio
de la función F : D → D × R, definida aśı: x 7→ F (x) = (x, f(x)). Tanto
el gráfico de f como el codominio de F coinciden con el subconjunto de R2

dado por {(x, f(x)), x ∈ D}.
El último ‘test’ que tenemos que hacer para saber si estamos yendo hacia

la generalización correcta del concepto de curva plana es averiguar si, con
esta nueva interpretación, es posible describir curvas que no son gráficos de
funciones reales de variable real. Para ello es suficiente proporcionar uno de
los ejemplos más sencillos: la circunferencia de radio r y centro en (0, 0)
recorrida en sentido antihorario puede ser interpretada como la imagen de
la función

~cr : [0, 2π] −→ R2

α 7−→ ~cr(α) = (r cosα, r sinα),

como se puede averiguar en la figura aqúı debajo.
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Todas estas consideraciones motivan la siguiente definición.

Def. Una curva plana C en forma paramétrica es la imagen de una
función continua de una variable real que toma valores en R2:

~c : [a, b] ⊂ R −→ R2

t 7−→ ~c(t) = (c1(t), c2(t)),

C = {~c(t) ∈ R2, t ∈ [a, b]} (conjunto de todos los puntos imagen de ~c);

la función ~c se llama parametrización de la curva C;

t se llama parámetro de la C;

[a, b] se llama intervalo de parametrización de C.

~c(a): punto inicial de C, ~c(b): punto final de C.

La definición se puede extender de forma inmediata a una curva en forma
paramétrica en Rm, sustituyendo simplemente R2 por Rm, en este caso la
función ~c se escribe aśı

~c : [a, b] ⊂ R −→ Rm
t 7−→ ~c(t) = (c1(t), . . . , cm(t)).

Se suelen denotar las funciones componenentes de ~c somo sigue:

ci : [a, b] ⊂ R −→ R
t 7−→ ci(t) = xi(t),

para cada i = 1, . . . ,m. Como consecuencia, en los libros una curva en Rm
se encuentra escrita muchas veces con la notación siguiente:

~c(t) = (x1(t), . . . , xm(t)), t ∈ [a, b].
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El hecho de que aparezca un único parámetro t implica que una curva es
un objeto matemático con un solo grado de libertad (se dice que su
dimensión ‘topológica’ es 1), independientemente del espacio en el cual vive.

Interpretación f́ısica de una curva en forma paramétrica: como se puede
ver en la figura aqúı debajo, una curva en forma paramétrica en R3 coincide
con la trayectoria de una part́ıcula que se mueve en el espacio
mientras el tiempo avanza.

Una analoǵıa que puede ayudar es la siguiente: si pensamos en la curva
como la trayectoria espacial de un tren, b−a es el tiempo que el tren necesita
para ir del punto inicial ~c(a) al punto final ~c(b) y ~c es la tabla que dice dónde
estará el tren en cada instante t ∈ [a, b].

Nomenclatura: una curva se dice

simple si ~c es inyectiva, es decir, si ningún punto se recorre dos veces;

cerrada o loop si ~c(a) = ~c(b), es decir, el punto inicial y final coin-
ciden. Un loop es simple si, excepto en los puntos extremos, es una
curva simple.
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2.2. Curvas en forma cartesiana o impĺıcita. El
ejemplo de las cónicas

Es importante remarcar que el adjetivo ‘paramétrica’ que hemos usado
en la sección anterior sirve para distinguir esa forma de describir una curva
de la representación impĺıcita o cartesiana, en la cual una curva plana
se considera como el lugar geométrico dado por todos los puntos del plano
(x, y) que cumplen con la ecuación f(x, y) = 0 que viene dada por una
cierta función f : R2 → R. Si f está formada únicamente por las operaciones
de suma, diferencia, producto, división, potencia y ráız, la curva se llama
algebraica, si no se llama trascendente.

Ejemplos:

Sea f(x, y) = x2 + y2 − r2, la ecuación f(x, y) = 0 corresponde a
x2 + y2 = r2, que es la ecuación cartesiana de una circunferencia con
centro en (0, 0) y radio r > 0;

Sea f(x, y) = ax + by + c, la ecuación f(x, y) = 0 corresponde a
ax+by+c = 0, que es la ecuación cartesiana de una recta con pendiente
−a/b, b 6= 0.

Generalizando, una curva en forma cartesiana o impĺıcita en Rm está da-
da por los puntos de Rm que satisfacen la ecuación f(x1, . . . , xm) = 0 dada
por una cierta función f : Rm → R.

Queremos remarcar, por su importancia, el caso en el que m = 2 y f es
un polinomio de grado 2 en las variables x, y. En este caso tenemos 4 curvas
notables que se llaman cónicas ya que, geométricamente, representan todas
las posibles curvas que se pueden obtener cortando un cono doble de base
circular con un plano.

Las ecuaciones que defininen las cónicas son las siguientes:



x2 + y2 = r2 Circunferencia con centro en (0, 0) y radio r

x2

a2
+ y2

b2
= 1 Elipse con centro en (0, 0), semieje horizontal a y semieje vertical b

y2 = 2px Parábola

x2

a2
− y2

b2
= 1 Hipérbola.

En la figura siguiente podemos visualizar las cónicas.
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2.3. Curvas suaves, vector y recta tangente

Una curva puede recorrer una trayectoria ‘suave’ (smooth en inglés) o
bien presentar ‘singularidades’ en su trayectoria como en la figura aqúı de-
bajo.

No debeŕıa resultar sorprendente que la caracterización matemática de
la suavidad de una curva se hace a través del concepto de derivabilidad,
dado que sabemos que la derivada proporciona una medida de la rapidez de
variación de una función.

Def. Decimos que la curva con parametrización ~c ≡ (x1, . . . , xm) es suave
(o smooth) si todas sus funciones componentes (que son funciones reales de
variable real) son derivables en el intervalo de parametrización de la curva
misma.

Ejemplos:

1. La circunferencia definida por ~cr(t) = (r cos t, r sin t), t ∈ [0, 2π], r > 0,
es una curva suave porque sus funciones componentes x(t) = r cos t y
y(t) = r sin t son derivables para cada t ∈ [0, 2π];

2. La recta en R2 que pasa por el punto ~x0 = (x0, y0) con dirección
dada por el vector unitario ~v = (vx, vy), ‖v‖ = 1, se parametriza con
~c~x,~v(t) = (x0 + tvx, y0 + tvy), t ∈ R, es una curva suave porque sus
funciones componentes son lineales en t, entonces derivables;

3. La curva que proporciona el gráfico del valor absoluto en el intervalo
[−1, 1], es decir ~c(t) = (t, |t|), no es suave porque la segunda función
componente, y(t) = |t|, no es derivable en t = 0, dado que el valor
absoluto tiene un punto anguloso en el origen.
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A partir de ahora consideraremos solo curvas suaves y definiremos los
conceptos de vector y recta tangente, velocidad y longitud de una curva
suave.

Def. Dada la curva suave C con parametrización

~c : [a, b] −→ Rm
t 7−→ ~c(t) = (x1(t), . . . , xm(t)),

definimos

El vector tangente a C o velocidad en el punto ~c(t0), t0 ∈ [a, b] como
el vector de Rm cuyas componentes son las derivadas de las funciones
componentes de ~c calculadas en t = t0:

~v(t0) = ~c ′(t0) = (x′1(t0), . . . , x′m(t0));

La norma del vector velocidad ~c ′(t0)

‖~c ′(t0)‖ =
√
x′1(t0)2 + . . .+ x′m(t0)2,

representa, f́ısicamente, la rapidez de desplazamiento en el instante t0
de una part́ıcula hipotética que se mueve a lo largo de la curva;

Si se sustituye la derivada primera por la derivada segunda se obtiene
la aceleración (dejamos como ejercicio la escritura de las ecuaciones
correspondientes);

La recta tangente a la curva C en el punto ~c(t0) es el lugar geométrico
en Rm definido como sigue:

~r(s) = {~c(t0) + s~c ′(t0), s ∈ R}.
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Hay que observar que ~r(s) es un lugar geométrico ilimitado: si s = 0,
~r(0) se reduce al punto en Rm dado por ~c(t0), si s 6= 0, nos desplazamos de
~c(t0) a lo largo de la dirección dada por el vector tangente ~v(t0). Podemos
definir también el concepto de vector ortogonal a una curva en un punto.

Def.: Sea C una curva suave en Rm con parametrización ~c : [a, b] → Rm
tal que ~c(t0) = ~x0, t0 ∈ [a, b] y ~x0 ∈ C. Decimos que un vector ~v en Rm es
ortogonal a la curva C en ~x0 si es ortogonal al vector tangente ~c ′(t0).

La figura siguiente muestra la ortogonalidad entre un vector y una curva.

Utilizaremos este concepto en el caṕıtulo 3. Ahora vamos a ver un ejem-
plo de cálculo de vector tangente.

1. Dada la circunferencia unitaria en el plano real ~c(t) = (cos t, sin t),
t ∈ [0, 2π], calcular el vector tangente y la intensidad de la velocidad
de recorrido en los instantes t0 = 0, t1 = π/4, t2 = π/2. Antes de todo
tenemos que calcular el vector tangente ~v(t) en un instante genérico
t ∈ [0, 2π]: ~v(t) = (− sin t, cos t).

~v(0) = (− sin 0, cos 0) = (0, 1);

~v(π/4) = (− sinπ/4, cosπ/4) = (−
√

2/2,
√

2/2);

~v(π/2) = (− sinπ/2, cosπ/2) = (−1, 0).

Observemos que la norma de todos estos vectores vale 1, lo cual signi-
fica que si una part́ıcula recorre la circunferencia parametrizada como
antes, su velocidad se mantiene constante;

2. Dada la curva parametrizada como sigue ~c(t) = (t, cos t), t ∈ [0, 2π],
calcular la recta tangente en t0 = π.

Necesitamos dos informaciones: cuál es el punto de la curva que co-
rresponde al instante t0 = π y el vector tangente en t0 = π: ~c(π) =
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(π, cosπ) = (π,−1), ~v(t) = (1,− sin t), ~v(π) = (1, 0). Entonces la recta
tangente se escribe:

~r(t) = {(π,−1) + t(1, 0) = (π,−1) + (t, 0) = (π + t,−1), t ∈ R}.

La interpretación geométrica es la siguiente: independientemente de t,
la ordenada de la recta vale -1, entonces la recta tantgente a la curva
en t0 = π es la recta paralela al eje horizontal y que intersecta el eje
vertical en -1 (dejamos como ejercicio dibujar tanto la curva como la
recta tangente que hemos calculado).

2.4. Longitud de una curva suave

En esta sección queremos determinar cómo medir la longitud de una
curva. Para motivar la técnica que introduciremos pensamos en la siguiente
analoǵıa: imaginamos que es necesario medir un hilo curviĺıneo y solamente
disponemos de un metro lineal ŕıgido. Lo que podemos hacer es desplegar
el hilo, rectificándolo, y ponerlo al lado del metro lineal para comparar la
longitud del hilo con el metro para determinar la longitud.

En matemática el metro lineal ŕıgido está dado por la norma Euclidia-
na, mientras que la ‘rectificación’, como hemos visto en la primera parte
del curso, es posible solo localmente y está dada por la diferenciación. La
diferenciación presupone el cálculo de derivadas, este es el enlace entre la
longitud de una curva y su suavidad.

En la primera parte del curso de cálculo vimos que la variación infinitési-
ma df de una función real de variable real f(x) a lo largo de su recta tangente
vale df(x) = f ′(x)dx. No podemos escribir la longitud infinitésima de una
curva como ~c ′(t)dt porque ~c ′(t) es un vector, mientras que la longitud es
una cantidad escalar. Por eso tenemos que medir la longitud del vector ~c ′(t)
con el ‘metro lineal’ representado por la norma Euclidiana y definiremos la
longitud infinitésima de la curva C como sigue:

d` = ‖~c ′(t)‖dt =
√
x′1(t)2 + . . .+ x′m(t)2dt .

Naturalmente, la longitud total estará dada ‘sumando’ todas las contribu-
ciones de las longitudes infinitésimas, que, como sabemos, corresponde al
proceso de integración. Por eso definimos la longitud de una curva suave de
la forma siguiente:

`(C) =

∫ b

a
‖~c ′(t)‖dt =

∫ b

a

√
x′1(t)2 + . . .+ x′m(t)2dt .
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Observamos que ‖~c ′(t)‖ representa la intensidad de la velocidad de una
hipotética part́ıcula que recorre la curva en el instante t, por eso la fórmula
de la longitud de una curva se puede interpretar como una generalización
de la fórmula: espacio = velocidad×tiempo.

Por supuesto, esta construcción tiene sentido si la fórmula para calcular
la longitud de una curva es coherente con las longitudes conocidas de la
geometŕıa elemental y con la longitud del gráfico de una función que ya
vimos en la sección 5.6 de los apuntes de Cálculo 1. Como ejemplo de cálculo
de curvas de longitudes conocidas, vamos a comprobar la coherencia con la
longitud de la circunferencia de radio r > 0, que sabemos que es ` = 2πr.

Ya sabemos que la parametrización de la circunferencia de radio r y
centro en la origen es (r cos t, r sin t), t ∈ [0, 2π]. El vector tangente a la
circunferencia es ~cr

′(t) = (−r sin t, r cos t) y su norma vale

‖~cr ′(t)‖ =
√
r2 sin2 t+ r2 cos2 t =

√
r2(sin2 t+ cos2 t) =

√
r2 · 1 = r.

Entonces la longitud infinitésima de la circunferencia vale rdt y la longi-
tud total ` =

∫ 2π
0 rdt = r

∫ 2π
0 dt = 2πr, coherente con la longitud de la

circunferencia.
Consideramos ahora la relación entre la longitud de una curva definida

en esta sección y la longitud del gráfico de una función real de variable real
f : [a, b]→ R. Como ya hemos visto, la parametrización del la curva C dada
por el gráfico de f es ~c(t) = (t, f(t)), t ∈ [a, b], por lo tanto ~c′(t) = (1, f ′(t))

y ‖~c′(t)‖ =
√

1 + (f ′(t))2 entonces L(C) =
∫ b
a

√
1 + (f ′(t))2 dt, que coincide

con la definición de longitud del gráfico de f dada en la sección 5.6 de los
apuntes de Cálculo 1.
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2.5. Integrales de ĺınea (o integrales curviĺıneas)

Supongamos que tenemos un hilo de material no homogéneo distribui-
do en el espacio tridimensional y representado por una curva parametri-
zada ~c : [a, b] → R3. Supongamos que su densidad lineal, o sea la dis-
tribución de masa por unidad de ĺınea, se representa por la función ρ :
~c([a, b]) → R. Sabemos que la longitud infinitésima del hilo vale ‖~c ′(t)‖dt,
entonces su masa infinitésima será ρ(~c(t))‖~c ′(t)‖dt, por eso la masa total

valdrá
∫ b
a ρ(~c(t))‖~c ′(t)‖dt.

Más en general, cuando una función f está definida sobre la trayectoria
de una curva C en Rn (o un dominio que la contiene), es posible definir
la integral de f a lo largo de la curva C con parametrización ~c(t) =
(x1(t), . . . , xn(t)) como sigue:∫

C
fd` =

∫ b

a
f(~c(t))‖~c ′(t)‖dt ,

siendo f(~c(t)) la evaluación de f a lo largo de la curva C, es decir:

f(~c(t)) = f(x1(t), . . . , xn(t)).

Es posible demostrar que, bajo unas condiciones técnicas que no explicamos
por falta de tiempo, esta definición es independiente de la parametrización
de C que se escoge.

Vamos a ver un ejemplo de cálculo de integral de ĺınea a través de un
ejercicio interesante. Supongamos que la distribución espacial de masa en
cada punto de coordenades (x, y, z) de un alambre se pueda modelar con la
función f(x, y, z) = x2 +y2 + z2. Supongamos también que el alambre tenga
la forma de una hélice circular que se puedet parametrizar como sigue:

~c(t) = (cos t, sin t, t), t ∈ [0, 2π].

Queremos calcular cuanto vale la masa global del alambre. Para hacer eso
tenemos que integral la función que nos proporciona la masa en cada punto
del alambre, a lo largo de la curva que describe en el espacio trimensional el
alambre mı́smo.

Para hacer eso, como primera cosa tenemos que evaluar la función f a lo
largo de la curva. Eso se hace observando que (cos t, sin t, t) = (x(t), y(t), z(t))
y sustituyendo estas expresiones de x, y, z en la función: f(x(t), y(t), z(t)) =
cos2 t+sin2 t+t2 = 1+t2 en virtud de la relación fundamental de la trigono-
metŕıa. Después tenemos que calcular el elemento de longitud infinitésima
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de linea de la hélice circular ‖~c ′(t)‖dt: ~c ′(t) = (− sin t, cos t, 1), entonces
‖~c ′(t)‖ =

√
(− sin t)2 + (cos t)2 + 1 =

√
2. Por lo tanto:∫ 2π

0
(1 + t2)

√
2 dt =

√
2

[
t+

t3

3

]2π

0

= 2
√

2π

(
1 +

4

3
π2

)
es el valor de la masa global del alambre.

2.6. Superficies y curvas de nivel

Consideremos de nuevo el gráfico de una función f : X → Y , gráfico(f) =
{(x, f(x)), x ∈ X} ⊂ X × Y .

Si f : D ⊆ R → R, sabemos que el gráfico de f es un subconjunto
particular del plano real R× R = R2 dado por una curva.

Vamos a examinar qué pasa si consideramos una función real de dos
variables:

f : D ⊆ R2 −→ R
(x, y) 7−→ z = f(x, y),

gráfico(f) = {((x, y), f(x, y)), (x, y) ∈ D} ⊂ (R2 × R) = R3. Podemos ver
que el gráfico de f(x, y) es un subconjunto del espacio tridimensional al cual
damos el nombre de superficie.

Resumimos en esta figura la diferencia entre el gráfico de una función
real de una variable y de una de dos variables.

Las proyecciones de los gráficos (en azul) de las dos funciones representan
los espacios donde viven los parámetros (o grados de libertad) de sus gráficos:
para una curva este espacio es un subconjunto de R, para una superficie es
un subconjunto de R2. Por eso se suele decir que una curva es un objeto
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geométrico con 1 grado de libertad, mientras que una superficie tiene 2
grados de libertad (o que tiene dimensión topológica 2).

Superficies y curvas están relacionadas a través del concepto de curva de
nivel.

Def. Dada la superficie definida por el gráfico de la función f : D ⊆
R2 → R y un valor k que pertenece al codominio de f , es decir k ∈ f(D),
definimos la curva de nivel k, Ck, de la superficie como el conjunto de todos
los puntos de D que f transforma en el valor k:

Ck = {(x, y) ∈ D : f(x, y) = k} .

Dicho de otra forma, una curva de nivel k de una superficie es la curva que
conecta todos los puntos sobre la superficie que tienen altura k.

Ejemplo gráfico:

Figura 2.1: Izquierda: gráfico de la función f(x, y) =
√
x2 + y2 donde a cada

punto (x, y, f(x, y)) se le asocia un color relacionado con la tercera coorde-
nada. Derecha: algunas curvas de nivel con los diferentes colores asociados
a cada nivel (o valor de la función en esos puntos). Se deja como ejercicio
comprobar que la curva de nivel k de f es una circunferencia de radio k.

Para determinar anaĺıticamente las curvas de nivel hay que resolver las
ecuaciones f(x, y) = k, ∀k ∈ f(D) o, análogamente, encontrar los ceros
de la función auxiliar f̃(x, y) = f(x, y) − k. Esta tarea se puede llevar a
cabo anaĺıticamente solo en algunos casos, generalmente hay que utilizar
métodos numéricos para aproximar el resultado, como el método de Newton
para funciones de varias variables, que veremos más tarde en el curso.
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Una propiedad fundamental de las curvas de nivel es que nunca se
intersectan: ∀k, k′ ∈ f(D), k 6= k′, Ck∩Ck′ = ∅. Esto viene de la definición
de función: si un punto (x0, y0) del dominio de f perteneciera tanto a Ck
como a Ck′ , f tomaŕıa dos valores distintos en (x0, y0), con lo que se violaŕıa
la unicidad de la relación entre dato de ingreso y de salida de una función.

La longitud y la cercańıa de las curvas de nivel nos dan informaciones
importantes sobre la geometŕıa de una superficie: analizando la figura 2.2
se puede entender sin esfuerzo que curvas de nivel cortas corresponden a los
‘picos’ de las superficies, curvas de nivel más cercanas entre si corresponden
a zonas de la superficie con mayor pendiente (mayor crecimiento o decreci-
miento) mientras que curvas más alejadas corresponden a zonas de variación
más suave de la superficie. Estas informaciones son muy importantes porque
permiten determinar, por lo menos cualitativamente, las áreas donde están
situados los extremos locales de las superficies.

Figura 2.2: Ejemplo de curvas de nivel (arriba) de la montaña cuyo perfil se
muestra en la imagen inferior.
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2.6.1. Superficies en forma impĺıcita. Las cuádricas

Como para las curvas, existe una forma impĺıcita, o Cartesiana, de repre-
sentar una superficie a través de una ecuación del tipo f(x, y, z) = 0, siendo
f una función real. Si f es un polinomio cuadrático en las variables x, y, z,
se pueden generar 16 superficies notables llamadas cuádricas. Mostramos
las siete más comunes en la figura 2.3.

Figura 2.3: Cuádricas.
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2.7. Superficies en forma paramétrica

Hemos visto que existen curvas en el plano que no son el gráfico de nin-
guna función real de variable real. De la misma forma, existen superficies en
el espacio tridimensional que no son el gráfico de ninguna función de dos va-
riables. Las cuádricas que hemos visto antes nos proporcionan unos ejemplos
de semejantes superficies. Consideremos la más simple, la esfera: es evidente
que esta superficie no puede ser el gráfico de una función f(x, y) porque, por
ejemplo, el polo norte y el polo sur, con alturas zN y zS respectivamente,
tales que zN > zS , se proyectan sobre el mismo punto (x, y) en el plano.
Como ya hemos remarcado, una función no puede asociar a un elemento de
ingreso dos elementos distintos de salida!!

Al igual que para las curvas, la solución a este problema se encuentra
definiendo las superficies en forma paramétrica como imágenes de funciones
adecuadas:

Def. Llamamos superficie en forma paramétrica S a la imagen de
una función continua definida en un dominio de R2 a valores en R3:

~r : D ⊂ R2 −→ R3

(s, t) 7−→ ~r(s, t) = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)),

la función vectorial ~r se llama parametrización de la superficie S y D ⊆ R2

se llama dominio de parametrización.

Ejemplo: la esfera de radio R y centro en el origen de coordenadas dibu-
jada a continuación tiene expresión paramétrica dada por

~r : [0, π]× [0, 2π] −→ R3

(ϕ, θ) 7−→ ~r(ϕ, θ) = (x(ϕ, θ), y(ϕ, θ), z(ϕ, θ)),

con: 
x(ϕ, θ) = R sinϕ cos θ

y(ϕ, θ) = R sinϕ sin θ

z(ϕ, θ) = R cosϕ

ϕ se llama ángulo polar y θ se llama ángulo acimutal, como se ve en la figura
debajo. En este caso D es un rectángulo en el plano real: D = [0, π]× [0, 2π],
siendo R fijo, los parámetros, o grados de libertad, son ϕ y θ, coherentemente
con el hecho de que una superficie tiene 2 grados de libertad.
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Observamos que, aśı como una curva en forma paramétrica se reduce al
gráfico de una función escalar de una variable f : [a, b] ⊂ R→ R cuando se
escribe la parametrización como

t 7−→ (t, f(t)), t ∈ [a, b]

también una superficie en forma paramétrica se reduce al gráfico de
una función escalar de dos variables, f : D ⊂ R2 → R cuando se
escribe la parametrización como

(t, s) 7−→ (t, s, f(t, s)), t, s ∈ D.

Naturalmente, también las superficies en forma paramétrica tienen cur-
vas de nivel. En este caso, Ck, una curva de nivel k de S, se define como la
intersección entre S y un plano Πk paralelo al plano xy con altura k:

Ck = S ∩Πk.

En las clases de prácticas y seminarios veremos ejemplos de intersecciones
entre superficies y planos.

2.8. Campos vectoriales

Terminamos la presentación de los diferentes objetos geométricos y f́ısi-
cos asociados con funciones de varias variables con los campos vectoriales,
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cuya importancia surgió primeramente en el estudio de los fenómenos elec-
tromagnéticos y de la dinámica de los fluidos y que después se ha extendido
a prácticamente todos los campos de investigación cient́ıfica.

El movimiento de un fluido, por ejemplo del agua en un canal, se puede
describir asignando, en cada instante y en cada punto, la velocidad de cada
‘part́ıcula de agua’. La velocidad es un vector que vive en R3, por tanto la
asignación de esa velocidad será una función de este tipo:

~v : R4 −→ R3

(t, x, y, z) 7−→ ~v(t, x, y, z).

Se dice que el movimiento de un fluido es estacionario si ~v no depende
de t y se dice plano si ~v es independiente de una de las tres coordenadas
espaciales. Un movimento estacionario plano (por ejemplo en el plano xy)
entonces se describe a través de una función como ésta

~v : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ ~v(x, y),

que se puede visualizar dibujando un cierto número vectores a partir de unos
puntos de una región del plano, como en la figura aqúı debajo, que muestra
un movimiento rotacional dado por ~v(x, y) = (−y, x) = −yı̂+ x̂.

Es importante observar que, aunque el conjunto de partida y de llegada
sean lo mismo, o sea R2, la interpretación de sus elementos es diferente:
los elementos del dominio de ~v se consideran como puntos del plano, los
elementos del codominio se consideran vectores.

Generalizando, dada una función ~f : D ⊆ Rn → Rm, si interpretamos
los elementos de D como puntos y los elementos de Rm como vectores m-
dimensionales, tenemos que interpretar f como la asignación de un vector
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m-dimensional a cada punto del dominio n-dimensional D. A esta asignación
se le llama campo vectorial. Si m = 1 f se llama campo escalar.

Ejemplos comunes de campos vectoriales son los campos de fuerza y
de velocidad. Un ejemplo f́ısico de importancia fundamental es el campo
electromagnético:

( ~E, ~B) : R4 −→ R6

(t, x, y, z) 7−→ ( ~E, ~B)(t, x, y, z) = ( ~E(t, x, y, z), ~B(t, x, y, z)),

donde ~E(t, x, y, z), ~B(t, x, y, z) ∈ R3 son los campos eléctrico y magnético,
respectivamente, en el instante t y en el punto de coordenadas (x, y, z).

Observamos que la diferencia entre un campo vectorial ~f : D ⊆ Rn → Rm
con n = 1 y una curva ~c : [a, b]→ Rm está en la interpretación del codominio:
para ~f el codominio es un conjunto de vectores, para ~c es un conjunto de
puntos.

Es posible relacionar también los campos vectoriales con la curvas: lla-
mamos curva (o ĺınea) integral de un campo vectorial la curva que,
en cada punto, es tangente a los vectores definidos por el campo mismo. Si
el campo tiene significado f́ısico de campo de fuerzas, las curvas integrales se
llaman ĺıneas de fuerza; si tiene significado f́ısico de campo de velocidad,
se llaman ĺıneas de flujo.

El estudiante podrá ver ejemplos notables de curvas integrales en el
curso de f́ısica y ondas en relación al campo gravitacional y electroestático.
Aqúı simplemente decimos que las ĺıneas de flujo del campo de velocidad
presentado en la figura anterior son circunferencias concéntricas.
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Caṕıtulo 3

Cálculo diferencial para
funciones de varias variables

En este caṕıtulo extenderemos los conceptos de ĺımite, continuidad, de-
rivabilidad y diferenciabilidad a funciones de varias variables reales.

3.1. Ĺımites y continuidad

Como para las funciones reales de variable real, también para las fun-
ciones de varias variables el fundamento de todo el cálculo diferencial es el
concepto de ĺımite.

Recordamos, antes de todo, que en R el entorno abierto de radio r > 0
de x0 está definido como Ur(x0) = {x ∈ R : |x − x0| < r}. Dada la
función f : D ⊆ R → R, con D subconjunto abierto de R, y x0 ∈ D o
bien x0 punto de la frontera de D, vale que ĺımx→x0 f(x) = ` si para cada
entorno Uε(`) ⊆ f(D), ε > 0, existe un entorno Uδε(x0) ⊆ D tal que para
x ∈ Uδε(x0) \ {x0}, se tiene que f(x) ∈ Uε(`).

La definición de ĺımite para una función de varias variables ~f : D ⊂
Rn → Rm es análoga, la única diferencia consiste en la definición de los
entornos: ya no tiene sentido medir la distancia entre puntos con el valor
absoluto, hay que sustituirlo por la norma.

Def.: dado ~x0 ∈ RN , llamamos entorno de radio r > 0 de x0 el conjunto
de puntos aśı definido:

Ur(~x0) = {~x ∈ R : ‖~x− ~x0‖ < r} ,
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donde ‖~x−~x0‖ =
√

(x1 − x0,1)2 + . . .+ (xN − x0,N )2, siendo x0,i la coorda-
nada i-ésima de ~x0 ∈ RN .

Si N = 1, 2, 3 podemos representar un entorno como un intervalo real
abierto y simétrico, un disco circular y una esfera, respectivamente, con
centro en ~x0:

La definición de ĺımite y continuidad para una función ~f : D ⊂ Rn →
Rm, es la siguiente.

Def.: se dice que ĺım~x→~x0
~f(x) = ~̀ si para cada entorno Uε(~̀) ⊆ ~f(D),

ε > 0, existe un entorno Uδε(~x0) ⊆ D tal que para ~x ∈ Uδε(~x0)\{~x0}, se tiene
que ~f(~x) ∈ Uε(~̀). Decimos que ~f en continua en ~x0 si ĺım~x→~x0

~f(x) = ~f(x0).

La interpretación del concepto de continuidad es lo mismo que vimos
para funciones de una variable real: una función ~f : D ⊂ Rn → Rm es
continua en ~x0 si f mapea puntos ‘cercanos’ a ~x0 a puntos ‘cercanos’ a ~f(~x0),
donde, en este caso, la cercańıa se mide a través de la norma Euclidiana y
no con el valor absoluto.

El cálculo de ĺımites para funciones de más variables no es una tarea
trivial y queda fuera de los objetivos de este curso. Nos limitamos a decir
que los ĺımites de funciones de varias variables siguen teniendo todas las
propiedades de los ĺımites de funciones de una variable, en particular la
linealidad.

3.2. Derivadas direccionales y parciales

Hemos visto que los conceptos de derivabilidad y diferenciabilidad en un
punto son equivalentes para una función real de variable real f : D ⊆ R→ R.
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La derivabilidad de f en x0 ∈ D corresponde a la existencia de la recta tan-
gente al gráfico de la función en x0, mientras que la diferenciabilidad de f
en x0 corresponde a la existencia de un entorno de x0 en el cual podemos
aproximar f con su recta tangente por menos de un error desechable (más
precisamente, un infinitésimo de orden superior con respecto al desplaza-
miento x− x0).

Para funciones de más variables reales esta equivalencia ya no vale y la
diferenciabilidad resulta una condición más fuerte que la derivabilidad.

Sabemos que la construcción de la derivada pasa por el ĺımite de la
fracción incremental, o sea de la diferencia entre el valor que f toma cuando
se evalúa en dos puntos cercanos dividida por la distancia entre estos dos
puntos. En R hay solo una forma de desplazarse de un punto x0: sumar un
valor adecuado h ≷ 0, pero en más de una dimensión esto ya no vale porque
podemos desplazarnos de ~x0 siguiendo infinitas direcciones. Resulta por lo
tanto imprescindible especificar en qué dirección nos estamos desplazando
para poder definir la derivada de una función de varias variables, entonces
el concepto de derivabilidad en más variables es un concepto ‘direccional’.
Para ello resulta útil la definición siguiente.

Def.: dado el vector unitario ~u ∈ Rn, ‖~u‖ = 1, llamamos recta en Rn
que pasa por el punto ~x0 ∈ Rn con dirección ~u al conjunto definido de esta
forma:

r~x0,~u = {~x ∈ Rn : ~x = ~x0 + t~u}.

La idea que está en la base de la definición de derivabilidad de f : D ⊆
Rn → R en ~x0 ∈ D a lo largo de la dirección definida por un vector unitario
~u, ‖~u‖ = 1, constiste en medir la rapidez de variación de f cuando nos
alejamos de ~x0 haciendo un ‘paso de longitud infinitésima’ a lo largo de la
recta r~x0,~u, es decir:

Def.: llamamos derivada de f : D ⊆ Rn → R en ~x0 ∈ D a lo largo
de la dirección ~u ∈ Rn, ‖~u‖ = 1 el valor del siguiente ĺımite, si existe y es
finito,

D~uf(~x0) = ĺım
h→0

f(~x0 + h~u)− f(~x0)

h
.

La derivada direccional expresa la rapidez de variación de una
función f cuando nos alejamos del punto en el que se calcula la
derivada a lo largo de una cierta dirección.
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Siendo definida a través de un ĺımite, la derivada direccional resulta
automáticamente una operación lineal.

Si n = 2, podemos explicitar la definición de derivada direccional como
sigue: dado ~x0 = (x0, y0) y ~u = (u1, u2),

√
u2

1 + u2
2 = 1,

D~uf(~x0) = ĺım
h→0

f(x0 + hu1, y0 + hu2)− f(x0, y0)

h
.

En la sección siguiente veremos una técnica muy sencilla para calcular las
derivadas direccionales.

Como los estudiantes saben del curso de Álgebra, en Rn existen n direc-
ciones ‘privilegiadas’, dadas por las direcciones de la base canónica (~e1, . . . , ~en),
es decir, las direcciones de los ejes Cartesianos ortogonales. ~ei es el vector
unitario que tiene todas las componentes nulas, excepto la componente i-
ésima, que vale 1.

Las derivadas direccionales calculadas a lo largo de las direcciones de la
base canónica de Rn tienen un nombre y un significado geométrico particular:

Def.: llamamos derivada parcial i-ésima, i = 1, . . . , n, de f : D ⊆
Rn → R en ~x0 ∈ D el valor del siguiente ĺımite, si existe y es finito

D~eif(~x0) =
∂f

∂xi
(~x0) = ĺım

h→0

f(~x0 + h~ei)− f(~x0)

h
,

de forma más expĺıcita, dado que ~x0+h~ei = (x0, . . . , xi+h, . . . , xn), podemos
escribir

∂f

∂xi
(~x0) = ĺım

h→0

f(x0, . . . , xi + h, . . . , xn)− f(x0, . . . , xi, . . . , xn)

h
.

Otras notaciones que se encuentran a menudo en los libros para las de-
rivadas parciales son: ∂xif(~x0), fxi(~x0). En el cálculo de la derivada parcial
i-ésima solo la componente i-ésima vaŕıa, las otras se quedan fijas. Este com-
portamiento se puede explicitar de forma clara considerando el caso n = 2:
dada f : D ⊆ R2 → R, y ~x0 = (x0, y0), las derivadas parciales de f en ~x0

son
∂f

∂x
(~x0) = ĺım

h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h

∂f

∂y
(~x0) = ĺım

h→0

f(x0, y0 + h)− f(x0, y0)

h
.
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La interpretación geométrica de las derivadas parciales viene directamente
del significado geométrico de la derivada de una función de una variable real.
Antes de todo, si fijamos la variable x = x0 o bien y = y0 y variamos la otra,
obtenemos dos curvas sobre la superficie de ecuación z = f(x, y), como se
ve en la figura aqúı debajo:

Geométricamente, las derivadas parciales representan las pendientes de
las rectas tangentes en cada punto a las curvas mencionadas arriba.

De la definición de derivada parcial con respecto a la variable xi sigue
que esta se calcula considerando f como una función de una sola variable xi
y considerando las otras variables como constantes.

Veamos un ejemplo: calcular las derivadas parciales de f(x, y) = x2y3

en el punto (2,−1) y establecer si, cuando estamos en un entorno de ese
punto, f vaŕıa más en la dirección de x o de y. Comenzamos a calcular las
derivadas parciales en un punto genérico (x, y) con la regla vista arriba:

fx(x, y) = 2xy3;

fy(x, y) = 3x2y2.

Entonces fx(2,−1) = −4, fy(2,−1) = 12, lo cual quiere decir que la función
f vaŕıa más rapidamente (en valor absoluto) cuando nos desplazamos en la
dirección del eje y.
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3.3. El gradiente y su significado geométrico

En esta sección comenzamos a ver por primera vez una intersección entre
el cálculo diferencial y el álgebra lineal, esta intersección nos permitirá ob-
tener resultados importantes con una sencillez sorprendente.

Observamos que las derivadas parciales de una función f : D ⊆ Rn → R
en ~x0 ∈ D se pueden organizar en un vector que se suele llamar gradiente
de f en ~x0:

∇f(~x0) = gradf(~x0) =

(
∂f

∂x1
(~x0), . . . ,

∂f

∂xn
(~x0)

)
.

Ejemplo: calcular el gradiente de f : R2 → R, f(x, y) = log(1 + x2 + y2)
en un punto genérico de coordenadas (x, y). Antes de todo calculemos las
derivadas parciales en (x, y): fx(x, y) = 2x/(1 +x2 + y2), fy(x, y) = 2y/(1 +
x2 + y2), entonces:

∇f(x, y) =

(
2x

1 + x2 + y2
,

2y

1 + x2 + y2

)
.

El gradiente no es simplemente una forma de organizar las derivadas
parciales, sino que tiene un significado geométrico profundo e importante,
que sigue del siguiente teorema.

Teorema: f : D ⊆ Rn → R, ~x0 ∈ D, ~u ∈ Rn, ‖u‖ = 1. Vale la siguiente
relación entre gradiente y derivada direccional:

D~uf(~x0) = 〈∇f(~x0), ~u〉 , (3.1)

donde 〈 , 〉 representa el producto escalar en el espacio Eucĺıdeo1 entre dos
vectores de Rn.

Este teorema tiene consecuencias tanto computationales como teóricas.

3.3.1. Consecuencias computacionales de la fórmula (3.1)

Gracias a la fórmula (3.1) podemos calcular el gradiente a través de la
derivada direccional y viceversa, lo cual resulta extremadamente útil porque

1Recordamos que 〈~v, ~w〉 = v1w1 + . . . + vnwn para cualquier pareja de vectores ~v, ~w ∈
Rn.
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en algunas situaciones es más facil el cálculo de la derivada direccional (t́ıpi-
camente para funciones de matrices, aunque este tipo de funciones quedan
afuera del alcance de este curso) y en otras el del gradiente (t́ıpicamente
para funciones a valores escalares).

Veamos un ejemplo: calcular la derivada direccional de la función f(x, y) =
x2e−y en el punto genérico (x, y) a lo largo de la dirección definida por el
vector unitario ~u =

(
1/
√

2, 1/
√

2
)
. La derivada direccional es

D~uf(x, y) = ĺım
h→0

f(x+ hux, y + huy)− f(x, y)

h

es decir

ĺım
h→0

(
x+ h√

2

)2
e
−
(
y+ h√

2

)
− x2e−y

h
,

este ĺımite es complicado de calcular, por eso resulta más facil calcular la
derivada direccional pasando por el cálculo del gradiente y usando la fórmula
(3.1). Para calcular el gradiente hacen falta las derivadas parciales:fx(x, y) =
2xe−y, fy(x, y) = −x2e−y, entonces ∇f(x, y) = (2xe−y,−x2e−y) y

D~uf(x, y) = 〈∇f(x, y), ~u〉 =
2xe−y√

2
+

(−x2e−y)√
2

=
xe−y√

2
(2− x).

3.3.2. Consecuencias teóricas de la fórmula (3.1)

Recordamos que, dados dos vectores cualquiera ~v, ~w ∈ Rn, el producto
escalar es aquel número real (positivo, negativo o nulo), dado por el producto
de las normas de los dos vectores multiplicada por el coseno del ángulo α
entre ellos:

〈~v, ~w〉 = ‖~v‖‖~w‖ cosα.

Por eso, podemos escribir la fórmula (3.1) como

D~uf(~x0) = ‖∇f(~x0)‖‖~u‖ cosα, α = ángulo entre ∇f(~x0) y ~u,

pero ‖~u‖ = 1, entonces:

D~uf(~x0) = ‖∇f(~x0)‖ cosα .

Sabemos que el coseno es una función acotada entre -1 y +1, por lo tanto:

−‖∇f(~x0)‖ ≤ D~uf(~x0) ≤ +‖∇f(~x0)‖ , ∀~u ∈ Rn.
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En las tres situaciones notables en las que el coseno toma su valor infe-
rior -1, su valor superior +1 y el valor 0, la derivada direccional resulta,
respectivamente: mı́nima (máximo valor en negativo), máxima (máximo va-
lor en positivo) y nula, vamos a examinar en detalle lo que significan estas
condiciones.

Si ha habido un desplazamiento a lo largo de una dirección ~u, el gra-
diente ‖∇f(~x0)‖ no puede ser nulo y dado que ‖u‖ = 1, la única forma
de que la derivada direccional D~uf(~x0) sea nula es que cosα = 0. Esto
pasa si y solo si α = π

2 ,
3
2π, es decir, si y solo si ∇f(~x0) y ~u son ortogo-

nales (∇f(~x0) ⊥ ~u). Esta consideración nos permite dar una definición
alternativa de las curvas de nivel de una función: dado que las curvas
de nivel de f se definen como los conjuntos de puntos ~x ∈ Rn tales que
f(~x) = k, donde k es constante, es evidente que a lo largo de una curva
de nivel la variación de f es nula. Sigue que, si calculamos la derivada
direccional de f en un punto ~x0 en la dirección del vector tangente a
la (única) curva de nivel de f que pasa por ~x0, esta derivada es nula.
Pero, por lo que acabamos de ver, la derivada direccional es nula solo
en las direcciones ortogonales al gradiente de f en ~x0. Podemos por lo
tanto definr las curvas de nivel de f como aquellas curvas cuyo
vector tangente es ortogonal al gradiente de f en cada punto.
Con un lenguaje impropio se suele resumir este concepto diciendo que
‘el gradiente es ortogonal a las curvas de nivel ’. La figura siguiente
visualiza el concepto que acabamos de describir.

cosα = +1 si y solo si ∇f(~x0) y ~u son paralelos (∇f(~x0) ‖ ~u), de
forma que α = 0. Esto implica que la dirección de crecimiento
más rápido de la función f , cuando nos desplazamos del punto ~x0, es
la dirección del gradiente de f en ~x0. El vector unitario que representa
esta dirección es:

~umax. crec. =
∇f(~x0)

‖∇f(~x0)‖
.
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Análogamente, cosα = −1 si y solo si ∇f(~x0) y ~u son antiparalelos, de
forma que α = π. Esto implica que la dirección de decrecimiento
más rápido de la función f , cuando nos desplazamos del punto ~x0,
es la dirección opuesta al gradiente de f en ~x0. El vector unitario que
la representa es:

~umax. decrec. = − ∇f(~x0)

‖∇f(~x0)‖
.

3.4. La matriz Jacobiana

En esta sección examinamos la extensión del concepto de gradiente a
funciones que toman valores vectoriales. Consideramos por lo tanto una
función ~f : D ⊆ Rn → Rm, ~f = (f1, . . . , fm), siendo fi : D ⊆ Rn → R,
i = 1, . . . ,m, sus funciones componentes.

Como ya sabemos, las funciones componentes fi de ~f son funciones a
valores escalares, para las cuales podemos definir las derivadas parciales y
el gradiente como hicimos antes, es decir:

∂fi
∂xj

(~x0) = ĺım
h→0

fi(~x0 + h~ej)− fi(~x0)

h
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

∇fi(~x0) =

(
∂fi
∂x1

(~x0), . . . ,
∂fi
∂xn

(~x0)

)
, i = 1, . . . ,m.

Dejando variar los ı́ndices i y j tenemos m · n derivadas parciales po-
sibles, que se pueden organizar en m vectores gradientes cada uno con n
componentes.

Ejemplo: calcular derivadas parciales y gradientes de las funciones com-
ponentes de la siguiente función

~f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ ~f(x, y, z) = (x+ y + z, xyz3).

Dado que n = 3 y m = 2, tendremos 6 derivadas parciales y 2 vectores
gradientes con 3 componentes. Antes de todo identificamos las funciones
componentes: f1(x, y, z) = x+ y + z, f2(x, y, z) = xyz3, entonces

∂f1

∂x
(x, y, z) =

∂f1

∂y
(x, y, z) =

∂f1

∂z
(x, y, z) = 1,

38



∂f2

∂x
(x, y, z) = yz3,

∂f2

∂y
(x, y, z) = xz3,

∂f2

∂z
(x, y, z) = 3xyz2.

Los gradientes de las funciones componentes son:

∇~f1(x, y, z) = (1, 1, 1), ∇~f2(x, y, z) = (yz3, xz3, 3xyz2).

Las m · n derivadas parciales de una función vectorial ~f : D ⊆ Rn →
Rm se pueden organizar en una matriz llamada2 Jacobiana, que es una
matrix m×n con filas dadas por los gradientes de las funciones componente
calculados en ~x:

J~f (~x) =

∇f1(~x)
...

∇fm(~x)

 =


∂f1
∂x1

(~x) · · · ∂f1
∂xn

(~x)
...

. . .
...

∂fm
∂x1

(~x) · · · ∂fm
∂xn

(~x)

 .
Recordar:

El número de columnas de J~f (~x) es la dimensión del dominio de ~f ;

El número de filas de J~f (~x) es la dimensión del codominio de ~f .

Como observamos en relación al gradiente, también la matriz Jacobiana no
es simplemente una forma de organizar las derivadas parciales, sino que tiene
una utilidad práctica que ya comenzaremos a ver a partir de la subsección
siguiente.

Para tener un ejemplo práctico de matriz Jacobiana, podemos considerar
la función ~f(x, y, z) = (x+ y + z, xyz3) examinada en el ejemplo anterior:

J~f (x, y, z) =

[
∇f1(x, y, z)
∇f2(x, y, z)

]
=

[
1 1 1
yz3 xz3 3xyz2

]
.

3.4.1. Derivación de una función compuesta en varias varia-
bles

Empezamos recordando cómo se deriva una función compuesta en una
dimensión: sea g ◦ f la función compuesta de dos funciones f y g. Si f es
derivable en x0 y g es derivable en y = f(x0) entonces g ◦ f es derivable en
x0 y se cumple la regla de la cadena:

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0)

2En honor al gran matemático alemán Carl Gustav Jacobi (1804-1851) que fue el
primero en entender la utilidad de la matriz que ahora lleva su nombre.
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que dice que la rapidez de variación de la función compuesta g ◦ f es el
producto de la rapidez de variación de f y de g.

La regla de la cadena sigue siendo válida para funciones de más variables,
bajo la condición de sustituir las derivadas con las matrices Jacobianas.

Consideramos ~f : D ⊆ Rn → ~f(D) ⊆ Rm y ~g : f(D) ⊆ Rm → Rp,
podemos definir la función compuesta ~g ◦ ~f : D ⊆ Rn → Rp. Supongamos
que tanto ~f como ~g tienen derivadas parciales en cada punto de sus dominios.

La matriz Jacobiana asociada a ~f es una matriz m× n:

J~f (~x) =


∂f1
∂x1

(~x) · · · ∂f1
∂xn

(~x)
...

. . .
...

∂fm
∂x1

(~x) · · · ∂fm
∂xn

(~x)

 , ~x ∈ D.

Análogamente, la matriz Jacobiana asociada a ~g es una matriz p×m:

J~g(~y) =


∂g1
∂y1

(~y) · · · ∂g1
∂ym

(~y)
...

. . .
...

∂gp
∂y1

(~y) · · · ∂gp
∂ym

(~y)

 , ~y = ~f(~x).

La única multiplicación que tiene sentido entre estas dos matrices es
J~g(~f(~x))J~f (~x) y el resultado es una matriz p× n = (p×m) · (m× n) (en el
curso de álgebra se ha visto que dos matrices se pueden multiplicar si y solo
si el número de columnas de la primera coincide con el número de filas de
la segunda).

Se puede demostrar que la matriz producto que acabamos de escribir es
la matriz Jacobiana asociada a la función compuesta:

Teorema de la cadena en varias variables: sean ~f : D ⊆ Rn → ~f(D) ⊆
Rm y ~g : f(D) ⊆ Rm → Rp, dos funciones que admiten derivadas parciales
en cada punto de sus dominios, entonces

J
~g◦~f (~x) = J~g(~f(~x))J~f (~x) .

Este resultado muestra la utilidad de organizar las derivadas parciales en
la matriz Jacobiana. Podemos explicitar la fórmula de la cadena poniendo
~z = ~g ◦ ~f , ~y = ~f :

∂zj
∂xi

(~x) =

m∑
k=1

∂zj
∂yk

(~f(~x))
∂yk
∂xi

(~x),

donde i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k.
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Ejemplo: dadas las funciones

~f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ ~f(x, y) = (x2 + 1, y2),

~g : R2 −→ R3

(u, v) 7−→ ~g(u, v) = (u+ v, u, v2),

calcular la matriz Jacobiana de ~g ◦ ~f como producto de las matrices Jaco-
bianas de ~g y ~f .

Antes de todo explicitamos (~g◦ ~f)(x, y) sustituyendo u = x2 +1 e v = y2:

~g ◦ ~f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ ~g ◦ ~f(x, y) = (1 + x2 + y2, x2 + 1, y4).

Las funciones no tienen problemas de diferenciabilidad porque involucran
funciones polinomiales, entonces podemos construir las matrices Jacobianas.
Sabemos que J~f (x, y) ∈ R2,2, es decir, es una matriz real 2×2 y que J~g(u, v) ∈
R3,2, entonces J

~g◦~f (x, y) ∈ R3,2.
Tenemos que

J~f (x, y) =

[
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

]
(x, y) =

[
2x 0
0 2y

]
,

J~g(u, v) =

∂g1∂u ∂g1
∂v

∂g2
∂u

∂g2
∂v

∂g3
∂u

∂g3
∂v

 (u, v) =

1 1
1 0
0 2v

 ,
entonces

J~g(~f(x, y)) = J~g(u = x2 + 1, v = y2) =

1 1
1 0
0 2y2

 .
Usando la regla de la cadena obtenemos:

J
~g◦~f (x, y) = J~g(~f(x, y))J~f (x, y) =

1 1
1 0
0 2y2

[2x 0
0 2y

]
=

2x 2y
2x 0
0 4y3

 .
Como ejercicio, invitamos a comprobar la regla de la cadena constru-

yendo directamente la matriz Jacobiana de la función compuesta ~g ◦ ~f y
comparándola con la matriz que acabamos de determinar.
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3.5. Diferenciabilidad de una función de varias va-
riables reales y plano tangente a una superfi-
cie

En la primera parte del curso de cálculo hemos visto que una función es
derivable en un punto de su dominio si su gráfico admite una recta tangente
con pendiente finita en ese punto. Hemos visto también que una función es
diferenciable en un punto si existe un entorno del punto en el cual la función
se puede aproximar con su recta tangente con menos de un error que tiende
a cero más rápidamente que el error que hacemos desplazándonos del punto
inicial. Hemos demostrado que estas dos condiciones son equivalentes y que
son condiciones suficientes para la continuidad de una función en un punto.

Es totalmente natural preguntarse si vale lo mismo para funciones de
más variables. Gracias a la fórmula (3.1) sabemos que para calcular cual-
quier derivada direccional es suficiente conocer el gradiente, pero el gradiente
está compuesto por las derivadas parciales, entonces una función que admite
todas las derivadas parciales se puede derivar a lo largo de cualquier direc-
ción. Es esta una condición suficiente para que una función sea continua?
La respuesta es: en general no, como prueba el caso de la función

f(x, y) =

{
xy2

x2+y4
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

se puede demostrar que esta función es derivable a lo largo de todas las
direcciones en (0, 0) pero no es continua en ese punto! Podemos comprobarlo
de forma gráfica en la siguiente figura donde se muestra el gráfico de la
función.

Esta diferencia importante entre derivabilidad en una variable y en más
variables motiva la búsqueda de una definición de derivabilidad ‘global’ y
no relacionada con la direccionalidad, que resulte, como en el caso monodi-
mensional, una condición suficiente de continuidad.

Resulta que la definición de derivabilidad ‘global’ para funciones de varias
variables coincide con la generalización de la definición de diferenciabilidad,
que por eso es conveniente recordar:

Def.: Dada la función f : (a, b) ⊆ R→ R, se dice que f es diferenciable
en x0 ∈ (a, b) si la función h 7→ o(h) = f(x0 + h) − f(x0) − f ′(x0)h es un
infinitésimo de orden superior con respecto a h para h→ 0, es decir si vale
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que:

ĺım
h→0

o(h)

h
= 0.

Si consideramos un punto genérico x en un entorno suficientemente pe-
queño de x0 y llamamos el incremento h = x − x0, podemos explicitar el
significado geométrico del concepto de diferenciabilidad como sigue: una fun-
ción real de una variable real f es diferenciable en un punto x0 si f(x) se
puede aproximar mediante la función lineal dada por la recta tangente a la
gráfica de f en x0, y(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0), con un error o(x − x0)
que tiende a 0 más rápidamente que la distancia lineal entre x y x0. Dado
que la aproximación de f se hace con una función lineal y dado que esta
aproximación produce un error ‘despreciable’ solo en puntos cercanos a x0,
se suele decir que la diferenciación es un proceso de linealización local de
una función.

Si queremos generalizar la definición de diferenciabilidad a funciones de
varias variables tenemos que hacer unos cambios debido a que ya no tie-
ne sentido considerar una recta tangente, sino que hay que introducir el
concepto de plano o hiperplano tangente; además, hay que tener en conside-
ración el hecho de que las informaciones sobre la rapidez de variación local
de una función de varias variables están contenidas en el vector gradiente o
en la matriz Jacobiana. Esto implica que la fórmula de la diferenciabilidad
tendrá que ser modificada para que las dimensiones resulten coherentes.

Iremos introduciendo la definición que extiende el concepto de diferen-
ciabilidad a funciones de varias variables por pasos: antes consideraremos
funciones a valores reales de dos variables, después pasaremos al caso de
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n variables y finalmente daremos la definición más general que involucra
funciones de Rn a Rm.

Def. de diferenciabilidad para funciones reales de 2 variables: la función
f : D ⊆ R2 → R es diferenciable en ~x0 = (x0, y0) ∈ D si la función

‖~x− ~x0‖ 7−→ o(‖~x− ~x0‖) = f(~x)− f(~x0)− 〈∇f(~x0), (~x− ~x0)〉 (3.2)

es un infinitésimo de orden superior con respecto a ‖~x−~x0‖ cuando ~x→ ~x0,
es decir:

ĺım
~x→~x0

o(‖~x− ~x0‖)
‖~x− ~x0‖

= 0.

La ecuación (3.2) significa que, en un entorno suficientemente pequeño
de ~x0, f se puede escribir como

f(~x) = f(~x0) + 〈∇f(~x0), (~x− ~x0)〉+ o(‖~x− ~x0‖) ,

de forma que si desarrollamos el producto escalar y la norma Eucĺıdea del
vector desplazamiento tenemos:

f(~x) = f(~x0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) + o(

√
(x− x0)2 + (y − y0)2) .

A partir de la igualdad anterior podemos decir que f es diferenciable en ~x0

si y solo si se puede aproximar con una función lineal de dos variables con
menos de un error despreciable descrito por o(‖~x−~x0‖), que tiende a 0 más
rápidamente que la distancia Eucĺıdea entre ~x y ~x0. Esto traduce el concepto
de ‘linealización local’ a funciones de 2 variables.

Es interesante comparar la definición de linealización local en una y dos
dimensiones:

1D : f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0)

2D : f(~x) = f(~x0) + 〈∇f(~x0), (~x− ~x0)〉+ o(‖~x− ~x0‖)

estas fórmulas son conceptualmente idénticas, las únicas diferencias consis-
ten en la sustitución de la derivada por el gradiente, del producto puntual
por el producto escalar y de la distancia lineal con la norma, todas opera-
ciones necesarias para que las dimensiones sean coherentes.
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Aśı como la recta de ecuación y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) define la recta
tangente al gráfico de f en x0, podemos definir el plano tangente a la
superficie dada por el gráfico de f en ~x0 a través de la ecuación:

z = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) ,

lo cual nos permite definir de forma equivalente la diferenciabilidad de una
función f de 2 variables reales en un punto de su dominio como la condición
de que f sea aproximable por su plano tangente en ese punto con
menos de un error despreciable representado por la función o(‖~x−~x0‖).

Sabemos que una función de una variable no diferenciable en x = 0 es el
valor absoluto f(x) = |x| =

√
x2, la correspondiente función de 2 variables no

diferenciable en (0, 0) es el cono con vértice en el origen: f(x, y) =
√
x2 + y2.

Observación importante: el hecho de poder representar localmente f a
través de una función lineal nos permite utilizar las potentes herramientas
del álgebra lineal para obtener informaciones sobre la acción de f . El precio
que hay que pagar es que eso se puede hacer con precisión solo en un entorno
pequeño del punto donde se está linealizando la función. Por eso, si queremos
estudiar la acción de una función a través de su linealización, hay que iterar
el proceso de linealización a medida que nos desplazamos del punto inicial.
Esta consideración es importante y será la base para comprender los métodos
numéricos que estudiaremos en el caṕıtulo 5.

Veamos ahora cómo generalizar la definición de diferenciabilidad al caso
de funciones de Rn a R y de Rn a Rm. La generalización a una función
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f : D ⊆ Rn → R es inmediata, la fórmula (3.2) sigue siendo válida, con
la única diferencia que, ahora, el gradiente es un vector de n componentes,
entonces la fórmula expĺıcita se escribe aśı:

f(~x) = f(~x0) +
n∑
i=1

∂f

∂xi
(~x0)(xi − x0,i) + o

√√√√ n∑
i=i

(xi − x0,i)2

 .

En cambio, si queremos generalizar la definición a funciones ~f : D ⊆ Rn →
Rm, tenemos que utilizar la matriz Jacobiana:

~f(~x) = ~f(~x0) + J~f (~x0)(~x− ~x0) + ~o(‖~x− ~x0‖) ,

la fórmula es coherente a nivel dimensional: si representamos ~f(~x) como un
vector columna m×1, el producto matricial J~f (~x0)(~x−~x0) tiene dimensiones

(m×n)×(n×1) = m×1 y ~o(‖~x−~x0‖) también es un vector columna m×1.
Se puede demostrar que la diferenciabilidad es condición suficiente

para la continuidad. Determinar la diferenciabilidad de una función en
un punto a través de la definición de arriba puede ser una tarea dif́ıcil, por
eso resulta extremadamente útil el siguiente resultado, que proporciona una
condición suficiente de diferenciabilidad a través del estudio de la
continuidad de las derivadas parciales.

Teorema: si ~f : D ⊆ Rn → Rm admite todas las derivadas parciales en
~x0 ∈ D y son continuas, entonces ~f es diferenciable en ~x0.

3.5.1. Vector normal a una superficie en un punto

En esta subsección consideraremos solo funciones de 2 variables reales f :
D ⊆ R2 → R diferenciables. Queremos llegar a definir el concepto análogo al
de vector ortogonal a una curva en un punto para una superficie: hemos visto
que el vector ortogonal a una curva en un punto es aquel vector perpendicular
a la dirección de la recta tangente a la curva en el mismo punto. Esto sugiere
definir el vector perpendicular a una superficie en un punto como aquel
vector ortogonal al plano tangente a la superficie en ese punto, como en
la figura de abajo. El vector definido de esta forma se suele llamar vector
normal a una superficie en un punto. La determinación del vector
normal es importante en muchos campos de la ciencia (electromagnetismo,
procesamiento de imágenes digitales, dinámica de los fluidos, etc.).

Para definir el vector normal consideramos la figura siguiente:
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Llamamos P0 = (x0, y0, f(x0, y0)) al punto de interés y P = (x, y, z) a un
punto cualquiera del plano tangente, y de forma que P 6= P0. Para obtener la
expresión del vector normal resultará útil comparar la definición del plano
tangente que hemos visto antes con la que se obtiene imponiendo que el
vector normal, que denotamos con ~n((x0, y0, f(x0, y0))) = (a, b, c), tenga un
producto escalar nulo con un vector cualquiera del plano (por ser vectores
ortogonales). Elegimos como vector del plano P−P0 = (x−x0, y−y0, z−z0),
es decir el vector que va de P0 a P . La ecuación que determina el plano
tangente es entonces 〈~n, P −P0〉 = 0, que podemos explicitar aśı a(x−x0)+
b(y − y0) + c(z − f(x0, y0)) = 0, es decir,

−cz = −cf(x0, y0) + a(x− x0) + b(y − y0).

Comparando esta última expresión con la del plano tangente a la superficie
en (x0, y0, f(x0, y0)),

z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0),

podemos ver que las dos expresiones coinciden si a = fx(x0, y0), b = fy(x0, y0),
y c = −1 o bien si a = −fx(x0, y0), b = −fy(x0, y0), y c = 1. Estas con-
diciones determinan de forma uńıvoca las componentes del vector normal
exceptuando el signo, o dicho de otra forma, el sentido del vector a lo largo
de su dirección. Se suele normalizar el vector normal para obtener el vector
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unitario normal, para ello tenemos simplemente que dividirlo por su norma:

‖(−fx(x0, y0),−fy(x0, y0), 1)‖ = ‖(fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1)‖

=
√
fx(x0, y0)2 + fy(x0, y0)2 + 1

=
√

1 + ‖∇f(x0, y0)‖2.

Se definen los vectores:

~n(x0, y0, f(x0, y0)) =
(−fx(x0, y0),−fy(x0, y0), 1)√

1 + ‖∇f(x0, y0)‖2
Normal externa,

~n(x0, y0, f(x0, y0)) =
(fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1)√

1 + ‖∇f(x0, y0)‖2
Normal interna.

Mediante externa e interna se definen dos sentidos opuestos sobre la direc-
ción del vector normal.

La elección del nombre externa o interna puede parecer arbitraria, en
realidad la definición dada arriba es la más natural si se considera que el
vector normal a una superficie esférica es el vector radial que conecta el
centro de la esfera con cada punto sobre su superficie. Dicho vector tiene el
mismo sentido que la normal externa, mientras que el vector que conecta
cada punto de la superficie esférica con el centro tiene el mismo sentido que
la normal interna.

Si es posible definir de forma coherente el sentido de la normal en cada
punto de una superficie, de forma tal que se pueda desplazar con continuidad
a lo largo de la superficie manteniendo el sentido, se dice que la superficie
es orientable y que la elección del sentido de la normal es una orientación
de la superficie.

Un ejemplo muy famoso de superficie no orientable es la banda de Möbius
(August Ferdinand Möbius (1790-1868), matemático alemán), representada
en la figura siguiente. Se puede ver que si empezamos con una normal en
un punto y recorremos la banda a lo largo de su perfil, volvemos al punto
inicial con la normal que tiene un sentido opuesto al inicial.

Veamos un ejemplo de cálculo de plano tangente y normal externa: dada
la función f : R2 → R, f(x, y) = x2 + y2, (z = x2 + y2 es un paraboloide
con vértice en el origen), determinar la ecuación del plano tangente al pa-
raboloide en el punto (1, 0, f(1, 0)) y la normal externa al paraboloide en
ese punto. Antes de todo calculamos f(1, 0) = 1, entonces el punto sobre la
superficie del paraboloide donde queremos determinar el plano tangente y
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vector normal es (1, 0, 1). Necesitamos las derivadas parciales de f en (1, 0):
fx(x, y) = 2x, fy(x, y) = 2y, entonces fx(1, 0) = 2, fy(1, 0) = 0. El plano
tangente tiene por ecuación:

z = f(1, 0)+fx(1, 0)(x−1)+fy(1, 0)(y−0) = 1+2(x−1)+0 = 1+2x−2 = 2x−1,

es decir z = 2x−1. La normal externa es ~n(1, 0, 1) = (−2,0,1)
‖(−2,0,1)‖ = 1√

5
(−2, 0, 1).

La siguiente figura muestra el paraboloide y su plano tangente en (1, 0, 1).
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3.6. Derivadas de orden superior y matriz Hessia-
na

Como para las funciones de una variable real, podemos definir deriva-
das parciales de orden superior derivando las funciones derivadas parciales.
Para entenderlo, consideremos las derivadas parciales de una función de dos
variables reales f(x, y) a valores escalares:

∂f
∂x : R2 −→ R

(x, y) 7−→ ∂f
∂x (x, y)

∂f
∂y : R2 −→ R

(x, y) 7−→ ∂f
∂y (x, y)

como se ve, en este caso las funciones derivadas parciales son funciones
de 2 variables y por lo tanto podemos derivarlas parcialmente otra vez:

∂

∂x

∂f

∂x
(x, y) =

∂2f

∂x2
(x, y) = fxx(x, y)

∂

∂y

∂f

∂x
(x, y) =

∂2f

∂y∂x
(x, y) = fyx(x, y)

∂

∂x

∂f

∂y
(x, y) =

∂2f

∂x∂y
(x, y) = fxy(x, y)

∂

∂y

∂f

∂y
(x, y) =

∂2f

∂y2
(x, y) = fyy(x, y)

Se denotan como

fxx(x, y), fyy(x, y): derivadas parciales de orden 2 puras;

fyx(x, y), fxy(x, y): derivadas parciales de orden 2 mixtas o cru-
zadas.

Obviamente podemos seguir definiendo derivadas de orden superior hasta
cualquier orden y también para funciones de n variables.

Las derivadas cruzadas tienen una propiedad muy bonita que facilita su
computación.

Teorema de Schwarz3: si f : D ⊆ R2 → R tiene derivadas primeras y
segundas cruzadas en un entorno de ~x0 ∈ D y además fxy es continua en

3Karl Hermann Schwarz (1843-1921), matemático alemán.
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~x0, entonces también fyx es continua en ~x0 y vale la igualdad

fxy(~x0) = fyx(~x0).

Vale un enunciado análogo intercambiando los papeles de las derivadas cru-
zadas.

Gracias al teorema de Schwarz podemos calcular solo una derivada se-
gunda mixta, la otra es idéntica, bajo la condición de continuidad.

También las derivadas segundas se pueden organizar en una matriz, cuya
importancia veremos en el caṕıtulo siguiente, la matriz Hessiana4:

Hf (x, y) =

[
∂2f
∂x2

(x, y) ∂2f
∂y∂x(x, y)

∂2f
∂x∂y (x, y) ∂2f

∂y2
(x, y)

]
.

Si valen las hipótesis del teorema de Schwarz, la matriz Hessiana es
simétrica.

Ejemplo: calcular la matriz Hessiana de la función f(x, y) = sin(x2y).
Hay que calcular las derivadas primeras y después las derivadas segundas:

fx(x, y) = 2xy cos(x2y), continua

fy(x, y) = x2 cos(x2y), continua

entonces vale el teorema de Schwarz:

fxx(x, y) = 2y cos(x2y)− 4x2y2 sin(x2y)

fxy(x, y) = fxy(x, y) = 2x cos(x2y)− 2x3y sin(x2y)

fyy(x, y) = −x4 sin(x2y)

entonces la matriz Hessiana es:

Hf (x, y) =

[
2y cos(x2y)− 4x2y2 sin(x2y) 2x cos(x2y)− 2x3y sin(x2y)
2x cos(x2y)− 2x3y sin(x2y) −x4 sin(x2y)

]
.

4Ludwig Otto Hesse (1811-1874), matemático alemán.
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3.7. La fórmula de Taylor para funciones de varias
variables

Recordamos que la fórmula de Taylor para funciones de una variable
real permite aproximar una función complicada con la función no lineal
más sencilla, un polinomio, con menos de infinitésimos de orden superior,
alrededor de cada punto de su dominio donde la función sea derivable hasta
un cierto orden n:

f(x) =
x→x0

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2!
f ′′(x0)(x− x0)2 + . . .

. . .+
1

n!
f (n)(x0)(x− x0)n + o((x− x0)n),

donde =
x→x0

es una notación que significa que la igualdad vale ∀x ∈ U(x0) y

donde o((x− x0)n) es un infinitésimo superior con respecto a (x− x0)n:

o((x− x0)n)

(x− x0)n
→

x→x0
0.

o((x− x0)n) se llama resto de Peano. Los términos de orden superior de la
fórmula de Taylor añaden detalles cada vez más finos a la aproximación de
f .

Existe una forma alternativa del resto, llamado de Lagrange, que se
puede escribir si f es derivable n+1 veces en todo su dominio con derivadas
continuas

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2!
f ′′(x0)(x− x0)2 + . . .

. . .+
1

n!
f (n)(x0)(x− x0)n +

1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)(x− x0)n+1.

Ambas fórmulas se pueden generalizar a funciones de varias variables,
pero en este caso la fórmula del resto se vuelve extremadamente complicada y
su expresión va más allá del objetivo de este curso. Por eso nos concentramos
únicamente sobre el polinomio aproximante de Taylor sin dar las fórmula de
los restos.

Teorema: si f : D ⊆ R2 → R tiene derivadas parciales continuas en D
hasta el orden n, entonces, para cada (x0, y0) ∈ D existe un entorno en el
cual f(x0, y0) se puede aproximar por el polinomio de Taylor de orden n con
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menos de un error despreciable:

f(x, y) '
(x,y)→(x0,y0)

f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)+

1

2!

(
fxx(x0, y0)(x− x0)2 + 2fxy(x0, y0)(x− x0)(y − y0) + fyy(x0, y0)(y − y0)2

)
+ . . .

. . .+
1

n!
f (n)

n∑
k=0

(
n

k

)
∂f

∂xn−k∂yk
(x0, y0)(x− x0)n−k(y − y0)k.

El polinomio de Taylor de orden 2 se puede expresar a través de una fórmula
matricial muy compacta:

T
(2)
(x0,y0)(x, y) = f(x0, y0) + 〈Jf (x0, y0), (x− x0, y − y0)〉+

+
1

2
〈Hf (x0, y0)(x− x0, y − y0), (x− x0, y − y0)〉.

En las figuras siguientes podemos ver como el polinomio de Taylor apro-
xima, localmente, cada vez mejor la superficie dada por el gráfico de una
función de 2 variables a medida que se sube el grado del polinomio de 0
hasta 3.
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Caṕıtulo 4

Optimización libre y
vinculada en Rn

En este caṕıtulo extenderemos las técnicas de ánalisis de extremos (máxi-
mos o mı́nimos) a funciones de varias variables reales. Veremos que la di-
ferencia más importante con el caso 1D es que en más variables se pueden
añadir v́ınculos no triviales que modifican la búsqueda de los extremos de
una función de forma sustancial.

Por sencillez desarrollaremos la teoŕıa solo para funciones de 2 variables,
pero los resultados se pueden extender sin problemas a n variables.

Comencemos con los extremos ‘libres’, es decir, sin restricciones o v́ıncu-
los.

4.1. Extremos libres

Las definiciones de extremos libres (sin v́ınculos) para una función de
2 o más variables reales es análoga a la definición dada en el caso de una
variable:

Def.: Dada f : D ⊆ R2 → R y (x0, y0) ∈ D decimos que

(x0, y0) es un punto de mı́nimo global de f si f(x0, y0) ≤ f(x, y)
∀(x, y) ∈ D;

(x0, y0) es un punto de máximo global de f si f(x0, y0) ≥ f(x, y)
∀(x, y) ∈ D;

(x0, y0) es un punto de mı́nimo local de f si existe un entorno abierto
U((x0, y0)) tal que f(x0, y0) ≤ f(x, y) ∀(x, y) ∈ U((x0, y0));
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(x0, y0) es un punto de máximo local de f si existe un entorno abierto
U((x0, y0)) tal que f(x0, y0) ≥ f(x, y) ∀(x, y) ∈ U((x0, y0)).

A continuación podemos ver dos ejemplos gráficos de mı́nimo y máximo:

El resultado análogo al teorema de Fermat en más variables es el siguien-
te.

Teorema: f : D ⊆ R2 → R es parcialmente derivable con respecto a x
e y en (x0, y0) ∈ D y (x0, y0) es un punto extremo de f , entonces f tiene
ambas derivadas parciales nulas en (x0, y0), es decir: ∇f(x0, y0) = (0, 0).

La consecuencia de este teorema es que, exactamente como para funcio-
nes de una sola variable real, los extremos de una función de más variables
reales se pueden hallar solo:

1. En los puntos del borde de D;

2. En los puntos donde f no es derivable o diferenciable, es decir,
respectivamente, donde no existe una de las derivadas parciales de f
o ambas, y donde el gráfico de f no se puede aproximar con su plano
tangente con menos de errores infinitésimos de orden ≥ 2. Estos puntos
se llaman puntos cŕıticos de f ;

3. En los puntos donde ambas derivadas parciales de f se anulan, es decir,
en los puntos que anulan el vector gradiente, estos puntos se
llaman puntos cŕıticos o estacionarios de f :

∇f(x0, y0) = (0, 0) ⇐⇒ fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0.
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Remarcamos que, como en el caso 1D, el hecho de que f tenga derivadas
parciales nulas en un punto es una condición solo necesaria y no sufi-
ciente para que el punto sea un extremo. En particular, se pueden encontrar
casos como el que se muestra en la figura siguiente

que se llama punto silla: (x0, y0) es un punto silla si es un máximo local
a lo largo de una dirección y un mı́nimo local a lo largo de otra dirección.
Un punto silla es un ejemplo de punto estacionario que no es ni mı́nimo ni
máximo (porque debeŕıa serlo en un entorno y no solo a lo largo de una
dirección particular!).

Como para las funciones de una variable real, si combinamos la estacio-
nariedad de un punto con una condición sobre la derivada segunda podemos
encontrar condiciones suficientes para hallar extremos de una función. Por
supuesto, en el caso de 2 variables, no habrá solo una derivada segunda sino
4, que, como sabemos, se pueden organizar en la matriz Hessiana, por eso
no debeŕıa resultar soprendente el hecho de que aparezca esta matriz en el
siguiente teorema.

Teorema del Hessiano: sea f : D ⊆ R2 → R una función parcialmente
derivable dos veces con respecto a x e y en (x0, y0) ∈ D y sea Hf (x0, y0) la
matriz Hessiana de f en (x0, y0). Supongamos además que:

1. (x0, y0) sea un punto estacionario para f : ∇f(x0, y0) = (0, 0);

2. las derivadas parciales segundas sean continuas en un entorno abierto
de (x0, y0);

entonces:
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si detHf (x0, y0) > 0 y fxx(x0, y0) > 0, entonces (x0, y0) es un mı́mimo
local de f ;

si detHf (x0, y0) > 0 y fxx(x0, y0) < 0, entonces (x0, y0) es un máximo
local de f ;

si detHf (x0, y0) < 0 entonces (x0, y0) es un punto silla de f ;

si detHf (x0, y0) = 0 no se puede decir nada a priori sobre la naturaleza
de (x0, y0) y hay que usar otras técnicas.

Ejemplo: determinar los puntos estacionarios de la función f(x, y) = −x3 +
4xy−2y2 +1 y establecer su naturaleza usando el teorema del Hessiano. f es
una función polinomial en las variables x, y entonces su dominio es todo R2

y f es derivable infinitas veces, entonces los únicos puntos donde f puede
tener extremos son los puntos estacionarios, que calculamos anulando su
gradiente: fx(x, y) = −3x2 + 4y, fy(x, y) = 4x− 4y. La ecuación ∇f(x, y) =
(−3x2 + 4y, 4x− 4y) = (0, 0) corresponde al sistema no lineal:{

−3x2 + 4y = 0;

4x− 4y = 0.

No todos los sistemas no lineales resolubles tienen soluciones determinables
anaĺıticamente, eso motiva el interés de los métodos numéricos iterativos
que presentaremos en el próximo caṕıtulo. Afortunadamente, el sistema de
arriba es resoluble anaĺıticamente gracias a una simple observación: en la
primera ecuación aparece 4y y en la segunda −4y, entonces, si sumamos las
dos ecuaciones podemos eliminar la dependencia de y: −3x2 +4x = 0, cuyas
soluciones son x1 = 0, x2 = 4/3. Introducimos x1 e x2 en la ecuación más
simple (la segunda) y encontramos los valores de y correspondientes:

4x1 − 4y = 0 ⇐⇒ −4y = 0, o sea y = y1 = 0;

4x2 − 4y = 0 ⇐⇒ 16/3− 4y = 0, o sea y = y2 = 4/3.

Los dos únicos puntos estacionarios son (x1, y1) = (0, 0) y (x2, y2) = (4/3, 4/3).
Determinamos la naturaleza de estos puntos con el método del Hessiano. Te-
nemos que calcular las derivadas segundas, recordando que en este caso valen
las hipótesis del teorema de Schwarz, entonces las derivadas segundas mixtas
coinciden. fxx(x, y) = −6x, fyy = −4, fxy(x, y) = fyx(x, y) = 4, entonces la
matriz Hessiana es:

Hf (x, y) =

[
−6x 4

4 −4

]
.
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Tenemos que analizar el primer elemento de matriz de Hf (x, y) y su deter-
minante cuando (x, y) valen (0, 0) y (4/3, 4/3):

(0, 0) : Hf (0, 0) =

[
0 4
4 −4

]
aprovechamos la ocasión para observar que cada vez que la matriz Hes-
siana tiene un elemento de la diagonal nulo, su determinante es
negativo, en particular vale −f2

xy, como en este caso que vale -16. Entonces
si la matriz Hessiana calculada en un punto estacionario no es nula pero
tiene un elemento nulo en la diagonal, el punto estacionario en cuestión es
un punto silla, como en este caso es (0, 0).

Pasamos ahora a analizar la matriz Hessiana calculada en el segundo
punto estacionario:

(4/3, 4/3) : Hf (4/3, 4/3) =

[
−8 4
4 −4

]
, detHf (4/3, 4/3) = 32−16 = 16 > 0

el determinante de la matriz Hessiana es positivo y el primer elemento de
matriz es negativo, por lo tanto, en virtud del teorema del Hessiano, podemos
decir que (4/3, 4/3) es un punto de máximo local de f . No es un punto de
máximo absoluto porque f diverge cuando sus variables tienden al ∞.

Antes de pasar a examinar los extremos vinculados, citamos, por su im-
portancia, el teorema de Weierstrass para funciones de más variables reales.

Teorema de Weierstrass: si f : D ⊆ Rn → R es una función continua y
D es compacto, es decir limitado (está enteramente contenido en un entorno
esférico en Rn de radio finito) y cerrado (todas las sucesiones convergentes
que se pueden definir en D tienen ĺımite en D mismo), entonces f tiene
mı́nimo y máximo absolutos en D mismo.
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4.2. Extremos vinculados

El objetivo del cálculo de los extremos vinculados, o condicionados, es
encontrar los extremos de una función bajo alguna restricción. Un ejemplo de
la vida real que motiva este análisis está dado por la situación de una empresa
que quiere maximizar la producción de un producto bajo una restricción de
presupuesto o de material.

Los v́ınculos que trataremos en este curso son los que se pueden expresar
a través de ecuaciones1 que involucran funciones de las mismas variables de
las que dependen las funciones que hay que optimizar. La idea, por lo tanto,
es resolver el problema siguiente:{

mı́n~x∈Rn ~f(~x) o máx~x∈Rn ~f(~x)

~g(~x) = ~k,

donde:

~f : D ⊆ Rn → Rm es la función que se quiere optimizar;

~g : D ⊆ Rn → Rm es la función vinculante;

~g(~x) = ~k es la ecuación vinculante o simplemente v́ınculo.

A veces, en lugar del valor mı́nimo o máximo tomado por la función ~f , nos
puede interesar conocer el punto ~x en el cual se halla el mı́nimo o el máximo,
a este valor se le llama ‘argmin’ o ‘argmax’, respectivamente (que proviene
de argumento del mı́nimo o argumento del máximo).

Veremos que la condición que permite encontrar los posibles extremos
vinculados ya no es la estacionariedad, es decir, el hecho de que el gradiente
de la función se anule, sino que los gradientes de la función que se quiere
optimizar y de la función vinculante sean paralelos.

Para entender por qué pasa esto presentamos un ejemplo que involucra
unas funciónes muy sencillas. Consideramos el problema de minimización
vinculada siguiente: {

mı́n(x,y)∈R2 f(x, y) = x2 + y2

2x+ y = 5.

La función viculante es la función lineal g(x, y) = 2x+ y, el gráfico de f es
un paraboloide con vértice (mı́nimo) en el origen y el v́ınculo g(x, y) = 5
define un plano que intersecta el paraboloide.

1Los v́ınculos también podŕıan estar representados por inecuaciones (desigualdades),
pero quedan fuera del alcance de este curso.
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Podemos entender el problema con más sencillez si lo proyectamos sobre
el plano xy y consideramos las curvas de nivel del paraboloide, que son
obviamente ćırculos concéntricos, con centro (0, 0) y radio variable dado que
están dadas por la ecuación: x2 + y2 = c2 (siendo c el nivel de la curva). La
proyección del plano sobre el eje xy es la recta de ecuación y = −2x+ 5. La
figura siguiente visualiza la geometŕıa del problema.

Existen curvas de nivel que no intersectan la recta y que corresponden
a valores de f menores que el valor expresado por el v́ınculo. Después hay
curvas de nivel que la intersectan dos veces porque corresponden a valores
de f mayores que el valor expresado por el v́ınculo. Sin embargo, existe
solo una curva de nivel que intersecta la recta vincular en un solo punto,
satisfaciendo el v́ınculo. Como se ve en la figura 4.1.

La caracteŕıstica que determina esta última situación es que los gradien-
tes de f y de g son paralelos, dado que los dos son ortogonales a dos curvas
de nivel que tienen la misma tangente. En este caso la tangente coincide con
la recta vinculante, pero en general, si hay un v́ınculo no lineal, el núcleo
del razonamiento no cambiaŕıa, porque la curva de nivel de la función vin-
culante g podŕıa no ser una recta, pero el gradiente de g seŕıa perpendicular
a la recta tangente a la curva de nivel y paralelo al gradiente de f .
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Figura 4.1: Relación entre los gradientes de f y de g en el punto solución al
problema del mı́nimo vinculado. Curvas de nivel de f en negro y curva de
nivel 5 de g en azul.

Resumiendo, el sistema que corresponde al mı́nimo vinculado de f es:{
∇f(x, y) = λ∇g(x, y) λ ∈ R \ {0}
2x+ y = 5,

donde la primera condición expresa el paralelismo entre los dos vectores
tangentes.

Si calculamos los gradientes de f y g obtenemos: ∇f(x, y) = (2x, 2y),
∇g(x, y) = (2, 1), entonces el sistema se escribe

2x = 2λ

2y = λ

2x+ y = 5,

simplificando y sustituyendo en la tercera ecuación queda
x = λ

y = λ
2

2λ+ λ
2 = 5,

la última ecuación se cumple para un valor de λ = 2 que permite explicitar el
punto de mı́nimo vinculado: (x, y) = (2, 1). Éste resulta ser el único mı́nimo
vinculado porque f es una función cuadrática, entonces convexa (posee solo
un mı́nimo). Por supuesto (2, 1) difiere del mı́nimo absoluto y no vinculado
que es (0, 0).

Podemos resumir lo que este ejemplo nos ha enseñado diciendo que,
para encontrar los posibles extremos vinculados de una función
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f , sujeta a la función vinculante g, tenemos que imponer que los
gradientes de f y g sean paralelos, además de imponer el v́ınculo,
lo que resulta en un sistema de tres ecuaciones (dos provenientes de
las componentes de los gradientes y una del v́ınculo).

Lagrange encontró una forma muy elegante y sencilla de plantear este
sistema introduciendo una función auxiliar que hoy en d́ıa llamamos La-
grangiana en su honor y que, para funciones de 2 variables reales con un
solo v́ınculo, tiene esta expresión:

L(x, y, λ) = f(x, y)− λ[g(x, y)− k] k ∈ R, λ ∈ R \ {0},

observamos que L es una función de 3 variables: x, y, λ, entonces su gradiente
es un vector de 3 componentes: ∇L(x, y, λ) = (Lx,Ly,Lλ)(x, y, λ).

Teorema: dada f : D ⊆ R2 → R, diferenciable, entonces, una condición
necesaria para que valga{

mı́n(x,y)∈D f(x, y) o máx(x,y)∈D f(x, y)

g(x, y) = k,

es que ∇L = (0, 0, 0).

Prueba: calculamos el gradiente de L:
Lx(x, y, λ) = fx(x, y)− λgx(x, y)

Ly(x, y, λ) = fy(x, y)− λgy(x, y)

Lλ(x, y, λ) = −g(x, y) + k

entonces ∇L(x, y, λ) = (Lx,Ly,Lλ)(x, y, λ) = (0, 0, 0) si y solo si
fx(x, y) = λgx(x, y)

fy(x, y) = λgy(x, y)

g(x, y) = k

las primeras dos condiciones equivalen a pedir que ∇f sea paralelo a ∇g, la
tercera es el v́ınculo, lo cual prueba la tesis del teorema. 2

El sistema determinado por∇L(x, y, λ) = (Lx,Ly,Lλ)(x, y, λ) = (0, 0, 0)
es un sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas que puede ser lineal o no
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lineal, esta es una motivación más para estudiar las técnicas de resolución
aproximada de sistemas no lineales que veremos en el caṕıtulo siguiente.

Una vez encontrados los posibles extremos gracias al teorema que acaba-
mos de demostrar, tenemos que determinar si estos puntos son máximos o
mı́nimos. Para hacer esto tenemos una condición suficiente que usa la matriz
Hessiana de la Lagrangiana, es decir:

HL(x, y, λ) =

Lxx Lxy Lxλ
Lyx Lyy Lyλ
Lλx Lλy Lλλ

 (x, y, λ)

Teorema: si ∇L(x∗, y∗, λ∗) = (0, 0, 0) y si
detHL(x∗, y∗, λ∗) > 0 =⇒ (x∗, y∗) es un punto de máximo vinculado

detHL(x∗, y∗, λ∗) < 0 =⇒ (x∗, y∗) es un punto de mı́nimo vinculado

detHL(x∗, y∗, λ∗) = 0 =⇒ no se puede decir nada.

Observamos que estas condiciones son diferentes de las contenidas en el
teorema del Hessiano, este hecho no tiene que sorprender dado que se trata
de dos problemas diferentes que involucran matrices Hessianas diferentes.

La condición necesaria para encontrar extremos vinculados se puede ex-
tender al caso de funciones de n variables y con más de un v́ınculo, va-
mos a ver cómo. Sea f : D ⊆ Rn → R una función diferenciable y sean
g1, . . . , gp : D → R funciones continuas. Consideramos el problema de opti-
mización vinculada definido por:{

mı́n~x∈D f(~x) o máx~x∈D f(~x)

g1(~x) = k1, . . . , gp(~x) = kp ki ∈ R ∀i = 1, . . . , p.

Definimos el vector p-dimensional ~λ = (λ1, . . . , λp) y la Lagrangiana (función
de n+ p variables) como sigue:

L(~x,~λ) = f(~x)−
p∑
i=1

λi[gi(~x)− ki],

como antes, la condición necesaria para que ~x∗ sea un extremo vinculado
de f es que ∇L = ~0. La condición suficiente determinada por la matriz
Hessiana en cambio no se puede extender a este caso.

Veamos un ejemplo. Determinar el área máxima que puede tener un
rectángulo bajo la restricción de que su peŕımetro sea de 10 metros.
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Llamamos x e y a los dos lados del rectángulo. Su peŕımetro es p = 2x+2y
y su área es A = xy. La función f en este caso es el área: f(x, y) = xy, la
función vinculante es el peŕımetro: g(x, y) = 2x + 2y y el valor de k es
10. Entonces tenemos que resolver el problema de maximización vinculada
siguiente: {

máx(x,y)∈R2 xy

2x+ 2y = 10.

Construimos la función Lagrangiana:

L(x, y, λ) = xy − λ(2x+ 2y − 10),

e igualamos a cero su gradiente:

∇L(x, y, λ) = (y − 2λ, x− 2λ,−2x− 2y + 10) = (0, 0, 0),

que se cumple si y solo si 
x = 2λ,

y = 2λ,

2x+ 2y = 10.

Sustituyendo x = 2λ e y = 2λ en el v́ınculo encontramos λ = 5/4, aśı que
el único punto que puede ser un extremo vinculado de la función área es
(x∗, y∗) = (5/2, 5/2). Comprobemos que sea un máximo con la condición
suficiente dada por la matriz Hessiana, que se puede calcular muy fácilmente
en este caso:

HL(x, y, λ) =

 0 1 −2
1 0 −2
−2 −2 0


es una matriz constante con respecto a x, y, λ y su determinante vale 8 para
cada punto, aśı que también para (x∗, y∗) = (5/2, 5/2), que resulta ser un
punto de máximo vinculado para la función área con la restricción de tener
un peŕımetro de 10 metros.

Por lo tanto el área máxima compatible con un peŕımetro de 10 metros
es 25/4 m2, que es el área de un cuadrado de 2.5 metros de lado. La infor-
mación que hemos obtenido no es trivial: la geometŕıa que maximiza un
área rectangular con un peŕımetro de longitud fija es la geometŕıa
del cuadrado! En las clases de prácticas y seminarios extenderemos este
resultado a la geometŕıa tridimensional.
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La figura de arriba muestra por qué la geometŕıa cuadrática maximiza
el área: el peŕımetro del cuadrado de lado ` es 4`, igual que el peŕımetro del
rectángulo de lados 2`− ε y ε, pero el área del cuadrado es `2, mientras que
el área del rectángulo es (2` − ε)ε = 2`ε − ε2. Si hacemos tender ε a cero,
podemos descartar el término ε2 y nos quedamos con un área de 2`ε < `2.
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Caṕıtulo 5

Métodos numéricos
iterativos para funciones de
varias variables

En este caṕıtulo examinaremos la extensión del método de Newton para
encontrar ceros de funciones al caso n-dimensional y lo aplicaremos a la
resolución aproximada de sistemas no lineales. Veremos además el método
del descenso/ascenso por gradiente para acercarse a extremos locales de una
función. Ya hemos visto más de una motivación para estudiar estas técnicas
en los caṕıtulos anteriores.

Observación: excepcionalmente, en este caṕıtulo, no escribiremos el sim-
bolo de vector para evitar de complicar aún más la notación. Resultará claro
desde el contexto si un objeto es un vector o un escalar.

5.1. Método de Newton para funciones de n varia-
bles reales

En esta sección veremos cómo se puede extender el método de Newton
1-D a funciones de n > 1 variables a valores reales y vectoriales y después
veremos cómo se puede utilizar este algoritmo para aproximar las soluciones
de sistemas no lineales y para el cálculo de extremos con restricciones.

66



Método de Newton para funciones reales de varias
variables reales

Consideremos una función real y diferenciable f : D ⊆ Rn → R de n
variables reales que representamos como un vector columna:

x = (x1, . . . , xn)t =


x1

x2
...
xn

 ,

donde ‘t’ define la transposición matricial. Queremos aproximar el valor de

un cero de f . El método de Newton 1-D, o sea xk = xk−1 − f(xk−1)
f ′(xk−1)

, no se

puede extender de forma inmediata sustituyendo f ′(xk−1) por el gradiente
de f porque, dimensionalmente, la fórmula no tendŕıa sentido, siendo xk,
xk−1 y ∇f(xk−1) vectores de Rn y f(xk−1) un número real. Sin embargo,
observemos que si reescribimos el método de Newton multiplicando ambos
lados de la fórmula 1-D por f ′(xk−1) obtenemos:

f ′(xk−1)xk = f ′(xk−1)xk−1 − f(xk−1), (5.1)

veremos en breve que esta versión del método de Newton se puede extender
al caso de funciones reales de varias variables sustituyendo f ′(xk−1) por
∇f(xk−1) y considerando el producto escalar en lugar del producto puntual.

Para llegar a esa fórmula consideramos, como en el caso de funciones de
una sola variable, la linealización de f . En este caso la linealización local de
f en x0 se realiza aproximando la gráfica de f con su hiperplano tangente en
x0, que, como sabemos, se halla a través del polinomio de Taylor de orden
1 con centro en x0 = (x0

1, . . . , x
0
n)t:

Tx0(x) = f(x0) +

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x0)(xi − x0

i ) = f(x0) + 〈∇f(x0), x− x0〉,

donde ∇f(x0) es el gradiente de f en x0 escrito como vector columna:
∇f(x0) = (fx1(x0), . . . , fxn(x0))t y 〈∇f(x0), x − x0〉 es el producto escalar
entre el gradiente de f en x0 y el vector x− x0.

Sea x1 ∈ Rn un cero de Tx0(x):

0 = Tx0(x1) = f(x0)+〈∇f(x0), x1−x0〉 = f(x0)+〈∇f(x0), x1〉−〈∇f(x0), x0〉,
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donde en la última igualdad se ha usado la linealidad del producto escalar.
Resolviendo con respecto a x1 obtenemos:

〈∇f(x0), x1〉 = 〈∇f(x0), x0〉 − f(x0).

que es un sistema lineal que se puede resolver exactamente con las técnicas
vistas en el curso de álgebra, o de forma aproximada con los métodos de
Jacobi y Gauss-Seidel. Este es el primer paso del algoritmo de Newton para
funciones de más variables, el paso k-ésimo es:

〈∇f(xk−1), xk〉 = 〈∇f(xk−1), xk−1〉 − f(xk−1) ,

que es la extensión natural de la fórmula (5.1) a funciones de varias variables.

Método de Newton para funciones de varias varia-
bles reales a valores vectoriales

El paso siguiente es la extensión de la fórmula iterativa de Newton al
caso de funciones f : D ⊆ Rn → Rm,

f(x) = (f1(x), . . . , fm(x))t =

 f1(x)
...

fm(x)

 x ∈ D,

con n,m > 1 y f1, . . . , fm : D → R son las funciones componentes de f .
Recordemos que, en este caso, la derivada de f en un punto x ∈ D es la
matriz Jacobiana Jf (x), matrix m× n con filas dadas por los gradientes de
las funciones componentes calculados en x:

Jf (x) =

∇f1(x)
...

∇fm(x)

 =

∂x1f1(x) · · · ∂xnf1(x)
...

. . .
...

∂x1fm(x) · · · ∂xnfm(x)

 .
En este caso veremos que tanto la fórmula xk = xk−1 − f(xk−1)

f ′(xk−1)
como la

fórmula f ′(xk−1)xk = f ′(xk−1)xk−1−f(xk−1) se pueden generalizar sustitu-

yendo f(xk−1) por f(xk−1)
t
, f ′(xk−1) por Jf (xk−1), 1

f ′(xk−1)
por Jf (xk−1)

−1

(cuando (n = m)) y los productos puntuales por los productos matriciales.
Como en el caso 1-D y en el caso de funciones de varias variables a valores

reales, también en este caso consideramos la linealización local de f en un
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punto inicial x0 a través del polinomio de Taylor de orden 1 con centro en
x0:

Tx0f(x) = f(x0)
t
+ Jf (x0)(x− x0), (5.2)

observemos que las dimensiones son correctas, dado que f(x0) es un vector
columna (m× 1) y el resultado de Jf (x0)(x− x0), (m× n)× (n× 1), es un
vector columna de dimensión (m× 1).

Si ahora consideramos un cero x1 de Tx0f , es decir, Tx0(x1) = (0, . . . , 0)t,
cero en Rm, y utilizamos la linealidad del producto matricial, podemos es-
cribir la fórmula (5.2) como sigue:

0 = f(x0) + Jf (x0)(x1 − x0) = f(x0) + Jf (x0)x1 − Jf (x0)x0

o también
Jf (x0)x1 = Jf (x0)x0 − f(x0),

que es el primer paso del método de Newton. La iteración k-ésima se escribe:

Jf (xk−1)xk = Jf (xk−1)xk−1 − f(xk−1) , (5.3)

que es un sistema lineal de m ecuaciones con n incógnitas. Si n = m y
det(Jf (xk−1)) 6= 0, entonces la matriz Jacobiana se puede invertir y la
fórmula antecedente se puede escribir como:

xk = xk−1 −
(
Jf (xk−1)

)−1
f(xk−1) n = m, det(Jf (xk−1)) 6= 0 (5.4)

Si n � 1, la expresión (5.3) resulta computacionalmente más viable que
la (5.4) porque la inversión de una matriz de grandes dimensiones es una
operación costosa. En ambos casos, es oportuno observar que la técnica
de Newton para encontrar ceros de funciones de varias variables reales a
valores vectoriales consiste en resolver iterativamente un cierto número k̄
de sistemas lineales.

El valor de k̄ de parada se puede determinar con las condiciones vistas
para el método de Newton 1-D: definida una tolerancia T > 0,

1. k̄ es el mı́nimo k tal que

‖xk − xk−1‖
‖xk‖

≤ T,

(la distancia relativa entre las soluciones está limitada por T );
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2. k̄ es el mı́nimo k tal que

‖f(xk)‖ ≤ T,

(la norma de f en xk, es decir ‖f(xk)‖ =
√
f1(xk)2 + . . .+ fm(xk)2,

está entre 0 y T );

3. definimos un número máximo de iteraciones k̄ = kmáx (se usa cuando
se prefiere un algoritmo rápido a uno preciso o como condición de
parada cuando el método no converge).

Método de Newton para aproximar las soluciones
de cualquier sistema de ecuaciones (lineales o no)

Lo que acabamos de ver se puede aplicar directamente para aproximar las
soluciones de sistemas lineales o no lineales de n ecuaciones con n incógnitas.

Consideremos

x = (x1, . . . , xn)t =


x1

x2
...
xn

 ;

n funciones a valores reales fj(x) = fj


x1

x2
...
xn

, j = 1, . . . , n;

el sistema 
f1(x) = 0

...

fn(x) = 0;

interpretemos las funciones f1, . . . , fm como las funciones componen-
tes de la función vectorial

F (x) = (f1(x), . . . , fn(x))t =

 f1(x)
...

fn(x)

 .
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Esta interpretación nos permite aplicar las fórmulas de Newton vistas antes
para aproximar las soluciones del sistema, dado que aproximar un cero de F
equivale a aproximar los ceros de todas sus funciones componentes, es decir
resolver el sistema.

La solución iterativa en el paso k del sistema anterior se puede determinar
a través de la resolución (exacta o aproximada) del sistema lineal:

JF (xk−1)xk = JF (xk−1)xk−1 − F (xk−1) , (5.5)

en la variable vectorial xk, o bien, si det(JF (xk−1)) 6= 0, con la fórmula

xk = xk−1 −
(
JF (xk−1)

)−1
F (xk−1) , (5.6)

siendo JF (xk−1) la matriz Jacobiana calculada en xk−1:

JF (xk−1) =

∂x1f1(xk−1) · · · ∂xnf1(xk−1)
...

. . .
...

∂x1fn(xk−1) · · · ∂xnfn(xk−1)

 .
Terminemos observando que la resolución de un problema no lineal a través
de la iteración de métodos lineales es una técnica que se encuentra en mu-
chos campos diferentes de la matemática y de la ciencia. Muchas veces se
comienza con un modelo lineal (impreciso) de un problema y se refina ese
modelo iterando correcciones lineales.

Aplicación del método de Newton para aproximar
la solución de sistemas a la optimización con res-
tricciones

Ya hemos visto que para un problema de extremos condicionados del
tipo:

mı́n
x∈Rn

f(x) o máx
x∈Rn

f(x)

con las restricciones de igualdad g1(x) = k1, . . . , gm(x) = km, los posi-
bles extremos de f vinculados a esas restricciones son los puntos que anu-
lan el gradiente de la función Lagrangiana. Se trata de una función de
las n variables x = (x1, . . . , xn) originales del problema y de los m mul-
tiplicadores de Lagrange λ = (λ1, . . . , λm), L : Rn+m → R, L(x, λ) =
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f(x)−
∑m

j=1 λj(gj(x)− kj). Para calcular los puntos cŕıticos de la Lagran-
giana hay que resolver el sistema (en general no lineal):

Lx1
(x, λ) = 0

...

Lxn(x, λ) = 0

Lλ1(x, λ) = 0
...

Lλm
(x, λ) = 0.

Para resolverlo podemos usar el método de Newton que acabamos de ver.
Como antes, definimos la función vectorial

F (x, λ) =



Lx1(x, λ)
...

Lxn(x, λ)
Lλ1(x, λ)

...
Lλm(x, λ)


.

Su matriz Jacobiana coincide con la matriz Hessiana de la función Lagran-
giana:

HL(x, λ) =



Lx1x1 Lx1x2 · · · Lx1xn Lx1λ1 · · · Lx1λm
Lx2x1 Lx2x2 · · · Lx2xn Lx2λ1 · · · Lx2λm

...
... · · · · · · · · · · · ·

...
Lxnx1 Lxnx2 · · · Lxnxn Lxnλ1 · · · Lxnλm
Lλ1x1 Lλ1x2 · · · Lλ1xn Lλ1λ1 · · · Lλ1λm
Lλ2x1 Lλ2x2 · · · Lλ2xn Lλ2λ1 · · · Lλ2λm

...
... · · · · · · · · · · · ·

...
Lλmx1 Lλmx2 · · · Lλmxn Lλmλ1 · · · Lλmλm


(x, λ).

Si denotamos z = (x, λ)t = (x1, . . . , xn, λ1, . . . , λm)t, gracias al método
de Newton podemos calcular el valor aproximado en el paso k del punto
cŕıtico de la Lagrangiana L aproximando la solución del sistema lineal

HL(zk−1)zk = HL(zk−1)zk−1 − F (zk−1).

o bien, si det(HL(zk−1)) 6= 0, a través de la formula

zk = zk−1 −
(
HL(zk−1)

)−1
F (zk−1).
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5.2. Método del descenso/ascenso por gradiente

Sea f : D ⊆ Rn → R una función real de n variables reales y x0 ∈ D.
Recordemos que recta en Rn que pasa por x0 con dirección u ∈ Rn, ‖u‖ = 1,
es el lugar geométrico rx0,u definido por

rx0,u = {x ∈ Rn
∣∣x = x0 + tu, t ∈ R},

cuando t = 0 estamos en el punto x0, cuando |t| > 0 nos alejamos de x0 sobre
la recta exactamente de la cantidad |t|: d(x0 + tu, x0) = ‖x0 + tu − x0‖ =
‖tu‖ = |t|‖u‖ = |t|. Llamamos |t| el paso del alejamiento de x0 sobre la recta
rx0,u.

Durante el curso hemos visto que si nos alejamos de x0 siguiendo rectas
con diferentes direcciones, f vaŕıa (en general) de forma diferente. En parti-
cular, localmente, es decir, en un entorno abierto Ur(x

0) de radio r > 0, se
cumple que1:

la dirección de máximo decrecimiento de f en x0 ∈ D es la dirección

− ∇f(x0)
‖∇f(x0)‖ del vector opuesto al gradiente de f en x0;

la dirección de máximo crecimiento de f en x0 ∈ D es la dirección

+ ∇f(x0)
‖∇f(x0)‖ del gradiente de f en x0.

Estas consideraciones permiten formular el método numérico de minimi-
zación (o maximización) más facil: el descenso (o ascenso) por gradiente.

Algoritmo de descenso por gradiente:

Sea x0 un punto cualquiera en el dominio de f y x∗ un punto donde
f alcanza un mı́nimo.

Nos alejamos de x0 siguiendo la recta que pasa por x0 y que tiene
dirección opuesta al gradiente de f en x0 con un paso de longitud t̃0:

x1 = x0 − t̃0 ∇f(x0)

‖∇f(x0)‖
≡ x0 − t0∇f(x0),

hemos incorporado la normalización en la longitud del incremento de-
finiendo t0 = t̃0

‖∇f(x0)‖ , eso significa simplemente que el paso de ale-

jamiento con respecto al punto inicial x0 escrito con respecto a t0 es:

1Hay que observar que fuera del entorno esferico Ur(x0) podŕıa no ser verdadero que

± ∇f(x0)

‖∇f(x0)‖ es la dirección que maximiza el crecimiento/decrecimiento.
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t̃0 = t0‖∇f(x0)‖. t0 tiene que ser tal que f(x1) < f(x0) para que la
función decrezca con la iteración. Semejante t0 siempre existe en un
entorno suficientemente pequeño de x0 por lo que hemos dicho arriba,
pero si se escoge un t0 demasiado grande podŕıamos salir de ese en-
torno y la función podŕıa hasta crecer. Si la función no decrece hay que
repitir el cálculo de x1 con un t0 más pequeño (por ejemplo la mitad).

Ahora nos alejamos de x1 siguiendo la recta que pasa por x0 y que tiene
dirección opuesta al gradiente de f en x1 con un paso de longitud t1:

x2 = x1 − t1∇f(x1),

de nuevo, el valor de t1 tiene que ser tal que f(x2) < f(x1), y si no se
cumple hay que reducir el valor de t1.

Iterando este razonamiento el paso genérico k será:

xk = xk−1 − tk−1∇f(xk−1) , Descenso por gradiente, paso k

(5.7)
con tk−1 tal que f(xk) < f(xk−1), ∀k ≥ 1.

La fórmula del ascenso por gradiente es análoga, con las únicas diferencias
que aparece el signo + delante del gradiente y que en cada paso tenemos que
escoger el paso tk−1 de forma que el valor de la función en cada iteración
crezca:

xk = xk−1 + tk−1∇f(xk−1) , Ascenso por gradiente, paso k (5.8)

con tk−1 tal que f(xk) > f(xk−1) ∀k ≥ 1.
Los valores de t pueden también ser constantes, en ese caso se dice que el

método del descenso por gradiente tiene paso único, en este caso tk−1 = t en
las fórmulas (5.7) y (5.8). Si se permite a t variar en cada paso k, el método
se denomina multipaso.

Un esquema numérico del tipo multipaso para el descenso por gradiente
puede ser el siguiente:

1. Escogemos un valor inicial x0 (en el dominio de f) y un valor de t.

2. Iteramos hasta la convergencia (o hasta un número máximo de itera-
ciones):

x̄k = xk−1 − t∇f(xk−1)
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Mientras f(x̄k) ≥ f(xk−1)

t = αt (donde α < 1, por ejemplo α = 0,8)

x̄k = xk−1 − t∇f(xk−1)

xk = x̄k

Existen otras variantes donde el paso tk se busca de forma distinta. Para el
método de ascenso por gradiente bastaŕıa con usar el signo + en lugar del -
delante de t y comprobar la desigualdad ≤ (en lugar de ≥).

Gráficamente, sabiendo que el gradiente de f es ortogonal a las curvas
de nivel de f , el descenso (o ascenso) por gradiente presenta las estructuras
que muestran los dos ejemplos de la Figura 1.

Las condiciones de parada del algoritmo de descenso o ascenso por gra-
diente son las siguientes:

El error relativo entre dos iteraciones sucesivas está por debajo de una
cierta tolerancia T > 0:

‖xk − xk−1‖
‖xk‖

< T ;

k ha llegado a un número máximo de iteraciones kmáx. Con esta condi-
ción podŕıamos no haber llegado al extremo de f , entonces este criterio
de parada se usa cuando se prefiere rapidez a precisión. Normalmente
se fija kmáx a un valor suficientemente alto para asegurarnos de llegar
a una solución con buena precisión en caso de convergencia del algo-
ritmo y que evite que el algoritmo itere de forma infinita en caso de
no convergencia de éste.

Observemos que si la función tiene más extremos de la misma naturaleza,
por ejemplo dos o más mı́nimos, dependiendo de la elección de x0 podŕıamos
encontrar un mı́nimo local y no el mı́nimo global.

El descenso por gradiente converge linealmente (véase el archivo sobre
la convergencia de los algoritmos iterativos), siempre que la función tenga
al menos un extremo, entonces es más lento que el método de Newton; sin
embargo el algoritmo de Newton para converger necesita una elección del
punto inicial x0 más precisa.
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Figura 5.1: Dos ejemplos de la evolución de la aproximación de la solución xk

en el método del descenso de gradiente y su relación con las curvas de nivel.
En el ejemplo de la derecha el paso t se busca de tal forma que se llegue
al mı́nimo de f en la dirección de búsqueda de cada iteración (es decir,
±∇f(xk−1)/‖∇f(xk−1)‖). Con esta variante del método, llamada búsqueda
lineal, el método presenta la t́ıpica estructura de ‘zig-zag’ que muestra la
imagen de la derecha y el algoritmo correspondiente se llama, en ingles,
‘steepest descent’.

Aplicación del metodo del descenso por gradiente a
la aproximación de soluciones de sistemas no linea-
les

El método del descenso por gradiente se puede utilizar para aproximar
las soluciones de sistemas no lineales en sustitución del método de Newton
(por ejemplo si es dif́ıcil determinar el punto inicial del método de Newton).
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Consideremos el sistema 
f1(x) = 0

...

fn(x) = 0;

con x ∈ Rn y fi diferenciable ∀i = 1, . . . , n. Definimos la función F : Rn → R,

F (x) =
n∑
i=1

fi(x)2,

F es una función cuadrática, entonces tiene un solo mı́nimo x∗, en el cual
toma el valor 0: F (x∗) = 0, pero esto es posible si y solo si fi(x

∗) = 0
∀i = 1, . . . , n, entonces x∗ es la solución del sistema anterior. Aplicando el
método del descenso por gradiente a F tenemos que el paso de actualización
en cada iteración es:

xk = xk−1 − tk−1∇F (xk−1), (5.9)

donde xk ∈ Rn (al igual que x) y es por lo tanto un vector de n componentes
(nótese que ∇F (xk−1) es también un vector de n componentes). Iterando
el cálculo dado por la fórmula (5.9) podremos aproximar el valor de x∗, es
decir, la solución al sistema de ecuaciones.

Observamos que el hecho de que F se defina como la suma de los cua-
drados de las funciones fi es crucial para poder asegurar la convergencia a
x∗ y no a otro eventual mı́nimo local.

Terminemos con una observación técnica: dado que el método de Newton
necesita que se cumplan unas condiciones sobre el vector de inicialización
x0 para converger, puede ser útil usar como x0 el vector proporcionado por
unas iteraciones del método del descenso por gradiente. Encadenar descenso
(o ascenso) por gradiente y método de Newton es una estrategia generica
que no se limı́ta solo a la resolución de sistemas de ecuaciones.
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Caṕıtulo 6

Cálculo integral para
funciones de 2 y 3 variables:
integrales dobles y triples

En este caṕıtulo extenderemos la definición de integral a funciones de 2
y 3 variables. Comenzamos con 2 variables.

6.1. Integrales dobles

En la primera parte del curso vimos la definición de Riemann de las
integrales definidas de funciones continuas f : [a, b] → R:

∫ b
a f(x)dx es el

ĺımite de las sumas de Cauchy-Riemann:∫ b

a
f(x)dx = ĺım

n→+∞

n∑
k=1

b− a
n

f(tk)

donde b−a
n es la amplitud de los intervalos de la partición de [a, b] y tk son

n puntos cualesquiera elegidos en cada uno de los intervalos de la partición.
La generalización a funciones de 2 variables pasa por diferentes niveles de

dificultad, comenzaremos con el nivel más bajo y extenderemos el resultado
a casos cada vez más complicados.

6.1.1. Integrales dobles en rectángulos

Consideramos una función de 2 variables definida sobre un rectángulo en
el plano, es decir: f : [a, b]× [c, d] → R, donde × es el producto cartesiano.
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Si consideramos una partición de [a, b] en n subintervalos de longitud b−a
n

y una de [c, d] en n subintervalos de longitud d−c
n , obtenemos una partición

bidimensional del rectángulo [a, b]× [c, d] en n2 subrectángulos Ij,k con área
dada por el producto de las longitudes horizontal y vertical de los intervalos
de partición |Ij,k| = (b−a)(d−c)

n2 . Consideramos unos puntos cualesquiera tj,k ∈
Ij,k como en la figura siguiente.

Iterando el teorema de Riemann es posible demostrar que vale el siguiente
resultado:

Teorema: si f : [a, b]× [c, d]→ R es continua, el ĺımite

ĺım
n→+∞

n∑
j=1

n∑
k=1

|Ij,k|f(tj,k) = ĺım
n→+∞

n∑
k=1

n∑
j=1

|Ij,k|f(tj,k)

existe, es finito y es independiente de la elección de los puntos tj,k.

Llamaremos a este ĺımite la integral doble de f en el rectángulo [a, b]×
[c, d] y escribiremos:

∫∫
[a,b]×[c,d]

f(x, y)dxdy = ĺım
n→+∞

n∑
j=1

n∑
k=1

|Ij,k|f(tj,k) .

Como se ha visto, la definición de la integral doble de una función continua en
un rectángulo es una generalización inmediata de la definición de Riemann,
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sustituyendo los intervalos de la partición y su longitud por los rectángulos
de la partición y su área.

Podemos generalizar también la interpretación geométrica de la integral
de Riemann, pero en este caso solo para funciones no negativas: f(x, y) ≥ 0
∀(x, y) ∈ [a, b] × [c, d]. En este caso la cantidad |Ij,k|f(tj,k) representa el
volumen del paraleleṕıpedo de base |Ij,k| y altura f(tj,k). A medida que
afinamos la partición con la operación de ĺımite nos acercamos cada vez
mejor al valor del volumen de la región del espacio tridimensional
contenida entre el gráfico de f y el rectángulo [a, b] × [c, d], como
muestra la figura siguiente:

6.1.2. Integrales dobles en dominios simples o regulares

Por supuesto definir la integral (doble) de una función de dos variables en
un rectángulo es una limitación bastante fuerte porque, como hemos visto,
el dominio de una función de dos variables, en general, tiene una forma más
complicada. Por eso necesitamos extender esta definición a dominios con un
peŕımetro curviĺıneo.

La respuesta definitiva a esta exigencia fue dada por el matemático
francés Henri Léon Lebesgue (1875-1941), pero la teoŕıa de la integración
que él desarrolló es demasiado complicada para ser discutida en este curso.
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Por eso nos limitamos a extender la definición que hemos dado a regiones
del plano que pueden tener perfiles curviĺıneos, pero estos perfiles tienen que
ser el gráfico de funciones continuas. Veremos que si consideramos estas re-
giones del plano podremos generalizar fácilmente la definición que acabamos
de ver y, además, presentar una fórmula para el cálculo de integrales dobles
a través de la iteración de dos integrales de una variable.

Introducimos las definiciones siguientes:

Def.: un subconjunto del plano E ⊂ R2 se dice y-simple si existen dos
funciones continuas g1, g2 : [a, b] → R tales que E se puede escribir como
sigue

E = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a, b], g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}

es decir, mientras x vaŕıa de a a b, y vaŕıa entre los gráficos de la función
g1 (que proporciona el perfil inferior de E) y g2 (que proporciona el perfil
superior de E), como se ve en la figura de abajo a la izquierda.

Análogamente, un subconjunto del plano E ⊂ R2 se dice x-simple si
existen dos funciones continuas h1, h2 : [c, d] → R tales que E se puede
escribir como sigue

E = {(x, y) ∈ R2 : y ∈ [c, d], h1(y) ≤ x ≤ h2(y)}

es decir, mientras y vaŕıa de c a d, x vaŕıa entre los gráficos de la función
h1 (que proporciona el perfil izquierdo de E) y h2 (que proporciona el perfil
derecho de E), como se ve en la figura de abajo a la derecha.

Finalmente, definimos un subconjunto del plano E ⊂ R2 como regular,
si está dado por la unión de un número finito de subconjuntos x y/o
y simples.

Observaciones:
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1. E puede ser x y y-simple a la vez (por ejemplo un triángulo);

2. Un conjunto x y/o y simple es necesariamente limitado, es decir, no
puede extenderse hasta el infinito. Gracias al teorema de Weierstrass
sabemos que una función continua tiene máximo y mı́nimo absolutos
en un dominio limitado y cerrado, como es un conjunto simple o re-
gular, entonces la integral doble definida sobre un dominio simple o
regular tiene que ser finita.

Ahora queremos encontrar una fórmula para calcular la integral doble
de una función definida sobre un dominio simple o regular: resulta útil de-
jarse guiar por la interpretación geométrica de integral doble como volumen
por debajo del gráfico de una función de dos variables. Para fijar las ideas
consideramos una función f definida en un dominio x-simple y cortamos el
volumen por debajo del gráfico de f con un plano paralelo al plano xz como
en la figura siguiente.

El plano corta el volumen a lo largo de una región con un área que
denotamos con A(y), para cada y = ȳ, fijado entre c y d. La ‘loncha’ del
volumen sólido que tiene como base el segmento infinitésimo (y, y+dy) tiene
un volumen infinitésimo igual a A(y)dy, entonces el volumen total valdrá

V =

∫ d

c
A(y)dy.
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Para saber cómo calcular el área A(y) consideramos la figura siguiente. Dado

que hemos fijado y = ȳ, la función f , mientras nos deplazamos en el plano
de área A(y), es una función de la sola variable x, por lo tanto el área A(y)
estará dada por la integral

A(y) =

∫ b(y)

a(y)
f(x, y)dx.

Sigue que el volumen total, es decir la integral doble, vale

V =

∫ d

c

(∫ b(y)

a(y)
f(x, y)dx

)
dy.

Este razonamiento geométrico intuitivo puede ser formalizado en el teorema
siguiente, que es un caso particular de un teorema de validez más general
debido a los dos matemáticos italianos Guido Fubini (1879-1943) y Leonida
Tonelli (1885-1946).

Teorema de Fubini-Tonelli : sea Ω ⊂ R2 un dominio x-simple y f : Ω→ R
una función continua, entonces la integral doble de f en Ω existe y es finita
y se puede calcular como integral iterada de la siguiente forma∫∫

Ω
f(x, y)dxdy =

∫ d

c

(∫ h2(y)

h1(y)
f(x, y)dx

)
dy ,

por otro lado si Ω es y-simple entonces vale la fórmula∫∫
Ω
f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ g2(x)

g1(x)
f(x, y)dy

)
dx .
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Si Ω es x-simple e y-simple, entonces valen ambas fórmulas (que, obviamente,
dan el mismo resultado). Si Ω es un dominio regular dado por la unión de
n dominios simples Ωk, que coinciden solo en los bordes y cubren todo Ω,
entonces vale la fórmula∫∫

Ω
f(x, y)dxdy =

n∑
k=1

∫∫
Ωk

f(x, y)dxdy .

Observaciones:

1. El teorema de Fubini-Tonelli permite reconducir el cálculo de una in-
tegral doble a la iteración de dos integrales monodimensionales. Ob-
servamos que, mientras se calcula la integral más ‘interna’, la variable
diferente con respecto a la cual se está integrando tiene que ser pensada
como una constante;

2. Integrando la función constante 1(x) ≡ 1, podemos definir el área de
un dominio simple o regular D en R2 como sigue:

Área(D) =

∫∫
D
dxdy .

Observamos que, como ya se anticipó en el caṕıtulo 2 de la primera
parte del curso, el cálculo diferencial permite resolver el problema de
calcular el área de una figura plana con peŕımetro curviĺıneo.

Ejemplo de cálculo de integral doble. Calcular la integral doble
∫∫
T xydxdy,

donde T es el triángulo representado en la figura de abajo.

Comenzamos definiendo el triángulo a través del dominio y-simple:

T = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y < x},
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identificamos: f(x, y) = xy, a = 0, b = 1, g1 : [0, 1] → R, g1(x) ≡ 0,
g2 : [0, 1]→ R, g2(x) = x.

El cálculo de la integral doble se hace fijando x entre 0 y 1 (y consi-
derándola como una constante) e integrando con respecto a la variable y
entre 0 y x; después se integra el resultado obtenido con respecto a la varia-
ble x entre 0 y 1:∫∫

T
xy dxdy =

∫ 1

0

(∫ x

0
xydy

)
dx =

∫ 1

0

[
1

2
xy2

]x
0

dx =

∫ 1

0

1

2
x3dx =

[
x4

8

]1

0

=
1

8
.

Ahora definimos el triángulo a través del dominio x-simple:

T = {(x, y) ∈ R2 : 0 < y < 1, y < x < 1},

identificamos: f(x, y) = xy, c = 0, d = 1, h1 : [0, 1] → R, h1(y) = y,
h2 : [0, 1]→ R, h2(y) ≡ 1.

El cálculo de la integral doble en este caso se hace fijando y entre 0 y 1 (y
considerándola como una constante) e integrando con respecto a la variable
x entre y y 1; después se integra el resultado obtenido con respecto a la
variable y entre 0 y 1:∫∫

T
xy dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

y
xydx

)
dy =

∫ 1

0

[
1

2
x2y

]1

y

dy =

∫ 1

0

1

2
(1− y2)ydy

=

[
1

4
y2 − 1

8
y4

]1

0

=
1

8
.

Coherentemente con lo que esperábamos, las dos integrales dobles devuelven
el mismo valor.

En las clases de prácticas y seminarios veremos cómo aplicar las integra-
les dobles para calcular baricentros y momentos de inercia.

Terminamos esta sección con un teorema que describe unas propiedades
importantes de las integrales dobles.

Teorema: sea D un conjunto regular, f, g funciones continuas en D y sea
c ∈ R.

1. La integral doble es lineal:∫∫
D

[f(x, y) + g(x, y)] dxdy =

∫∫
D
f(x, y) dxdy +

∫∫
D
f(x, y) dxdy,∫∫

D
cf(x, y) dxdy = c

∫∫
D
f(x, y) dxdy.
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2. La integral doble es monótona: si f ≥ g en D, entonces:∫∫
D
f(x, y) dxdy ≥

∫∫
D
g(x, y) dxdy,

en particular, si f ≥ 0 en D:∫∫
D
f(x, y) dxdy ≥ 0.

3. La integral doble es aditiva con respecto al dominio de integra-
ción, es decir, si D1 y D2 son dominios simples y disjuntos, entonces∫∫

D1∪D2

f(x, y) dxdy =

∫∫
D1

f(x, y) dxdy +

∫∫
D2

f(x, y) dxdy.

4. Si D es conexo vale el teorema de la media (para integrales): existe
un punto (x0, y0) ∈ D tal que

1

Área(D)

∫∫
D
f(x, y) dxdy = f(x0, y0).

6.1.3. Cambio de variable en las integrales dobles

Resulta útil en muchas aplicaciones sustituir las variables originales x, y
de una función con variables auxiliares que permiten resolver las integrales
dobles de forma más simple. Un ejemplo notable está dado por las coorde-
nadas polares. Estas coordenadas resultan particularmente útiles cuando
se examinan problemas con una geometŕıa circular. La transformación a
coordenadas polares es: {

x = ρ cosϑ

y = ρ sinϑ

con ρ ∈ [0,+∞) y ϑ ∈ [0, 2π). Esta transformación se puede interpretar
como una función

T : R2 −→ R2

(ρ, ϑ) 7−→ T (ρ, ϑ) = (ρ cosϑ, ρ sinϑ) ≡ (x(ρ, ϑ), y(ρ, ϑ)),

las funciones componentes de T son estas:

T1 : R2 −→ R
(ρ, ϑ) 7−→ T1(ρ, ϑ) = ρ cosϑ
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T2 : R2 −→ R
(ρ, ϑ) 7−→ T1(ρ, ϑ) = ρ sinϑ.

La matriz Jacobiana de T es:

JT (ρ, ϑ) =

[
∂ρT1 ∂ϑT1

∂ρT2 ∂ϑT2

]
(ρ, ϑ) =

[
cosϑ −ρ sinϑ
sinϑ ρ cosϑ

]
,

y su determinante es det(JT (ρ, ϑ)) = ρ cos2 ϑ+ρ sin2 ϑ = ρ. Se puede demos-
trar que, bajo el cambio de coordenadas (x, y) 7−→ (ρ, ϑ), el área infinitésima
dxdy se transforma en ρdρdϑ, de forma que la integral doble de una función
continua f en un dominio regular o simple D se puede escribir:∫∫

D
f(x, y) dxdy =

∫∫
D̃
f(T (ρ, ϑ)) ρ dρdϑ ,

donde D̃ = T−1(D) es el dominio D expresado en términos de las variables
polares ρ, ϑ. Más en general, dada la transformación de coordenadas (u, v) =
T (x, y), T función derivable, se puede demostrar que el área infinitésima
dxdy se transforma en |det JT (u, v)|dudv aśı que vale la fórmula del cambio
de variable para las integrales dobles:∫∫

D
f(x, y) dxdy =

∫∫
D̃
f(T (u, v)) |det JT (u, v)| dudv ,

donde D̃ = T−1(D) es el dominio D expresado en términos de las nuevas
variables u, v.

Ejemplo: calcular la integral doble

IR =

∫∫
D
e−(x2+y2) dxdy,

D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < R2}. El dominio D es el interior de un ćırculo
de radio R y centro en el origen de los ejes. En coordenadas polares D se
representa como D̃ = {(ρ, ϑ) : 0 ≤ ρ < R, 0 ≤ ϑ < 2π}, entonces podemos
escribir:

IR =

∫ 2π

0

(∫ R

0
e−ρ

2
ρ dρ

)
dϑ

∫ R
0 e−ρ

2
ρ dρ es una integral semi-inmediata y vale

[
−1

2e
−ρ2
]R

0
= 1−e−R2

2 ,

entonces

IR =

∫ 2π

0

1− e−R2

2
dϑ =

1− e−R2

2

∫ 2π

0
dϑ = π(1− e−R2

).
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Aprovechamos la oportunidad para decir que se pueden definir también
las integrales dobles generalizadas, como en el caso monodimensional,
tomando ĺımites oportunos. No queremos entrar en detalle, solo queremos
observar que, si tomamos el ĺımite para R → +∞ de la integral doble que
acabamos de calcular obtenemos:

ĺım
R→+∞

∫∫
{(x,y)∈R2 : x2+y2<R2}

e−(x2+y2) dxdy =

∫∫
R2

e−(x2+y2) dxdy,

pero ĺımR→+∞ IR = ĺımR→+∞(π(1− e−R2
)) = π, es decir∫∫

R2

e−(x2+y2) dxdy = π .

Esta integral doble permite calcular una integral monodimensional notable:∫
R e
−x2 dx, notable porque la función e−x

2
no tiene primitiva!

Tenemos que∫∫
R2

e−(x2+y2) dxdy =

∫
R
e−x

2
dx

∫
R
e−y

2
dy

pero la variable de integración es muda, por lo tanto∫∫
R2

e−(x2+y2) dxdy =

(∫
R
e−x

2
dx

)2

= π,

entonces ∫
R
e−x

2
dx =

√
π .

Esta es la integral de la densidad Gaussiana y juega un papel de enorme
importancia en probabilidad, estad́ıstica y varias otras disciplinas cient́ıficas.

Otras coordenadas importantes en las aplicaciones son las coordenadas
eĺıpticas: {

x = aρ cosϑ

y = bρ sinϑ

con a, b > 0, ρ ∈ [0,+∞) y ϑ ∈ [0, 2π), en este caso el elemento infinitésimo
de área se escribe como

dxdy = abρdρdϑ Coordenadas eĺıpticas.
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6.2. Integrales triples

Todo lo que acabamos de ver sobre las integrales dobles se puede genera-
lizar a dimensiones superiores. En particular consideramos muy brevemente,
por su importancia práctica en las aplicaciones, el caso de las integrales tri-
ples, o sea de funciones de tres variables reales. Lo único que cambia en este
caso es que los rectángulos [a, b] × [c, d] se sustituyen con paraleleṕıpedos
[a1, b1]× [a2, b2]× [a3, b3].

Un dominio z-simple en R3 es un dominio del tipo

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : g1(x, y) ≤ z ≤ g2(x, y), (x, y) ∈ D},

donde D es un dominio simple en R2 y g1, g2 son funciones continuas en D.
Los dominios x e y-simples en R3 se definen análogamente.

Si f : Ω ⊂ R3 → R es continua en Ω, dominio z-simple en R3, entonces
es integrable y la integral triple de f se puede calcular con la fórmula de
iteración dada por:∫∫∫

Ω
f(x, y, z) dxdydz =

∫∫
D

(∫ g2(x,y)

g1(x,y)
f(x, y, z)dz

)
dxdy .

Esta fórmula reduce el cálculo de la integral triple a la iteración de una
integral monodimensional con respecto a z, en la cual x e y se tienen que
considerar como constantes, y de una integral doble en el dominio D que se
puede calcular con las fórmulas vistas en la sección anterior.

Para calcular las integrales triples resulta útil en muchas situaciones el
uso de coordenadas diferentes de las cartesianas, destacamos, en particular,
las

Coordenadas esféricas:
x = ρ cosϕ sinϑ

y = ρ sinϕ sinϑ

z = ρ cosϑ

con ρ ∈ [0,+∞), ϕ ∈ [0, 2π], ϑ ∈ [0, π);

Coordenadas ciĺındricas:
x = ρ cosϑ

y = ρ sinϑ

z = z

ρ ∈ [0,+∞), ϑ ∈ [0, 2π], z ∈ R.
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Los elementos de volumen en coordenas esféricas y ciĺındricas se pueden
calcular directamente y resultan:

dxdydz = ρ2 sinϕdρdϕdϑ Coordenadas esféricas

dxdydz = ρdρdϑdz Coordenadas ciĺındricas

No tenemos tiempo suficiente para proporcionar ejemplos o hacer ejerci-
cios sobre integrales triples porque consideramos más importante introducir
las integrales de superficie y de campos vectoriales, que es el tema del próxi-
mo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 7

Integrales de superficie y de
campos vectoriales, teorema
de la divergencia y del
rotacional

En este último caṕıtulo definiremos las integrales de superficies y de
campos vectoriales, además discutiremos unos teoremas de importancia fun-
damental tanto en matemáticas como en las aplicaciones a la f́ısica y a la
ingenieŕıa: el teorema de la divergencia y del rotacional.

7.1. Integrales de superficie

Como vimos en el caṕıtulo anterior, una vez formulada la teoŕıa de la
integral doble, es bastante natural generalizarlo a dimensiones superiores. En
esta sección veremos que es también bastante natural generalizar la teoŕıa
de la integral doble para definir la integral de una función definida sobre
una superficie, que sigue siendo un objeto geométrico bidimensional, como
en la integral doble, pero en este caso resulta curvo y no plano.

Una motivación para recalcar la necesidad de saber integrar una función
sobre una superficie viene dada, por ejemplo, por la necesidad de calcular
la carga eléctrica de un conductor metálico: en estos conductores la carga
eléctrica se mantiene sobre la superficie, por lo tanto, si se conoce la función
densidad de carga eléctrica superficial, su integración proporciona la carga
eléctrica total del conductor. En el curso de f́ısica y ondas se verán aún más
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ejemplos prácticos.
Para definir la integral de superficie necesitamos recordar brevemente el

concepto de producto vectorial (o wedge): sean ~v, ~w ∈ R3 dos vectores
tridimensionales cualesquiera, el producto vectorial entre ellos es el vector
tridimensional v ∧ w tal que:

‖~v ∧ ~w‖ = ‖~v‖‖~w‖ sinα, siendo α el ángulo más pequeño formado por
~v y ~w;

la dirección de ~v ∧ ~w es ortogonal al plano π que contiene ~v y ~w;

el sentido de ~v ∧ ~w es el sentido tal que, si miramos el plano π desde
la punta del vector ~v ∧ ~w, vemos ~v que se acerca a ~w cumpliendo una
rotación antihoraria (regla ‘de la mano derecha’ o del ‘sacacorchos’).

Resulta útil una fórmula para poder calcular el producto vectorial una vez
dadas las componentes de ~v y ~w. Se puede demostrar que, si ~v = (vx, vy, vz)
y ~w = (wx, wy, wz), entonces

~v ∧ ~w = det

 ı̂ ̂ k̂
vx vy vz
wx wy wz

 ,
donde ı̂, ̂, k̂ son los vectores unitarios de los ejes x, y, z, respectivamente.
Expĺıcitamente tenemos:

~v ∧ ~w = (vywz − vzwy, vzwx − vxwz, vxwy − vywx).

Se puede averiguar directamente que el producto vectorial es antisimétrico,
es decir: ~v ∧ ~w = −~w ∧ ~v.

La norma del producto vectorial tiene un significado geométrico de im-
portancia fundamental para nuestros fines: como se ve en la figura aqúı de-
bajo, la norma del producto vectorial entre dos vectores representa
el área del paralelogramo que tiene los dos vectores por lados.

Recordamos ahora que la definición más general de superficie que hemos
dado es la de superficie parametrizada S (que incluye como caso particular
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el gráfico de una función escalar de dos variables reales), dada por la imagen
de la función vectorial de dos variables reales ~r : D ⊂ R2 → R3, (t, s) 7−→
~r(s, t) = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)).

Exactamente como para las integrales curviĺıneas, necesitamos definir el
concepto de elemento de área infinitésima sobre la superficie S a través de
un proceso de linealización local. Una vez hecho esto, extenderemos el área
infinitésima a un área finita a través de una integral doble en un dominio de
R2.

Comenzamos observando que, si fijamos una de las dos coordenadas s = s̄
o bien t = t̄ en D obtenemos unos segmentos rectiĺıneos que se cruzan en
un punto. La parametrización ~r transformará estos segmentos rectiĺıneos en
curvas sobre la superficie que se cruzan en ~r(s̄, t̄), como se puede ver en la
figura aqúı debajo:

Ya sabemos que los vectores tangentes al punto de cruce están dados
por ~rs(s̄, t̄) = (xs(s̄, t̄), ys(s̄, t̄), zs(s̄, t̄)) y ~rt(s̄, t̄) = (xt(s̄, t̄), yt(s̄, t̄), zt(s̄, t̄))
donde los sub́ındices s y t se refieren a las derivadas parciales con respecto
a s y t, respectivamente.

Sabemos también que los dos vectores tangentes viven en el plano tan-
gente a S en el punto ~r(s̄, t̄) por lo tanto, dado que son vectores planares,
podemos calcular el área del paralelogramo que los tiene como lados y el vec-
tor unitario normal a la superficie en el punto ~r(s̄, t̄) a través del producto
vectorial:

Área del paralelogramo de lados ~rs(s̄, t̄) y ~rt(s̄, t̄) = ‖~rs(s̄, t̄) ∧ ~rt(s̄, t̄)‖

Normal externa a S en ~r(s̄, t̄) =
~rs(s̄, t̄) ∧ ~rs(s̄, t̄)
‖~rs(s̄, t̄) ∧ ~rs(s̄, t̄)‖

Si ahora nos desplazamos del punto ~r(s̄, t̄) con dos pasos infinitésimos
ds y dt a lo largo de las curvas ~r(s, t̄) y ~r(s̄, t), respectivamente, podemos
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definir el elemento de área superficial infinitésimo como el área del parale-
logramo curviĺıneo que tiene por lados (curviĺıneos) los dos deplazamientos
infinitésimos, como en la figura debajo:

Nuestro problema es que no sabemos cómo calcular el área de un parale-
logramo curviĺıneo. Sin embargo, si ~r es una función diferenciable, podemos
aproximar los lados del paralelogramo curviĺıneo, a menos de infinitésimos
de orden superior a ds y dt, con los lados del paralelogramo rectiĺıneo dados
por ~rsds y ~rtdt.

Como ya vimos muchas veces durante el curso, la ventaja de la apro-
ximación lineal es que nos permite usar técnicas de cálculos conocidas: en
este caso, sabemos que el área del paralelogramo rectiĺıneo infinitésimo es
la norma del producto vectorial entre ~rsds y ~rtdt, a este área le daremos el
nombre de

Elemento de área infinitésimo sobre la superficie parametrizada S :

dS = ‖~rs(s, t) ∧ ~rt(s, t)‖ ds dt .
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Tiene particular importancia el caso de una superficie dada por el gráfi-
co de una función f : D ⊂ R2 → R que, como sabemos tiene representa-
ción paramétrica dada por ~r(s, t) = (s, t, f(s, t)), (s, t) ∈ D. En este caso
~rs(s, t) = (1, 0, fs(s, t)), ~rt(s, t) = (0, 1, ft(s, t)), entonces

~rs(s, t) ∧ ~rt(s, t) = det

 ı̂ ̂ k̂
1 0 fs(s, t)
0 1 ft(s, t)

 = (−fs(s, t),−ft(s, t), 1)

lo cual confirma el resultado sobre el vector normal que hemos obtenido en
el caṕıtulo 2, y

‖~rs(s, t) ∧ ~rt(s, t)‖ =
√

1 + ‖∇f(s, t)‖2,

entonces llamamos

Elemento de área infinitésimo sobre la superficie dada por el gráfico de f :

dS =
√

1 + ‖∇f(s, t)‖2 ds dt .

Ahora tenemos todos los ingredientes para definir el área de una super-
ficie y la integral de superficie de una función: dada la superficie en forma
paramétrica ~r : D ⊂ R2 → R3, (s, t) ∈ D y una función g : R3 → R,

Área de una superficie:∫∫
S
dS =

∫∫
D
‖~rs(s, t) ∧ ~rt(s, t)‖ ds dt

Integral de g sobre la superficie S :∫∫
S
g dS =

∫∫
D
g(~r(s, t))‖~rs(s, t) ∧ ~rt(s, t)‖ ds dt ,

donde g(~r(s, t)) es la evaluación de la función g en los puntos de la superficie.
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Si S está dada por el gráfico de una función f : D ⊂ R2 → R, entonces

Área de una superficie:∫∫
S
dS =

∫∫
D

√
1 + ‖∇f(s, t)‖2 ds dt

Integral de g sobre la superficie S :∫∫
S
g dS =

∫∫
D
g(s, t, f(s, t))

√
1 + ‖∇f(s, t)‖2 ds dt .

Observamos la similitud entre la integral curviĺınea y la integral de superficie
de una función: ∫

C
g d` =

∫ b

a
g(~c(t))‖~c ′(t)‖dt∫

S
g dS =

∫
D
g(~r(s, t))‖~rs(s, t) ∧ ~rt(s, t)‖ ds dt,

en ambos casos hay que

1. evaluar g en los puntos de la curva o superficie;

2. multiplicar por el elemento de longitud o área infinitésima;

3. integrar con respecto al parámetro (curva) o a los parámetros (super-
ficie).

Ejemplo: calculamos el área de un paraboloide eĺıptico de altura 2 metros,
que podemos definir a través de la ecuación z = f(x, y) = x2 + y2, z ≤ 2, y
que representa la superficie de una antena parabolica. Dado que ∇f(x, y) =
(2x, 2y), el elemento de área infinitésimo es dS =

√
1 + 4(x2 + y2) dx dy,

por lo tanto

A = Área paraboloide eĺıptico de 2 metros =

∫∫
D

√
1 + 4(x2 + y2) dx dy

donde D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 2}. La computación de la integral
doble resulta más sencilla si pasamos a las coordenadas polares (ρ, ϑ), con
respecto a las cuales:
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dx dy = ρdρdϑ;

x2 + y2 = ρ2;

D se transforma en D̃ = {(ρ, ϑ) ∈ R2 : 0 ≤ ρ ≤
√

2, 0 ≤ ϑ ≤ 2π},
donde la limitación sobre ρ deriva del hecho de que 0 ≤ x2+y2 = ρ2 ≤ 2
si y solo si ρ ≤

√
2.

Entonces:

A =

∫ 2π

0
dϑ

∫ √2

0

√
1 + 4ρ2ρ dρ dϑ = 2π

∫ √2

0

√
1 + 4ρ2ρ dρ.

Para resolver la integral en dρ usamos este cambio de variable u = 1 + 4ρ2,
du = 8ρdρ, entonces ρdρ = 1

8du y∫ √
1 + 4ρ2ρ dρ =

1

8

∫ √
u du =

1

8

u
3
2

3
2

=
u

3
2

12
=

(1 + 4ρ2)
3
2

12
,

entonces ∫ √2

0

√
1 + 4ρ2ρ dρ =

1

12

[
(1 + 4ρ2)

3
2

]√2

0
=

26

12
=

13

6

y, finalmente:

A = Área paraboloide eĺıptico de 2 metros = 2π
13

6
=

13π

3
metros2.

7.2. Los operadores del cálculo vectorial: gradien-
te, divergencia, rotacional, laplaciano

Un elemento matemático de gran importancia en esta segunda parte del
curso de cálculo ha sido el gradiente de una función. Dado un campo escalar
f : D ⊆ Rn → R, podemos ver el gradiente como un operador que
mapea el campo escalar f a un campo vectorial:

f 7−→
∇
∇f = (fx1 , . . . , fxn)

donde
∇f : Rn −→ Rn

~x 7−→ ∇f(~x) = (fx1(~x), . . . , fxn(~x)).

Se pueden definir otros dos operadores fundamentales que actúan sobre
campos escalares o vectoriales.
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Operador divergencia: div transforma un campo vectorial en un
campo escalar. Sea ~v : Rn → Rn, ~v(~x) = (v1, . . . , vn), un campo vecto-
rial, la divergencia de ~v es el campo escalar div~v definido de la forma
siguiente

div~v : Rn −→ R
~x 7−→ div~v(~x) = ∂v1

∂x1
(~x) + . . .+ ∂vn

∂xn
(~x),

si n = 3, div~v(x, y, z) = ∂vx
∂x (x, y, z)+

∂vy
∂y (x, y, z)+ ∂vz

∂z (x, y, z). Obser-
vamos que, a nivel algebraico, el operador divergencia se puede definir
como el producto escalar entre el operador gradiente y el campo vec-
torial ~v:

div v = 〈∇, ~v〉

dado que, por definición de producto escalar Euclidiano, tenemos que
〈∇, ~v〉 = ∂

∂x1
v1+. . .+ ∂

∂xn
vn. Remarcamos que esta es solo una escritura

algebraica ‘formal’, que tiene que ser interpretada con el significado que
hemos comentado anteriormente.

Operador rotacional: rot (‘curl’ en los libros ingleses) es un opera-
dor que transforma un campo vectorial tridimensional ~v : R3 → R3,
~v = (vx, vy, vz) en otro campo vectorial tridimensional rot ~v definido
de esta forma

rot~v : R3 −→ R3

~x 7−→ rot~v(x, y, z),

donde rot~v(x, y, z) = (∂yvz − ∂zvy, ∂zvx − ∂xvz, ∂xvy − ∂yvx)(x, y, z).
Podemos reconocer fácilmente que

rot~v(x, y, z) = det

 ı̂ ̂ k̂
∂x ∂y ∂z
vx vy vz

 (x, y, z)

por lo tanto
rot~v = ∇∧ ~v .

Vimos que el gradiente de un campo escalar tiene un significado geométrico
muy importante: es el campo vectorial que, en cada punto, proporciona
la dirección de variación más rapida del campo escalar mismo. También la
divergencia y el rotacional tienen significados geométricos importantes. Para
entender el significado geométrico de la divergencia tenemos que presentar
el teorema homónimo; pero ya podemos introducir el significado geométrico
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del rotacional y justificar su nombre: consideramos el campo de velocidad
del movimiento rotacional uniforme alrededor de un eje: si k̂ es el vector
unitario del eje de rotación, ~ω = ωk̂ es el vector de velocidad angular y
~r = xı̂+ y̂ es el vector que da la posición de un punto con respecto al eje k̂,
el campo vectorial de velocidad en el punto (x, y) es ~v = ~ω∧~r = −yωı̂+xω̂
(véase el caṕıtulo 2 Sección 8). El rotacional de este campo de velocidad es
rot~v = k̂(∂x(xω)− ∂y(−yω)) = 2ωk̂, entonces

~ω =
1

2
rot~v ,

lo cual dice que el vector velocidad angular es proporcional al rotacional del
vector velocidad.

Este resultado pierde su validez global para un campo de velocidad ~v
genérico, pero mantiene su validez local: si ~v es un campo genérico de ve-
locidad de un medio (por ejemplo de agua), el vector 1

2rot~v representa la
velocidad angular local del movimiento, es decir, es un indicador de la
vorticidad local del movimiento. Dicho de otra forma, el rotacional mues-
tra la tendencia de un campo vectorial a inducir rotación alrededor de un
punto.

Si un campo ~v tiene un rotacional (o rotor) nulo en todos puntos, significa
que ese campo no tiene vórtices en ningún punto, se dice en este caso que ~v
es irrotacional: rot~v=0.

Ahora observamos que podemos componer los operadores de gradiente,
divergencia y rotacional: dado el campo escalar f y el campo vectorial ~v,
resulta bien definido considerar

div rot~v, rot∇f, div∇f,

pero de estas combinaciones, solo la última no es nula, porque las otras se
anulan debido al teorema de Schwarz, es decir, al hecho de que las derivadas
segundas mixtas son iguales y al restarlas se anulan:

div rot~v = 0 ∀~v

rot∇f = ~0 ∀f.

En cambio,

div∇f =

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂f

∂xi

)
=

n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

99



a partir de esta identidad podemos definir un operador que tiene gran impor-
tancia en las aplicaciones f́ısicas e ingenieriles, es el operador Laplaciano
(Pierre Simon Laplace, francés, (1749-1827) uno de los matemáticos más im-
portantes de la historia) que transforma un campo escalar f en otro campo
escalar:

f 7−→
∇2
∇2f

∇2f : Rn −→ R3

~x 7−→ ∇2f(~x) =
∑n

i=1
∂2f
∂x2i

(~x),

si n = 3,

∇2f(x, y, z) =
∂2f

∂x2
(x, y, z) +

∂2f

∂y2
(x, y, z) +

∂2f

∂z2
(x, y, z) ,

en muchos libros, sobre todo escritos por matemáticos, el Laplaciano se
encuentra escrito como ∆, mientras que f́ısicos e ingenieros suelen preferir
la notación ∇2. Resumiendo, los posibles śımbolos usados para denotar el
Laplaciano son:

div∇ = ∇2 = ∆ .

7.3. El flujo de un campo vectorial a través de una
superficie

El concepto de flujo de un campo vectorial ~v nace del problema práctico
de describir el flujo de un fluido, por ejemplo agua, en un canal. El flujo
es la rapidez de variación del volumen de agua que pasa a través de una
superficie. Para medir el flujo de agua a través de una porción de superficie
infinitésima dS necesitamos calcular la componente del campo ~v a lo largo
de la dirección normal a dS, por eso calculamos el producto escalar 〈~v, ~n〉,
siendo ~n el vector unitario normal a dS. El flujo infinitésimo será:

dΦ = 〈~v, ~n〉 dS

que podemos extender a una superficie finita S con la integral de superficie
que definimos en este caṕıtulo:
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Flujo del campo vectorial ~v a través de la superficie S

Φ =

∫∫
S
〈~v, ~n 〉dS .

El flujo de un campo vectorial ~v tiene varios significados f́ısicos: según las
aplicaciones puede representar

el caudal de un fluido si ~v es la velocidad de movimiento de las
part́ıculas de fluido;

la corriente eléctrica si ~v es la densidad de corriente en un conductor;

el calor que pasa a través de una membrana si ~v es la densidad térmica
de un sistema termodinámico;

etc.

7.4. El teorema de la divergencia

El teorema de la divergencia es uno de los teoremas más importantes de
las matemáticas y reúne muchos de los conceptos que hemos desarrollado
hasta ahora: las derivadas parciales, las superficies y sus integrales, los cam-
pos vectoriales y sus flujos. Este teorema permite deducir muchas ecuaciones
fundamentales de la f́ısica y de la ingenieŕıa y da la posibilidad de transfor-
mar relaciones integrales entre objetos matemáticos a relaciones diferenciales
o viceversa. Lamentablemente no tenemos el tiempo de discutir en este curso
las aplicaciones del teorema de la divergencia, pero el estudiante podrá ya
apreciar su importancia en el curso de ondas y electromagnetismo.

No sorprende que un teorema tan importante y útil haya sido desarro-
llado y demostrado por el ‘pŕıncipe de los matemáticos’: Gauss.

Teorema de la divergencia (Gauss):

Sea Ω un dominio cerrado y limitado de R3 y sea ∂Ω su superficie, que
suponemos ser parametrizada, orientable y con normal externa ~n.

Sea ~v un campo vectorial diferenciable con derivadas parciales conti-
nuas en Ω, entonces
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∫∫
∂Ω
〈~v, ~n〉 dS =

∫∫∫
Ω

div~v dxdydz ,

es decir: el flujo de un campo vectorial que sale de una superficie
cerrada es igual a la integral de la divergencia del campo en el
volumen que la superficie encierra.

7.4.1. Significado del operador divergencia e interpretación
f́ısica del teorema de la divergencia

El teorema de la divergencia dice que la integral de volumen de la diver-
gencia de un campo devuelve el flujo del campo a través de la superficie que
contiene el volumen. Sigue que la divergencia representa la densidad
de flujo del campo vectorial por unidad de volumen.

El flujo de un campo representa, como dice su mismo nombre, como fluye
el campo a lo largo del espacio. Por supuesto, para que exista un campo,
tiene que existir por lo menos una fuente del campo y para que el campo
deje de fluir tiene que existir por lo menos un sumidero.

Vamos a considerar una región del espacio con volumen Ω y superficie
∂Ω (frontera de Ω). Supongamos que en Ω haya fuentes y sumideros del
campo, las fuentes generarán un flujo del campo que sale a través de ∂Ω y
los sumideros un flujo del campo que entra en Ω. El teorema de la divergen-
cia dice que el flujo neto a través de la superficie ∂Ω, que es la resta entre el
flujo que sale y el que entra, se mide a través de la integral de la divergencia
en el volumen Ω. En este sentido, el teorema de la divergencia es una
abstracción del concepto de continuidad f́ısica, representando un
balance entre flujo saliente y entrante. El flujo saliente de ∂Ω se con-
sidera positivo porque tiene el mismo sentido que la normal externa ~n a ∂Ω,
entonces el producto escalar que define el flujo es positivo. Rećıprocamente,
el flujo entrante en ∂Ω se considera negativo porque tiene sentido opuesto
a la normal externa ~n a ∂Ω, entonces el producto escalar que define el flujo
en este caso es negativo.

Como hemos visto, el operador divergencia es el instrumento matemático
que permite ‘medir’ la intensidad de las fuentes y de los sumideros del campo,
según su signo. Por ejemplo, la divergencia no nula del campo gravitacional
señala la presencia de materia en un punto, la divergencia no nula del campo
electroestático señala la presencia de una carga en un punto, etc.

Un campo vectorial que tiene divergencia nula en cada punto, es
decir, que no tiene ni fuentes ni sumideros, se llama solenoidal.

No sorprende que una de las aplicaciones del teorema de la divergencia
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sea la formulación de la ecuación de continuidad, que expresa el principio de
conservación de la masa y de la carga eléctrica. El teorema de la divergencia
juega también un rol fundamental en el desarrollo de la teoŕıa de Maxwell
del campo electromagnético (James Clerk Maxwell (1831-1879) f́ısico y ma-
temático británico, considerado uno de los tres f́ısicos más importantes de
la historia junto con Isaac Newton y Albert Einstein).

El teorema de la divergencia se puede formular en dimensión n cual-
quiera, pero si n = 1 el teorema de la divergencia se reduce a un resultado
que ya conocemos, vamos a ver cuál es. Sea ~e el vector unitario orientado
como la recta real positiva y sea (a, b) un intervalo abierto en R, su frontera
es el conjunto dado por los puntos {a, b} y la normal externa en los dos
puntos de frontera es ~e en x = b y −~e en x = a. Si f(x)~e es un campo
vectorial definido en un abierto de R que contiene (a, b), la divergencia de
f(x)~e es simplemente f ′(x), la derivada de f . Para calcular el flujo a través
de la frontera, recordemos que una integral no es nada más que un ĺımi-
te de sumas, en este caso la frontera está dada por los puntos a y b, por
eso calculamos el flujo a través de la frontera de (a, b) como la siguiente
suma: f(a)〈~e,−~e〉 + f(b)〈~e,~e〉 = f(b) − f(a). Si introducimos estos datos
en el teorema de la divergencia monodimensional encontramos el resulta-
do:

∫ b
a f
′(x)dx = f(b)− f(a), es decir: la versión monodimensional del

teorema de la divergencia es el teorema fundamental del cálculo
integral.

7.5. Trabajo de un campo vectorial y teorema del
rotacional

Para introducir el teorema del rotacional tenemos que discutir antes el
concepto de trabajo de un campo vectorial. Podŕıamos considerar un campo
en Rn pero preferimos quedarnos en R3 para ser más concretos. Conside-
ramos un campo (vectorial) de fuerzas ~F : R3 → R3 (t́ıpicamente n = 3)
que actúa sobre unas part́ıculas desplazándolas de su sitio. El trabajo ele-
mental del campo de fuerza para desplazar una part́ıcula una cantidad
infinitésima d~s = (dx, dy, dz) está dado por el producto escalar entre ~F y
d~s:

dW = 〈~F , d~s〉 = Fxdx+ Fydy + Fzdz,

W como ‘work’, trabajo en ingles. Se considera el producto escalar por su
significago geométrico: únicamente la componente de la fuerza en la dirección
de d~s produce el desplazamiento.
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Si queremos conocer el trabajo global que el campo de fuerza hace para
desplazar una part́ıcula a lo largo de una curva C con parametrización ~c :
[a, b]→ R3, ~c(t) = (x(t), y(t), z(t)), es W =

∫
C dW , es decir:

W =

∫
C
〈~F (~c(t)), d~c(t)〉 =

∫
C
〈~F (~c(t)),~c ′(t)〉 dt

=

∫ b

a

[
Fx(~c(t))x′(t) + Fy(~c(t))y

′(t) + Fz(~c(t))z
′(t)
]
dt.

Si C es una curva cerrada se escribe

W =

∮
C
〈~F (~c(t)),~c ′(t)〉 dt

y la integral se llama circulación.
Particularmente importante es el caso en el cual el campo ~F proviene

del gradiente de un campo escalar V : si ~F = ∇V , se dice que el campo ~F
es conservativo. Ejemplos notables de campos conservativos son el campo
gravitacional, el electroestático, etc.

Vamos a calcular el trabajo de un campo conservativo:

W =

∫ b

a
〈~F (~c(t)),~c ′(t)〉 dt =

∫ b

a
〈∇V (~c(t)),~c ′(t)〉 dt

pero

∇V (~c(t)),~c ′(t)〉 =
∂V

∂x
(~c(t))x′(t)+

∂V

∂y
(~c(t))y′(t)+

∂V

∂z
(~c(t))z′(t) =

d

dt
(V (~c(t)))

habiendo usado la regla de la cadena. Entonces tenemos

W =

∫ b

a
d (V (~c(t))) = V (~c(b))− V (~c(a)),

lo cual indica que el trabajo de un campo de fuerzas conservativo que
actúa sobre una part́ıcula, desplazándola de un punto P a un punto Q a lo
largo de una curva en el espacio, depende solo de los extremos de la curva
y está dado por la diferencia de potencial entre los puntos extremos
de la curva. En particular, la circulación de un campo conservativo, es decir
el trabajo a lo largo de una curva cerrada, es nulo.

Tenemos todas las informaciones para formular el teorema del rotacional.
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Teorema del rotacional o de Stokes1: sea S una superficie orientable con
borde ∂S parametrizado por ~c y sea F un campo vectorial definido en una
región del espacio que contiene S, entonces∫∫

S
〈rot~F , ~n〉dS =

∮
∂S
〈~F (~c(t)),~c ′(t)〉 dt .

El teorema del rotacional dice que el flujo del rotacional de un campo vec-
torial a través de una superficie es igual al trabajo del mismo campo a lo
largo del borde de la superficie.

En f́ısica el teorema del rotacional tiene una importancia fundamental
para la formulación de la teoŕıa del electromagnetismo. En matemática el
teorema es importante porque relaciona integrales dobles con integrales cur-
viĺıneas.

THE END.

1George Gabriel Stokes (1819-1903), f́ısico y matemático irlandés.
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