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Prologo

Estos apuntes quieren ser una guia al curso de célculo del segundo tri-
mestre y un soporte a las clases magistrales.

En esta segunda parte del curso de Calculo se desarrolla el calculo dife-
rencial e integral para funciones f : R®™ — R™, con n,m > 1 ademas de los
métodos numéricos del descenso por gradiente y la generalizacion del méto-
do de Newton a funciones de méas de una variable, que puede ser utilizado
para aproximar la solucién de sistemas no lineales.

La presencia de varias dimensiones espaciales permite desarrollar de for-
ma mas completa la teoria de la optimizacion, considerando problemas in-
teresantes y donde pueden aparecer vinculos.

Como para los apuntes del primer trimestre, también en estas notas in-
tentaremos conectar los conceptos que iremos introduciendo con aplicacio-
nes practicas, senialando en particular los conceptos fisicos que el estudiante
podra examinar con mas detalle en el curso de ondas y electromagnetismo.

Los autores.
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Capitulo 1

Funciones de varias variables
reales

1.1. Motivaciones para estudiar funciones de va-
rias variables reales

En el capitulo 1 de las notas del curso de Célculo del primer trimestre
hemos introducido la definicién general de funcién, que recordamos aqui de-
bajo.

Def. general de funcion (Dirichlet-Lobachevsky): sean X e Y dos con-
juntos cualquiera. Una funcién f entre X e Y es una ley que asocia a cada
elemento x € X un tnico elemento y = f(z) € Y. Se suele escribir

f: X — Y
r — y=f(2),

obien f: X — Y,z e X+—y=f(zx)€Y.

y = f(z) se llama imagen de x a través de f. x se llama pre-imagen
o anti-imagen de y via f. X se llama dominio de f y el conjunto de todas
las imagenes de elementos de X a través de f se llama rango o imagen

de f y se escribe f(X) (o Imf en algunos libros). El grafico de f es el
subconjunto de X x Y definido por

grifico(f) = {(z,y) : v € X, y = f(2)},

o sea, el conjunto de las parejas ordenadas donde el primer elemento es un



punto del dominio de f y el segundo es la imagen de ese punto a través de

f.

Si f es una funcién real de variable real, o sea si X,Y C R, su gréfico es
una curva en el plano real R?.

Ya hemos visto que el concepto de funcién traduce matematicamente
la idea de transicién de un dato de entrada z a un dato de salida y =
f(z) que, en general, pueden pertenecer a dos conjuntos diferentes X e Y,
respectivamente.

En la primera parte del curso hemos examinado las funciones reales de
variable real, por las cuales X e Y son dos subconjuntos, propios o impropios,
de R. Sin embargo, tanto desde un punto de vista tedrico, como para las
aplicaciones practicas, resulta interesante considerar funciones cuyo dominio
y/o codominio pertenecen a espacios con dimensiones superiores a 1.

Ejemplos:

1. Dado un tridngulo cualquiera T en el plano real R?, sabemos que su
area depende de la base b y de la altura h segun la relacién: Area(T) =
b-h/2. La funcién que, a partir de b y h, nos devuelve el drea de T se
escribe como sigue:

Area: RT xRt — RT
(b,h)  —> Area(b,h) =b-h/2.

by h se llaman grados de libertad de la funcién Area.

2. La funcién que asocia la posicién de un cuerpo en el espacio tridimen-
sional con su temperatura es una funcién de R® a R porque hacen falta
3 coordenadas reales (z,y, z) para determinar la posicién del cuerpo
y un solo numero real para describir su temperatura 7. La funcién
correspondiente sera:

T: R3 — R
(z,y,2) +— T(x,9,2).

Los grados de libertad de 1" son 3: z, y y 2.

3. Si la temperatura del cuerpo varia en el tiempo, hard falta considerar
una funcién de R* a R, porque en este caso hace falta especificar las
3 coordenadas reales de antes (z,y, z) més la coordenada temporal ¢
para describir su temperatura:

T: R* — R
(z,y,2,t) — T(x,y,2,t).



En este caso los grados de libertad de T son 4: z, y, 2z y t.

4. La funcién que asocia un punto del espacio-tiempo cuatridimensional
donde estd una particula con su velocidad de desplazamiento es una
funcién de R* a R3. En este caso la funcién velocidad se escribird como
sigue:

- 4 3
v R — R
(z,y,2,t) — U(x,y,2).

También aqui los grados de libertad de 7" son 4: x, y, 2z y t.

5. La funcién que asocia cada vector & € R™ con su norma (que, como el
estudiante sabe del curso de algebra, es la generalizacién del concepto
de ‘médulo’ de un vector en el plano o en el espacio) es una funcién

de R" a R{:
[ R™ — Ry
F=(21,...,0,) — || - ||(@&)=|Z|| = Va? +... +22.
Los grados de libertad de || - || son las n componentes de Z: x1,..., zp,.

1.2. Notaciéon abstracta y funciones componentes

En general, en los problemas practicos, aparecen funciones que depen-
den de n > 1 grados de libertad representados por n variables que pertene-
cen a determinados conjuntos. En este curso supondremos que estos grados
de libertad son n variables reales, que se pueden considerar por separado:
Z1,...,Tn, 0 bien como componentes de un vector de R": ¥ = (z1,...,x,).

Estaremos interesados en las funciones de estas n variables a valores
reales escalares o vectoriales, es decir, respectivamente:

f: R"™ — R
(X1, xn) — y= f(Z).
o bien,
f: R™ — R™
= (x1,...,2,) +— y= f(&).

Observamos que, en este ultimo caso, ¥ = f(&) es un vector de R™, en-
tonces se puede escribir como § = (y1, ..., Ym). Definimos ahora m funciones



a valores reales escalares como sigue:

f1(Z) =
fa(Z) = y2
fm(f) = Ym,
es evidente que las escrituras f(Z) = (f1(Z), ..., f(Z)) son equivalentes,
por eso se suele escribir:
fE (f1>"'7fm) )

notacion que hay que interpretar segin la igualdad antecedente.

Las funciones
fj : R — R
T o [i(@) =y
se llaman funciones componentes de la funcién a valores vectoriales f.
Obsérvese que las funciones componentes son funciones a valores reales es-

calares, por eso hace falta que sean m para determinar univocamente f.

Ejemplo. Las funciones componentes de la funcién de dos variables reales
a valores vectoriales definida por f : R? — R3:

flz,y) = (2,9 log(v/zy))

Son fl :R2 — R’ fl(l‘ay) = 2$a f2($,y) = y27 fg(l’,y) = log(\/ CL‘y), entonces

—

[ =(f1. f2, f3).

En el capitulo 1 de los apuntes de Célculo del primer trimestre hemos
definido la composicién y las operaciones algebraicas entre funciones abs-
tractas f : X — Y, con lo cual no hace falta dar una nueva definicién para
definir la composicién y las operaciones algebraicas entre funciones de va-
rias variables reales vectoriales o escalares, sino simplemente elegir X = R"
eY =R o bien Y = R™, n,m > 1. Proporcionaremos unos ejemplos en las
clases de préacticas y seminarios.

1.2.1. Dualidad interpretativa de R"

El espacio R" se puede interpretar de dos formas diferentes, que es im-
portante remarcar desde el comienzo del curso:



1. los elementos de R" se pueden pensar como puntos que viven en un
espacio n-dimensional;

2. los elementos de R™ se pueden pensar como vectores con n compo-
nentes.

Sin = 2,3 podemos visualizar esta dualidad interpretativa en la figura
aqui debajo:

2D . 3D

Ay

Se observa que el punto P determina y estd determinado por un vector
que lo conecta con el origen de los ejes cartesianos ortogonales.

1.3. Dominios de funciones de varias variables

Destacamos, por su importancia, una observacién sobre el dominio de
funciones de n variables reales: esta tarea puede resultar complicada si n es
grande. Sin embargo, en el caso de dos variables, a veces es posible determi-
nar tanto analiticamente como geométricamente el dominio de una funcion,
como muestra el siguiente ejemplo.

Determinar el dominio D de f: D CR*? 5 R, f(x,y) = \/LZ
z—y
Dado que en la expresion analitica de f aparece una fraccién con una
raiz cuadrara en el denominador, para determinar el dominio de f hace
falta simplemente imponer que el radicando sea estrictamente mayor que
cero: x — y? > 0, es decir, > y2. La regién del plano real correspondiente

a esta condicion estd dada por todos los puntos que tienen la coordenada x



estrictamente mayor que la coordenada y elevada al cuadrado. La ecuacién
x = y? define una parabola relativa al eje x y con vértice en el origen
(figura debajo a la izquierda). Resulta claro que los puntos (z,y) con z > y?
estdn contenidos en la regién (estrictamente) interna a la pardabola, como
muestra la figura debajo a la derecha (el dominio es la regién en rojo).
Como comprobacién adicional, tenemos que y?> > 0 Vy € R, entonces el
dominio de f serd una porcion del semiplano dado por la unién del primer
y cuarto cuadrante como remarca la figura.




Capitulo 2

Curvas, superficies y campos
vectoriales

En este capitulo examinaremos el significado geométrico y fisico de unas
funciones particulares que involucran varias variables en el dominio y/o en
el codominio.

2.1. Curvas en forma paramétrica en R™

Comenzamos el analisis de las curvas considerando curvas planas, es
decir, curvas contenidas en R?, después generalizaremos la discusién al caso
de curvas contenidas en R™.

Como hemos visto en el primer capitulo de los apuntes de teoria de la
primera parte de curso, el grafico de una funcién f : D C R — R, o sea
el conjunto {(z, f(z)), z € D} es una curva (plana) en R?. Sin embargo,
existen curvas planas que no pueden ser el grafico de una funcién, como
muestra la figura aqui debajo.

- d
grafico _d_e una ; s no es el grafico
funcion ! ; de una funcion
"~ | ‘ e /

P .
5( SpEE—
o

Y

&

cn.._A

x¥
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Por supuesto, una particula puede moverse tanto a lo largo de la curva
de izquierda (que es el grafico de una funcién), como a lo largo de la curva
de derecha (que no lo es), por eso, si queremos calcular la velocidad de des-
plazamiento de la particula o la longitud de su recorrido, surge el problema
de encontrar una caracterizacién mas general del concepto de curva en el
plano. Esta generalizacién no debe entrar en conflicto con la interpretacién
de curva como gréfico de una funcién cuando se de este caso.

Comencemos el dnalisis de este problema observando que una curva plana
es un objeto que vive en R?, por eso no podemos identificarla ni con una
funcién real de variable real, ni con su dominio o codominio: las dimensiones
no serian coherentes! Sin embargo, el grafico de una funcién real de variable
real es un subconjunto de R?, por eso podemos identificarlo con una curva
plana.

Ahora, si en vez de atarnos a la situacion muy limitante de las fun-
ciones reales de variable real, consideramos funciones mas generales, no es
dificil intuir que podemos obtener un objecto bidimensional considerando
una funcién genérica de variable real que toma valores en R?: si es cierto
que el grifico de esta funcién estd contenido en R3 (y entonces no puede
representar una curva plana), el codominio de esta funcién vive en R? y
podria, por lo menos a nivel de coherencia dimensional, representar una
curva plana.

Para saber si esta intuicién es correcta, examinamos la posibilidad de
incorporar la interpretaciéon de curva plana como grafico de una funcién real
de variable real en esta nueva visién. No es dificil reconocer que, dada la
funciéon f : D C R — R, z — f(z), su grafico coincide con el codominio
de la funcién F' : D — D x R, definida asi: z — F(z) = (z, f(x)). Tanto
el grafico de f como el codominio de F' coinciden con el subconjunto de R?
dado por {(z, f(z)), = € D}.

El ultimo ‘test’ que tenemos que hacer para saber si estamos yendo hacia
la generalizacion correcta del concepto de curva plana es averiguar si, con
esta nueva interpretacién, es posible describir curvas que no son graficos de
funciones reales de variable real. Para ello es suficiente proporcionar uno de
los ejemplos més sencillos: la circunferencia de radio v y centro en (0,0)
recorrida en sentido antihorario puede ser interpretada como la imagen de
la funcion

¢.: [0,21] — R2
e —  G(a) = (reosa,rsina),

como se puede averiguar en la figura aqui debajo.

11



(0,r)

(0,0) (r,0)

Todas estas consideraciones motivan la siguiente definicién.

Def. Una curva plana C en forma paramétrica es la imagen de una
funcién continua de una variable real que toma valores en R?:

¢: [a,b)cR — R?
t — c(t) = (c1(t), ca(t)),

C = {&t) € R%,t € [a,b]} (conjunto de todos los puntos imagen de &);

la funcién ¢ se llama parametrizacion de la curva C;

t se llama pardmetro de la C;

[a, b] se llama intervalo de parametrizacion de C.
» ¢(a): punto inicial de C, ¢(b): punto final de C.

La definicién se puede extender de forma inmediata a una curva en forma
paramétrica en R™, sustituyendo simplemente R? por R™, en este caso la
funcién € se escribe asi

¢: [a, ) CR — R™
t — c(t) = (c1(t), ..., cem(t)).

Se suelen denotar las funciones componenentes de ¢ somo sigue:

¢G: [a,bjcR — R
t — Ci(t):l’i(t),

para cada ¢ = 1,...,m. Como consecuencia, en los libros una curva en R™
se encuentra escrita muchas veces con la notacién siguiente:

dAt) = (x1(D),...,2m(),  t€lab].

12



El hecho de que aparezca un tnico parametro t implica que una curva es
un objeto matematico con un solo grado de libertad (se dice que su
dimensién ‘topoldgica’ es 1), independientemente del espacio en el cual vive.

Interpretacion fisica de una curva en forma paramétrica: como se puede
ver en la figura aqui debajo, una curva en forma paramétrica en R? coincide
con la trayectoria de una particula que se mueve en el espacio
mientras el tiempo avanza.

Parametrizacién: > Trayectoria de una
c(a) particula en el espacio
x=x(t) -
y=y(t) te€[a,b] c(b)
z=z(t) S
i 2t ¢
//(
t—"
. —————
a b i Y
X -

Una analogia que puede ayudar es la siguiente: si pensamos en la curva
como la trayectoria espacial de un tren, b—a es el tiempo que el tren necesita
para ir del punto inicial ¢(a) al punto final ¢(b) y ¢ es la tabla que dice dénde
estard el tren en cada instante ¢ € [a, b].

Nomenclatura: una curva se dice

= simple si € es inyectiva, es decir, si ningin punto se recorre dos veces;

» cerrada o loop si ¢(a) = ¢(b), es decir, el punto inicial y final coin-
ciden. Un loop es simple si, excepto en los puntos extremos, es una
curva simple.

Curva simple no cerrada Loop simple Loop no simple

e =7

T

13



2.2. Curvas en forma cartesiana o implicita. El
ejemplo de las conicas

Es importante remarcar que el adjetivo ‘paramétrica’ que hemos usado
en la seccién anterior sirve para distinguir esa forma de describir una curva
de la representacion implicita o cartesiana, en la cual una curva plana
se considera como el lugar geométrico dado por todos los puntos del plano
(z,y) que cumplen con la ecuacién f(x,y) = 0 que viene dada por una
cierta funcién f : R? — R. Si f est4 formada tinicamente por las operaciones
de suma, diferencia, producto, divisién, potencia y raiz, la curva se llama
algebraica, si no se llama trascendente.

Ejemplos:

» Sea f(z,y) = 22 +y? — r?, la ecuacién f(z,y) = 0 corresponde a
22 + y? = 12, que es la ecuacién cartesiana de una circunferencia con
centro en (0,0) y radio r > 0;

» Sea f(z,y) = ax + by + ¢, la ecuacién f(x,y) = 0 corresponde a
ax+by+c = 0, que es la ecuacién cartesiana de una recta con pendiente
—a/b, b # 0.

Generalizando, una curva en forma cartesiana o implicita en R esta da-
da por los puntos de R™ que satisfacen la ecuacién f(zy,...,zy) =0 dada
por una cierta funcién f : R™ — R.

Queremos remarcar, por su importancia, el caso en el que m =2y f es
un polinomio de grado 2 en las variables x, y. En este caso tenemos 4 curvas
notables que se llaman cénicas ya que, geométricamente, representan todas
las posibles curvas que se pueden obtener cortando un cono doble de base
circular con un plano.

Las ecuaciones que defininen las cénicas son las siguientes:

(22 + 42 =12 Circunferencia con centro en (0,0) y radio r
2—2 + %)’—2 =1 Elipse con centro en (0,0), semieje horizontal a y semieje vertical b
y? = 2px Parébola
22 2 .,
=1 Hipérbola.

En la figura siguiente podemos visualizar las cénicas.

14



v

. angulo enfre la vertical y la directriz del cono

3

angulo entre el gje vertical y el plano que corta el cono

Circumferencia

ab,p: parametros reales X2 + y2 =r

15
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2.3.

Curvas suaves, vector y recta tangente

Una curva puede recorrer una trayectoria ‘suave’ (smooth en inglés) o
bien presentar ‘singularidades’ en su trayectoria como en la figura aqui de-

bajo.

Curva con singularidad Curva suave

No deberia resultar sorprendente que la caracterizacion matematica de
la suavidad de una curva se hace a través del concepto de derivabilidad,
dado que sabemos que la derivada proporciona una medida de la rapidez de
variacion de una funcion.

Def. Decimos que la curva con parametrizacion ¢ = (x1, ..., Z;,) es suave
(o smooth) si todas sus funciones componentes (que son funciones reales de
variable real) son derivables en el intervalo de parametrizacién de la curva
misma.

Ejemplos:

1.

La circunferencia definida por ¢,.(t) = (r cost,rsint), t € [0, 27|, r > 0,
es una curva suave porque sus funciones componentes x(t) = rcost y
y(t) = rsint son derivables para cada t € [0, 27];

La recta en R? que pasa por el punto @, = (x0,yo) con direccién
dada por el vector unitario ¥ = (vg,vy), ||v|| = 1, se parametriza con
Cz(t) = (vo + tvg,yo + tvy), t € R, es una curva suave porque sus
funciones componentes son lineales en ¢, entonces derivables;

La curva que proporciona el grafico del valor absoluto en el intervalo
[—1,1], es decir €(t) = (¢, [t|), no es suave porque la segunda funcién
componente, y(t) = |t|, no es derivable en ¢ = 0, dado que el valor
absoluto tiene un punto anguloso en el origen.

16



A partir de ahora consideraremos solo curvas suaves y definiremos los
conceptos de vector y recta tangente, velocidad y longitud de una curva
suave.

Def. Dada la curva suave C con parametrizacion

¢: [a,b] — R™
t o t) = (21(l),. .., zm(l)),

definimos

» El vector tangente a C o velocidad en el punto &(ty), to € [a, b] como
el vector de R™ cuyas componentes son las derivadas de las funciones
componentes de € calculadas en t = ty:

(to) = ¢'(to) = (1 (t0), - - -, T, (t0));

La norma del vector velocidad ¢’(tg)

12 (k)| = /2 (t)? + ...+ aly(t0)?,

representa, fisicamente, la rapidez de desplazamiento en el instante g
de una particula hipotética que se mueve a lo largo de la curva;

= Si se sustituye la derivada primera por la derivada segunda se obtiene
la aceleracién (dejamos como ejercicio la escritura de las ecuaciones
correspondientes);

» Larecta tangente a la curva C en el punto ¢(tg) es el lugar geométrico
en R™ definido como sigue:

7(s) = {é(to) + s¢’(ty), s € R}.

Trayectoria de una
particula en el espacio

2(b)

Parametrizacion:

x=x(t)
{v=v(t) te[a,b]

z=z(t) ) e ——)

-
-
to—
—
a b < ¥

Recta tangente
Y

\

X /7 \
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Hay que observar que 7(s) es un lugar geométrico ilimitado: si s = 0,
7(0) se reduce al punto en R™ dado por &(tg), si s # 0, nos desplazamos de
c(tp) a lo largo de la direccién dada por el vector tangente ¥(tg). Podemos
definir también el concepto de vector ortogonal a una curva en un punto.

Def.: Sea C una curva suave en R™ con parametrizacion ¢ : [a, b] — R™
tal que c(to) = o, to € [a,b] y Zp € C. Decimos que un vector ¢ en R™ es
ortogonal a la curva C en 7 si es ortogonal al vector tangente ¢’ ().

La figura siguiente muestra la ortogonalidad entre un vector y una curva.

Vector ortogonal
a la curva
en x;

SIE]

Recta tangente
a la curva en X;,

Utilizaremos este concepto en el capitulo 3. Ahora vamos a ver un ejem-
plo de calculo de vector tangente.

1. Dada la circunferencia unitaria en el plano real ¢(t) = (cost,sint),
t € [0,27], calcular el vector tangente y la intensidad de la velocidad
de recorrido en los instantes tg = 0, t; = 7/4, to = 7/2. Antes de todo
tenemos que calcular el vector tangente #(t) en un instante genérico
t € [0,27]: ¥(t) = (—sint,cost).

(0) = (—sin0,cos0) = (0,1);
s U(n/4) = (—sinn/4,cos/4) = (—v/2/2,v/2/2);
7/2) = (—sinn/2,cosw/2) = (—1,0).

(m/

Observemos que la norma de todos estos vectores vale 1, lo cual signi-
fica que si una particula recorre la circunferencia parametrizada como
antes, su velocidad se mantiene constante;

=T

o1

2. Dada la curva parametrizada como sigue ¢é(t) = (t,cost), t € [0, 2n],
calcular la recta tangente en ty = .

Necesitamos dos informaciones: cudl es el punto de la curva que co-
rresponde al instante tg = 7w y el vector tangente en ty = 7: &(w) =

18



(m,cosm) = (m,—1), 9(t) = (1, —sint), ¥(r) = (1,0). Entonces la recta
tangente se escribe:

m(t) = {(m,—1) +t(1,0) = (7, —1) + (£,0) = (m + ¢, —1),t € R}.

La interpretacién geométrica es la siguiente: independientemente de t,
la ordenada de la recta vale -1, entonces la recta tantgente a la curva
en tg = m es la recta paralela al eje horizontal y que intersecta el eje
vertical en -1 (dejamos como ejercicio dibujar tanto la curva como la
recta tangente que hemos calculado).

2.4. Longitud de una curva suave

En esta seccién queremos determinar cémo medir la longitud de una
curva. Para motivar la técnica que introduciremos pensamos en la siguiente
analogia: imaginamos que es necesario medir un hilo curvilineo y solamente
disponemos de un metro lineal rigido. Lo que podemos hacer es desplegar
el hilo, rectificandolo, y ponerlo al lado del metro lineal para comparar la
longitud del hilo con el metro para determinar la longitud.

En matematica el metro lineal rigido estd dado por la norma Euclidia-
na, mientras que la ‘rectificacién’, como hemos visto en la primera parte
del curso, es posible solo localmente y estd dada por la diferenciacion. La
diferenciacién presupone el calculo de derivadas, este es el enlace entre la
longitud de una curva y su suavidad.

En la primera parte del curso de calculo vimos que la variacién infinitési-
ma df de una funcién real de variable real f(z) a lo largo de su recta tangente
vale df (z) = f’(x)dx. No podemos escribir la longitud infinitésima de una
curva como ¢'(t)dt porque ¢’(t) es un vector, mientras que la longitud es
una cantidad escalar. Por eso tenemos que medir la longitud del vector ¢’ (t)
con el ‘metro lineal’ representado por la norma Euclidiana y definiremos la
longitud infinitésima de la curva C como sigue:

a0 = & (1)l dt = \J 4 (8)2 + ...+l (£)2 |

Naturalmente, la longitud total estard dada ‘sumando’ todas las contribu-
ciones de las longitudes infinitésimas, que, como sabemos, corresponde al
proceso de integracién. Por eso definimos la longitud de una curva suave de
la forma siguiente:

b b
E(C):/ \6’(t)|ydt=/ \/x’l(t)2+...+x;n(t)2dt.
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Observamos que ||¢’(t)|| representa la intensidad de la velocidad de una
hipotética particula que recorre la curva en el instante ¢, por eso la formula
de la longitud de una curva se puede interpretar como una generalizacion
de la férmula: espacio = velocidad x tiempo.

Por supuesto, esta construccién tiene sentido si la férmula para calcular
la longitud de una curva es coherente con las longitudes conocidas de la
geometria elemental y con la longitud del grafico de una funcién que ya
vimos en la seccién 5.6 de los apuntes de Célculo 1. Como ejemplo de calculo
de curvas de longitudes conocidas, vamos a comprobar la coherencia con la
longitud de la circunferencia de radio r > 0, que sabemos que es £ = 27r.

Ya sabemos que la parametrizacion de la circunferencia de radio r y
centro en la origen es (rcost,rsint), t € [0,2n]. El vector tangente a la
circunferencia es ¢&.’(t) = (—rsint,rcost) y su norma vale

18, ") = Vr2sin?t + 12 cos? t = \/T‘Z(SiHQt—l-COSQt) =vrZ.-1=r.

Entonces la longitud infinitésima de la circunferencia vale rdt y la longi-
tud total ¢ = fo% rdt = r OZW dt = 27r, coherente con la longitud de la
circunferencia.

Consideramos ahora la relacién entre la longitud de una curva definida
en esta seccion y la longitud del grafico de una funcién real de variable real
f :la,b] = R. Como ya hemos visto, la parametrizacién del la curva C dada
por el gréifico de f es ¢(t) = (¢, f(t)), t € [a,b], por lo tanto & (t) = (1, f'(t))
v [[d@)| =1+ (f'(t))? entonces L(C) = ff V 1+ (f'(t))?dt, que coincide
con la definicién de longitud del grafico de f dada en la seccién 5.6 de los
apuntes de Calculo 1.
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2.5. Integrales de linea (o integrales curvilineas)

Supongamos que tenemos un hilo de material no homogéneo distribui-
do en el espacio tridimensional y representado por una curva parametri-
zada ¢ : [a,b] — R3. Supongamos que su densidad lineal, o sea la dis-
tribucién de masa por unidad de linea, se representa por la funcién p :
&([a,b]) — R. Sabemos que la longitud infinitésima del hilo vale ||¢’(t)]|dt,
entonces su masa infinitésima serd p(é(t))||c’(¢t)||dt, por eso la masa total
valdra [ p(&(t))l|¢”(t) | dt.

Mais en general, cuando una funcion f estd definida sobre la trayectoria
de una curva C en R" (o un dominio que la contiene), es posible definir
la integral de f a lo largo de la curva C con parametrizacién ¢(t) =
(x1(t),...,xn(t)) como sigue:

b
AﬁﬁzlmeW@Wﬁ,

siendo f(c(t)) la evaluacién de f a lo largo de la curva C, es decir:

f@t)) = flaa(t), ..., zn(t)).

Es posible demostrar que, bajo unas condiciones técnicas que no explicamos
por falta de tiempo, esta definicién es independiente de la parametrizacién
de C que se escoge.

Vamos a ver un ejemplo de célculo de integral de linea a través de un
ejercicio interesante. Supongamos que la distribucion espacial de masa en
cada punto de coordenades (x,y, z) de un alambre se pueda modelar con la
funcién f(z,y, z) = 22 +y%+ 22. Supongamos también que el alambre tenga
la forma de una hélice circular que se puedet parametrizar como sigue:

é(t) = (cost,sint,t), te[0,2n].

Queremos calcular cuanto vale la masa global del alambre. Para hacer eso
tenemos que integral la funciéon que nos proporciona la masa en cada punto
del alambre, a lo largo de la curva que describe en el espacio trimensional el
alambre mismo.

Para hacer eso, como primera cosa tenemos que evaluar la funcién f a lo
largo de la curva. Eso se hace observando que (cost,sint, t) = (x(t), y(t), z(t))
y sustituyendo estas expresiones de z,y, z en la funcion: f(z(t),y(t),z(t)) =
cos? t+sin? t+t> = 14t2 en virtud de la relacién fundamental de la trigono-
metria. Después tenemos que calcular el elemento de longitud infinitésima
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t: ¢'(t) = (—sint,cost, 1), entonces
= \f Por lo tanto:

de linea de la hélice circular ||¢'(t)||d
+1

1€" ()] = /(—sint)? + (cost)? +
/%u+ﬂw@ﬁ:v5&+§rﬂ:m@no+§ﬁ>

0 0

es el valor de la masa global del alambre.

2.6. Superficies y curvas de nivel

Consideremos de nuevo el grafico de una funcién f : X — Y, gréfico(f) =
{(z, f(z)),zre X} C X xY.

Si f: D CR — R, sabemos que el grafico de f es un subconjunto
particular del plano real R x R = R? dado por una curva.

Vamos a examinar qué pasa si consideramos una funcién real de dos
variables:

f: DCR®> — R
(l’,y) — Z:f(.%',y),

grafico(f) = {((z,v), f(x,v)), (z,y) € D} C (R? x R) = R3. Podemos ver
que el grafico de f(x,y) es un subconjunto del espacio tridimensional al cual
damos el nombre de superficie.

Resumimos en esta figura la diferencia entre el grafico de una funcién
real de una variable y de una de dos variables.

f:DCR—R f'DCRZ—R
" Superficie
/CUDE/E |
n=m=1—2D n=2m=1— 3D

Las proyecciones de los graficos (en azul) de las dos funciones representan
los espacios donde viven los pardmetros (o grados de libertad) de sus graficos:
para una curva este espacio es un subconjunto de R, para una superficie es
un subconjunto de R2. Por eso se suele decir que una curva es un objeto
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geométrico con 1 grado de libertad, mientras que una superficie tiene 2
grados de libertad (o que tiene dimensién topoldgica 2).

Superficies y curvas estdan relacionadas a través del concepto de curva de
nivel.

Def. Dada la superficie definida por el gréifico de la funcién f : D C
R? — R y un valor k que pertenece al codominio de f, es decir k € f(D),
definimos la curva de nivel k, C, de la superficie como el conjunto de todos
los puntos de D que f transforma en el valor k:

Gk ={(@y) €D : f(x,y) = k}].

Dicho de otra forma, una curva de nivel k de una superficie es la curva que
conecta todos los puntos sobre la superficie que tienen altura k.

Ejemplo grafico:

e

Figura 2.1: Izquierda: grafico de la funcién f(x,y) = /22 + y? donde a cada
punto (z,y, f(x,y)) se le asocia un color relacionado con la tercera coorde-
nada. Derecha: algunas curvas de nivel con los diferentes colores asociados
a cada nivel (o valor de la funcién en esos puntos). Se deja como ejercicio
comprobar que la curva de nivel k£ de f es una circunferencia de radio k.

Para determinar analiticamente las curvas de nivel hay que resolver las
ecuaciones f(z,y) = k, Vk € f(D) o, analogamente, encontrar los ceros
de la funcién auxiliar f(z,y) = f(z,y) — k. Esta tarea se puede llevar a
cabo analiticamente solo en algunos casos, generalmente hay que utilizar
métodos numéricos para aproximar el resultado, como el método de Newton
para funciones de varias variables, que veremos més tarde en el curso.
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Una propiedad fundamental de las curvas de nivel es que nunca se
intersectan: Vk, k' € f(D), k # k', C,NCjs = . Esto viene de la definicién
de funcién: si un punto (x¢,yo) del dominio de f perteneciera tanto a Cj
como a Cy, f tomarfa dos valores distintos en (xg, yp), con lo que se violaria
la unicidad de la relacién entre dato de ingreso y de salida de una funcién.

La longitud y la cercania de las curvas de nivel nos dan informaciones
importantes sobre la geometria de una superficie: analizando la figura
se puede entender sin esfuerzo que curvas de nivel cortas corresponden a los
‘picos’ de las superficies, curvas de nivel mas cercanas entre si corresponden
a zonas de la superficie con mayor pendiente (mayor crecimiento o decreci-
miento) mientras que curvas més alejadas corresponden a zonas de variacién
mas suave de la superficie. Estas informaciones son muy importantes porque
permiten determinar, por lo menos cualitativamente, las areas donde estan
situados los extremos locales de las superficies.

Iz
U//AU

/ _ N

Figura 2.2: Ejemplo de curvas de nivel (arriba) de la montafia cuyo perfil se
muestra en la imagen inferior.

A

8
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2.6.1.

Superficies en forma implicita. Las cuadricas

Como para las curvas, existe una forma implicita, o Cartesiana, de repre-
sentar una superficie a través de una ecuacién del tipo f(z,y, z) = 0, siendo
f una funcién real. Si f es un polinomio cuadratico en las variables x,y, z,
se pueden generar 16 superficies notables llamadas cuadricas. Mostramos
las siete mas comunes en la figura [2.3

Cono eliptico

Elipsoide

X2 2 22
Ztpta=1

Paraboloide

eliptico

a—

x2

22

2
Vg

Paraboloide
hiperbélico

Hiperboloide (1 hoja) Hiperboloide (2 hojas)

2

z
c2

2 2z
X y
2 T

2
A
=1

2

2 2
X Y Z~ __
2 wta=l

22

Figura 2.3: Cuadricas.
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2.7. Superficies en forma paramétrica

Hemos visto que existen curvas en el plano que no son el grafico de nin-
guna funcién real de variable real. De la misma forma, existen superficies en
el espacio tridimensional que no son el grafico de ninguna funcién de dos va-
riables. Las cuddricas que hemos visto antes nos proporcionan unos ejemplos
de semejantes superficies. Consideremos la mas simple, la esfera: es evidente
que esta superficie no puede ser el grafico de una funcién f(x,y) porque, por
ejemplo, el polo norte y el polo sur, con alturas zy y zg respectivamente,
tales que zy > zg, se proyectan sobre el mismo punto (z,y) en el plano.
Como ya hemos remarcado, una funcién no puede asociar a un elemento de
ingreso dos elementos distintos de salidal!

Al igual que para las curvas, la solucién a este problema se encuentra
definiendo las superficies en forma paramétrica como imagenes de funciones
adecuadas:

Def. Llamamos superficie en forma paramétrica S a la imagen de
una funcién continua definida en un dominio de R? a valores en R3:

7: DCR* — R°
(s,t)  +—— (s, t) = (x(s,t),y(s,t),2(s,t)),

la funcién vectorial 7 se llama parametrizacién de la superficie S y D C R?
se llama dominio de parametrizacion.

Ejemplo: la esfera de radio R y centro en el origen de coordenadas dibu-
jada a continuacion tiene expresién paramétrica dada por

— RS
(¢, 0) — 7, 0) = (x(p,0), y(p,0), 2(,0)),

con:

x(p,0) = Rsin pcosf

y(p,0) = Rsinpsinf

2(p,0) = Rcos p
 se llama angulo polar y 6 se llama angulo acimutal, como se ve en la figura
debajo. En este caso D es un rectangulo en el plano real: D = [0, 7| x [0, 27],

siendo R fijo, los pardmetros, o grados de libertad, son ¢ y 6, coherentemente
con el hecho de que una superficie tiene 2 grados de libertad.
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Observamos que, asi como una curva en forma paramétrica se reduce al
grafico de una funcién escalar de una variable f : [a,b] C R — R cuando se
escribe la parametrizacién como

t— (t, f(t)), t € [a,b]

también una superficie en forma paramétrica se reduce al grafico de
una funcién escalar de dos variables, f : D ¢ R?> - R cuando se
escribe la parametrizacién como

(t) S) — (t,S,f(t, 8))a l,s € D.

Naturalmente, también las superficies en forma paramétrica tienen cur-
vas de nivel. En este caso, C}, una curva de nivel k£ de S, se define como la
interseccién entre S y un plano II; paralelo al plano xy con altura k:

Cr =S nNIl.

En las clases de précticas y seminarios veremos ejemplos de intersecciones
entre superficies y planos.

2.8. Campos vectoriales

Terminamos la presentacién de los diferentes objetos geométricos y fisi-
cos asociados con funciones de varias variables con los campos vectoriales,
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cuya importancia surgié primeramente en el estudio de los fenémenos elec-
tromagnéticos y de la dindmica de los fluidos y que después se ha extendido
a practicamente todos los campos de investigacién cientifica.

El movimiento de un fluido, por ejemplo del agua en un canal, se puede
describir asignando, en cada instante y en cada punto, la velocidad de cada
‘particula de agua’. La velocidad es un vector que vive en R3, por tanto la
asignacién de esa velocidad serd una funcién de este tipo:

v R* — R3
(t,z,y,2) +— U(t,x,y,2).

Se dice que el movimiento de un fluido es estacionario si ' no depende
de t y se dice plano si ¥ es independiente de una de las tres coordenadas
espaciales. Un movimento estacionario plano (por ejemplo en el plano zy)
entonces se describe a través de una funcién como ésta

7: R — R?
(,y) — v(,y),

que se puede visualizar dibujando un cierto nimero vectores a partir de unos
puntos de una regién del plano, como en la figura aqui debajo, que muestra

un movimiento rotacional dado por ¥(z,y) = (—y,x) = —yi + x].
P e e N Ny
PP e
F A A A7 oror mmwwy Yy,
FAA A s e ke Yy
F A4 e v e oy Yy
I I B R T T Y
I A N R
L T T LA U SR
bv v v v v ey g X
L NN
L A - s 5§y
R N R
A --.rti/”’/
A R b T o
R bk o o

Es importante observar que, aunque el conjunto de partida y de llegada
sean lo mismo, o sea R?, la interpretacién de sus elementos es diferente:
los elementos del dominio de U se consideran como puntos del plano, los
elementos del codominio se consideran vectores.

Generalizando, dada una funcién f : D CR" - R™, si interpretamos
los elementos de D como puntos y los elementos de R como vectores m-
dimensionales, tenemos que interpretar f como la asignaciéon de un vector
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m-dimensional a cada punto del dominio n-dimensional D. A esta asignacién
se le llama campo vectorial. Si m =1 f se llama campo escalar.

Ejemplos comunes de campos vectoriales son los campos de fuerza y
de velocidad. Un ejemplo fisico de importancia fundamental es el campo
electromagnético:

(E,B): R* — RS
(t,z,y,2) — (E,B)(t,x,y,2) = (Et,z,y,2), B(t,z,y,2)),

donde E(t,x,y, z),g(t,x,y,z) € R3 son los campos eléctrico y magnético,
respectivamente, en el instante ¢ y en el punto de coordenadas (z, vy, 2).

Observamos que la diferencia entre un campo vectorial f :D CR®" - R™
conn = 1yunacurvac: [a,b] — R™ estd en la interpretacién del codominio:
para f el codominio es un conjunto de vectores, para ¢ es un conjunto de
puntos.

Es posible relacionar también los campos vectoriales con la curvas: lla-
mamos curva (o linea) integral de un campo vectorial la curva que,
en cada punto, es tangente a los vectores definidos por el campo mismo. Si
el campo tiene significado fisico de campo de fuerzas, las curvas integrales se
llaman lineas de fuerza; si tiene significado fisico de campo de velocidad,
se llaman lineas de flujo.

El estudiante podra ver ejemplos notables de curvas integrales en el
curso de fisica y ondas en relacion al campo gravitacional y electroestatico.
Aqui simplemente decimos que las lineas de flujo del campo de velocidad
presentado en la figura anterior son circunferencias concéntricas.
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Capitulo 3

Calculo diferencial para
funciones de varias variables

En este capitulo extenderemos los conceptos de limite, continuidad, de-
rivabilidad y diferenciabilidad a funciones de varias variables reales.

3.1. Limites y continuidad

Como para las funciones reales de variable real, también para las fun-
ciones de varias variables el fundamento de todo el calculo diferencial es el
concepto de limite.

Recordamos, antes de todo, que en R el entorno abierto de radio r > 0
de zg estd definido como U,(z9) = {x € R : |z — x9| < r}. Dada la
funcién f : D C R — R, con D subconjunto abierto de R, y 9 € D o
bien zp punto de la frontera de D, vale que lim,_,,, f(z) = ¢ si para cada
entorno U.(¢) C f(D), € > 0, existe un entorno Us_(xp) C D tal que para
x € Us_(x0) \ {zo}, se tiene que f(x) € U:(¥).

La definicién de limite para una funcién de varias variables f D C
R™ — R™ es andloga, la 1nica diferencia consiste en la definicién de los
entornos: ya no tiene sentido medir la distancia entre puntos con el valor
absoluto, hay que sustituirlo por la norma.

Def.: dado Zy € RN , lamamos entorno de radio » > 0 de xq el conjunto
de puntos asi definido:

(U (7o) = {T€R : & - T <1}

i
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donde ||Z— || = /(z1 — 20,1)2 + ... + (x§ — zo,n)?, siendo zg; la coorda-
nada i-ésima de Zp € R

Si N = 1,2,3 podemos representar un entorno como un intervalo real
abierto y simétrico, un disco circular y una esfera, respectivamente, con
centro en Ty:

R: Intervalo Abierto RZ: Disco circular R3: Esfera

0.2 [mm=ino]

(Xou X020

S
~

La definicién de limite y continuidad para una funcién f :D CR" —
R™, es la siguiente.

Def.: se dice que limz_,z, f( ) = { si para cada entorno U (3 C f( D),
€ > 0, existe un entorno Us, (7o) C D tal que para @ € Uy, (Zo) \{Zo}, se tiene
que f( 7)€ U (6) Decimos que f en continua en T si limz_,z, f( ) = f(a:o)

La interpretacion del concepto de continuidad es lo mismo que vimos
para funciones de una variable real: una funcién f : D C R*" - R™ es
continua en Zy si f mapea puntos ‘cercanos’ a Xy a puntos ‘cercanos’ a f (Zo),
donde, en este caso, la cercania se mide a través de la norma Euclidiana y
no con el valor absoluto.

El célculo de limites para funciones de mas variables no es una tarea
trivial y queda fuera de los objetivos de este curso. Nos limitamos a decir
que los limites de funciones de varias variables siguen teniendo todas las
propiedades de los limites de funciones de una variable, en particular la
linealidad.

3.2. Derivadas direccionales y parciales

Hemos visto que los conceptos de derivabilidad y diferenciabilidad en un
punto son equivalentes para una funcién real de variablereal f : D C R — R.
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La derivabilidad de f en z¢p € D corresponde a la existencia de la recta tan-
gente al grafico de la funcién en xp, mientras que la diferenciabilidad de f
en xqg corresponde a la existencia de un entorno de xgy en el cual podemos
aproximar f con su recta tangente por menos de un error desechable (més
precisamente, un infinitésimo de orden superior con respecto al desplaza-
miento x — zo).

Para funciones de mas variables reales esta equivalencia ya no vale y la
diferenciabilidad resulta una condicién més fuerte que la derivabilidad.

Sabemos que la construccion de la derivada pasa por el limite de la
fraccién incremental, o sea de la diferencia entre el valor que f toma cuando
se evalia en dos puntos cercanos dividida por la distancia entre estos dos
puntos. En R hay solo una forma de desplazarse de un punto zg: sumar un
valor adecuado h 2 0, pero en més de una dimensién esto ya no vale porque
podemos desplazarnos de Iy siguiendo infinitas direcciones. Resulta por lo
tanto imprescindible especificar en qué direccién nos estamos desplazando
para poder definir la derivada de una funcién de varias variables, entonces
el concepto de derivabilidad en mas variables es un concepto ‘direccional’.
Para ello resulta util la definicién siguiente.

Def.: dado el vector unitario @ € R", ||@]| = 1, llamamos recta en R"
que pasa por el punto Zy € R™ con direccién @ al conjunto definido de esta
forma:

Tioi = 1€ € R" + & = Zo + tu}.

La idea que estd en la base de la definicién de derivabilidad de f: D C
R™ — Ren Zy € D alo largo de la direccién definida por un vector unitario
i, ||d]| = 1, constiste en medir la rapidez de variacién de f cuando nos
alejamos de ¥y haciendo un ‘paso de longitud infinitésima’ a lo largo de la
recta rz, 7, es decir:

Def.: llamamos derivada de f: D CR" - R en #3 € D a lo largo
de la direccién @ € R", ||u|| =1 el valor del siguiente limite, si existe y es
finito,

La derivada direccional expresa la rapidez de variaciéon de una
funcién f cuando nos alejamos del punto en el que se calcula la
derivada a lo largo de una cierta direccién.
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Siendo definida a través de un limite, la derivada direccional resulta
automaticamente una operacion lineal.
Si n = 2, podemos explicitar la definicién de derivada direccional como

sigue: dado Ty = (z0,%0) ¥y @ = (u1,uz2), /ui +u3 = 1,

Dgf(fo) = lim

f(wo + huy,yo + huz) — f(z0,y0)

h—0 h

En la seccion siguiente veremos una técnica muy sencilla para calcular las

derivadas direccionales.

Como los estudiantes saben del curso de Algebra, en R" existen n direc-

ciones ‘privilegiadas’, dadas por las direcciones de la base canénica (€7, . . .

7€n)7

es decir, las direcciones de los ejes Cartesianos ortogonales. €; es el vector
unitario que tiene todas las componentes nulas, excepto la componente i-

ésima, que vale 1.

Las derivadas direccionales calculadas a lo largo de las direcciones de la
base candénica de R" tienen un nombre y un significado geométrico particular:

Def.. llamamos derivada parcial i-ésima, ¢ = 1,...,n, de f : D C
R™ — R en &y € D el valor del siguiente limite, si existe y es finito

De, f (o)

de forma mas explicita,
escribir

of . . [(Zo + hé;) — f(Zo)
= =1
o%i (x()) hlir(l) h ’
dado que Zo+hé; = (zg,...,zi+h, ..., z,), podemos

of

f(x(];"

xithy .o xn) — fxo,. ..

s Ljyewn

. Tp)

=\ i
(Zo) = lim

Owi

h

Otras notaciones que se encuentran a menudo en los libros para las de-
rivadas parciales son: 0y, f(Z0), fz,(Z0). En el cdlculo de la derivada parcial
i-ésima solo la componente i-ésima varia, las otras se quedan fijas. Este com-
portamiento se puede explicitar de forma clara considerando el caso n = 2:
dada f: D CR? 5 R, y % = (x0,%0), las derivadas parciales de f en %

Son
of .\ f(zo + h,y0) — f(wo0,y0)
%(xo) = 5o h
of . . flxo,y0+h)— f(zo,y0)
gy To) = Jim, h ‘
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La interpretacién geométrica de las derivadas parciales viene directamente
del significado geométrico de la derivada de una funcién de una variable real.
Antes de todo, si fijamos la variable x = x o bien y = yg y variamos la otra,
obtenemos dos curvas sobre la superficie de ecuacién z = f(x,y), como se
ve en la figura aqui debajo:

y=yo — f(x, %) x =xp— f(x0,y)

Geométricamente, las derivadas parciales representan las pendientes de
las rectas tangentes en cada punto a las curvas mencionadas arriba.

De la definiciéon de derivada parcial con respecto a la variable z; sigue
que esta se calcula considerando f como una funciéon de una sola variable z;
y considerando las otras variables como constantes.

Veamos un ejemplo: calcular las derivadas parciales de f(z,y) = 223>
en el punto (2,—1) y establecer si, cuando estamos en un entorno de ese
punto, f varia mas en la direccién de = o de y. Comenzamos a calcular las
derivadas parciales en un punto genérico (x,y) con la regla vista arriba:

n fo(m,y) = 22y

» fy(z,y) = 3z%y2

Entonces f,(2,—1) = —4, f,(2,—1) = 12, lo cual quiere decir que la funcién
f varfa més rapidamente (en valor absoluto) cuando nos desplazamos en la
direccion del eje y.
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3.3. El gradiente y su significado geométrico

En esta seccion comenzamos a ver por primera vez una interseccién entre
el calculo diferencial y el dlgebra lineal, esta interseccién nos permitira ob-
tener resultados importantes con una sencillez sorprendente.

Observamos que las derivadas parciales de una funcién f: D C R" - R
en Ty € D se pueden organizar en un vector que se suele llamar gradiente
de f en Iy:

V) = grad (@) = (@) ) ) |

Ejemplo: calcular el gradiente de f : RZ = R, f(z,y) = log(1 + 22 + 3?)
en un punto genérico de coordenadas (z,y). Antes de todo calculemos las
derivadas parciales en (z,9): fi(z,y) = 2z/(1 + 2% +y?), fy(z,y) = 2y/(1 +
22 4 y?), entonces:

2z 2y

El gradiente no es simplemente una forma de organizar las derivadas
parciales, sino que tiene un significado geométrico profundo e importante,
que sigue del siguiente teorema.

Teorema: f: D CR" - R, ¥y € D, @ € R", ||ul]| = 1. Vale la siguiente
relacion entre gradiente y derivada direccional:

| Daf (o) = (Vf(#0), @) | (3.1)

donde ( , ) representa el producto escalar en el espacio Euch’de(ﬂ entre dos
vectores de R".

Este teorema tiene consecuencias tanto computationales como tedricas.

3.3.1. Consecuencias computacionales de la férmula (3.1

Gracias a la férmula (3.1) podemos calcular el gradiente a través de la
derivada direccional y viceversa, lo cual resulta extremadamente 1til porque

'Recordamos que (¥, W) = viwi + . .. 4+ vaw, para cualquier pareja de vectores ¥, W €
R™.
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en algunas situaciones es mas facil el célculo de la derivada direccional (tipi-
camente para funciones de matrices, aunque este tipo de funciones quedan
afuera del alcance de este curso) y en otras el del gradiente (tipicamente
para funciones a valores escalares).

Veamos un ejemplo: calcular la derivada direccional de la funcién f(x,y) =

z?e7Y en el punto genérico (x,y) a lo largo de la direccién definida por el

vector unitario o = (1 /V2,1 / \/5) La derivada direccional es

. flx 4+ hug,y + huy) — f(z,y
Daf(e.y) = Jim 7' Jty) = J{:9)

es decir

este limite es complicado de calcular, por eso resulta mas facil calcular la
derivada direccional pasando por el célculo del gradiente y usando la formula
. Para calcular el gradiente hacen falta las derivadas parciales: f,(x,y) =
2ze™Y, fy(x,y) = —x%eY, entonces Vf(z,y) = (2ze ¥, —z?e¥) y

ze Y —g2e7Y xe Y
Daf(a) = (Vi) = 200 EEEE 22 )

3.3.2. Consecuencias tedricas de la férmula (3.1))

Recordamos que, dados dos vectores cualquiera ¢, @ € R", el producto
escalar es aquel nimero real (positivo, negativo o nulo), dado por el producto
de las normas de los dos vectores multiplicada por el coseno del dngulo «
entre ellos:

(0, @) = ||v]|[| ]| cos .

Por eso, podemos escribir la férmula (3.1)) como
Dz f(Zo) = ||V f(Zo)|l||2]| cos a, a = dngulo entre V f(Zy) y ,

pero ||d]| = 1, entonces:

| Daf (&) = ||V f(&)] cos |

Sabemos que el coseno es una funcién acotada entre -1 y +1, por lo tanto:

[<IVf @)l < Daf(i0) < +IV/ (@)l ViR
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En las tres situaciones notables en las que el coseno toma su valor infe-
rior -1, su valor superior +1 y el valor 0, la derivada direccional resulta,
respectivamente: minima (maximo valor en negativo), méxima (méximo va-
lor en positivo) y nula, vamos a examinar en detalle lo que significan estas
condiciones.

= Si ha habido un desplazamiento a lo largo de una direccién 1, el gra-
diente ||V f(Zo)]|| no puede ser nulo y dado que |ju|| = 1, la tnica forma
de que la derivada direccional Dy f (%) sea nula es que cos a = 0. Esto
pasa siy solosia = 7, %7’[’, es decir, siy solo si V f(Zy) y @ son ortogo-
nales (Vf(Zy) L ). Esta consideracién nos permite dar una definicién
alternativa de las curvas de nivel de una funcién: dado que las curvas
de nivel de f se definen como los conjuntos de puntos & € R" tales que
f(&) = k, donde k es constante, es evidente que a lo largo de una curva
de nivel la variaciéon de f es nula. Sigue que, si calculamos la derivada
direccional de f en un punto Zy en la direccion del vector tangente a
la (tnica) curva de nivel de f que pasa por &y, esta derivada es nula.
Pero, por lo que acabamos de ver, la derivada direccional es nula solo
en las direcciones ortogonales al gradiente de f en Zy. Podemos por lo
tanto definr las curvas de nivel de f como aquellas curvas cuyo
vector tangente es ortogonal al gradiente de f en cada punto.
Con un lenguaje impropio se suele resumir este concepto diciendo que
‘el gradiente es ortogonal a las curvas de nivel’. La figura siguiente
visualiza el concepto que acabamos de describir.

Curva de nivel de f
que pasa por X,

» cosaw = +1 si y solo si Vf(Zy) y @ son paralelos (Vf(Zp) || @), de
forma que a = 0. Esto implica que la direccién de crecimiento
mas rapido de la funcién f, cuando nos desplazamos del punto %y, es
la direccién del gradiente de f en Zy. El vector unitario que representa
esta direccién es:

ﬁ _ V(@)
max. Crec. va(—»O)H .
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» Andlogamente, cosaw = —1 si y solo si V f(Z) y @ son antiparalelos, de
forma que a = w. Esto implica que la direccién de decrecimiento
mas rapido de la funcién f, cuando nos desplazamos del punto T,
es la direccién opuesta al gradiente de f en Zy. El vector unitario que
la representa es:

27:max. decrec. = _m .

3.4. La matriz Jacobiana

En esta secciéon examinamos la extension del concepto de gradiente a
funciones que toman valores vectoriales. Consideramos por lo tanto una
funcién f: D C R" — R™, f = (fi,---,fm), siendo f; : D C R" — R,
1 =1,...,m, sus funciones componentes.

Como ya sabemos, las funciones componentes f; de f son funciones a
valores escalares, para las cuales podemos definir las derivadas parciales y
el gradiente como hicimos antes, es decir:

ofi .« . [fi(Zo + hej) — fi(Zo)
8$j ($0) N flzlig%) h ’

afi ., ofi .
Vfi(fo):<a£1($0)7-~,8£n($0)>, i=1,...,m.

Dejando variar los indices ¢ y j tenemos m - n derivadas parciales po-
sibles, que se pueden organizar en m vectores gradientes cada uno con n

componentes.

Ejemplo: calcular derivadas parciales y gradientes de las funciones com-
ponentes de la siguiente funcién

f: R — R
(#,9,2) > f(z,y,2) = (x +y+ 2z, zyz°).
Dado que n = 3 y m = 2, tendremos 6 derivadas parciales y 2 vectores

gradientes con 3 componentes. Antes de todo identificamos las funciones
componentes: fi(z,y,2) =z +y+ z, f2(z,y, 2) = xyz3, entonces

oh _oh _oh _
ax (m,y,z) - ay (l’,y,Z) - Oz ($7y52) - 17
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of2 _ oy, 92 s, 02 — 3ays?
or (-ZU,y,Z)—yZ ’ ay (az,y,z) =Tz, Oz (ZL‘,y,Z) —31‘y2 .

Los gradientes de las funciones componentes son:
Vfi(a:,y,z) =(1,1,1), Vfé(a:,y,z) = (y23, x23, 3zyz?).

Las m - n derivadas parciales de una funcién vectorial f :D CR" —
R™ se pueden organizar en una matriz llamadaﬂ Jacobiana, que es una
matrix m X n con filas dadas por los gradientes de las funciones componente
calculados en

V1 (Z) Sh@ - §h(@
Jf(f): = :
Vin@] (Y@ - Y@

Recordar:

= El nimero de columnas de J f(f) es la dimensién del dominio de f:

= El nimero de filas de J f(a?') es la dimensién del codominio de f

Como observamos en relacion al gradiente, también la matriz Jacobiana no
es simplemente una forma de organizar las derivadas parciales, sino que tiene
una utilidad practica que ya comenzaremos a ver a partir de la subseccion
siguiente.

Para tener un ejemplo practico de matriz Jacobiana, podemos considerar
la funcién f(a:, y,2) = (x +y + 2z, zyz®) examinada en el ejemplo anterior:

_ vfl(xvyvz) _ 1 1 1
TH®v,2) = [Vh(w,y&) C w2 w2 3ay2®

3.4.1. Derivaciéon de una funcién compuesta en varias varia-

bles

Empezamos recordando cémo se deriva una funcién compuesta en una
dimensién: sea g o f la funcién compuesta de dos funciones f y g. Si f es
derivable en z( y ¢ es derivable en y = f(xg) entonces g o f es derivable en
g v se cumple la regla de la cadena:

(g0 f) (z0) = g'(f(0)) - f'(w0)

2En honor al gran matemético alemén Carl Gustav Jacobi (1804-1851) que fue el
primero en entender la utilidad de la matriz que ahora lleva su nombre.
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que dice que la rapidez de variacién de la funcién compuesta g o f es el
producto de la rapidez de variacion de f y de g.
La regla de la cadena sigue siendo valida para funciones de mas variables,
bajo la condicion de sustituir las derivadas con las matrices Jacobianas.
Consideramos f : D C R* — f(D) CR™ y § : f(D) € R™ — RP,
podemos definir la funcién compuesta g o f : D C R" — RP. Supongamos
que tanto f como ¢ tienen derivadas parciales en cada punto de sus dominios.
La matriz Jacobiana asociada a f es una matriz m x n:

0 — 0 —
aﬁi (@) - aifi ()
J{®)=| : .. i |, &eD.
Bm — Ofm (=
Om(z) - aﬁn(w)

Anslogamente, la matriz Jacobiana asociada a g es una matriz p x m:

dg1 ( ~ g1 [~
(@) o W)

J5(¥) = : : . y=f(@).
15} s o —
a(@) g ®

La tnica multiplicacién que tiene sentido entre estas dos matrices es
Jg(f(i:’))Jf(f) y el resultado es una matriz p x n = (p x m) - (m x n) (en el
curso de algebra se ha visto que dos matrices se pueden multiplicar si y solo
si el nimero de columnas de la primera coincide con el nimero de filas de
la segunda).

Se puede demostrar que la matriz producto que acabamos de escribir es
la matriz Jacobiana asociada a la funciéon compuesta:

Teorema de la cadena en varias variables: sean f: D CR" — f(D) -
R™y g: f(D) CR™ — RP dos funciones que admiten derivadas parciales
en cada punto de sus dominios, entonces

Este resultado muestra la utilidad de organizar las derivadas parciales en
la matriz Jacobiana. Podemos explicitar la férmula de la cadena poniendo

Z=gof,y=1:

Bz] 5‘2] - 8yk .

=

dondet=1,...,n,5=1,...,
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Ejemplo: dadas las funciones

f: R — R?
(z,y) — flz,y) = (2% +1,92),

j: R — R?
(w,0) — glu,v) = (u+v,u,0%),
calcular la matriz Jacobiana de g o f como producto de las matrices Jaco-
bianas de gy f.
Antes de todo explicitamos (§o f)(x,y) sustituyendo u = 22 +1 e v = y*:

—

of: R*> — R3
(z,y) = goflz,y)=(1+a*+y% 2>+ Lyh).
Las funciones no tienen problemas de diferenciabilidad porque involucran
funciones polinomiales, entonces podemos construir las matrices Jacobianas.
Sabemos que Jf(:c, y) € R?2, es decir, es una matriz real 2x2 y que Jg(u,v) €

R32 entonces Jgof(x,y) e R32,
Tenemos que

oft  0Ofi

S5 By 2z 0
Jf(x,y):[gh 882] (x,y):[ }’

oz

m 0 2y
91 9q1 1 1
Jz(u,v) = 0 O (u,v) = (1 0
g\, m é'),u ) )
993 993 0 2v
ou ov

entonces

—

1 1
Ji(f(z,y) = J;u=2+Lv=9y*)=|1 0
0

Usando la regla de la cadena obtenemos:

—

Lo 2z 0 2r 2y
Toofley) = Ti(fa )T fey) = |10 [ }:
0 2

0 2 2 0

2y 0 493

Como ejercicio, invitamos a comprobar la regla de la cadena constru-
yendo directamente la matriz Jacobiana de la funcién compuesta go f y
comparandola con la matriz que acabamos de determinar.
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3.5. Diferenciabilidad de una funcion de varias va-
riables reales y plano tangente a una superfi-
cie

En la primera parte del curso de calculo hemos visto que una funcién es
derivable en un punto de su dominio si su grafico admite una recta tangente
con pendiente finita en ese punto. Hemos visto también que una funcién es
diferenciable en un punto si existe un entorno del punto en el cual la funciéon
se puede aproximar con su recta tangente con menos de un error que tiende
a cero mas rapidamente que el error que hacemos desplazandonos del punto
inicial. Hemos demostrado que estas dos condiciones son equivalentes y que
son condiciones suficientes para la continuidad de una funcién en un punto.

Es totalmente natural preguntarse si vale lo mismo para funciones de
mas variables. Gracias a la férmula sabemos que para calcular cual-
quier derivada direccional es suficiente conocer el gradiente, pero el gradiente
estd compuesto por las derivadas parciales, entonces una funcién que admite
todas las derivadas parciales se puede derivar a lo largo de cualquier direc-
cion. Es esta una condicion suficiente para que una funcién sea continua?
La respuesta es: en general no, como prueba el caso de la funciéon

Fa st (@,y) # (0,0)
x,y) =1 &Y
f@:9) {0 si (z,y) = (0,0)

se puede demostrar que esta funcién es derivable a lo largo de todas las
direcciones en (0, 0) pero no es continua en ese punto! Podemos comprobarlo
de forma grafica en la siguiente figura donde se muestra el grafico de la
funcidn.

Esta diferencia importante entre derivabilidad en una variable y en mas
variables motiva la bisqueda de una definicién de derivabilidad ‘global’ y
no relacionada con la direccionalidad, que resulte, como en el caso monodi-
mensional, una condicién suficiente de continuidad.

Resulta que la definicién de derivabilidad ‘global’ para funciones de varias
variables coincide con la generalizacién de la definicién de diferenciabilidad,
que por eso es conveniente recordar:

Def.: Dada la funcién f : (a,b) C R — R, se dice que f es diferenciable

en zg € (a,b) si la funcién h +— o(h) = f(zo + h) — f(z0) — f'(zo)h es un
infinitésimo de orden superior con respecto a h para h — 0, es decir si vale
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que:

Si consideramos un punto genérico x en un entorno suficientemente pe-
queno de xp y llamamos el incremento h = = — xg, podemos explicitar el
significado geométrico del concepto de diferenciabilidad como sigue: una fun-
cién real de una variable real f es diferenciable en un punto xg si f(z) se
puede aproximar mediante la funcién lineal dada por la recta tangente a la
grafica de f en g, y(x) = f(xo) + f'(z0)(z — x0), con un error o(x — z)
que tiende a 0 mas rapidamente que la distancia lineal entre z y z¢. Dado
que la aproximaciéon de f se hace con una funcién lineal y dado que esta
aproximacion produce un error ‘despreciable’ solo en puntos cercanos a x,
se suele decir que la diferenciacién es un proceso de linealizacion local de
una funcién.

Si queremos generalizar la definicién de diferenciabilidad a funciones de
varias variables tenemos que hacer unos cambios debido a que ya no tie-
ne sentido considerar una recta tangente, sino que hay que introducir el
concepto de plano o hiperplano tangente; ademads, hay que tener en conside-
racién el hecho de que las informaciones sobre la rapidez de variacién local
de una funcién de varias variables estdn contenidas en el vector gradiente o
en la matriz Jacobiana. Esto implica que la formula de la diferenciabilidad
tendrd que ser modificada para que las dimensiones resulten coherentes.

Iremos introduciendo la definicién que extiende el concepto de diferen-
ciabilidad a funciones de varias variables por pasos: antes consideraremos
funciones a valores reales de dos variables, después pasaremos al caso de
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n variables y finalmente daremos la definicién més general que involucra
funciones de R™ a R™.

Def. de diferenciabilidad para funciones reales de 2 variables: la funcién
f: D CR? = R es diferenciable en #y = (x0,0) € D si la funcién

1 = Zol| — o([|Z = Zoll) = f(Z) — f(Zo) = (V[ (Zo), (T = Z0))  (3.2)

es un infinitésimo de orden superior con respecto a ||Z — Zy|| cuando & — Ty,
es decir: oL
ol = Fol) _,

-z || — Zo|

La ecuacién (3.2)) significa que, en un entorno suficientemente pequeno
de Ty, f se puede escribir como

de forma que si desarrollamos el producto escalar y la norma Euclidea del
vector desplazamiento tenemos:

@) = £(@) + 5 (oo, o) = 0) + 5 (o, o) = )+ o/ = 20T+ (5= 1) |

A partir de la igualdad anterior podemos decir que f es diferenciable en &g
si y solo si se puede aproximar con una funcién lineal de dos variables con
menos de un error despreciable descrito por o(||Z — Zy||), que tiende a 0 mds
rapidamente que la distancia Euclidea entre £ y &y. Esto traduce el concepto
de ‘linealizacion local’ a funciones de 2 variables.

Es interesante comparar la definicién de linealizacién local en una y dos
dimensiones:

1D : f(x) = f(zo) + f(x0)(x — 20) + oz — x0)

2D f(Z) = f(Zo) + (V[ (Zo), (T = Zo)) + o([| 7 — Zol|)

estas formulas son conceptualmente idénticas, las tinicas diferencias consis-
ten en la sustitucion de la derivada por el gradiente, del producto puntual
por el producto escalar y de la distancia lineal con la norma, todas opera-
ciones necesarias para que las dimensiones sean coherentes.

44



Asi como la recta de ecuacién y = f(xg) + f'(x0)(z — xo) define la recta
tangente al grafico de f en x(, podemos definir el plano tangente a la
superficie dada por el grafico de f en Iy a través de la ecuacion:

= . 0) + 5 (oo o) = 0) + 5 (an, )0 30) |

lo cual nos permite definir de forma equivalente la diferenciabilidad de una
funcién f de 2 variables reales en un punto de su dominio como la condicién
de que f sea aproximable por su plano tangente en ese punto con
menos de un error despreciable representado por la funcién o(||Z— Zo||).

Sabemos que una funciéon de una variable no diferenciable en x = 0 es el
valor absoluto f(z) = |z| = V2, la correspondiente funcién de 2 variables no
diferenciable en (0, 0) es el cono con vértice en el origen: f(xz,y) = /2% + y2.

Plano tangente

Observacion importante: el hecho de poder representar localmente f a
través de una funcién lineal nos permite utilizar las potentes herramientas
del dlgebra lineal para obtener informaciones sobre la accién de f. El precio
que hay que pagar es que eso se puede hacer con precisiéon solo en un entorno
pequeno del punto donde se esté linealizando la funcién. Por eso, si queremos
estudiar la accion de una funcién a través de su linealizacion, hay que iterar
el proceso de linealizacién a medida que nos desplazamos del punto inicial.
Esta consideracién es importante y serd la base para comprender los métodos
numéricos que estudiaremos en el capitulo 5.

Veamos ahora cémo generalizar la definicién de diferenciabilidad al caso
de funciones de R™ a R y de R™ a R™. La generalizacién a una funcién
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f: D CR" — R es inmediata, la férmula (3.2)) sigue siendo vélida, con
la Unica diferencia que, ahora, el gradiente es un vector de n componentes,
entonces la férmula explicita se escribe asi:

F@) = F@0) + X g @) i = moi) + o | | S~ w0,)?
i=1 "

=1

En cambio, si queremos generalizar la definicién a funciones f : D C R" —
R™ tenemos que utilizar la matriz Jacobiana:

—

F(@) = f(@o) + J{(Z0)(Z — Zo) + o([| 7 — Zol[) |,

—

la férmula es coherente a nivel dimensional: si representamos f(#) como un
vector columna m x 1, el producto matricial J J;(:E’o)(a_c’ — ) tiene dimensiones
(mxn)x(nx1)=mx1yd(||&—Zy|) también es un vector columna m x 1.

Se puede demostrar que la diferenciabilidad es condicién suficiente
para la continuidad. Determinar la diferenciabilidad de una funcién en
un punto a través de la definicion de arriba puede ser una tarea dificil, por
eso resulta extremadamente 1til el siguiente resultado, que proporciona una
condicién suficiente de diferenciabilidad a través del estudio de la
continuidad de las derivadas parciales.

Teorema: si f : D C R® — R™ admite todas las derivadas parciales en
Zo € D y son continuas, entonces f es diferenciable en Z.

3.5.1. Vector normal a una superficie en un punto

En esta subseccion consideraremos solo funciones de 2 variables reales f :
D C R? — R diferenciables. Queremos llegar a definir el concepto anélogo al
de vector ortogonal a una curva en un punto para una superficie: hemos visto
que el vector ortogonal a una curva en un punto es aquel vector perpendicular
a la direccién de la recta tangente a la curva en el mismo punto. Esto sugiere
definir el vector perpendicular a una superficie en un punto como aquel
vector ortogonal al plano tangente a la superficie en ese punto, como en
la figura de abajo. El vector definido de esta forma se suele llamar vector
normal a una superficie en un punto. La determinaciéon del vector
normal es importante en muchos campos de la ciencia (electromagnetismo,
procesamiento de imagenes digitales, dindmica de los fluidos, etc.).

Para definir el vector normal consideramos la figura siguiente:
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=1

Vector normal

Plano Tangente

Llamamos Py = (z0, Yo, f (%0, %0)) al punto de interés y P = (z,y, z) a un
punto cualquiera del plano tangente, y de forma que P # FPy. Para obtener la
expresion del vector normal resultara ttil comparar la definicién del plano
tangente que hemos visto antes con la que se obtiene imponiendo que el
vector normal, que denotamos con 7i((xg, yo, f(z0,%0))) = (a, b, c), tenga un
producto escalar nulo con un vector cualquiera del plano (por ser vectores
ortogonales). Elegimos como vector del plano P— Py = (x—x0, y—yo0, 2—20),
es decir el vector que va de Py a P. La ecuacién que determina el plano
tangente es entonces (77, P — Py) = 0, que podemos explicitar asi a(x —xz¢) +
b(y — vo) + c(z — f(x0,0)) = 0, es decir,

—cz = —cf(z0,0) + a(z — o) + b(y — yo).

Comparando esta ultima expresién con la del plano tangente a la superficie
en (o, Yo, f (20, Y0)),

z = f(20,90) + fz(T0,y0)(x — T0) + fy(T0,0)(y — Yo),

podemos ver que las dos expresiones coinciden si a = fi(z0,%0), b = fy(z0,%0),
y ¢ = —1 o bien si a = —fz(z0,v0), b = —fy(z0,%0), y ¢ = 1. Estas con-
diciones determinan de forma univoca las componentes del vector normal
exceptuando el signo, o dicho de otra forma, el sentido del vector a lo largo
de su direccion. Se suele normalizar el vector normal para obtener el vector
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unitario normal, para ello tenemos simplemente que dividirlo por su norma:

(= fz(x0, y0), — fy(zo,90), DI = [[(fz(x0, y0); fy (0, y0), = 1)
= \/fx($07y0)2 + fy(zo,90)? +1
= V14|V f(zo,y0)|%

Se definen los vectores:

(= fz(z0,90), — fy(z0,0), 1)
VI+[Vf(xo,y0)l?

Normal externa,

ﬁ(l‘o, Y0, f(x()u yO)) =

-1
fi(xo, Yo, f(z0,Y0)) = (fx(ﬂ?o,yo),fy(xo,yo), ) Normal interna.

V14V f(xo,y0)l?

Mediante externa e interna se definen dos sentidos opuestos sobre la direc-
cién del vector normal.

La eleccién del nombre externa o interna puede parecer arbitraria, en
realidad la definicién dada arriba es la m&as natural si se considera que el
vector normal a una superficie esférica es el vector radial que conecta el
centro de la esfera con cada punto sobre su superficie. Dicho vector tiene el
mismo sentido que la normal externa, mientras que el vector que conecta
cada punto de la superficie esférica con el centro tiene el mismo sentido que
la normal interna.

Si es posible definir de forma coherente el sentido de la normal en cada
punto de una superficie, de forma tal que se pueda desplazar con continuidad
a lo largo de la superficie manteniendo el sentido, se dice que la superficie
es orientable y que la eleccion del sentido de la normal es una orientacién
de la superficie.

Un ejemplo muy famoso de superficie no orientable es la banda de Mobius
(August Ferdinand Mdobius (1790-1868), matemético alemén), representada
en la figura siguiente. Se puede ver que si empezamos con una normal en
un punto y recorremos la banda a lo largo de su perfil, volvemos al punto
inicial con la normal que tiene un sentido opuesto al inicial.

Veamos un ejemplo de calculo de plano tangente y normal externa: dada
la funcién f : R? — R, f(z,y) = 22 + 2, (z = 2% + y? es un paraboloide
con vértice en el origen), determinar la ecuacién del plano tangente al pa-
raboloide en el punto (1,0, f(1,0)) y la normal externa al paraboloide en
ese punto. Antes de todo calculamos f(1,0) = 1, entonces el punto sobre la
superficie del paraboloide donde queremos determinar el plano tangente y
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vector normal es (1,0, 1). Necesitamos las derivadas parciales de f en (1,0):
fz(z,y) = 2z, fy(x,y) = 2y, entonces f(1,0) = 2, f,(1,0) = 0. El plano
tangente tiene por ecuacion:

z = f(1,0)+fz(1,0)(z—1)+fy(1,0)(y—0) = 14+2(z—1)+0 = 14+22—-2 = 22—1,

es decir z = 2x—1. La normal externa es 71(1,0,1) = % = %(—2, 0,1).
La siguiente figura muestra el paraboloide y su plano tangente en (1,0,1).
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3.6. Derivadas de orden superior y matriz Hessia-
na

Como para las funciones de una variable real, podemos definir deriva-
das parciales de orden superior derivando las funciones derivadas parciales.
Para entenderlo, consideremos las derivadas parciales de una funcién de dos
variables reales f(z,y) a valores escalares:

. R? — R
T
16)
(z,y) +— %(a,y)
9. R? — R
oy * o7
(:r,y) = @(l’,@/)

como se ve, en este caso las funciones derivadas parciales son funciones
de 2 variables y por lo tanto podemos derivarlas parcialmente otra vez:

d 0 0?
d Of o _
By 0z Y = Gy (™Y = felv)
o of _8f _
8w 0y ™Y = By Y = Ful(@:0)
o Of O*f

%@(x’y) = @(i’y) = fyy(@,y)
Se denotan como
v fox(2,y), fyy(z,y): derivadas parciales de orden 2 puras;

v fyz(x,y), foy(x,y): derivadas parciales de orden 2 mixtas o cru-
zadas.

Obviamente podemos seguir definiendo derivadas de orden superior hasta
cualquier orden y también para funciones de n variables.

Las derivadas cruzadas tienen una propiedad muy bonita que facilita su
computacion.

Teorema de Schwarﬂ si f: D C R? = R tiene derivadas primeras y
segundas cruzadas en un entorno de ¥y € D y ademas f,, es continua en

3Karl Hermann Schwarz (1843-1921), matemético alemén.
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Zo, entonces también fy, es continua en Ty y vale la igualdad

fary(fo) = fy:c(fo)‘

Vale un enunciado anélogo intercambiando los papeles de las derivadas cru-
zadas.

Gracias al teorema de Schwarz podemos calcular solo una derivada se-
gunda mixta, la otra es idéntica, bajo la condiciéon de continuidad.
También las derivadas segundas se pueden organizar en una matriz, cuya
importancia veremos en el capitulo siguiente, la matriz Hessianﬂ
0?2 9?2
o 371]20 (‘T? y) 8y8fx (x’ y)
Hf(m,y)— 2f 2 f .

Si valen las hipdtesis del teorema de Schwarz, la matriz Hessiana es
simétrica.

Ejemplo: calcular la matriz Hessiana de la funcién f(z,y) = sin(z?y).
Hay que calcular las derivadas primeras y después las derivadas segundas:

fe(z,y) = 2xy cos(2?y), continua

fy(x,y) = 2% cos(2y), continua

entonces vale el teorema de Schwarz:
fox(z,y) =2y cos(ach) — 4m2y2 sin(a:Qy)

fay(@,y) = fay(@,y) =22 cos(z”y) — 22°y sin(zy)

fyy(xa y) = —a sin(x2y)

entonces la matriz Hessiana es:

2y cos(x?y) — 4a?y?sin(z?y) 2x cos(x?y) — 223y sin(z2y)

4

H = .
7(@,9) 22 cos(z?y) — 223y sin(x2y) —x* sin(22y)

‘Ludwig Otto Hesse (1811-1874), matemdtico alemén.
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3.7. La formula de Taylor para funciones de varias
variables

Recordamos que la férmula de Taylor para funciones de una variable
real permite aproximar una funcién complicada con la funcién no lineal
mas sencilla, un polinomio, con menos de infinitésimos de orden superior,
alrededor de cada punto de su dominio donde la funcién sea derivable hasta
un cierto orden n:

F@) = Fwo)+ f(eo)e —20) + o (@) — w0)” + ..

zo

L %ﬂ") (w0) (@ — o) + o (z — o)),

donde = es una notacién que significa que la igualdad vale Vx € U(xg) y
T—T0
donde o((x — z¢)™) es un infinitésimo superior con respecto a (x — xg)™:
o((x — zo)"
(@)

(x — {EO)” T—T0

o((x — z9)™) se llama resto de Peano. Los términos de orden superior de la
formula de Taylor afiaden detalles cada vez maés finos a la aproximacion de
f

Existe una forma alternativa del resto, llamado de Lagrange, que se
puede escribir si f es derivable n+ 1 veces en todo su dominio con derivadas
continuas

1
F(@) = f(zo) + f'(wo)(w = wo) + 5 f"(wo) (@ — w0)* + ...
1 1
o = (@) (@ — wo)" + ——— fTV(E) (& — mp)"
7 (@o)( 0) (n+1)!f (€)( 0)

Ambas férmulas se pueden generalizar a funciones de varias variables,
pero en este caso la formula del resto se vuelve extremadamente complicada y
su expresion va mas allé del objetivo de este curso. Por eso nos concentramos
unicamente sobre el polinomio aproximante de Taylor sin dar las férmula de
los restos.

Teorema: si f : D C R? — R tiene derivadas parciales continuas en D

hasta el orden n, entonces, para cada (xg,yo) € D existe un entorno en el
cual f(xp,yo) se puede aproximar por el polinomio de Taylor de orden n con

52



menos de un error despreciable:

f(z,y) o) o) f(xo,y0) + fz(x0,y0)(x — 20) + fy(z0,90)(y — yo)+

l (fzx(xﬂa Yo)(x — 550)2 + 2fwy(x0a Yo)(x — z0)(y — yo) + fyy(zo,y0)(y — y0)2) +..
n,f(n) Z ( ) e ’“8 ————=—(0,50) (x — 20)"*(y — yo)".

El polinomio de Taylor de orden 2 se puede expresar a través de una férmula
matricial muy compacta:

T((jg yo)(‘lp y) f(xﬂa yO) + <Jf(370, y0)7 (ZIZ‘ —Z0,Y — y0)>+

1
+ §<Hf(930, Yo)(x — 0,y — Yo), (z — z0, Yy — Y0))-

En las figuras siguientes podemos ver como el polinomio de Taylor apro-
xima, localmente, cada vez mejor la superficie dada por el grafico de una
funcién de 2 variables a medida que se sube el grado del polinomio de 0
hasta 3.

Orden 1
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Capitulo 4

Optimizacion libre y
vinculada en R"

En este capitulo extenderemos las técnicas de dnalisis de extremos (maxi-
mos o minimos) a funciones de varias variables reales. Veremos que la di-
ferencia méas importante con el caso 1D es que en mads variables se pueden
anadir vinculos no triviales que modifican la bisqueda de los extremos de
una funcién de forma sustancial.

Por sencillez desarrollaremos la teoria solo para funciones de 2 variables,
pero los resultados se pueden extender sin problemas a n variables.

Comencemos con los extremos ‘libres’; es decir, sin restricciones o vincu-
los.

4.1. Extremos libres

Las definiciones de extremos libres (sin vinculos) para una funcién de
2 o mas variables reales es analoga a la definicién dada en el caso de una
variable:

Def:: Dada f: D CR* - Ry (x9,y0) € D decimos que

» (z0,y0) es un punto de minimo global de f si f(xo,y0) < f(z,y)
V(z,y) € D;

= (29,Y0) es un punto de maximo global de f si f(zg,y0) > f(x,y)
V(z,y) € D;

» (z0,y0) es un punto de minimo local de f si existe un entorno abierto
U((x(],y())) tal que f(x(]vy()) < f(xa y) V(JL‘, y) € U((5U07y0>)7
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= (20,Yo) es un punto de maximo local de f si existe un entorno abierto
U((xo,90)) tal que f(zo,y0) > f(z,y) Y(z,y) € U((z0,y0))-

A continuacién podemos ver dos ejemplos graficos de minimo y méaximo:

N
QR
LR
MR
LN

0SS
SRS
W

N
R

o

<

22

Fara
L7

L
i

El resultado analogo al teorema de Fermat en mas variables es el siguien-
te.

Teorema: f : D C R? — R es parcialmente derivable con respecto a x
eyen (z9,%) € Dy (x0,y0) es un punto extremo de f, entonces f tiene
ambas derivadas parciales nulas en (x¢, o), es decir: V f(zg, yo) = (0,0).

La consecuencia de este teorema es que, exactamente como para funcio-

nes de una sola variable real, los extremos de una funcién de mas variables
reales se pueden hallar solo:

1. En los puntos del borde de D;

2. En los puntos donde f no es derivable o diferenciable, es decir,
respectivamente, donde no existe una de las derivadas parciales de f
o ambas, y donde el grafico de f no se puede aproximar con su plano
tangente con menos de errores infinitésimos de orden > 2. Estos puntos
se llaman puntos criticos de f;

3. En los puntos donde ambas derivadas parciales de f se anulan, es decir,
en los puntos que anulan el vector gradiente, estos puntos se
llaman puntos criticos o estacionarios de f:

Vf(xo,%0) = (0,0) <= fa(z0,90) = fy(wo,y0) = 0.
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Remarcamos que, como en el caso 1D, el hecho de que f tenga derivadas
parciales nulas en un punto es una condicién solo necesaria y no sufi-
ciente para que el punto sea un extremo. En particular, se pueden encontrar
casos como el que se muestra en la figura siguiente

que se llama punto silla: (xg,yo) es un punto silla si es un mdzimo local
a lo largo de una direccion y un minimo local a lo largo de otra direccion.
Un punto silla es un ejemplo de punto estacionario que no es ni minimo ni
méximo (porque deberfa serlo en un entorno y no solo a lo largo de una
direccién particular!).

Como para las funciones de una variable real, si combinamos la estacio-
nariedad de un punto con una condicién sobre la derivada segunda podemos
encontrar condiciones suficientes para hallar extremos de una funcién. Por
supuesto, en el caso de 2 variables, no habra solo una derivada segunda sino
4, que, como sabemos, se pueden organizar en la matriz Hessiana, por eso
no deberia resultar soprendente el hecho de que aparezca esta matriz en el
siguiente teorema.

Teorema del Hessiano: sea f : D C R? — R una funcién parcialmente
derivable dos veces con respecto a x e y en (xo,y0) € D y sea Hy(xo,yo) la
matriz Hessiana de f en (xg, o). Supongamos ademads que:

1. (z0,y0) sea un punto estacionario para f: Vf(xg,yo) = (0,0);

2. las derivadas parciales segundas sean continuas en un entorno abierto
de (zo,Y0);

entonces:
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= sidet Hy(xo,y0) > 0y fre(x0,y0) > 0, entonces (o, yo) es un mimimo
local de f;

= sidet H¢(zo,%0) > 0y fex(20,90) < 0, entonces (o, yo) es un maximo
local de f;

= si det Hy(xo,y0) < 0 entonces (xo,yo) es un punto silla de f;

» sidet Hy(xo,y0) = 0 no se puede decir nada a priori sobre la naturaleza
de (zo,y0) y hay que usar otras técnicas.

Ejemplo: determinar los puntos estacionarios de la funcién f(z,y) = —2% +
4xy—2y? 41 y establecer su naturaleza usando el teorema del Hessiano. f es
una funcién polinomial en las variables z,y entonces su dominio es todo R?
y f es derivable infinitas veces, entonces los tinicos puntos donde f puede
tener extremos son los puntos estacionarios, que calculamos anulando su
gradiente: fi(z,y) = —32% + 4y, f,(z,y) = 4z —4y. La ecuacién Vf(z,y) =
(=322 + 4y, 42 — 4y) = (0,0) corresponde al sistema no lineal:

—322 + 4y = 0;
4o — 4y = 0.

No todos los sistemas no lineales resolubles tienen soluciones determinables
analiticamente, eso motiva el interés de los métodos numéricos iterativos
que presentaremos en el préoximo capitulo. Afortunadamente, el sistema de
arriba es resoluble analiticamente gracias a una simple observacién: en la
primera ecuacion aparece 4y v en la segunda —4y, entonces, si sumamos las
dos ecuaciones podemos eliminar la dependencia de y: —3x2 +4x = 0, cuyas
soluciones son x1 = 0, z9 = 4/3. Introducimos z; e x2 en la ecuacién mas
simple (la segunda) y encontramos los valores de y correspondientes:

w 4y —4y=0<= —4y=0,0seay =1y = 0;
w dog —4y=0<<=16/3 -4y =0,0seay =y2 = 4/3.

Los dos tinicos puntos estacionarios son (z1,y1) = (0,0) y (z2,y2) = (4/3,4/3).
Determinamos la naturaleza de estos puntos con el método del Hessiano. Te-
nemos que calcular las derivadas segundas, recordando que en este caso valen
las hipdtesis del teorema de Schwarz, entonces las derivadas segundas mixtas
coinciden. fyz(z,y) = =6, fyy = —4, fay(x,y) = fyz(x,y) = 4, entonces la
matriz Hessiana es:

Hp(z,y) = [_Ex _44] :
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Tenemos que analizar el primer elemento de matriz de Hy(x,y) y su deter-
minante cuando (z,y) valen (0,0) y (4/3,4/3):

(0,0):  H(0,0) = [Z _44}

aprovechamos la ocasion para observar que cada vez que la matriz Hes-
siana tiene un elemento de la diagonal nulo, su determinante es
negativo, en particular vale — gy, como en este caso que vale -16. Entonces
si la matriz Hessiana calculada en un punto estacionario no es nula pero
tiene un elemento nulo en la diagonal, el punto estacionario en cuestién es
un punto silla, como en este caso es (0,0).

Pasamos ahora a analizar la matriz Hessiana calculada en el segundo
punto estacionario:

(4/3,4/3) : H(4/3,4/3) = {‘f _44] , det H;(4/3,4/3) = 32-16 = 16 > 0

el determinante de la matriz Hessiana es positivo y el primer elemento de
matriz es negativo, por lo tanto, en virtud del teorema del Hessiano, podemos
decir que (4/3,4/3) es un punto de maximo local de f. No es un punto de
maximo absoluto porque f diverge cuando sus variables tienden al oc.

Antes de pasar a examinar los extremos vinculados, citamos, por su im-
portancia, el teorema de Weierstrass para funciones de més variables reales.

Teorema de Weierstrass: si f: D C R™ — R es una funcién continua y
D es compacto, es decir limitado (estd enteramente contenido en un entorno
esférico en R™ de radio finito) y cerrado (todas las sucesiones convergentes
que se pueden definir en D tienen limite en D mismo), entonces f tiene
minimo y maximo absolutos en D mismo.
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4.2. Extremos vinculados

El objetivo del céalculo de los extremos vinculados, o condicionados, es
encontrar los extremos de una funcién bajo alguna restriccién. Un ejemplo de
la vida real que motiva este analisis estd dado por la situacion de una empresa
que quiere maximizar la produccién de un producto bajo una restriccién de
presupuesto o de material.

Los vinculos que trataremos en este curso son los que se pueden expresar
a través de ecuacioneql| que involucran funciones de las mismas variables de
las que dependen las funciones que hay que optimizar. La idea, por lo tanto,
es resolver el problema siguiente:

mingegn f(f) 0 MéXzern f(f)

J(z) = k,
donde:

—

s f: D CR" — R™ es la funcién que se quiere optimizar;
m §: D CR" — R™ es la funcién vinculante;
v §(Z) =k es la ecuacion vinculante o simplemente vinculo.

A veces, en lugar del valor minimo o méximo tomado por la funcién f, nos
puede interesar conocer el punto & en el cual se halla el minimo o el maximo,
a este valor se le llama ‘argmin’ o ‘argmax’, respectivamente (que proviene
de argumento del minimo o argumento del maximo).

Veremos que la condicién que permite encontrar los posibles extremos
vinculados ya no es la estacionariedad, es decir, el hecho de que el gradiente
de la funcién se anule, sino que los gradientes de la funcidon que se quiere
optimizar y de la funcién vinculante sean paralelos.

Para entender por qué pasa esto presentamos un ejemplo que involucra
unas funciénes muy sencillas. Consideramos el problema de minimizacién
vinculada siguiente:

ming, ,yere f(2,y) = 2% +y?
2r +y = 5.
La funcién viculante es la funcién lineal g(z,y) = 2z + y, el grafico de f es

un paraboloide con vértice (minimo) en el origen y el vinculo g(z,y) = 5
define un plano que intersecta el paraboloide.

Los vinculos también podrian estar representados por inecuaciones (desigualdades),
pero quedan fuera del alcance de este curso.
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Podemos entender el problema con maés sencillez si lo proyectamos sobre
el plano zy y consideramos las curvas de nivel del paraboloide, que son
obviamente circulos concéntricos, con centro (0,0) y radio variable dado que
estdn dadas por la ecuacion: 22 4 y2 = ¢? (siendo c el nivel de la curva). La
proyeccién del plano sobre el eje xy es la recta de ecuacién y = —2x + 5. La
figura siguiente visualiza la geometria del problema.

grad g

Curva de nivel
k de f(x,y)

Existen curvas de nivel que no intersectan la recta y que corresponden
a valores de f menores que el valor expresado por el vinculo. Después hay
curvas de nivel que la intersectan dos veces porque corresponden a valores
de f mayores que el valor expresado por el vinculo. Sin embargo, existe
solo una curva de nivel que intersecta la recta vincular en un solo punto,
satisfaciendo el vinculo. Como se ve en la figura [.1]

La caracteristica que determina esta tltima situacion es que los gradien-
tes de f y de g son paralelos, dado que los dos son ortogonales a dos curvas
de nivel que tienen la misma tangente. En este caso la tangente coincide con
la recta vinculante, pero en general, si hay un vinculo no lineal, el nicleo
del razonamiento no cambiaria, porque la curva de nivel de la funcién vin-
culante g podria no ser una recta, pero el gradiente de g seria perpendicular
a la recta tangente a la curva de nivel y paralelo al gradiente de f.
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grad f(x,y)

grad g(x,y)

grad f(x,y)

Figura 4.1: Relacién entre los gradientes de f y de g en el punto solucién al
problema del minimo vinculado. Curvas de nivel de f en negro y curva de
nivel 5 de g en azul.

Resumiendo, el sistema que corresponde al minimo vinculado de f es:

Vi(z,y) = AVg(z,y) A€ R\ {0}
2r +y =5,

donde la primera condicion expresa el paralelismo entre los dos vectores
tangentes.

Si calculamos los gradientes de f y g obtenemos: Vf(x,y) = (2z,2y),
Vyg(z,y) = (2,1), entonces el sistema se escribe

2z = 2)
2y = A
2z +y =5,

simplificando y sustituyendo en la tercera ecuacion queda

la dltima ecuacién se cumple para un valor de A = 2 que permite explicitar el
punto de minimo vinculado: (z,y) = (2,1). Este resulta ser el tinico minimo
vinculado porque f es una funcién cuadratica, entonces convexa (posee solo
un minimo). Por supuesto (2, 1) difiere del minimo absoluto y no vinculado
que es (0,0).

Podemos resumir lo que este ejemplo nos ha ensenado diciendo que,
para encontrar los posibles extremos vinculados de una funcién
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f, sujeta a la funcién vinculante g, tenemos que imponer que los
gradientes de f y g sean paralelos, ademas de imponer el vinculo,
lo que resulta en un sistema de tres ecuaciones (dos provenientes de
las componentes de los gradientes y una del vinculo).

Lagrange encontré una forma muy elegante y sencilla de plantear este
sistema introduciendo una funciéon auxiliar que hoy en dia llamamos La-
grangiana en su honor y que, para funciones de 2 variables reales con un
solo vinculo, tiene esta expresion:

L@y, \) = flw,y) = Mg(w.y) k]| ke€R, AeR\{0},

observamos que L es una funcién de 3 variables: x, y, A, entonces su gradiente
es un vector de 3 componentes: VL(z,y, \) = (Ly, Ly, L) (2,9, N).

Teorema: dada f : D C R? — R, diferenciable, entonces, una condicién
necesaria para que valga

mfn(x,y)ED f(xa y) Y méX(a},y)ED f(xa y)
9(z,y) =k,

es que VL = (0,0,0).
Prueba: calculamos el gradiente de L:

Em(zv,y, )‘> = fm(way) - )‘gx(xay)
[’y(xvyv)‘) = fy(m,y) - )\gy(l‘,y)
E,\(x,y,)\) = —g(x,y) + k

entonces VL(x,y,\) = (Ly, Ly, L) (z,y,A) = (0,0,0) siy solo si
fe(x,y) = Aga(,y)

fl/(x’ y) = )\gy(x, y)
g(@,y) =k

las primeras dos condiciones equivalen a pedir que V f sea paralelo a Vg, la
tercera es el vinculo, lo cual prueba la tesis del teorema. O

El sistema determinado por VL(z,y, \) = (Ly, Ly, Lx)(z,y,A) = (0,0,0)
es un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que puede ser lineal o no
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lineal, esta es una motivacién mas para estudiar las técnicas de resolucién
aproximada de sistemas no lineales que veremos en el capitulo siguiente.

Una vez encontrados los posibles extremos gracias al teorema que acaba-
mos de demostrar, tenemos que determinar si estos puntos son maximos o
minimos. Para hacer esto tenemos una condicion suficiente que usa la matriz
Hessiana de la Lagrangiana, es decir:

Emc Emy ‘CJ:A
Hﬁ(x7y7)‘) = 'Cyz cyy Ey)\ (x,y,)\)
Lyz Lxy L

Teorema: si VL(x*,y*, \*) = (0,0,0) y si

det He(x*, y*,\*) >0 = (2, y*) es un punto de maximo vinculado
det He(z*,y*, \*) <0 = (2*,y*) es un punto de minimo vinculado
det He(z*,y*,A*) =0 = no se puede decir nada.

Observamos que estas condiciones son diferentes de las contenidas en el
teorema del Hessiano, este hecho no tiene que sorprender dado que se trata
de dos problemas diferentes que involucran matrices Hessianas diferentes.

La condicién necesaria para encontrar extremos vinculados se puede ex-
tender al caso de funciones de n variables y con méas de un vinculo, va-
mos a ver céomo. Sea f : D C R™ — R una funcién diferenciable y sean
g1s---,9p : D — R funciones continuas. Consideramos el problema de opti-
mizacién vinculada definido por:

mingep f(Z) o mixzep f(Z)
gl(f):k‘l,...,gp(f):kp ke RVi=1,...,p.

Definimos el vector p-dimensional X = (Aq, ..., Ap) y la Lagrangiana (funcién
de n + p variables) como sigue:

p
LEX) = f(@) =) Nilgi(®) — ki),
i=1
como antes, la condicién necesaria para que Z* sea un extremo vinculado
de f es que VL = 0. La condicién suficiente determinada por la matriz

Hessiana en cambio no se puede extender a este caso.

Veamos un ejemplo. Determinar el drea méxima que puede tener un
rectangulo bajo la restricciéon de que su perimetro sea de 10 metros.
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Llamamos z e y a los dos lados del rectangulo. Su perimetro es p = 2x+2y
y su drea es A = xy. La funcién f en este caso es el drea: f(z,y) = zy, la
funcién vinculante es el perimetro: g(x,y) = 2z + 2y y el valor de k es
10. Entonces tenemos que resolver el problema de maximizacién vinculada
siguiente:

MAX ;) eR? TY
2z 4 2y = 10.

Construimos la funcién Lagrangiana:
L(z,y,\) =xy — A2z + 2y — 10),
e igualamos a cero su gradiente:
VL(x,y,A) = (y — 2\, — 2\, =2z — 2y + 10) = (0,0, 0),

que se cumple si y solo si

T =2\,
y =2,
2z + 2y = 10.

Sustituyendo x = 2X e y = 2\ en el vinculo encontramos A\ = 5/4, asi que
el Unico punto que puede ser un extremo vinculado de la funcién area es
(x*,y*) = (5/2,5/2). Comprobemos que sea un maximo con la condicién
suficiente dada por la matriz Hessiana, que se puede calcular muy facilmente
en este caso:

0 1 -2
Hﬁ(xvyv A) = 1 0 —2
-2 =2 0

es una matriz constante con respecto a x,y, A y su determinante vale 8 para
cada punto, asi que también para (z*,y*) = (5/2,5/2), que resulta ser un
punto de méximo vinculado para la funcién drea con la restriccién de tener
un perimetro de 10 metros.

Por lo tanto el area maxima compatible con un perimetro de 10 metros
es 25/4 m?, que es el drea de un cuadrado de 2.5 metros de lado. La infor-
macién que hemos obtenido no es trivial: la geometria que maximiza un
area rectangular con un perimetro de longitud fija es la geometria
del cuadrado! En las clases de préacticas y seminarios extenderemos este
resultado a la geometria tridimensional.
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La figura de arriba muestra por qué la geometria cuadratica maximiza
el drea: el perimetro del cuadrado de lado £ es 4¢, igual que el perimetro del
rectangulo de lados 2¢ — € y ¢, pero el drea del cuadrado es £2, mientras que
el drea del rectangulo es (2¢ — g)e = 2/ — 2. Si hacemos tender € a cero,
podemos descartar el término €2 y nos quedamos con un area de 20e < (2.
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Capitulo 5

Métodos numeéricos
iterativos para funciones de
varias variables

En este capitulo examinaremos la extensién del método de Newton para
encontrar ceros de funciones al caso n-dimensional y lo aplicaremos a la
resolucion aproximada de sistemas no lineales. Veremos ademads el método
del descenso/ascenso por gradiente para acercarse a extremos locales de una
funcién. Ya hemos visto mas de una motivacion para estudiar estas técnicas
en los capitulos anteriores.

Observacidn: excepcionalmente, en este capitulo, no escribiremos el sim-
bolo de vector para evitar de complicar atin mas la notacién. Resultara claro
desde el contexto si un objeto es un vector o un escalar.

5.1. Meétodo de Newton para funciones de n varia-
bles reales

En esta seccion veremos como se puede extender el método de Newton
1-D a funciones de n > 1 variables a valores reales y vectoriales y después
veremos como se puede utilizar este algoritmo para aproximar las soluciones
de sistemas no lineales y para el cédlculo de extremos con restricciones.
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Método de Newton para funciones reales de varias
variables reales

Consideremos una funcién real y diferenciable f : D C R"™ — R de n
variables reales que representamos como un vector columna:

z1

T2
x:(a:l,...,xn)t: : ,

In

donde ‘t’ define la transposiciéon matricial. Queremos aproximar el valor de

un cero de f. El método de Newton 1-D, o sea k= gkt — ]{((22111)),

puede extender de forma inmediata sustituyendo f/(z*~!) por el gradiente
de f porque, dimensionalmente, la férmula no tendrfa sentido, siendo z¥,
21y Vf(2F1) vectores de R™ y f(2*~!) un ntimero real. Sin embargo,
observemos que si reescribimos el método de Newton multiplicando ambos
lados de la férmula 1-D por f/(zF~1) obtenemos:

no se

e e e ()} (5.1)

veremos en breve que esta version del método de Newton se puede extender
al caso de funciones reales de varias variables sustituyendo f’(z*~1) por
V f(z*~1) y considerando el producto escalar en lugar del producto puntual.

Para llegar a esa férmula consideramos, como en el caso de funciones de
una sola variable, la linealizacién de f. En este caso la linealizacién local de
f en 2V se realiza aproximando la grafica de f con su hiperplano tangente en
20, que, como sabemos, se halla a través del polinomio de Taylor de orden

1 con centro en 2° = (z9,...,29)%

(2%) (2 — 2f) = f(2°) + (Vf(2°), 2 - 2%),

donde Vf(2°) es el gradiente de f en x° escrito como vector columna:
V() = (fo, (29), ..., fo, (@)D y (Vf(2Y),z — 2%) es el producto escalar
entre el gradiente de f en z° y el vector  — z°.

Sea x! € R™ un cero de T,o(x):

0=Tyo(z!) = f(a")H(Vf(2°), 2’ —a") = f(2°) (V[ (2?),2") ~(Vf(2?),2%),
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donde en la dltima igualdad se ha usado la linealidad del producto escalar.
Resolviendo con respecto a x! obtenemos:

(Vf(2°),2h) = (Vf(°),2%) — f(2°).

que es un sistema lineal que se puede resolver exactamente con las técnicas
vistas en el curso de algebra, o de forma aproximada con los métodos de
Jacobi y Gauss-Seidel. Este es el primer paso del algoritmo de Newton para
funciones de maés variables, el paso k-ésimo es:

(V1) 2%y = (Vf@F ), a8 — faf |

que es la extension natural de la férmula (5.1)) a funciones de varias variables.
Método de Newton para funciones de varias varia-

bles reales a valores vectoriales

El paso siguiente es la extension de la férmula iterativa de Newton al
caso de funciones f: D C R" — R™,

Ji(z)
f@) = (fi(@),..., fm(2)" = : €D,
con n,m > 1y fi,...,fm : D — R son las funciones componentes de f.

Recordemos que, en este caso, la derivada de f en un punto x € D es la
matriz Jacobiana J¢(x), matrix m x n con filas dadas por los gradientes de
las funciones componentes calculados en x:

Vfi(z) Ou f1(x) -+ Op,fi(z)
Jp(x) = : = : g :
V fn () Ozy fm(z) -+ O, frn(2)

En este caso veremos que tanto la férmula z* = 2#~!

— % como la
formula f/(zF~1)ak = f/(2¥"1)2k=1 — f(2%~1) se pueden generalizar sustitu-
yendo f(a;k_l) por f(:z:k_l)t, f’(:ck_l) por Jf(a:k_l), W por Jf(:/vk_l)_1
(cuando (n = m)) y los productos puntuales por los productos matriciales.

Como en el caso 1-D y en el caso de funciones de varias variables a valores

reales, también en este caso consideramos la linealizacién local de f en un
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punto inicial 20 a través del polinomio de Taylor de orden 1 con centro en

CL‘OZ

Ty f(x) = f(2°) + Jp(2°) (2 — 2°), (5.2)

observemos que las dimensiones son correctas, dado que f(x°) es un vector
columna (m x 1) y el resultado de J;(2%)(z — 2%), (m x n) x (n x 1), es un
vector columna de dimensién (m x 1).

Si ahora consideramos un cero x!' de Tyo f, es decir, Tyo(z') = (0, ...,0),
cero en R™, y utilizamos la linealidad del producto matricial, podemos es-
cribir la férmula como sigue:

0=f(z2) + Jf(acO)(acl —2%) = f(=%) + Jf(xo)xl - Jf(xo)xo

o también

Jf(mo)xl = Jf(:vo)aco — f(aco),

que es el primer paso del método de Newton. La iteracién k-ésima se escribe:

Jp(b V)b = Jpa Nkt p(E ) | (5.3)

que es un sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas. Si n = m y
det(Jp(z*71)) # 0, entonces la matriz Jacobiana se puede invertir y la
férmula antecedente se puede escribir como:

L (Jf(:g'ﬁ—l))*1 Y| n=m, det(Jp(=" 1) £0 (5.4)

Sin > 1, la expresion resulta computacionalmente més viable que
la porque la inversién de una matriz de grandes dimensiones es una
operacion costosa. En ambos casos, es oportuno observar que la técnica
de Newton para encontrar ceros de fumciones de varias variables reales a
valores vectoriales consiste en resolver iterativamente un cierto nimero k
de sistemas lineales.

El valor de k de parada se puede determinar con las condiciones vistas
para el método de Newton 1-D: definida una tolerancia T" > 0,

1. k es el minimo k tal que
k _ :Uk71||

]

2 <T

(la distancia relativa entre las soluciones estd limitada por T');
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2. k es el minimo k tal que

IfF ) < T,

(la norma de f en zF, es decir ||f(zF)|| = /f1(zF)2 + ... + fm(2zF)2,
estd entre 0 y T);

3. definimos un nimero maximo de iteraciones k = ks (se usa cuando
se prefiere un algoritmo rdpido a uno preciso o como condicién de
parada cuando el método no converge).

Método de Newton para aproximar las soluciones
de cualquier sistema de ecuaciones (lineales o no)

Lo que acabamos de ver se puede aplicar directamente para aproximar las
soluciones de sistemas lineales o no lineales de n ecuaciones con n incognitas.

Consideremos
z1
T2
» = (11,...,2,) = : :
L,
1
Z2
= n funciones a valores reales f;(z) = f; Cli=100n
L,
= el sistema
fi(z) =0
fn(x) =0;
» interpretemos las funciones fi,..., fim como las funciones componen-
tes de la funcion vectorial
Ji(z)
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Esta interpretacién nos permite aplicar las férmulas de Newton vistas antes
para aproximar las soluciones del sistema, dado que aproximar un cero de F'
equivale a aproximar los ceros de todas sus funciones componentes, es decir
resolver el sistema.

La solucién iterativa en el paso k del sistema anterior se puede determinar
a través de la resolucién (exacta o aproximada) del sistema lineal:

Jp(zP Nk = Jp(a Ykt — P |, (5.5)

en la variable vectorial z*, o bien, si det(Jr(z*1)) # 0, con la férmula

1

F =gkt — (Jp(wk*1)>_ F(zF1) |, (5.6)
siendo Jp(2*~!) la matriz Jacobiana calculada en z*~1:
On fr(="1) o Op, fr(a™Th)
Tp(z"1) = : :
a:mfn(xk_l) e 8znfn(xk_1)

Terminemos observando que la resolucion de un problema no lineal a través
de la iteracién de métodos lineales es una técnica que se encuentra en mu-
chos campos diferentes de la matematica y de la ciencia. Muchas veces se
comienza con un modelo lineal (impreciso) de un problema y se refina ese
modelo iterando correcciones lineales.

Aplicacion del método de Newton para aproximar
la solucion de sistemas a la optimizaciéon con res-
tricciones

Ya hemos visto que para un problema de extremos condicionados del
tipo:
min f(x) o max f(x
nin f(z) o mix f(z)
con las restricciones de igualdad ¢1(z) = ki,...,9m(x) = kp, los posi-
bles extremos de f vinculados a esas restricciones son los puntos que anu-
lan el gradiente de la funciéon Lagrangiana. Se trata de una funciéon de
las n variables x = (z1,...,2,) originales del problema y de los m mul-
tiplicadores de Lagrange A = (A1,...,A\n), £ : R™™™ — R L(z,\) =
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f(x) = 37701 Aj(gj(x) — kj). Para calcular los puntos criticos de la Lagran-
giana hay que resolver el sistema (en general no lineal):

Ly (2,A)=0
Ly (£,A)=0
[:,\1 (.%‘, )\) =0
E)\m (l‘, )\) =0.

Para resolverlo podemos usar el método de Newton que acabamos de ver.
Como antes, definimos la funcién vectorial

Lo (z,\)

Exn (ZE, >\)
Ly, (z,\)

F(x,\)

Ly, (x, )

Su matriz Jacobiana coincide con la matriz Hessiana de la funcién Lagran-
giana:

£x1x1 £x1x2 T ['an [':v1>\1 T £Il>\m
Emgxl Emgxz e Exzxn El‘z)\l ce £I2>\m
H \) = Emnm £$n$2 T Eﬂ:nmn ‘an)\l T ‘CmnAm A
c@A) =1, c c c c (@, A)-
a1 A1x2 e AMTn A1 e AMAm
Lyszr  Lrozs  Lrozn Laoni 0 Lioim
Lynzi Lamzs = Laman Lamrd 0 Lapdm
Si denotamos z = (2, \)! = (21,...,Zn, A1, ...,Am)!, gracias al método

de Newton podemos calcular el valor aproximado en el paso k del punto
critico de la Lagrangiana £ aproximando la solucién del sistema lineal

Hg(zk_l)zk _ HL(Zk—l)Zk—l _ F(Zk_l).

o bien, si det(H.(z*"1)) # 0, a través de la formula

Sk k=1 (HE(qu))_l F(F Y,
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5.2. Meétodo del descenso/ascenso por gradiente

Sea f : D C R®™ — R una funcién real de n variables reales y z° € D.
Recordemos que recta en R™ que pasa por 2° con direccién u € R™, |jul| = 1,
es el lugar geométrico 7,0 ,, definido por

u:{xGR"‘x:xo-Ftu, t € R},

cuando t = 0 estamos en el punto x°, cuando [t| > 0 nos alejamos de x° sobre

la recta exactamente de la cantidad [t|: d(z0 + tu,2°) = ||z° + tu — 20| =
ltu|| = |t|||u]| = |t|. Llamamos [t| el paso del alejamiento de x° sobre la recta
T20 4

Durante el curso hemos visto que si nos alejamos de z° siguiendo rectas
con diferentes direcciones, f varia (en general) de forma diferente. En parti-
cular, localmente, es decir, en un entorno abierto U,(z") de radio r > 0, se

cumple queﬂ

w la direccion de mdzimo decrecimiento de f en 2V € D es la direccién
v f(x0) 0.

~ TGO del vector opuesto al gradiente de f en z";

0

= la direccion de mdzximo crecimiento de f en z° € D es la direccién

Vf(2°)

1 0
+va(zo)” del gradiente de f en z".

Estas consideraciones permiten formular el método numérico de minimi-
zacién (o maximizacién) més facil: el descenso (o ascenso) por gradiente.

Algoritmo de descenso por gradiente:

= Sea z° un punto cualquiera en el dominio de f y z* un punto donde

f alcanza un minimo.

» Nos alejamos de z¥ siguiendo la recta que pasa por z° y que tiene

direccién opuesta al gradiente de f en 2% con un paso de longitud #°:
V()
1 0_j0 0 0
r=x =20 — 'V f(29),
IV £ ()|

hemos 1ncorporad0 la normalizacién en la longitud del incremento de-
finiendo t = ~ f( TGO €50 significa snnplemente que el paso de ale-

jamiento con respecto al punto inicial z° escrito con respecto a t0 es:

1Hay que observar que fuera del entorno esferico UT(QZO) podria no ser verdadero que

j:V

e 0)” es la direccién que maximiza el crecimiento/decrecimiento.

73



0 = 1|V f(20)|. t° tiene que ser tal que f(z') < f(z") para que la
funcién decrezca con la iteracién. Semejante t° siempre existe en un
entorno suficientemente pequefio de z° por lo que hemos dicho arriba,
pero si se escoge un t demasiado grande podrfamos salir de ese en-
torno y la funcién podria hasta crecer. Si la funcién no decrece hay que
repitir el calculo de 2! con un t° més pequeno (por ejemplo la mitad).

= Ahora nos alejamos de 2! siguiendo la recta que pasa por z° y que tiene
direccién opuesta al gradiente de f en z! con un paso de longitud t':

22 =z — 'V f(ah),

de nuevo, el valor de t! tiene que ser tal que f(z%) < f(z!), y si no se
cumple hay que reducir el valor de t'.

= [terando este razonamiento el paso genérico k sera:

AL L v (Camn ]! Descenso por gradiente, paso k

(5.7)

con tF~1 tal que f(z%) < f(zF71), VEk > 1.

La férmula del ascenso por gradiente es andloga, con las unicas diferencias
que aparece el signo + delante del gradiente y que en cada paso tenemos que
escoger el paso t*~1 de forma que el valor de la funcién en cada iteracién
crezca;

e V(€A I Ascenso por gradiente, paso k£ (5.8)

con tF=1 tal que f(z*) > f(z¥1) vk > 1.

Los valores de t pueden también ser constantes, en ese caso se dice que el
método del descenso por gradiente tiene paso unico, en este caso t* =1 =t en
las férmulas y . Si se permite a ¢ variar en cada paso k, el método
se denomina multipaso.

Un esquema numérico del tipo multipaso para el descenso por gradiente
puede ser el siguiente:

1. Escogemos un valor inicial 2° (en el dominio de f) y un valor de ¢.

2. Tteramos hasta la convergencia (o hasta un nimero maximo de itera-
ciones):

7 = gkl v (b
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Mientras f(z%) > f(a*1)
t = at (donde o < 1, por ejemplo o = 0,8)
Tk = gkl ¢V f(ab 1)

k k

¥ =1
Existen otras variantes donde el paso t* se busca de forma distinta. Para el
método de ascenso por gradiente bastaria con usar el signo + en lugar del -
delante de t y comprobar la desigualdad < (en lugar de >).

Gréficamente, sabiendo que el gradiente de f es ortogonal a las curvas
de nivel de f, el descenso (o ascenso) por gradiente presenta las estructuras
que muestran los dos ejemplos de la Figura 1.

Las condiciones de parada del algoritmo de descenso o ascenso por gra-
diente son las siguientes:

= El error relativo entre dos iteraciones sucesivas estd por debajo de una
cierta tolerancia T > 0:

k k—1
—z" |

2]

|z <T;

= k ha llegado a un niimero maximo de iteraciones k, ;. Con esta condi-
cién podriamos no haber llegado al extremo de f, entonces este criterio
de parada se usa cuando se prefiere rapidez a precision. Normalmente
se fija knsx @ un valor suficientemente alto para asegurarnos de llegar
a una solucién con buena precisién en caso de convergencia del algo-
ritmo y que evite que el algoritmo itere de forma infinita en caso de
no convergencia de éste.

Observemos que si la funcion tiene més extremos de la misma naturaleza,
por ejemplo dos o mas minimos, dependiendo de la eleccién de z° podriamos
encontrar un minimo local y no el minimo global.

El descenso por gradiente converge linealmente (véase el archivo sobre
la convergencia de los algoritmos iterativos), siempre que la funcién tenga
al menos un extremo, entonces es mdas lento que el método de Newton; sin
embargo el algoritmo de Newton para converger necesita una elecciéon del
punto inicial 2z° mas precisa.
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Figura 5.1: Dos ejemplos de la evolucién de la aproximacién de la solucién z*

en el método del descenso de gradiente y su relacion con las curvas de nivel.
En el ejemplo de la derecha el paso t se busca de tal forma que se llegue
al minimo de f en la direccién de busqueda de cada iteracién (es decir,
+V £ (¥ 1) /|IVf(zF1)||). Con esta variante del método, llamada biisqueda
lineal, el método presenta la tipica estructura de ‘zig-zag’ que muestra la
imagen de la derecha y el algoritmo correspondiente se llama, en ingles,
‘steepest descent’.

Aplicacion del metodo del descenso por gradiente a
la aproximacion de soluciones de sistemas no linea-
les

El método del descenso por gradiente se puede utilizar para aproximar

las soluciones de sistemas no lineales en sustitucién del método de Newton
(por ejemplo si es dificil determinar el punto inicial del método de Newton).
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Consideremos el sistema

f1 (l‘) =0
fn(J:) = 0;
conz € R"y f; diferenciable Vi = 1,. .., n. Definimos la funcién F' : R™” — R,

Fz) =Y fila),
=1

F es una funcién cuadratica, entonces tiene un solo minimo z*, en el cual
toma el valor 0: F'(z*) = 0, pero esto es posible si y solo si fi(z*) = 0
Vi =1,...,n, entonces z* es la solucién del sistema anterior. Aplicando el
método del descenso por gradiente a F' tenemos que el paso de actualizacion
en cada iteracién es:

ab = bl IV R (Y, (5.9)

donde z¥ € R™ (al igual que ) y es por lo tanto un vector de n componentes
(nétese que VE(xF~1) es también un vector de n componentes). Iterando
el calculo dado por la férmula podremos aproximar el valor de x*, es
decir, la solucién al sistema de ecuaciones.

Observamos que el hecho de que F' se defina como la suma de los cua-
drados de las funciones f; es crucial para poder asegurar la convergencia a
z* y no a otro eventual minimo local.

Terminemos con una observacion técnica: dado que el método de Newton
necesita que se cumplan unas condiciones sobre el vector de inicializacion
20 para converger, puede ser ttil usar como 2 el vector proporcionado por
unas iteraciones del método del descenso por gradiente. Encadenar descenso
(o ascenso) por gradiente y método de Newton es una estrategia generica
que no se limita solo a la resolucién de sistemas de ecuaciones.
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Capitulo 6

Calculo integral para
funciones de 2 y 3 variables:
integrales dobles y triples

En este capitulo extenderemos la definicién de integral a funciones de 2
y 3 variables. Comenzamos con 2 variables.

6.1. Integrales dobles

En la primera parte del curso vimos la definicion de Riemann de las
integrales definidas de funciones continuas f : [a,b] — R: f; f(z)dz es el
limite de las sumas de Cauchy-Riemann:

b n _
/f(x)dx: Ifm b Lt

n—-+oo n
k=1

donde b_T“ es la amplitud de los intervalos de la particién de [a,b] y t; son
n puntos cualesquiera elegidos en cada uno de los intervalos de la particion.

La generalizacion a funciones de 2 variables pasa por diferentes niveles de
dificultad, comenzaremos con el nivel mas bajo y extenderemos el resultado
a casos cada vez mas complicados.

6.1.1. Integrales dobles en rectangulos

Consideramos una funcién de 2 variables definida sobre un rectangulo en
el plano, es decir: f : [a,b] X [¢,d] — R, donde X es el producto cartesiano.
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Si consideramos una particién de [a,b] en n subintervalos de longitud b_—a
y una de [c, d] en n subintervalos de longitud 9=¢, obtenemos una part1c1on
bidimensional del rectdangulo [a, b] x [c, d] en n? subrectangulos I; 1, con éarea
dada por el producto de las longitudes horizontal y vertical de los intervalos
de particion |1 ;| = %. Consideramos unos puntos cualesquiera ¢ €
I . como en la figura siguiente.

L, « = punto cualquiera

I, « = rectangulo de
particiéon

Iterando el teorema de Riemann es posible demostrar que vale el siguiente
resultado:

Teorema: si f : [a,b] X [¢,d] — R es continua, el limite

ngr—ll-loozzu 1) hm ZZ‘IJ’C‘JC (tjk)

j=1k=1 =1 =1

existe, es finito y es independiente de la eleccién de los puntos t; .

Llamaremos a este limite la integral doble de f en el rectangulo [a, b] X
[c,d] y escribiremos:

// J:y)dacdy— hm ZZ\ i f(ti)
[a,b] X [c,d]

=1k=1

Como se ha visto, la definicién de la integral doble de una funcién continua en
un rectangulo es una generalizacién inmediata de la definicién de Riemann,
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sustituyendo los intervalos de la particién y su longitud por los rectangulos
de la particién y su area.

Podemos generalizar también la interpretacién geométrica de la integral
de Riemann, pero en este caso solo para funciones no negativas: f(z,y) >0
V(z,y) € [a,b] x [c,d]. En este caso la cantidad |I;x|f(t;%) representa el
volumen del paralelepipedo de base |I;| y altura f(¢;x). A medida que
afinamos la particién con la operacion de limite nos acercamos cada vez
mejor al valor del volumen de la region del espacio tridimensional
contenida entre el grafico de f y el rectangulo [a,b] X [c,d], como
muestra la figura siguiente:

6.1.2. Integrales dobles en dominios simples o regulares

Por supuesto definir la integral (doble) de una funcién de dos variables en
un rectangulo es una limitacién bastante fuerte porque, como hemos visto,
el dominio de una funcién de dos variables, en general, tiene una forma més
complicada. Por eso necesitamos extender esta definicién a dominios con un
perimetro curvilineo.

La respuesta definitiva a esta exigencia fue dada por el matematico
francés Henri Léon Lebesgue (1875-1941), pero la teoria de la integracién
que él desarroll6 es demasiado complicada para ser discutida en este curso.
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Por eso nos limitamos a extender la definicién que hemos dado a regiones
del plano que pueden tener perfiles curvilineos, pero estos perfiles tienen que
ser el grafico de funciones continuas. Veremos que si consideramos estas re-
giones del plano podremos generalizar facilmente la definicién que acabamos
de ver y, ademds, presentar una féormula para el calculo de integrales dobles
a través de la iteracién de dos integrales de una variable.

Introducimos las definiciones siguientes:

Def.: un subconjunto del plano E C R? se dice y-simple si existen dos
funciones continuas ¢1,¢92 : [a,b] — R tales que E se puede escribir como
sigue

E={(z,y) eR* : z € a,b], gi(x) <y < ga(a)}

es decir, mientras x varia de a a b, y varia entre los graficos de la funcién
g1 (que proporciona el perfil inferior de E) y g2 (que proporciona el perfil
superior de F), como se ve en la figura de abajo a la izquierda.

Ansglogamente, un subconjunto del plano E C R? se dice z-simple si
existen dos funciones continuas hi, hy : [c,d] — R tales que E se puede
escribir como sigue

E={(z,y) eR? : y€le,d], hi(y) <z < ha(y)}

es decir, mientras y varia de ¢ a d, x varia entre los graficos de la funcién
h1 (que proporciona el perfil izquierdo de E) y ha (que proporciona el perfil
derecho de E), como se ve en la figura de abajo a la derecha.

Y Regién y-simple Y
Regidon x-simple
d ,,,,,,,
x=h,(y)
x=h,(y)
CL— — -
X X

Finalmente, definimos un subconjunto del plano E C R? como regular,
si estd dado por la unién de un ndmero finito de subconjuntos = y/o
y simples.

Observaciones:
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1. E puede ser z y y-simple a la vez (por ejemplo un tridngulo);

2. Un conjunto x y/o y simple es necesariamente limitado, es decir, no
puede extenderse hasta el infinito. Gracias al teorema de Weierstrass
sabemos que una funcién continua tiene méximo y minimo absolutos
en un dominio limitado y cerrado, como es un conjunto simple o re-
gular, entonces la integral doble definida sobre un dominio simple o
regular tiene que ser finita.

Ahora queremos encontrar una féormula para calcular la integral doble
de una funcién definida sobre un dominio simple o regular: resulta util de-
jarse guiar por la interpretacién geométrica de integral doble como volumen
por debajo del grafico de una funcion de dos variables. Para fijar las ideas
consideramos una funcién f definida en un dominio z-simple y cortamos el
volumen por debajo del gréfico de f con un plano paralelo al plano xz como
en la figura siguiente.

z z=f(x,y)

o

z=f(x,y)

LS

N

% ~__ 7

El plano corta el volumen a lo largo de una regién con un &area que
denotamos con A(y), para cada y = ¥, fijado entre ¢ y d. La ‘loncha’ del
volumen sélido que tiene como base el segmento infinitésimo (y, y+dy) tiene
un volumen infinitésimo igual a A(y)dy, entonces el volumen total valdra

V= / dA(y)dy.
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Para saber cémo calcular el drea A(y) consideramos la figura siguiente. Dado

fx,7)
,9)

SN AD)

S
s

dx

a) X by

que hemos fijado y = g, la funciéon f, mientras nos deplazamos en el plano
de drea A(y), es una funcién de la sola variable x, por lo tanto el drea A(y)
estard dada por la integral

b(y)

Ay) = f(z,y)dz.
a(y)

Sigue que el volumen total, es decir la integral doble, vale

d b(y)
V:/ flz,y)dx | dy.
c a(y)

Este razonamiento geométrico intuitivo puede ser formalizado en el teorema
siguiente, que es un caso particular de un teorema de validez méas general
debido a los dos matemaéticos italianos Guido Fubini (1879-1943) y Leonida
Tonelli (1885-1946).

Teorema de Fubini-Tonelli: sea Q C R? un dominio z-simpley f : Q — R
una funcién continua, entonces la integral doble de f en () existe y es finita
y se puede calcular como integral iterada de la siguiente forma

fapdady = [ ([ fapda ) dy
/. [ (L

por otro lado si €2 es y-simple entonces vale la férmula

J[ sy = | ’ ( / (()) f(x,wdy) dz|
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Si 2 es z-simple e y-simple, entonces valen ambas férmulas (que, obviamente,
dan el mismo resultado). Si §2 es un dominio regular dado por la unién de
n dominios simples €k, que coinciden solo en los bordes y cubren todo {2,
entonces vale la férmula

/ /Q f(, y)dwdy = ; / [ 1w vydndy |

Observaciones:

1. El teorema de Fubini-Tonelli permite reconducir el calculo de una in-
tegral doble a la iteracién de dos integrales monodimensionales. Ob-
servamos que, mientras se calcula la integral mds ‘“interna’, la variable
diferente con respecto a la cual se estd integrando tiene que ser pensada
como una constante;

2. Integrando la funcién constante 1(z) = 1, podemos definir el drea de
un dominio simple o regular D en R? como sigue:

Area(D) = //D dzdy |.

Observamos que, como ya se anticipd en el capitulo 2 de la primera
parte del curso, el cdlculo diferencial permite resolver el problema de
calcular el drea de una figura plana con perimetro curvilineo.

Ejemplo de cdlculo de integral doble. Calcular la integral doble ffT xydxdy,
donde T es el tridangulo representado en la figura de abajo.

Y

o "1 X
Comenzamos definiendo el tridngulo a través del dominio y-simple:

T={(z,y) eR* : 0<2<1,0<y<a}
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identificamos: f(z,y) = a2y, a = 0, b = 1, g1 : [0,1] = R, gi(z) = 0,
92:[0,1] = R, ga(z) = x.

El célculo de la integral doble se hace fijando x entre 0 y 1 (y consi-
derdndola como una constante) e integrando con respecto a la variable y
entre 0 y x; después se integra el resultado obtenido con respecto a la varia-
ble x entre 0 y 1:

1 x 171 T 1q 2410 1
xy drdy = / (/ xydy) dx = / [xyz] dxr = / —x3dr = [} =—.
//T o \Jo o L2 7 Jo 0 2 81y 8

Ahora definimos el tridngulo a través del dominio z-simple:
T={(z,y) eR* : 0<y<1l,y<az<l1}

identificamos: f(z,y) = a2y, ¢ = 0, d = 1, hy : [0,1] —» R, hi(y) = v,
hy : [0,1] = R, ho(y) = 1.

El célculo de la integral doble en este caso se hace fijando y entre 0 y 1 (y
considerandola como una constante) e integrando con respecto a la variable
x entre y y 1; después se integra el resultado obtenido con respecto a la
variable y entre 0 y 1:

1 1 1 1 1 1 1
// xy drdy = / </ :L‘ydm) dy = / [JUQy] dy = / —(1- y2)ydy
T 0 \Jy 0o L2 y 0o 2

1, 1t 1
=[] =5

Coherentemente con lo que esperdbamos, las dos integrales dobles devuelven
el mismo valor.

En las clases de practicas y seminarios veremos cémo aplicar las integra-
les dobles para calcular baricentros y momentos de inercia.

Terminamos esta seccién con un teorema que describe unas propiedades
importantes de las integrales dobles.

Teorema: sea D un conjunto regular, f, g funciones continuas en D y sea
ce R

1. La integral doble es lineal:

[LWLW+WWM@@=/Lﬂ%wﬂw+[éﬂ%wﬂw,
J[ crwasty=c [[ se.asay
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2. La integral doble es monétona: si f > g en D, entonces:

//D f(z,y) dedy > //Dg(x’y) dady,

en particular, si f > 0 en D:

/ /D f(, ) dwdy > 0.

3. La integral doble es aditiva con respecto al dominio de integra-
cién, es decir, si D1 y D5y son dominios simples y disjuntos, entonces

//DluDQ f(z,y) dxedy :/D1 f(z,y) dxdy+/D2 f(z,y) dzdy.

4. Si D es conexo vale el teorema de la media (para integrales): existe
un punto (zg,yo) € D tal que

1
m //D f(x,y) dxdy = f(ﬁUO,yo)'

6.1.3. Cambio de variable en las integrales dobles

Resulta 1til en muchas aplicaciones sustituir las variables originales x,y
de una funcién con variables auxiliares que permiten resolver las integrales
dobles de forma mas simple. Un ejemplo notable estd dado por las coorde-
nadas polares. Estas coordenadas resultan particularmente ttiles cuando
se examinan problemas con una geometria circular. La transformacién a

coordenadas polares es:
T = pcosv
y = psind

con p € [0,400) y ¥ € [0,27). Esta transformacién se puede interpretar
como una funcién

T: R*> — R?
(p,0) > T(p,9) = (pcosd, psind) = (z(p,?),y(p, 7)),

las funciones componentes de 1" son estas:

T,: R — R
(p,’l?) — Tl(p,ﬂ):pcosﬁ
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T,: R — R
(p,9) +— Ti(p,9) = psind.
La matriz Jacobiana de T es:

19,11 0¢Th _|cos¥  —psind
Jr(p, ) = {@Tg 8,9T2] (p,9) = [sinﬁ pcos?d |’

y su determinante es det(Jr(p,9)) = pcos? 9+ psin? 9 = p. Se puede demos-
trar que, bajo el cambio de coordenadas (x,y) — (p, 1), el drea infinitésima
dxdy se transforma en pdpdd, de forma que la integral doble de una funcién
continua f en un dominio regular o simple D se puede escribir:

//Df(x’wdxdy_//Df(T(Paﬁ))pdpdﬁ

donde D = T~1(D) es el dominio D expresado en términos de las variables
polares p, . Més en general, dada la transformacién de coordenadas (u,v) =
T(z,y), T funcién derivable, se puede demostrar que el drea infinitésima
dxdy se transforma en | det Jr(u, v)|dudv asi que vale la férmula del cambio
de variable para las integrales dobles:

J[ s wdets= [[ 1T 0) det Tru, ) dudo)

donde D = T~(D) es el dominio D expresado en términos de las nuevas
variables u, v.

Ejemplo: calcular la integral doble

Ir = // e~ (@ +v?) dzdy,
D

D = {(x,y) € R? : 22 +y? < R?}. El dominio D es el interior de un circulo
de radio R y centro en el origen de los ejes. En coordenadas polares D se
representa como D = {(p,9) : 0 < p < R, 0 <19 < 27}, entonces podemos

escribir:
21 R 5
IR—/ (/ e ? pdp) dy
0 0
fRe_p2 d . . . . _1,—p? R . 1_e—R?
0 pdp es una integral semi-inmediata y vale [ € }0 = =5,
entonces

2

2 —R2 _R
1-— 1-—
IR:/ 1-e® g l-e™
0

2
/ dd =7(1l— e_RQ).
2 2
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Aprovechamos la oportunidad para decir que se pueden definir también
las integrales dobles generalizadas, como en el caso monodimensional,
tomando limites oportunos. No queremos entrar en detalle, solo queremos
observar que, si tomamos el limite para R — +oo de la integral doble que
acabamos de calcular obtenemos:

lim // e~ (@ +9?) drdy = // e~ (@) dxdy,
R—+o00 {(z,y)€R? : 22442 <R2} R2

pero limp 4o I = limp_ 4 oo (7w (1 — e~ %)) = m, es decir
+ +

// e~ (@ +v?) dedy = m |
R2

Esta integral doble permite calcular una integral monodimensional notable:
Iz e~ dz, notable porque la funcién e~
Tenemos que

// e~ (@ +9?) drdy = / e dx/ e v dy
R2 R R

pero la variable de integraciéon es muda, por lo tanto

2
// e~ (@ +y?) dxdy = (/ e dw) =,
R2 R

/e_xde:\/?r.
R

no tiene primitiva/

entonces

Esta es la integral de la densidad Gaussiana y juega un papel de enorme
importancia en probabilidad, estadistica y varias otras disciplinas cientificas.

Otras coordenadas importantes en las aplicaciones son las coordenadas
elipticas:

T = apcost
y = bpsind

con a,b> 0, p € [0,+00) y ¥ € [0,27), en este caso el elemento infinitésimo
de area se escribe como

|dady = abpdpdi)|  Coordenadas elfpticas.
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6.2. Integrales triples

Todo lo que acabamos de ver sobre las integrales dobles se puede genera-
lizar a dimensiones superiores. En particular consideramos muy brevemente,
por su importancia practica en las aplicaciones, el caso de las integrales tri-
ples, o sea de funciones de tres variables reales. Lo inico que cambia en este
caso es que los rectangulos [a,b] x [c,d] se sustituyen con paralelepipedos
[al,bl] X [ag,bg] X [ag,bg].

Un dominio z-simple en R? es un dominio del tipo

Q= {(x’y’ Z) € R3 : gl(x,y) <z< gZ(xvy)’ (l'vy) € D}v

donde D es un dominio simple en R? y g1, go son funciones continuas en D.
Los dominios z e y-simples en R? se definen analogamente.

Si f:QcCR®— R es continua en €, dominio z-simple en R?, entonces
es integrable y la integral triple de f se puede calcular con la férmula de
iteracion dada por:

///ﬂ f(z,y, z) dedydz = //D (/:zxyj) f(x,y,z)dz) dzdy |.

Esta férmula reduce el calculo de la integral triple a la iteraciéon de una
integral monodimensional con respecto a z, en la cual x e y se tienen que
considerar como constantes, y de una integral doble en el dominio D que se
puede calcular con las férmulas vistas en la seccién anterior.

Para calcular las integrales triples resulta 1til en muchas situaciones el
uso de coordenadas diferentes de las cartesianas, destacamos, en particular,
las

= Coordenadas esféricas:
x = pcospsind
y = psin psind
z = pcosV
con p € [0,4+00), ¢ € [0,27], ¥ € [0,7);

s Coordenadas cilindricas:

x = pcosV
y = psind
z=2z

p € [0,400), ¥ €[0,27], z € R.
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Los elementos de volumen en coordenas esféricas y cilindricas se pueden
calcular directamente y resultan:

dxdydz = p? sin pdpdpdd Coordenadas esféricas

dxdydz = pdpdidz Coordenadas cilindricas

No tenemos tiempo suficiente para proporcionar ejemplos o hacer ejerci-
cios sobre integrales triples porque consideramos més importante introducir
las integrales de superficie y de campos vectoriales, que es el tema del préxi-
mo capitulo.
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Capitulo 7

Integrales de superficie y de
campos vectoriales, teorema
de la divergencia y del
rotacional

En este dltimo capitulo definiremos las integrales de superficies y de
campos vectoriales, ademads discutiremos unos teoremas de importancia fun-
damental tanto en mateméticas como en las aplicaciones a la fisica y a la
ingenieria: el teorema de la divergencia y del rotacional.

7.1. Integrales de superficie

Como vimos en el capitulo anterior, una vez formulada la teoria de la
integral doble, es bastante natural generalizarlo a dimensiones superiores. En
esta seccién veremos que es también bastante natural generalizar la teoria
de la integral doble para definir la integral de una funcién definida sobre
una superficie, que sigue siendo un objeto geométrico bidimensional, como
en la integral doble, pero en este caso resulta curvo y no plano.

Una motivacion para recalcar la necesidad de saber integrar una funcién
sobre una superficie viene dada, por ejemplo, por la necesidad de calcular
la carga eléctrica de un conductor metélico: en estos conductores la carga
eléctrica se mantiene sobre la superficie, por lo tanto, si se conoce la funcién
densidad de carga eléctrica superficial, su integracién proporciona la carga
eléctrica total del conductor. En el curso de fisica y ondas se verdn ain més
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ejemplos précticos.

Para definir la integral de superficie necesitamos recordar brevemente el
concepto de producto vectorial (o wedge): sean ¥, € R? dos vectores
tridimensionales cualesquiera, el producto vectorial entre ellos es el vector
tridimensional v A w tal que:

w ||TA | = ||7||||7]| sin e, siendo « el dangulo més pequeno formado por
vy w;

= la direccién de ¥ A i es ortogonal al plano 7w que contiene ¥ y ;

= el sentido de ¥ A W es el sentido tal que, si miramos el plano 7 desde
la punta del vector ¥ A W, vemos ¥ que se acerca a w cumpliendo una
rotacién antihoraria (regla ‘de la mano derecha’ o del ‘sacacorchos’).

Resulta 1til una férmula para poder calcular el producto vectorial una vez
dadas las componentes de ¢’y . Se puede demostrar que, si U = (v, vy, vz)
y W= (wy, wy, w,), entonces

TAW=det v, v, v,

donde 7, 7, k son los vectores unitarios de los ejes x,y, z, respectivamente.
Explicitamente tenemos:

TAW = (Vyw, — V Wy, V Wy — UgWy, VgWy — VyWy).

Se puede averiguar directamente que el producto vectorial es antisimétrico,
es decir: YA W = —wW A .

La norma del producto vectorial tiene un significado geométrico de im-
portancia fundamental para nuestros fines: como se ve en la figura aqui de-
bajo, la norma del producto vectorial entre dos vectores representa
el area del paralelogramo que tiene los dos vectores por lados.

vwsino

Recordamos ahora que la definicién més general de superficie que hemos
dado es la de superficie parametrizada S (que incluye como caso particular
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el gréfico de una funcién escalar de dos variables reales), dada por la imagen
de la funcién vectorial de dos variables reales ¥ : D C R? — R?, (t,5) —
7(s,t) = (x(s,t),y(s,t), z(s,t)).

Exactamente como para las integrales curvilineas, necesitamos definir el
concepto de elemento de area infinitésima sobre la superficie S a través de
un proceso de linealizacion local. Una vez hecho esto, extenderemos el area
infinitésima a un area finita a través de una integral doble en un dominio de
R

Comenzamos observando que, si fijamos una de las dos coordenadas s = §
o bien t = t en D obtenemos unos segmentos rectilineos que se cruzan en
un punto. La parametrizacién 7 transformard estos segmentos rectilineos en
curvas sobre la superficie que se cruzan en 7(5,t), como se puede ver en la
figura aqui debajo:

t4

Ya sabemos que los vectores tangentes al punto de cruce estdn dados
por 7s(5, Lz) = (zs(5, Lz)v Ys (3, {;)7 zs(5, i)) y (3, E) = (24(5, ﬂv Y (3, E)? z(8, E))
donde los subindices s y t se refieren a las derivadas parciales con respecto
a sy t, respectivamente.

Sabemos también que los dos vectores tangentes viven en el plano tan-
gente a S en el punto 7(3,%) por lo tanto, dado que son vectores planares,
podemos calcular el area del paralelogramo que los tiene como lados y el vec-
tor unitario normal a la superficie en el punto 7(5,?) a través del producto
vectorial:

Area del paralelogramo de lados 7,(5,1) y 7(5,) = |7s(5,) A 7(5,1)||

7?8('§7 E) /\ FS(§7 E)
175(5,8) ATs(5, )

Si ahora nos desplazamos del punto 7(5,t) con dos pasos infinitésimos
ds y dt a lo largo de las curvas 7(s,t) y 7(5,t), respectivamente, podemos

Normal externa a S en 7(5,t) =
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definir el elemento de area superficial infinitésimo como el area del parale-
logramo curvilineo que tiene por lados (curvilineos) los dos deplazamientos
infinitésimos, como en la figura debajo:

Paralelograma curvilineo
infinitesimo

Nuestro problema es que no sabemos como calcular el area de un parale-
logramo curvilineo. Sin embargo, si 7 es una funcién diferenciable, podemos
aproximar los lados del paralelogramo curvilineo, a menos de infinitésimos
de orden superior a ds y dt, con los lados del paralelogramo rectilineo dados
por 7sds y 7idt.

Como ya vimos muchas veces durante el curso, la ventaja de la apro-
ximacién lineal es que nos permite usar técnicas de calculos conocidas: en
este caso, sabemos que el area del paralelogramo rectilineo infinitésimo es
la norma del producto vectorial entre 7sds y 7:dt, a este drea le daremos el
nombre de

Elemento de area infinitésimo sobre la superficie parametrizada S :

! dS = ||Fs(s, t) ATi(s, t)| ds dt \
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Tiene particular importancia el caso de una superficie dada por el grafi-
co de una funcién f : D € R? — R que, como sabemos tiene representa-
cién paramétrica dada por 7(s,t) = (s,t, f(s,t)), (s,t) € D. En este caso
7s(s,t) = (1,0, fs(s,t)), (s, t) = (0,1, fi(s,t)), entonces

k
fs(S,t) = (_fs(37t)7 _ft(svt)> 1)
ft(s,t)

lo cual confirma el resultado sobre el vector normal que hemos obtenido en
el capitulo 2, y

J
7s(s,t) A 7(s,t) = det 0
1

O = S

17s(s,8) AT (s, 8)]| = 1+ [V f(s,1)]2,
entonces llamamos

Elemento de area infinitésimo sobre la superficie dada por el grafico de f :

dS = /1+ |V f(s,t)|2dsdt |

Ahora tenemos todos los ingredientes para definir el area de una super-
ficie y la integral de superficie de una funcién: dada la superficie en forma
paramétrica 7: D C R? — R3, (s,t) € D y una funcién g : R3 - R,

Area de una superficie:
//dS // 17s(5, ) A 7o, )| ds it

Integral de g sobre la superficie S :

//gdS // 7(s,1))||7s (s, ) A (s, )| dsdt |,

donde ¢(7(s,t)) es la evaluacién de la funcién g en los puntos de la superficie.
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Si S estd dada por el grafico de una funcién f : D C R? — R, entonces

Area de una superficie:
// ds = // VIF N DR ds dt
S D

Integral de g sobre la superficie S :

//Sgdsz//Dg(S’t>f(Svt))\/l+\Vf(S,t)Pdsdt.

Observamos la similitud entre la integral curvilinea y la integral de superficie

/gdz_/ (t)]|dt

/gdS / (s, 0))|17s(5,t) ATy (5, )| ds dt,

en ambos casos hay que

de una funcién:

1. evaluar g en los puntos de la curva o superficie;
2. multiplicar por el elemento de longitud o area infinitésima;

3. integrar con respecto al pardmetro (curva) o a los pardmetros (super-
ficie).

Ejemplo: calculamos el area de un paraboloide eliptico de altura 2 metros,
que podemos definir a través de la ecuacién z = f(z,y) = 22 +y?, 2 < 2,y
que representa la superficie de una antena parabolica. Dado que V f(z,y) =

(2x,2y), el elemento de drea infinitésimo es dS = /1 + 4(z? + y?) dz dy,
por lo tanto

A = Area paraboloide eliptico de 2 metros = // 1+ 4(22 4+ y?) dedy
D

donde D = {(z,y) € R? : 2% 4+ ¢? < 2}. La computacién de la integral
doble resulta més sencilla si pasamos a las coordenadas polares (p, ), con
respecto a las cuales:
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= dx dy = pdpdd;
= 2%y’ =%

= D se transforma en D = {(p,9) € R? : 0< p <2, 0 <9 < 27},
donde la limitacién sobre p deriva del hecho de que 0 < x2+y? = p? < 2
si y solo si p < V2.

Entonces:

27 V2 V2
A:/ dﬁ/ \/1+4p2pdpd19:27r/ V1+4p2pdp.
0 0 0

Para resolver la integral en dp usamos este cambio de variable u = 1 + 4p?,
du = 8pdp, entonces pdp = %du y

/\/1+4p2pdp:é/\/ﬂdu:

entonces

(1+4p%)3
12 ’

H‘Q
N | viw

1
8

g
w\w‘ S

V2 1 s1vZ 26 13
V1 42d:—[1 42*} _2_ 2
/0 Hdptpdp = 5 |(L+4p7)2] - =15 = %

y, finalmente:

; 13 13
A = Area paraboloide eliptico de 2 metros = 27r€ — 2T etros?.

7.2. Los operadores del calculo vectorial: gradien-
te, divergencia, rotacional, laplaciano

Un elemento matematico de gran importancia en esta segunda parte del
curso de calculo ha sido el gradiente de una funcién. Dado un campo escalar
f: D CR" — R, podemos ver el gradiente como un operador que
mapea el campo escalar f a un campo vectorial:

f'?vf:(fxl?"'7fxn)

donde
Vf: R* — R"”
T — V@) = (fo, (D), .., f2,(T)).
Se pueden definir otros dos operadores fundamentales que actian sobre
campos escalares o vectoriales.
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= Operador divergencia: div transforma un campo vectorial en un
campo escalar. Sea U : R" — R", ¥(Z) = (v1,...,vy), un campo vecto-
rial, la divergencia de ¥ es el campo escalar divt’ definido de la forma
siguiente

dive: R — R
o divi(@) = $2(5) + ... + J2(2),

sin=3,divi(z,y,z) = %v; (r,y,2)+ %(CE, y,2)+ %”ZZ (x,y,z). Obser-

vamos que, a nivel algebraico, el operador divergencia se puede definir
como el producto escalar entre el operador gradiente y el campo vec-
torial ¥:

’divv = (V,f}'}‘

dado que, por definicién de producto escalar Euclidiano, tenemos que
(V,70) = 8%1”1 +...+ %vn. Remarcamos que esta es solo una escritura
algebraica ‘formal’, que tiene que ser interpretada con el significado que
hemos comentado anteriormente.

» Operador rotacional: rot (‘curl’ en los libros ingleses) es un opera-
dor que transforma un campo vectorial tridimensional 7 : R? — R3,
U = (vg,vy,v,) en otro campo vectorial tridimensional rot ' definido

de esta forma
rot7: R — R3

—

Z +— roti(z,y,2),

donde rot ¥(z,y, z) = (Oyv, — 00y, 02Uy — Oxvz, Ozvy — Oyvs)(, Y, 2).
Podemos reconocer facilmente que

5 k
rot v(z,y,2) =det [0, 0, 0| (v,y,2)
Vp Uy U

por lo tanto

ot 7 = V A7)

Vimos que el gradiente de un campo escalar tiene un significado geométrico
muy importante: es el campo vectorial que, en cada punto, proporciona
la direcciéon de variaciéon més rapida del campo escalar mismo. También la
divergencia y el rotacional tienen significados geométricos importantes. Para
entender el significado geométrico de la divergencia tenemos que presentar
el teorema homoénimo; pero ya podemos introducir el significado geométrico
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del rotacional y justificar su nombre: consideramos el campo de velocidad
del movimiento rotacional uniforme alrededor de un eje: si k es el vector
unitario del eje de rotacién, & = wk es el vector de velocidad angular y
7 = xi+yj es el vector que da la posicién de un punto con respecto al eje l;:,
el campo vectorial de velocidad en el punto (x,y) es ¥ = GAT = —ywi+ zw)
(véase el capitulo 2 Seccidn 8). El rotacional de este campo de velocidad es
rot¥ = k(dy(xw) — Oy(—yw)) = 2wk, entonces

W= Erom—)’,

lo cual dice que el vector velocidad angular es proporcional al rotacional del
vector velocidad.

Este resultado pierde su validez global para un campo de velocidad o
genérico, pero mantiene su validez local: si ¥ es un campo genérico de ve-
locidad de un medio (por ejemplo de agua), el vector %rotﬁ' representa la
velocidad angular local del movimiento, es decir, es un indicador de la
vorticidad local del movimiento. Dicho de otra forma, el rotacional mues-
tra la tendencia de un campo vectorial a inducir rotacién alrededor de un
punto.

Siun campo ¥ tiene un rotacional (o rotor) nulo en todos puntos, significa
que ese campo no tiene vértices en ningiin punto, se dice en este caso que v
es irrotacional: rotv=0.

Ahora observamos que podemos componer los operadores de gradiente,
divergencia y rotacional: dado el campo escalar f y el campo vectorial ¥,
resulta bien definido considerar

divrotv, rotVf, divV/,

pero de estas combinaciones, solo la iltima no es nula, porque las otras se
anulan debido al teorema de Schwarz, es decir, al hecho de que las derivadas
segundas mixtas son iguales y al restarlas se anulan:

divrot7 =0] V7

rot V=0 V7.

af \ "L 9% f
(6%)_23%2

En cambio,

. 0
divVyf = ;8:@-
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a partir de esta identidad podemos definir un operador que tiene gran impor-
tancia en las aplicaciones fisicas e ingenieriles, es el operador Laplaciano
(Pierre Simon Laplace, francés, (1749-1827) uno de los matematicos mas im-
portantes de la historia) que transforma un campo escalar f en otro campo
escalar:
fr—V2f
VQ
v2f: R* — R?
- _, 92f /=
T V@) =T, 2@,

sin=3,

O*f O*f O*f
2 —
\4 f($7y> Z) - 81’2 (l‘,y, Z) + 8y2 (xayv Z) + (92’2 (;U,y,z) d

en muchos libros, sobre todo escritos por matematicos, el Laplaciano se
encuentra escrito como A, mientras que fisicos e ingenieros suelen preferir
la notacién V2. Resumiendo, los posibles sfmbolos usados para denotar el
Laplaciano son:

ldivy =v2=A]

7.3. El flujo de un campo vectorial a través de una
superficie

El concepto de flujo de un campo vectorial ¥ nace del problema practico
de describir el flujo de un fluido, por ejemplo agua, en un canal. El flujo
es la rapidez de variacién del volumen de agua que pasa a través de una
superficie. Para medir el flujo de agua a través de una porcion de superficie
infinitésima d.S necesitamos calcular la componente del campo ¥ a lo largo
de la direccién normal a dS, por eso calculamos el producto escalar (¥,1),
siendo 7 el vector unitario normal a dS. El flujo infinitésimo sera:

dd = (v,7) dS

que podemos extender a una superficie finita S con la integral de superficie
que definimos en este capitulo:
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Flujo del campo vectorial ¢ a través de la superficie S

<I>://S<z7,ﬁ>ds.

El flujo de un campo vectorial U tiene varios significados fisicos: segun las
aplicaciones puede representar

s ¢l caudal de un fluido si ¥ es la velocidad de movimiento de las
particulas de fluido;

= la corriente eléctrica si U es la densidad de corriente en un conductor;

= el calor que pasa a través de una membrana si ¥ es la densidad térmica
de un sistema termodinamico;

= etc.

7.4. El teorema de la divergencia

El teorema de la divergencia es uno de los teoremas mas importantes de
las matemadticas y reine muchos de los conceptos que hemos desarrollado
hasta ahora: las derivadas parciales, las superficies y sus integrales, los cam-
pos vectoriales y sus flujos. Este teorema permite deducir muchas ecuaciones
fundamentales de la fisica y de la ingenieria y da la posibilidad de transfor-
mar relaciones integrales entre objetos matematicos a relaciones diferenciales
o viceversa. Lamentablemente no tenemos el tiempo de discutir en este curso
las aplicaciones del teorema de la divergencia, pero el estudiante podré ya
apreciar su importancia en el curso de ondas y electromagnetismo.

No sorprende que un teorema tan importante y util haya sido desarro-
llado y demostrado por el ‘principe de los matematicos’: Gauss.

Teorema de la divergencia (Gauss):

» Sea © un dominio cerrado y limitado de R? y sea 99 su superficie, que
suponemos ser parametrizada, orientable y con normal externa 7i.

= Sea ¥ un campo vectorial diferenciable con derivadas parciales conti-
nuas en {2, entonces
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// (U,m)dS = /// div v dxdydz |,
o0 Q

es decir: el flujo de un campo vectorial que sale de una superficie
cerrada es igual a la integral de la divergencia del campo en el
volumen que la superficie encierra.

7.4.1. Significado del operador divergencia e interpretacion
fisica del teorema de la divergencia

El teorema de la divergencia dice que la integral de volumen de la diver-
gencia de un campo devuelve el flujo del campo a través de la superficie que
contiene el volumen. Sigue que la divergencia representa la densidad
de flujo del campo vectorial por unidad de volumen.

El flujo de un campo representa, como dice su mismo nombre, como fluye
el campo a lo largo del espacio. Por supuesto, para que exista un campo,
tiene que existir por lo menos una fuente del campo y para que el campo
deje de fluir tiene que existir por lo menos un sumidero.

Vamos a considerar una regién del espacio con volumen ) y superficie
0 (frontera de ). Supongamos que en ) haya fuentes y sumideros del
campo, las fuentes generaran un flujo del campo que sale a través de 02 y
los sumideros un flujo del campo que entra en €). El teorema de la divergen-
cia dice que el flujo neto a través de la superficie 9€2, que es la resta entre el
flujo que sale y el que entra, se mide a través de la integral de la divergencia
en el volumen 2. En este sentido, el teorema de la divergencia es una
abstraccion del concepto de continuidad fisica, representando un
balance entre flujo saliente y entrante. El flujo saliente de 92 se con-
sidera positivo porque tiene el mismo sentido que la normal externa 7 a 0f2,
entonces el producto escalar que define el flujo es positivo. Reciprocamente,
el flujo entrante en OS2 se considera negativo porque tiene sentido opuesto
a la normal externa 77 a 02, entonces el producto escalar que define el flujo
en este caso es negativo.

Como hemos visto, el operador divergencia es el instrumento matematico
que permite ‘medir’ la intensidad de las fuentes y de los sumideros del campo,
seguin su signo. Por ejemplo, la divergencia no nula del campo gravitacional
seniala la presencia de materia en un punto, la divergencia no nula del campo
electroestatico senala la presencia de una carga en un punto, etc.

Un campo vectorial que tiene divergencia nula en cada punto, es
decir, que no tiene ni fuentes ni sumideros, se llama solenoidal.

No sorprende que una de las aplicaciones del teorema de la divergencia
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sea la formulacion de la ecuacién de continuidad, que expresa el principio de
conservacion de la masa y de la carga eléctrica. El teorema de la divergencia
juega también un rol fundamental en el desarrollo de la teoria de Maxwell
del campo electromagnético (James Clerk Maxwell (1831-1879) fisico y ma-
tematico britdnico, considerado uno de los tres fisicos mas importantes de
la historia junto con Isaac Newton y Albert Einstein).

El teorema de la divergencia se puede formular en dimensién n cual-
quiera, pero si n = 1 el teorema de la divergencia se reduce a un resultado
que ya conocemos, vamos a ver cual es. Sea € el vector unitario orientado
como la recta real positiva y sea (a,b) un intervalo abierto en R, su frontera
es el conjunto dado por los puntos {a,b} y la normal externa en los dos
puntos de frontera es €en z = by —€en x = a. Si f(z)€ es un campo
vectorial definido en un abierto de R que contiene (a,b), la divergencia de
f(z)€ es simplemente f’(z), la derivada de f. Para calcular el flujo a través
de la frontera, recordemos que una integral no es nada méas que un limi-
te de sumas, en este caso la frontera estd dada por los puntos a y b, por
eso calculamos el flujo a través de la frontera de (a,b) como la siguiente
suma: f(a)(€,—€) + f(b)(€,€) = f(b) — f(a). Si introducimos estos datos
en el teorema de la divergencia monodimensional encontramos el resulta-
do: ff f(x)dz = f(b) — f(a), es decir: la versién monodimensional del
teorema de la divergencia es el teorema fundamental del calculo
integral.

7.5. Trabajo de un campo vectorial y teorema del
rotacional

Para introducir el teorema del rotacional tenemos que discutir antes el
concepto de trabajo de un campo vectorial. Podriamos considerar un campo
en R" pero preferimos quedarnos en R? para ser més concretos. Conside-
ramos un campo (vectorial) de fuerzas F : R — R® (tipicamente n = 3)
que actia sobre unas particulas desplazandolas de su sitio. El trabajo ele-
mental del campo de fuerza para desplazar una particula una cantidad
infinitésima ds = (dx,dy, dz) estd dado por el producto escalar entre F y
ds:

AW = (F,d8) = Fydx + F,dy + F.dz,

W como ‘work’, trabajo en ingles. Se considera el producto escalar por su
significago geométrico: inicamente la componente de la fuerza en la direccion
de ds produce el desplazamiento.
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Si queremos conocer el trabajo global que el campo de fuerza hace para
desplazar una particula a lo largo de una curva C con parametrizacién ¢ :

[a,b] = R?, &(t) = (x(t),y(t), 2(t)), es W = [, dW, es decir:

W= [ (Fet), detn) = /C (F(et)), &' (t)) dt

C

Si C es una curva cerrada se escribe
W= d(F @), o) d
C

y la integral se llama circulacién.

Particularmente importante es el caso en el cual el campo F proviene
del gradiente de un campo escalar V: si F = VV, se dice que el campo F
es conservativo. Ejemplos notables de campos conservativos son el campo
gravitacional, el electroestatico, etc.

Vamos a calcular el trabajo de un campo conservativo:

b b
W= / (F(@(t)), &' (6)) dt = / (VV(@(t)), &' (1)) dt

pero

VV(e(t)), ¢'(t)) = %(E(t))iv'(t)Jrafy(E(t))y’(t)Jrg(5(t))2’(t) = - V(1))

habiendo usado la regla de la cadena. Entonces tenemos

b
W= / d(V(@1) = V(b)) — V(Ea)),

lo cual indica que el trabajo de un campo de fuerzas conservativo que
actua sobre una particula, desplazandola de un punto P a un punto @ a lo
largo de una curva en el espacio, depende solo de los extremos de la curva
y esta dado por la diferencia de potencial entre los puntos extremos
de la curva. En particular, la circulacién de un campo conservativo, es decir
el trabajo a lo largo de una curva cerrada, es nulo.

Tenemos todas las informaciones para formular el teorema del rotacional.
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Teorema del rotacional o de Stoked} sea S una superficie orientable con
borde 0§ parametrizado por €y sea F un campo vectorial definido en una
regién del espacio que contiene S, entonces

// (rotﬁ, n)ydS = <ﬁ(5(t)),5,(t)>dt ‘
S aS

El teorema del rotacional dice que el flujo del rotacional de un campo vec-
torial a través de una superficie es igual al trabajo del mismo campo a lo
largo del borde de la superficie.

En fisica el teorema del rotacional tiene una importancia fundamental
para la formulacién de la teoria del electromagnetismo. En matematica el
teorema es importante porque relaciona integrales dobles con integrales cur-
vilineas.

THE END.

!George Gabriel Stokes (1819-1903), fisico y matemético irlandés.
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