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Préambule

Le but de ce cours est d’introduire les concepts les plus importants de la théorie des espaces
de Hilbert et des opérateurs définis sur ces espaces.

La raison pour laquelle on dédie un cours entier aux espaces de Hilbert est simple a
comprendre : parmi les espaces vectoriels de dimension infinie, les espaces de Hilbert constituent
I’objet mathématique le plus proche des espaces Euclidiens de dimension finie, i.e. R ou C™,
ou on développe 'analyse et I'algebre linéaire classiques.

Lorsque 'on passe en dimension infinie, des subtilités de nature topologique imposent de
rajouter des conditions (qui en dimension finie sont toujours vérifiées) pour pouvoir assurer la
validité des résultats que ’on connait dans les espaces Euclidiens. Pour les espaces de Hilbert,
une de ces conditions topologiques est la complétude, i.e. le fait que toute suite de Cauchy
soit convergente dans l’espace ou elle est définie.

Cette considération montre que la théorie des espaces de Hilbert peut étre pensée
comme un mélange tres élégant d’algebre, analyse et topologie : ceci est I’héritage de grands
mathématiciens du début du vingtieme siecle, entre autres Riesz, Banach et, évidemment,
Hilbert, qui ont mis en lumiere I'exigence de ce mélange pour étendre les résultats classiques
de lalgebre et de 'analyse a la dimension infinie.

Une transformation linéaire particulierement importante sera le fil rouge de ce cours : la
transformée de Fourier. On examinera d’abord ses propriétés en dimension finie, avec ce que
I’on appelle transformée de Fourier discrete, et on passera apres a ’extension en dimension
infinie, en considérant différents domaines pour cette transformation.

Bien assimiler les concepts introduits dans ce cours est essentiel pour I’évolution de la
carriere d’un mathématicien dans toute direction, soit elle théorique ou appliquée, et permet
de faire connaissance avec des techniques et des outils mathématiques développés dans une
période particulierement fertile et créative de I'histoire de la science. Ces techniques et ces
outils restent toujours actuelles dans la recherche mathématique pure et appliquée.

L’auteur.



Chapitre 1

Les espaces vectoriels avec produit
scalaire (ou pre-Hilbertiens)

Dans ce chapitre on va se concentrer sur les espaces vectoriels avec un produit scalaire, en
particulier ceux de dimension finie.

1.1 Le produit scalaire réel et complexe

On commence par rappeler que, dans les espace Euclidiens réels R? et R3, le produit
scalaire entre deux vecteurs v, w est défini comme le nombre réel

vew = (v,w) = |v]|w]cos(?),

ot ¥ est I'angle le plus petit entre v et w et | | représente la norme (ou le module, en R? et
R?) des vecteurs.

On rappelle aussi que, a travers du produit scalaire, on peut définir la projection orthogonale
du vecteur v dans la direction définie par le vecteur w. Il faut distinguer entre :

— la projection scalaire de v en direction w : |v| cos(d) = %;
— la projection vectorielle de v en direction w : [|v|| cos(@)ﬁ = iﬁﬁgw,

ol H%H est le vecteur unitaire en direction de w. Le role de v et w peut, bien str, étre échangé.

La valeur absolue de la projection scalaire mesure la « similarité » entre la direction de deux
vecteurs. Pour comprendre ce concept, allons considérer deux positions relatives remarquables
entre v et w :

— si v et w ont la méme direction, alors 'angle 9 entre eux est nul ou ¢a vaut 7, et donc
cos(¥) = +1, i.e. la valeur absolue de la projection scalaire de v en direction w est
maximale et ¢a vaut ||v|;

— au contraire, si v et w sont perpendiculaires, alors ¥ = § ou v = %77 et donc cos(?) = 0,
ce qui montre que la projection scalaire de v en direction w est nulle.

Lorsque v a une position relative a w intermédiaire entre les deux ci-avant, la valeur absolue de
la projection scalaire de v en direction de w bascule entre la norme de v et 0, ce qui explique
pourquoi sa valeur est considérée comme une mesure de similarité entre direction de vecteurs.



Dans le cours, on considérera des espaces vectoriels bien plus compliqués que R? et R3 et
la mesure de similarité entre vecteurs donnée par la projection nous donnera des informations
encore plus importantes de la cohérence entre directions.

Avant d’arriver a obtenir ces informations, la premiere chose que nous devons faire est de
passer des espaces Euclidiens R? et R3 & des espaces vectoriels abstraits. La définition générale
de produit scalaire et de projection orthogonale dans ces espaces peut étre pensée comme une
extension des définitions précédentes pour des espaces ou notre capacité de représentation des
vecteurs devient impossible.

Les propriétés géométriques (dont l'intuition et, surtout, la visualisation, est possible
seulement en dimension 2 ou 3) seront remplacées par un ensemble de propriétés algébriques
qui ont 'avantage de pouvoir étre utilisées en dimension quelconque sans difficulté.

Ces propriétés algébriques doivent, bien sir, étre celles nécessaires et suffisantes pour
caractériser le produit scalaire entre vecteurs du plan ou de l'espace réel. Cette forme de
généraliser des concepts « intuitifs » en dimension 2 et 3 est classique dans les mathématiques.

Dans ce chapitre, le symbole V sera utilisé pour décrire un espace vectoriel défini sur le
corps K, ou K sera soit R, soit C, et de dimension finie n < +00. Le corps K contient les
scalaires avec lesquels on construit les combinaisons linéaires entre vecteurs de V. On rappelle
que deux espaces vectoriel de dimension finie sont isomorphes si et seulement s’ils ont la méme
dimension. De plus, si on fixe une base B = (b1,...,b,) de V, alors on peut construire un
isomorphisme entre V et K" comme ¢a :

I: \%4 — K"

U1
n

v = [U]B = Z Uibi —
=1 o,
i.e. I associe a chaque v € V le vecteur de K™ donné par les composantes scalaires de v par
rapport a la bases fixée B. Comme [ est un isomorphisme, il suit que K" est le prototype
de tous les espaces vectoriels de dimension n sur le corps K.

Déf. 1.1.1 (K-forme) Soit V' un espace vectoriel défini sur un corps K.
Une K-forme sur V est une application définie sur V- x V a valeurs en K, i.e.

p: VxV — K
(v,w) — ¢(v,w).

Déf. 1.1.2 Soit V' un espace vectoriel réel. On dit que le couple (V,{,)) est un espace
vectoriel réel avec produit scalaire (ou un espace pré-Hilbertien réel) si{,) est une
forme :

1. bilinéaire, i.c.' linéaire relativement & chaque argument (I’autre étant fizé) :
(1 + v, w1 + wa) = (v1,w1) + (1, wa) + (va, w1) + (V2,wa), Vw1, v2, w1, w2 €V

et
{av, w) = alv, fw) = flav,w) = af{v,w), VYo,BeR, v,weV;

1. i.e. est I'abréviation de « id est », 'expression latine équivalente & « c’est-a-dire ». Cette écriture est tres
utilisée dans les livres de mathématiques.




2. symétrique : (v,w) = (w,v), Yo,w eV ;
3. définie : {v,v) =0 < v = 0y, le vecteur nul de l’espace vectoriel V ;
4. positive : (v,v) >0 YveV, v #Oy.

Certains auteurs utilisent la définition strictement positive pour une forme définie positive.

Avec un moment de réflexion, nous pouvons comprendre que, pour une forme réelle sur
V, demander la symétrie et la bilinéarité équivaut a demander la symétrie et la linéarité a
gauche, i.e. :

(v1 + vo,w) = (v, wy + (va,wy, {av,w)y=alv,w), Yv,weV, VaeR.

L’exemple le plus simple et important de produit scalaire réel est le produit scalaire
Euclidien réel, qui est défini ainsi : soient v = (v1,v2,...,v,), w = (w1, ws,...,w,) deux
vecteurs de R™ écrits avec leurs composantes par rapport a une base (b;)?_; de R™ quelconque
mais fixée, alors le produit scalaire Euclidien réel entre v et w est :

n
(v,wy = EWW =0t w=v- u,
i=1
ol, dans les deux dernieres équations, on a écrit avec v? et w! les vecteurs transposés de v et
w, et donc on revient & un produit matriciel entre un vecteur ligne (& interpréter comme une
matrice 1 x n) et un vecteur colonne (& interpréter comme une matrice n x 1).

L’extension de ces définitions & des espaces vectoriels complexes n’est pas triviale. On
commence par observer que, si V' est un espace vectoriel complexe, alors il ne peut pas exister
une transformation bilinéaire et définie positive su V x V. En fait, dans ce cas, on aurait, pour
tout vecteur v € V,

(v, iv) = i%(v,v) = —(v,v) <0 car (v,v) =0 par positivité.

On verra que, pour définir une norme (et, ainsi, une distance, et donc une topologie) a partir
d’un produit scalaire complexe, la propriété de positivité est indispensable. Donc, si on veut une
structure algébrique de produit scalaire complexe compatible avec une structure topologique,
il faut renoncer a la bilinéarité.

Afin de chercher une alternative a la bilinéarité, rappelons que, si V et W sont deux
espaces vectoriels sur le méme corps K et 7,0 : K — K est un automorphisme de K, i.e. une
application bijective de K en K, alors une forme ¢ : V x W — K est dite (7, 0)-linéaire si ¢
est additive et si ¢p(av, fw) = 7(a)o(B)P(v, w).

R a seulement un automorphisme, l'identité idr et 1'idg-linéarité par rapport aux deux
arguments de ¢ est la bilinéarité usuelle. Par contre, C a une infinité d’automorphismes,
néanmoins, si on demande des conditions minimales de régularité sur ces automorphismes, par
exemple la continuité ou simplement la mesurabilité, ca restent que deux automorphismes de
C : I'identité idc et la conjugaison complexe 7(z) = z. L’ idc-linéarité dans les deux arguments
de ¢ est la bilinéarité usuelle, tandis que la 7-linéarité par rapport aux deux arguments de
¢ est dite antilinéarité 2, i.e. ¢(av, fw) = aBé(v,w), ou, si on utilise la notation du produit
scalaire :

{aw, fw) = aBlv, w).

2. Les symboles z* et z représentent la conjugaison complexe, i.e. si z € C, 2 = a + ib, a,b € R, alors
| = 2Z et z = Z si et seulement si

2% =z =a—1ib. On rappelle que >} _, Z& = Yo, 2k, | Lney 2k = | [pey 25 |2

zeR.



Il est clair que 'antilinéarité a le méme probleme d’incompatibilité avec la définie positivité de
la bilinéarité, en fait (iv,iv) = (—i)(—i){v,v) = i*(v,v) = —(v,v)? < 0.
La derniere option qui reste est dite sesquilinéarité?, i.e. le mélange des deux automor-
phismes de C :
¢(aw, Bw) = idc(a)7(B)d(v, w) = afe(v, w)

¢(av, fw) = 7(a)ide(B)¢(v, w) = afd(v, w).

Les deux choix sont compatibles avec la définie positivité, par conséquent, la sesquilinéaire
est la seule alternative (réguliere) a la bilinéarité pour une forme sur deux espaces vectoriels
complexes compatible avec la définie positivité.

Le choix de la variable linéaire et antilinéaire est totalement arbitraire. L’antilinéarité a
droite est la convention utilisée parmi les mathématiciens, tandis que ’antilinéarité a gauche
est la convention typiquement adoptée parmi les physiciens.

Pour uniformiser la notation, on considerera dorénavant toujours la convention utilisée par
les mathématiciens, i.e., si on utilise la notation du produit scalaire : {av, fw) = aB{v, w).

Maintenant il est important d’observer que la sesquilinéarité n’est pas compatible avec
la symétrie, en fait, si les deux propriétés sont vérifiées, alors (v, aw) = a{v, w), mais aussi
(v, aw) = {aw,v) = alw,v) = alv,w). Donc (v, aw) = alv,w) = alv,w) et cela peut étre
vrai si et seulement si o € R.

Par conséquent, {, ) ne peut pas étre simultanément sesquilinéaire et symétrique si on veut
travailler avec des vecteurs qui appartiennent a un espace vectoriel complexe.

L’exemple qu’on vient d’examiner montre que, au lieu de la symétrie, on doit demander la
propriété suivante pour toute couple de vecteurs v, w : (v,w) = {w, v), i.e. que I’échange de
Pordre des vecteurs dans {, ) soit équivalent & la conjugaison complexe. Une transformation
qui a cette propriété est dite hermitienne®.

Ces observations justifient completement la définition suivante.

Déf. 1.1.3 Soit V un espace vectoriel complexe. On dit que le couple (V,{,)) est un espace
vectoriel complexe avec produit scalaire (ou un espace pré-Hilbertien complexe) si
{,) est une forme compleze :

1. sesquilinéaire :
(1 + v2, w1 + wa) = (v1,w1) + {v1, w2) + (v, w1) + {v2, wa)

Y vy, v9, w1, we €V, et

Linéarité a gauche

Va,feC,VvweV;
2. hermitienne : (v,w) = {(w,v), Yv,w eV ;
3. définie : (v,v) =0 <= v = 0y, le vecteur nul de l’espace vectoriel V;

4. positive : (v,vy > 0Yv eV, v +#Oy.

3. Sesqui vient du latin semisque, qui veut dire une fois et demi, on utilise cette nomenclature pour souligner
qu’on n’a pas deux fois la linéarité, mais une fois « et demi », dli & la présence de la conjugaison complexe.
4. Charles Hermite, mathématicien frangais, 1822 Dieuze - 1901 Paris.



Comme dans le cas du produit scalaire réel, pour une forme complexe sur V, demander la
symétrie et la sesquilinéairité équivaut a demander la propriété hermitienne et la linéarité a
gauche, en fait, si ces propriétés sont valides, alors :

(v, aw) = {aw,v) = w,v) = alw,v) = alv,w) = al{v,wy, VaeC.

Si on considere la somme de n vecteurs au lieu de deux, la sesquilinéarité est représentée par
les formules suivantes :

(1.1)

n n
<Z Qv , Wy = Z a;{vi, w)
i=1 i=1

(v, Z QW y = Z (v, w;y|. (1.2)
i=1 i=1

En C", le produit scalaire Euclidien complexe est défini ainsi :
n
(v,wy = Z%‘Wi: v (@) =" w,
i=1

ou v = (v1,V2,...,0,),w = (Wi, ws,...,w,) € C" sont écrits avec leurs composantes par
rapport a une base (b;)_; quelconque mais fixée de C".

Dorénavant, le symbole K sera utilisé pour représenter soit R soit C quand on veut discuter
des propriétés valides indépendamment de la réalité ou complexité du produit scalaire.

Théoréme 1.1.1 Soit (V,{, )) un espace vectoriel avec produit scalaire. Alors :
1. (v,0y)=0YveV;
2. Si{u,w)y = (v, wy Yw € V, nécessairement u et v coincident.

3. (wywy =0Yv eV < w =0y, ie le seul vecteur orthogonal & tous les autres
vecteurs est le vecteur nul.

Preuwve.
1. (v, 0y ) = (v, 0y +0y ) = (v, 0y )+<{v, Oy ) par linéarité, i.e. (v, 0y )—<{v, 0y ) = 0 = (v, Oy ).
2. (u,w) = (v, w) Yw € V implique, par linéarité, que {(u — v, w) = 0 Yw € V et donc, en
particulier, si on considere w = u — v, on obtient {(u — v,u — v) = 0, ce qui implique, par la
définie positivité du produit scalaire, que u — v = Oy, i.e. u = v.

3. Si w = 0y, alors (v,w) =0 Yv € V grace a 1. Inversement, par hypothese ¢a vaut que
(vy,wy =0 = {v,0y) Yv € V, mais alors la propriété 2. implique que w = Oy O
Terminons avec une propriété typique du produit scalaire complexe, qui descend directement
d’une propriété des nombre complexes.
Théoréme 1.1.2 Soit (V,{, )) un espace vectoriel avec produit scalaire complexe. Alors :
(v, w)) = R, iw)) Yo, we V.

Preuve. Considérons un nombre complexe quelconque z = a + ib, alors —iz = b — ia, donc
b = 3(z) = R(—iz). Si, maintenant, z = (v, w), alors I((v,w)) = R(—iv,w)) = R((v,iw))
par sesquilinéarité. O
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1.2 La norme associée a un produit scalaire (hilbertienne) et
les espaces vectoriels normeés

Si (V,{,)) est un espace vectoriel avec produit scalaire sur K, alors on peut définir une norme

sur V comme ¢a :
-V — Ry =1[0,+0)

vo= ol = /v, ).

On note que |v|| est bien définie car (v,v) = 0 Vv € V. Une fois qu’on a une norme, on peut
toujours définir une distance entre deux vecteurs v,w de V : d(v,w) = ||v — w|.

On appelle un vecteur v € V' tel que ||v| = 1 un vecteur unitaire. Chaque vecteur v € V peut
étre normalisé pour devenir un vecteur unitaire simplement via la division par sa norme.
Exemples remarquables :

R™, () < ol = 4 | D575
i=1

(Cn7<7>) : HUH = ZUZ'ZTZ = Z |'Ui‘2’
=1 =1

On résume dans la liste ci-dessous trois propriétés de la norme qui devraient déja étre
connues. Vv, w € V, Va € K ¢a vaut :

1. v =0, [[v] =0 < v =0y
2. |av| = |a|ljv] (Homogénéité)
3. v+ w| < v + |w| (Inégalité Triangulaire).

Déf. 1.2.1 (Espace vectoriel normé) On appelle espace vectoriel normé le couple (V| ||)
donné par un espace vectoriel V et une fonction, dite norme | | : V — R{, qui satisfait les
trois propriétés ci-dessus.

La norme || || est une norme hilbertienne s’il existe un produit scalaire {, ) sur V tel que

[v]| = 4/{v,v) Yve V.

Un espace vectoriel avec produit scalaire est donc, canoniquement, un espace vectoriel normé.
Des contre-exemples montrent que le vice-versa n’est pas vrai en général.

On observe que, par définition, {(v,v) = ||v]| ||v||, mais, en général, le module du produit
scalaire est dominé par le produit des normes. Cela est assuré par la célebre inégalité suivante.

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour tout v,we (V,{, )) ¢a vaut :

1w, w) | < vl ]

Preyve. Il y a des dizaines de preuves de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Nous allons détailler
ci-dessous 1'une des plus élégantes et, apres, la plus simple qui existe.

Premiere preuve :
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Si w = Oy, alors I'inégalité est trivialement vérifiée avec 0 = 0. Si w # Oy, alors on peut
définir z = v— ﬁmgw, ie v = ﬁﬁﬁ;w + z, et observer que

= v7<v’w>w w)y = {(v,w (v, w)
<Z,U)>—< Hw”2 ’ > <7 > WM O

Donc,

Wy ww
N A T

<v w) <v w>w B B <v,w>w B
P \* T ™ >+ A >
_ w,w) Qow) (0, w) XDV
T o 2+ o D+ )+ @)

_ o, w2

Jw]?

+ [0,

car les deux termes intermédiaires dans ’avant derniere étape sont nuls vu que {(z,w) =
{w,zy = 0.
C 2>0
omme |z[|* = 0, on a que

H,UHZ _ KU, w>‘2
Jw]?

ie. [(v,w)|? < v]?|w]?, et alors [(v, w)| < v]w].

v, wyl”

+HZH2> w2z

Deuziéme preuve (1 ligne!) : Vt € R ¢a vaut

0 < Jto—w|? = {tv—w, tv—w) = *|v|* =2tv, W)+ [w|* == A = 4v,w)* —4|v[*|w]* < 0
O

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de généraliser aux espaces vectoriels abstraits le
concept d’angle entre deux vecteurs, en fait elle implique qu’il existe un coefficient k entre
—1 et +1 tel que (v, w) = |v|||w]k, mais alors, vu que la restriction du cos a [0, 7] réalise une
bijection avec [—1, 1], cela veut dire qu'il existe un seul 9 € [0, 7] tel que (v, w) = |v|||w] cos V.
v € [0, 7] est dit ’angle entre les deux vecteurs.

Une autre propriété tres importante de la norme est la suivante.

Théoréme 1.2.2 Soit (V,| ||) un espace vectoriel normé quelconque et v,w € V, alors :

vl = Jw]] < v —w]]} (1.3)

Preuve. D’un coté :

[oll = v = w+w] = (v = w) +w| < fv—w]+|uw],
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par 'inégalité triangulaire, et alors |v|| — |w| < ||[v — w]|. De l'autre coté :

[wl = fw—=v+v] = (w=v) +v] < |w=2v] +|w],
et alors [w]| = |v]| < v —w], Le. [v] = [w] = —[v—w].
Done, —[v —w| < v = [w] < v = w], i.e. [[o] = w[| < v —w]. o

Allons maintenant présenter une formule trés utile.

Théoréme 1.2.3 (Théoréme de Carnot) Soient v,w e (V,{, )), alors :

lv £ wlf* = JJo]* + Jwl® £ 200, w), (K=R)}| (1.4)

et

lo £ wl|* = Jol|* + [lw]]* + {v, w) £ (w,v), (K =C)], (1.5)

Preuve. Calcul direct :

v+ w|? = v+ w,v+w) = v,v)+ v, w) + (w,v) + (w,w) = [|v]|> + |w]|* + (v, w) + (w, v).

Si K = C, comme {(w,v) = (v,w), et comme, si z = a + ib = R(z) + i(z), alors
z + z = 2a = 2R(z), on peut réécrire (1.5) comme ¢a :

lo+ wl® = [Jol|* + |lw]* + 2R(v, w)) | (1.6)

Les formules qu’on a examiné dans cette section ont des conséquences immédiates, qu’on
va mettre en avant dans la sous-section suivante & cause de leur importance.

1.2.1 La formule du parallélogramme et de polarisation

En R? c’est bien connue la formule du parallélogramme représentée dans la figure 1.1. On
peut généraliser cette formule dans un espace vectoriel avec produit scalaire quelconque.

Théoréme 1.2.4 (Formule du parallélogramme) Soit (V,{,)) un espace vectoriel sur K
avec produit scalaire. Alors, Yvo,w eV :

2 2 2 2
[o +w||” + flv = wl|[* = 2(|[o]]" + [[w]]%).

Preuve. Conséquence directe de la formule 1.4 ou (1.5) en considérant ||v 4+ w||* et apres
o —w]*. 0

Nous avons vu qu’un produit scalaire induit une norme. L’importante formule de polarisa-
tion permet d’« inverser » les roles pour écrire le produit scalaire a travers de la norme.

13



U+ w

v—w

FIGURE 1.1 — La formule du parallélogramme en R? : la somme des carrés des normes des
diagonales indiquées est égale a deux fois la somme des normes de v et w.

Théoréme 1.2.5 (Formule de polarisation) Soit (V,{,)) un espace vectoriel sur K avec
produit scalaire. Alors, Vv, w eV :

wwy =3 (o +wl? ~ o —wl?), (&=R)

et
1 2 2, . 2 o2
ww) = [llo+wl? = o —wl* +i (v +iwl® = o —w|?) |, (&=0).
Preuve. La formule est une conséquence directe de la formule (1.4) dans le cas réel. Pour le cas

complexe il faut remplacer w par iw dans la formule (1.5), par sesquilinéairité on obtient :
lv £ dw|® = Jo]* + [|w]|* F iv, w) + iw, v).

Par calcul direct, on vérifie que |[v + w|)® — ||v — w||* + i v + iw|* — i v — iw|* = 4v,w). O

Observation : la formule (1.4) et la preuve de la formule de polarisation utilisent seulement
la bilinéarité ou la sesquilinéarité de la forme ( , ), la symétrie et la définie positivité
n’interviennent nulle part. Cette observation sera utilisée dans la section 6.5.

Il est surprenant qu’une formule si simple comme celle du parallélogramme permet de
donner une condition nécessaire et suffisante pour garantir qu'une norme sur un espace vectoriel
est induite par un produit scalaire, i.e. elle est une norme hilbertienne. Nous formaliserons ca
dans le chapitre 4.

1.3 Familles orthogonales et orthonormales dans des espaces
vectoriels avec produit scalaire

La définition « géométrique » de produit scalaire en R? et R? montre qu’il est nul si et
seulement si 9, Pangle entre les vecteur, est 7/2, car dans ce deux cas cos(f) = 0.
Dans les espaces vectoriels plus compliqués (par exemple les espaces de polynémes) ou méme
dans les espaces vectoriels Euclidiens de dimension supérieure a 3, on ne peut plus visualiser les
vecteurs et donc on doit aziomatiser leur orthogonalité a travers de la nullité de leur produit
scalaire.
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Déf. 1.3.1 Soit (V,{,)) un espace vectoriel avec produit scalaire réel ou complexe de dimension
finie n. Soit F' = {vy,--- ,v,} une famille de vecteurs de V', alors :

— F est une famille orthogonale de vecteurs si chaque couple de vecteurs différents a
pour produit scalaire 0 : {vi,v;) =0;

— F est une famille orthonormale si elle est orthogonale et, en plus ||v;| = 1 Vi. Donc,
si {v;}, est une famille orthogonale, {u; = |v;| " v;}?_; est une famille orthonormale.

Une famille orthonormale (vecteurs unitaires et orthogonaux entre eux) peut étre caractérisé
comme ca :

1 sii=j
0 sii#j

Famille orthonormale

(i, vj) = bij = {

0; ; est dit symbole de Kronecker 5,

1.4 Le théoreme de Pythagore généralisé

On peut déterminer une généralisation tres utile du théoreme de Pythagore dans les espaces
vectoriels abstraits avec produit scalaire. Pour arriver a la formulation générale, on nécessite
une lemme.

Lemme 1.4.1 Soit (V,{,)) un espace vectoriel avec produit scalaire réel ou complexe. Soit

u €V orthogonal a tous les vecteurs vi,...,v, € V. Alors u est orthogonal aussi a tous les
vecteurs de V' obtenus comme combinaison linéaire de vy, ..., v,.
n
Preuve. Soit w = >, ayv;, a; € K Vi = 1,...,n, une combinaison linéaire quelconque des
i=1
vecteurs vy, ..., v,. Par calcul direct :

n

(u, wy = {u, Z Qv = Z ai(u, vy = @;0 = 0.
i=1 =1

ilinéarité) 4 ulv; 4
(sesquilinéarité) o i

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de Pythagore généralisé) Soit (V,{,)) un espace vectoriel
sur K avec produit scalaire. Soient u,v € V' orthogonaux entre euz, alors :

2 2 2
lw + ol = Jul” + o]

Plus en général, si les vecteurs vy,...,v, € V sont orthogonaux, alors :
n 2 n
vl =l = o+ ol = ol ol
i=1 i=1

5. Leopold Kronecker (Liegnitz 1823 — Berlin 1891).
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Preuve. Par le théoreme de Carnot et par orthogonalité, on a :
0 0
[utvl? = Cuuy+ ety + (pedy +(o,v)
= [l + [v]%.

La preuve dans le cas de n vecteurs est obtenue par récurrence :
— Le cas n = 2 vient d’étre démontré

— 2 n—1
— On suppose que || 3 vl = 3 [luil|* (hypothese de récurrence)
i=1 i=1
n—1
— On écrit maintenant u = v, et z = >, v;, alors u L z grace au Lemme 1.4.1, donc,

i=1
grice au cas n = 2 : [[u + z||* = |u]? + ||z[?, mais

n—1 n
U+ z="v, + Zvi=2w,
i=1 i=1
donc
n 2
2
lu+ 22 = || ]|
i=1
et
2

[l + 1] = lloal* +

n—1
2 v
i=1

n—1 n
= loall® + D lloill® = 3 lwill?,
(Hypothese de récurrence) b} b}

d’ici la these.

a

On remarque que la these du théoréme de Pythagore est une double implication stV est
réel, tandis que si V' est complexe, alors elle est une implication simple. En fait, grace a
la formule (1.6) ¢a vaut |u + v||? = |ul? + |v|? si et seulement si R((u,v)) = 0, ce qui est
équivalent a I'orthogonalité seulement si V' est réel.

Le résultat suivant donne une information sur la distance entre deux vecteurs quelconques
d’une famille orthonormale.

Théoréme 1.4.2 Soit (V,{,)) un espace vectoriel sur K avec produit scalaire et soit F' une
famille orthonormale en V. Alors la distance entre deux éléments quelconques de F est
constante et ¢a vaut V2.

Preuve. Par le théoréme de Pythagore : |u+(—v)|*> = |u[?+|Jv]|? = 2, grace au fait que u L v. O

1.5 Orthogonalité et indépendance linéaire

La condition d’orthogonalité est plus forte que l'indépendance linéaire : en fait, toute
famille orthogonale est libre.
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Théoréme 1.5.1 Soit F' une famille orthogonale de (V,{(,)), F = {vi, -+ ,vn}, v; # 0 Vi,
alors F est libre.

n
Preuve. On doit démontrer I'indépendance linéaire des v;, i.e. : Y] a;v; =0 = a; = 0 Vi. Pour

=1
n

le prouver, on va calculer le produit scalaire entre la combinaison linéaire ). a;v; et un vecteur
i=1
quelconque v; avec j € {1,--- ,n} :

n n
(Qjawi vy = > aivi,vj) a;(vj,vj) = ajlv; .
i=1 1) i3 (

<’Ui7'uj>¢0 < Z:])

n
Par hypothése, aucun vecteur de F' est nul, donc, ’hypothese que Y. a;v; = 0 implique que :

=1
O = a; o> =a;=0.
——
I H
0 0
Comme cela vaut pour tout j € {1,...,n}, la famille orthogonale F' est libre. O

Grace a la théorie générale des espaces vectoriels en dimension finie, on peut dériver un
corollaire immédiat du théoréeme précédent.

Corollaire 1.5.1 Une famille orthogonale de n vecteurs non nuls dans un espace (V,{,)) de
dimension n est une base de V.

Déf. 1.5.1 On appelle une famille de n vecteurs orthogonauzr non nuls d’un espace vectoriel
(V,{,)) de dimension n, une base orthogonale de V. Si, en plus, la famille est orthonormale,
on l'appelle une base orthonormale de V.

Dans le chapitre 5 on verra comment étendre le concept de base orthogonale a un espace
vectoriel avec produit scalaire de dimension infinie. Pour cela, il est important de souligner
qu’une base orthogonale est caractérisée par le fait d’étre composée par le nombre maximal de
vecteurs qui peuvent étre orthogonaux entre eux dans un espace vectoriel : en fait, dite n la
dimension de I'espace V, si, par 'absurde, il existe un autre vecteur u* € V., u # 0, orthogonal
a tous les vecteurs d’une base orthogonale (u;)l", alors 'ensemble (u*,u;)?_; serait libre, car
les vecteurs orthogonaux sont linéairement indépendants, et la dimension de V serait n + 1 et
non pas n! Il est habituel de résumer cette propriété en disant qu’une famille orthogonale est
une base si elle n’est pas un sous ensemble propre d’une autre famille orthogonale de vecteurs
de V.

Nous observons que, pour déterminer les composantes d’un vecteur par rapport a une base
quelconque on doit résoudre un systeme linéaire de n équations avec n inconnues.

Par contre, si on a une base orthogonale ou orthonormale, les composantes sont déterminées
par des produits scalaires, comme le montre le théoreme suivant.

On observe que la résolution d’un systéme linéaire de n équations avec n inconnues nécessite,
en général, beaucoup plus d’opérations que le calcul de produits scalaires, ceci montre déja un
des avantages de connaitre une base orthogonale d’un espace vectoriel.
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Théoréme 1.5.2 Soit B = {uy,...,u,} une base orthogonale de (V,{,)), alors :

En particulier, si B est une base orthonormale, alors :

n

v = Z<v,ui>ui .

i=1
n
Preuve. B est une base, donc il y a un ensemble des scalaires o, ..., a, tels que v = Y7 ojuy.
J=1
On consideére le produit scalaire de cette expression de v avec un vecteur fixé u;, i € {1,...,n}:

n n
Wy = O aguj iy = Y oguj gy = oaug, ) = ogfu]?

(ui J_Uj V’L;ﬁ])

=1 =1
(vui) SECED
donc «; = ”u’_HZQ Vi=1,---,n,etalorsv =), Hu’_HZQ u;. Si B est une base orthonormale, alors
1 . T
i=1
[u;]| =1 et donc on a la deuxieme formule du théoréme. O

1.6 La projection orthogonale dans les espaces vectoriels avec
produit scalaire

Comme vu pour le produit scalaire, nous allons étendre la définition de projection orthogo-
nale en examinant les propriétés géométriques et algébriques de cette opération en R? et en
R3. Commencons par R2.

Dans l'espace Euclidien R?, il est clair que le produit scalaire d’un vecteur v avec un
vecteur unitaire réalise la projection orthogonale de v dans la direction donnée par ce vecteur,
comme le montre la figure 1.2, ou la projection orthogonale est faite sur I'axe x.

)
A

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
o B yC D x

FIGURE 1.2 — Projection orthogonale P,v = OC et projections diagonales OB et OD d’'un
vecteur de v € R? sur l'axe z.

Les propriétés vérifiés par la projection dans ce cas sont listées ci-dessous.
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1. Si on projette une deuxieme fois sur 'axe x, évidemment le vecteur P,v reste inaltéré,
en étant déja sur 'axe x, i.e. P?(v) := Py(Pyv) = Pyv Yv € V. Une autre maniére de
dire ¢a est que 'opérateur P, restreint a ’axe x est 'identité de cet axe;

2. Le vecteur différence entre v et sa projection v — P,v est orthogonale a ’axe z, comme
le montre la figure 1.3;

3. P,v minimise la distance entre l'extrémité de v et 'axe x, en fait, dans la figure 1. 2,
AB et AD sont les hypoténuses des triangles rectangles ABC' et AC'D, par contre AC
est un coté de ces triangles et, par conséquent, sa taille est inférieure a celle de AB et
AD. AC est la distance de extrémité de v & Uextrémité de P,v, tandis que AB et AD
sont les distances entre ’extrémité de v et les projections diagonales de v sur x avec
pies en B et D, respectivement.

—Pyv P.v

FIGURE 1.3 — Visualisation de la propriété 2) en R2.

Nous voulons définir une opération de projection orthogonale dans un espace vectoriel
abstrait avec produit scalaire de dimension n qui préserve ces propriétés géométriques.

Une idée pour définir algébriquement cette opération est donnée grace a I'analyse de la
projection orthogonale en R3. Dans la figure 1.4 nous pouvons voir un vecteur v € R? et le
plan engendré par les vecteurs orthogonauzr uy et us. La projection p de v sur ce plan est
la somme vectorielle des projections orthogonales p; = <”u H2>u1 et py = <”u H2>U2 sur les deux

vecteurs uq et ug considérés séparément, i.e. p = p1 + py = Z <Hz;uH’2>ul
i_

La généralisation maintenant devrait étre claire : considérons un espace vectoriel de
dimension n avec produit scalaire (V,{,)) et une famille orthogonale de vecteurs non nuls
F={up,...,upt,m<n,u; #0y Vi=1,...,m

On écrira le sous-espace vectoriel de V' engendré par toutes les combinaisons linéaires des
vecteurs de F' comme span(F) :

m
span(F) =S = {SEV : Jag, ..., € K tels que s = Zaju]}.
j=1

On définit 'opérateur de projection orthogonale, aussi dit projecteur orthogonal,
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FIGURE 1.4 — Projection orthogonale p d’un vecteur de R? sur le plan engendré par deux
vecteurs unitaires.

d’un vecteur v € V sur S comme l'application (évidemment) linéaire :
Ps: V. — ScV
v, U
v — Z i, |

i

Le théoréme suivant montre que la projection orthogonale définie ci-dessus préserve toutes les
propriétés de la projection orthogonale qu’on a mis en évidence en R2.

Théoréme 1.6.1 Avec les notations ci-dessus, ca vaut que :
1) si s€ S alors Ps(s) = s, i.e. l'action de Ps sur les vecteurs de S est l'identité ;

2) YveV etseS, le vecteur résidu de la projection, i.e. v — Ps(v), est L a S :
(v—Ps(v),sy=0 <= wv—Ps(v)Ls;

3)YveVetseS :|v—Ps(v)| <|v—s| et I’égalité vaut si et seulement si s = Pg(v),
on écrit

Pg(v) = argmin |[v — s] |
ses

Preuve.

m
1) Soit s € S, i.e. s = ] ajuj, alors :
i=1

m

<Z O‘J“J?“Z> m 2 oz]<u],uz>
Z Z j=1 = _ Z az<uuuz> Z il =
o wlr il " (us Luy Vi) il o

i=1 i=1
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2) On considere le produit scalaire de Pg(v) avec un vecteur uj, j € {1,...,m} fixé :

(Ps(o) uj) = <2<” i) g Do o )y = S sy = v

hnearlte i: HU@HQ (uiLuj Vizj)
d’out

(v, uj) —(Ps(v),u;y) =0 — (v—Pg(v),u;y =0 Vje{l,..m}.

linéarité de ¢, »
Le lemme 1.4.1 garantit que (v — Pg(v),s) =0 Vs e S.

3) Il est utile d’écrire la différence v — s comme ceci : v — Ps(v) + Ps(v) — s. La propriété
2) nous dit que v — Pg(v)LS, par contre, Pg(v),s € S donc Ps(v) — s € S. Par conséquent :
(v— Ps(v)) L (Ps(v) — s). Le théoreme de Pythagore implique que :

[v = s]* = v = Ps(v) + Ps(v) = s[* = v = Ps()[* + | Ps(v) = s[* > v — Ps(v)|*,
|

>0
d'ou: |[v—s| = |v—Ps(v)| YveV, seS.
Bien évidemment, ||Ps(v) — s|| = 0 si et seulement si s = Pg(v), et dans ce cas on a
[v=s] = o= Ps()]. o

Le théoreme qu’on vient de démontrer nous dit que, parmi tous les vecteurs du sous-espace
vectoriel S € V| le plus « similaire & v € V' » (dans le sens de la norme induite par le produit
scalaire) est donné par la projection orthogonale. Dans le chapitre 5 nous allons voir comment
on peut généraliser ce résultat aux espaces de Hilbert de dimension infinie.

Comme déja souligné dans le cas de la projection sur R? et R3, la quantité scalaire non-

négative |<ﬁ) uﬁ>| donne une mesure de I'importance de H ” dans la reconstruction de la meilleure

: (v,
approximation de v en S via la formule Pg(v) = Z s “’2 u; : si cette quantité est grande, alors
=1
H%H est extrémement important pour reconstruire Pg(v), sinon, dans certaines conditions, il
peut étre ignoré. En fait, dans les applications a la compression des signaux, une stratégie

courante consiste en réordonner la somme qui définit Pg(v) en ordre décroissant des quantités

Hu H et d’essayer d’éliminer la plus grande quantité de termes qui ont ces valeurs petits tout
en préservant la qualité du signal.
Cette observation aura une importance fondamentale pour comprendre la signification de
la, décomposition de Fourier que nous allons examiner dans le cas discret et continu dans les
chapitres qui suivent.

Pour terminer, nous observons que la formule v = v — s 4+ s, apparemment triviale, quand
on sait que s € S a une signification bien plus profonde : en fait, dans ce cas, on sait que v — s
et s sont orthogonaux.

La décomposition d’un vecteur comme la somme d’une composante qui appartient au
sous-espace S et une qui appartient a son orthogonale est dite théoréme de la projection
orthogonale .
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Cette décomposition est unique, et, dans le chapitre 5, nous allons voir comment elle
peut étre généralisée en dimension infinie et quelles sont ses conséquences sur la structure
géométrique des espaces de Hilbert.
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1.7 Existence d’une base orthonormale : Palgorithme itératif
de Gram-Schmidt

On a vu que quand on a & disposition une base orthonormale, les formules de projection et
de décomposition sont plus simples. Le théoreme suivant dit que, dans un espace vectoriel de
dimension finie avec produit scalaire, on peut toujours construire une base orthonormale &
partir d’une famille libre de générateurs.

Théoréme 1.7.1 (Procédure itérative de Gram-Schmidt %) Si (vy,...,v,), n < ©, est
une base de (V,{,)) alors on peut trouver une base orthonormale de (V,{,)) a partir de

(’Ul, PN ,’Un).

Preuve. La preuve est constructive, dans le sens qu’elle donne la méthode pour construire une
base orthonormale a partir d’une base quelconque.

— lére étape, normalisation de v :
uyp = L
|va

— 2eme étape, comme montré dans la figure 1.5, on projette vy en direction de uq, i.e.
on considere (vy, ujyui. Grace au théoreme 1.6.1 on sait que la différence vectorielle
vy — (vg, u1 yu; est orthogonale & up, enfin on normalise le résultat :

Vg — <U2, U1>U1
lvg — (v, uryus |’

ug =

V2 — <U2,U1>U1 Vg

A

FI1cURE 1.5 — Représentation graphique de la deuxieme étape de la procédure d’orthonormali-
sation de Gram-Schmidt.

— n-ieme étape, par itération :

v = U ((vpy Up—1 )Up—1 + ... + (U, u1)u1)
" an - (<Un7un—l>un—1 +...+ <Un7u1>u1)H .

6. Jgrgen Pedersen Gram (Nustrup 1850 - Copenhagen 1916), Erhard Schmidt (Tatu 1876 - Berlin 1959).
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1.8 Les propriétés fondamentales d’une base orthonormale et
orthogonale

On résume les propriétés les plus importantes d’une base orthonormale dans le théoréme
suivant :

Théoréme 1.8.1 Soit (ui,...,u,) une base orthonormale de (V,{,)), dim(V) = n. Alors,
Yo,weV :

1. Théoréme de décomposition sur une base orthonormale :

v = (v, uipu |; (1.7)
i=1
2. Identité de Parseval” :
W wy =Y v, ui) g, wy|; (1.8)
i=1

3. Identité de Plancherel® :

Jol? = D Ko, ui)l?|. (1.9)
i=1

Preuve de 1) : c’est une conséquence immédiate du théoreme 1.6.1. En fait, comme (uy, ..., uy)

est une base, v € Span(uy,...,uy), en plus (uq,...,u,) est orthonormale, donc v = Pg(v) =
n

(v, u;yu;. La division par |u;]? dans la sommation n’est pas nécessaire car ||lu;| = 1 Vi.
i=1

n

Preuve de 2) : en utilisant 1) on peut écrire v = Y (v, u; yu;, et, si on calcule le produit scalaire
i=1

de v, écrit comme ceci, avec w, grace a la formule (1.1), on a :

(v, wy = <Z<v,ui>ui,w> = Z<U, w; Y Ui, W).
i=1 i=1

Preuve de 3) : si on écrit w = v dans le coté gauche de I'identité de Parseval on a (v, v) = |[v|?,
par contre, a droite on a :

n

Z<U, ul><u27 v) = Z<v7 ui><vﬂ ul> = Z |<U, UZ>‘2
i=1 =1

i=1

n
done [[v]* = 3 [<v, up?. o
i=1

7. Marc-Antoine de Parseval des Chésnes (Rosiéres-aux-Salines 1755, Paris 1836).
8. Michel Plancherel (Bussy 1885 - Zurich 1967).
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Observations :

1.

L’interprétation physique de ’identité de Plancherel est la suivante : I’énergie
de v, mesurée par sa norme carrée, peut étre décomposée par la somme des modules
carrés de chaque projection de v sur les n directions de la base orthonormale (uq, ..., uy).
Dans la théorie de Fourier les directions de la base orthonormale seront les harmoniques
fondamentales (sinus et cosinus avec des fréquences bien définies), ¢’est pourquoi on
appelle I’analyse de Fourier analyse harmonique.

Si, au lieu d’étre une base orthonormale, (uq,...,u,) est une base orthogonale, alors,
grace a la formule du projecteur et au théoreme 1.6.1, les résultats du théoreme 1.8.1
peuvent étre écrits comme ceci :

(a) Décomposition de v € V sur une base orthogonale :

v = Z W), (1.10)

fual

(b) Identité de Parseval pour une base orthogonale :

(v, w) = Z v, ui)us,w) (1.11)

i

(c) Identité de Plancherel pour une base orthogonale :

- U, Us 2
o2 = S el (1.12)

Le théoreme suivant résume toutes les propriétés des bases orthonormales d’un espace vectoriel
avec produit scalaire de dimension finie. Il sera généralisé au cas des espaces de Hilbert dans
le chapitre 5 (voir théoreme 5.5.4).

Théoreme 1.8.2 Soit V un espace vectoriel de dimension n sur K. Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

1.

(u;)?_, est une base orthonormée de V'

vuy=0Vi=1,....n < v =0y, i.e. Oy est le seul vecteur orthogonal a tous les

vecteurs d’une base orthonormée

. span((ui)i:17,,.7n) = V
CYoeV su= Y x,upuy
=1
Yo,we Vo lvywy = (v, u X ug, w)y
i=1

YoeV oo |ulf= 21 [<v, uiH|?.
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Nous terminons ce chapitre avec un exercice qui a le but de tester la connaissance de la
théorie des espaces vectoriels avec produit scalaire de dimension finie et avec deux exercices
qui montre explicitement un produit scalaire différent de celui Euclidien.

Exercice 1.1

Nous considérons I’espace vectoriel C3 avec produit scalaire Euclidien complexe et les trois

vecteurs :

1)
2)
3)

4)

5)

6)

1)

2)

3)

4)

1 _x.
u=(0,7,29), v=1(2,0,—1), w= <071‘7 2621> )

Déterminer les relations d’orthogonalité entre les vecteurs u, v, w;
Calculer la norme de u, v, w et les distances Euclidiennes entre eux;
Vérifier que (u,v,w) est une base (non orthogonale) de C3;

Soit S le sous-espace vectoriel de C? engendré par u et w. Calculer Pgv, la projection
orthogonale de v sur S. Calculer d(v, Psv), i.e. la distance Euclidienne entre v et sa
projection sur S, et vérifier qu’elle minimise la distance entre v et les vecteurs de S
(suggestion : considérer la distance au carrée) ;

En utilisant ce que nous avons obtenu dans les points précédents, déterminer une base
orthogonale et une base orthonormale de C? sans passer par la procédure d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt (suggestion : se rappeler de la relation géométrique du
vecteur résidu r par rapport au sous-espace S) ;

Etant donné le vecteur a = (2i,—1,0), écrire la décomposition de a et l'identité
de Plancherel par rapport & la base orthonormale déterminé dans le point 5). En
déduire le vecteur de la base orthonormale qui a le poids le plus importante dans la
décomposition de a (et qui donne la meilleure « reconstruction grossiere » de a). A Daide
d’un logiciel graphique, dessiner la somme vectorielle progressive de a en commencant
par la représentation grossiere et en rajoutant les détails fins donnés par les deux autres
vecteurs.

Solution de I’exercice 1.1

Evidemment e~ 2% = —i, donc, par calcul direct des produits scalaires : (u,v) = 2,

(u,wy =0 et (v,w) = 3.

Par calcul direct : [[u|? = 5, [v]?> = 5, |w|® = 2. Aprés avoir calculé les vecteurs

différences, on obtient : d(u,v) = |[u — v| = V14, d(u,w) = |u —w| = 3, d(v,w) =
21

o —wl = *3.

Les trois vecteurs u, v, w sont linéairement indépendants, donc ils forment une base de

C3, non orthogonale car seulement u et w sont orthogonaux.

S = span(u,w). Comme (u,w) est une base orthogonale de S, nous pouvons écrire :

Ps(v) = <|”1;|1;>u + <”1;T‘;>w = (0,0, —1).
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5)

6)

Le vecteur résidu de la projection de v sur S est r = v — Psv = (24,0,0) et donc
d(v, Psv)? = |r|? = 4. Par contre, le vecteur le plus général de S est s = au + fw =
(0, (a+B)i, (2a—2)i) et d(v, 5) = [v—s|? = 4+(a+B)?+(2a—5+1)? = 4 = d(v, Psv)?.
Ceci confirme que Pgv est le vecteur de S qui a distance minimale & v par rapport a la
norme Euclidienne.

r est orthogonal a S, qui est engendré par u et w, donc (u,w,r) est un ensemble de
vecteurs orthogonaux en C2, i.e. une base orthogonale de C3. Pour obtenir une base
orthonormale il suffit de diviser chaque vecteur par sa norme :

won = (i) = (078 78) (075 —58) ©09)

Décomposition : a = {a, uyt + {a, Wy + {a, )i = ﬁﬂ + %ﬁ) + 27.

Identité de Plancherel : [a|?> = 5 = [{a, @)|* + [{a,W)|* + [{a,P)|*(= £ + & + 4 =5).

Le vecteur qui a le poids le plus important dans la reconstruction de a est alors 7, c’est
donc celui-ci qui donne la meilleure reconstruction grossiere de a. Si on fait la somme
vectorielle de cette représentation grossiere avec les autres deux vecteurs, nous allons
reconstruire les « détails fins » de a, avant avec w et, en dernier, avec . O

Exercice 1.2

Soit M,,(C) lespace des matrices complexes n x n. On définit I'application ¢ : M (n,C) x

M(n,C) — C par

6(A, B) = tr(BT 4),

ou BY := B désigne la matrice adjointe de B et tr est la trace matricielle. Montrer que ¢ est
un produit scalaire.

Solution de I’exercice 1.2

La distributivité de la multiplication matricielle sur I’addition et la linéarité de la trace

donne la linéarité de ¢ par rapport a la premiere variable.

Montrons maintenant que ¢ est hermitienne. Soient A = (a;;)1<ij<n €t B = (bij)i<ij<n

deux matrices de M (n,C). Notons (¢; j)1<ij<n = (@)ngn les coefficients de la matrice BT
et (dij)1<ijen = (@i)1<ij<n ceux de Al

On a alors

#(A, B) = tr(BTA) = tr (Z Ci,kakz,j> = tr (Z bk,iak,j>
i,J k=1 iJ

k=1 i

n n
Z bk,i@ = Z di,kzbk,i = tr(ATB)
’L?kZO Z7k:0

= ¢(B, A).

Donc ¢ est une forme sesquilinéaire hermitienne. D’autre part, ¢ est positive :

VA e M(H,C), ¢(A)A) = Z |ak,i|2 =0
i,k=0
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Et elle est définie :

n
$(AA) =0 < Z lag:[* =0
i k=0
= VI<k,i<n, a; =0
— A=0

Ainsi ¢ est un produit scalaire. O

Exercice 1.3

Soit E = R[X], l'espace vectoriel des polynoémes en une variable, avec coefficients réels.
Pour P,Q € E, on pose
1
P)Q(t)
O(PQ) = —————dt.
ro-| S

1. On rappelle que l'écriture f(t) O(g(t)) veut dire que 3 a,C > 0 telles que

t—to

[t —to]| <a = |f(t)] < C|g(t)|. Montrer que, pour tout P,Q € E, ¢a vaut :

rPQE) 1
VI—12 -1 © <\/1 — t> ’

et

QY _ o)
V1—12 t>-1 Vi+t)
En déduire que ® est bien définie sur £ x E.

2. Montrer que ® est un produit scalaire sur E que I'on notera { , ).

3. Pour n € N, on note 7T, le n-ieme polynéme de Tchebychev, c’est-a-dire 'unique
polynoéme tel que VO € R, T),(cosf) = cos(nf). En effectuant le changement de variable
t = cos 6, montrer que (7},),en est une famille orthogonale de E. Suggestion : se rappeler
de la formule trigonométrique suivante

%(cos((n + m)0) + cos((n —m)0)) = cos(nb) cos(mb) Vn,m e N. (1.13)

4. Montrer que pour tout n € N, (Tp,...,T;) est une base orthogonale de R,,[ X], 'espace
vectoriel des polynémes de R[X| de degré inférieur ou égal a n. En déduire que (7,)nen
est une base orthogonale (au sens algébrique : tout élément de E est une combinaison
linéaire finie d’éléments de la base) de E.

5. Calculer la norme de T;, pour tout n et en déduire une base orthonormée (au sens
algébrique) de E.

Solution de I’exercice 1.3

1. Notons f(t) = P\(/tl)g(;) = \/11(72?/% Puisque P et Q sont des polyndémes, la fonction
P#)Q(t)
¢ Z0RW)

i est continue en un voisinage V;(1) et donc, par le théoreme de Weierstrass,

elle est bornée dans ce voisinage, i.e. 3 C1 > 0 tel que t € V4(1) = ‘%‘ < (.
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De la méme maniere, la fonction ¢ — P%t) est continue en un voisinage Va(—1) et

PH)Q([)
V1-t

donc, 3 Cy > 0 tel que t € Vo(—1) = ’ ‘ < (5. Dong, on a bien :

1 1
teil) = O < Qe = f) t:10<m)

et

1 1
teVa-1) — [0 < Coe = 10 =, 0 ().

Ceci implique que l'intégrale qui définit ® est bien définit, en fait f(t) est continue
sur | — 1,1[ et donc intégrable. Le résultat que l'on vient de prouver montre que
f(t) est intégrable dans un voisinage droit de —1 et un voisinage gauche de 1, car
I'intégrale de sa valeur absolue est majorée par une fonction intégrable dans les deux cas.

2. La bilinéarité de ® descend de la linéarité de I'intégrale par calcul direct. La symétrie est
une conséquence de la symétrie du produit ponctuel entre fonctions. La seule propriété
qui n’est pas évidente est la définie positivité. On commence par la positivité :

P2(t)

1
(P, P) = dt >0
(P.P) J s

et?
P(t)
V1 —t2

mais le seul polynéme qui a un nombre infini de racines est le polynéome nul 0(t) = 0,
alors P = 0. Donc, ® est un produit scalaire sur F.

O(P,P)=0 < dt =0 p.p.sur | —1,1[ < P(t) =0 p.p. sur | — 1,1],

3. Pour tout n,m e N,

U T ()T (t)
Tn, Tm) = ——"dt t =cosf, dt = —sinfdb
(T, T f Ll ( )

t=cosf=—-1 << O=m,t=cosf=1 << =0
0

:j —sinHT n(cosO)T, (cose)de
x 1 — cos?(6)

cos(nf) cos(m@)

= sin 6 db

| sin ]

J
J cos (nd) cos(m&)
J e
1

df (sinf = 0 sur [0,7])

s(n@) cos(mb)do

™

5 <J cos((n +m)f)df + J cos((n — m)e)d9> (gréce & (1.13)).

0

9. p.p. : presque partout (voir le chapitre 3).

29



1.9

Alors, pour tout n # m, ca vaut :
Ty Ty = 1 <[sin((n + 711)9)]7r N [sin((n — m)@)}ﬂ> o,
2 n+m 0 n—m 0

i.e. les polynomes de Tchebychev forment une famille orthogonale de polynoémes par
rapport au produit scalaire que nous avons défini ci-dessus.

La famille (Tp,T1,...,T),) est une famille orthogonale (donc libre) de n + 1 éléments de
R[X], qui a dimension n + 1, par conséquent elle est une base orthogonale de R,,[X].
Pour montrer que (T},)nen est une base dans le sens algébrique de E, on considere
un polynoéme P € E de degré arbitraire d € N, i.e. P € Ry[X] et nous observons que
(To, T1,...,Ty) est une famille orthogonale (libre) de générateurs de Ry[X], i.e. une
base dans le sens algébrique.

Pour calculer la norme de 7;, nous utilisons I’égalité
1 T U
(T, Ty = 5 <J cos((n +m)0)do + J cos((n — m)9)d9>
0 0

qu’on a montré dans le point 3. En prenant n = m on a :

1 g g 1 sin2nf ™
T,|? = (T,,, Tp,) = = 2 S -
ITol2 = (T, T, 2(f0 cos( n@)d@—kjo d@) 2([ = Lw)

1T = (Ty, Ty = % (fﬂ cos(2n6)do + fﬂ d@) =

0 0
_ %(SngvLSgd@):ﬂ' sin=0
% ([sin2n9]7r +7T) _ g sin > 1’

2n 0

d’ou |Ty|| = /7 et |T,| = A/7/2 pour n = 1. Pour terminer, la famille

RS

est une base orthonormale de I'espace vectoriel des polyndémes en une variable a
coefficients réels F.

n=1

a

Résumé du chapitre 1

Nous avons examiné les propriétés du produit scalaire réel et complexe, en soulignant
leur différence. En particulier, la symétrie et la bilinéarité du produit scalaire réel
doivent étre remplacées par la symétrie conjuguée et par la sesquilinéarité pour pouvoir
obtenir un ensemble de propriétés compatibles avec la définie positivité. Cette derniere
propriété est essentielle pour pouvoir engendrer une norme a partir du produit scalaire.
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e Nous avons rappelé que le prototype de tous les espaces vectoriels avec produit scalaire,
aussi dits pré-hilbertiens, de dimension finie n est ’espace Euclidien K", ou K = R ou
K =C.

e Grace au produit scalaire on peut étendre le concept d’orthogonalité entre vecteurs
a n’importe quel espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Deux vecteurs sont or-
thogonaux quand leur produit scalaire est nul. Le vecteur nul est le seul vecteur qui
est orthogonal a tous les autres vecteurs et, grace a la définie positivité, il est le seul
vecteur orthogonal a lui-méme. Si deux vecteurs ont le méme produit scalaire avec tous
les autres vecteurs, i.e. la méme projection dans n’importe quelle direction, alors ils
coincident.

e Une norme sur un espace vectoriel est dite hilbertienne s’il est possible de munir 1’espace
d’un produit scalaire qui génere la norme de la maniére canonique. Remarquablement,
une norme est hilbertienne si et seulement si elle satisfait la régle du parallélogramme,
ceci vaut en dimension finie et infinie. A partir d’une norme hilbertienne on peut définir
un produit scalaire compatible avec elle grace a la formule de polarisation.

e L’orthogonalité entre vecteurs implique leur indépendance linéaire, ce qui assure qu'un
ensemble de n vecteurs orthogonaux dans un espace vectoriel de dimension n est
une base. L’expansion d’un vecteur sur une base orthonormale est tres simple : les
composantes par rapport a cette base sont les produits scalaires du vecteur avec les
vecteurs de la base. Ceci simplifie énormément le calcul des composantes, qui, sans
I’orthonormalité de la base, nécessite la résolution d’un systeme linéaire.

e Nous avons aussi rappelé le concept de projection orthogonale sur un sous-espace
vectoriel S : si on connait une base orthogonale de cet espace, on peut représenter la
projection comme une expansion sur les vecteurs de la base, avec des coefficients donnés
encore par des produits scalaires (normalisés si la base n’est pas orthonormée). On a
vu aussi que la différence entre un vecteur et sa projection orthogonale, qu’on appelle
vecteur résidu, est orthogonale au sous-espace de projection S. Pour terminer, on a
démontré que la projection orthogonale est le vecteur de S qui minimise la distance
(par rapport a la norme de I'espace vectoriel) entre le vecteur et les vecteurs de S.

e Etant donné un espace vectoriel avec produit scalaire, de dimension finie ou infinie,
une base orthonormale existe toujours grace a 1’algorithme d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt.

e Pour terminer, nous avons démontré les importantes identités de Parseval et de Plan-

cherel relatives a une base orthonormale ou orthogonale. Dans le chapitre 5 nous allons
voir comment étendre ces propriétés en dimension infinie.

31



Chapitre 2

La transformée de Fourier discrete
et ses applications a la théorie des
signaux et des images

Avec le rappel qu’on a fait sur les espaces vectoriels complexes avec produit scalaire et
leurs propriétés, on peut introduire la transformée de Fourier discrete d’une fagon tres simple.

Il s’agit tout simplement de prouver que certaines fonctions des exponentiels complexes sont
une base orthogonale pour un espace vectoriel complexe avec produit scalaire de dimension
finie.

D’un point de vue mathématique la transformée de Fourier discréte est un simple change-
ment de base dans un espace vectoriel, néanmoins, son interprétation a une importance et
une utilité énorme dans les applications, en particulier dans le cadre de la théorie des signaux,
comme on le verra dans la section 2.6.

Cette section est inspiré par l'excellent livre de M. Frazier [9].

2.1 L’espace (*(Zy) et sa base canonique

Pour introduire ’espace vectoriel ou on travaillera pour construire la DFT, on va faire des
petits changements dans la notation qu’on a utilisée jusqu’a maintenant.

On considérera encore des vecteurs complexes avec un nombre N, 1 < N < +o0o, de
composantes, mais on va interpréter un vecteur de CV comme une suite finie.

On commence par définir Zy.

Déf. 2.1.1 On dit que deux entiers i,j € Z sont congrus modulo N si leur différence est
divisible par N, 1i.e.
a—b
N
cela implique qu’on peut écrire a = b+ mN. La notation (dite de Gauss) pour deur entiers
congrus modulo N est la suivante :

=m €7,

a=b (modN).

Il est possible de démontrer que étre congrus modulo N est une relation d’équivalence en
Z. Comme toute relation d’équivalence, elle crée une partition de Z en classes d’équivalence
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distinctes. On écrit ’ensemble de ces classes d’équivalences comme
Zn = Z (mod N).
Une suite (finie) sur Zy a valeurs complexes est une fonction :

z : Zny — C

i = z20).
Dans la pratique, on va appliquer I'arithmétique qu’on appelle circulaire ou de I’horloge, qui
consiste en identifier une suite définie sur Zy comme une suite définie sur {0,1,..., N — 1} et

étendue a Z par N-périodicité :

2(j +mN) = 2(j)| Vimez,

i.e., si on connait la définition de z(j) quand j € {0,1,..., N — 1}, pour déterminer z(j) quand

j¢{0,...,N — 1}, on doit ajouter a j un multiple entier de N, qu’on écrit mN, m € Z, tel

que 7=j+mN e {0,1,...,N — 1} et apres on définit z(j + mN) = z(J). Voyons un exemple.
Ezemple : N =12, z = (1,4,i,4/24,0,0,0,—1,0,0,0,2), i.e.

-

étendue par 12-périodicité a Z, déterminer z(—21). Comme N = 12, on doit chercher 1’entier
m # 0 tel que —21 + 12m € {0,1,...,11} :

—-21412=-9 m=1
—21+24=3 m =2
—21+36=15 m=3

—21 4+ 12m =

La valeur de m qui fait que —21 + 12m soit inclus dans {0,...,11} est m = 2 et dans ce cas
on a —21 +2-12 = 3, ce qui implique z(—21) = 2(3) = v/2i.

Malgré le fait que ’on identifiera souvent Zy avec ’ensemble des représentatifs canoniques
{0,1,...,N — 1}, on peut penser z défini sur n’importe quel sous-ensemble de Z
donné par N entiers consécutifs, et pas forcément sur {0,..., N —1}, on utilisera cette
convention pendant tout le reste des polycopiés sans le spécifier ultérieurement.

L’espace vectoriel complexe dans lequel on va travailler est I’ensemble de toutes les suites sur
Zn a valeurs complexes :

52(21\]) = {Z . ZN — (C} .
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La raison de cette notation particuliere sera plus claire dans la suite du cours, pour le moment
il faudra 1’accepter.

(?(Zy) est un espace vectoriel complexe avec les opérations de somme et de multiplication
scalaire usuelles, i.e. donnés z, w € £2(Zy), o € C, la somme et la multiplication par un scalaire
complexe sont définies comme ceci :

z+w : Zy — C
i (E+w)() =20) +w(),
az : Ly — C
i (az)(y) = az(j).
?*(Zy) a dimension N, en fait, 'application qui associe & chaque suite z € £2(Zy) ses

images (2(0),z(1),...,2(N = 1)) :

P(Zy) «— CN

z(N:— 1)

est un isomorphisme linéaire (la preuve est laissée comme exercice). On utilisera la représentation
de z comme vecteur ligne ou comme vecteur colonne selon nos besoins.

Gréce & I'isomorphisme ci-dessus, on peut définir la base canonique B de (?(Zy) comme
I’ensemble des N suites suivantes :

1 k=j

B = s Clyee ey -1/ i(k) =01 =
(eos €1, en1),  ej(k) = djk {0 kv

On peut aussi introduire un produit scalaire dans (?(Zy) avec :

N-1

(zywy = Y z2(k)w(k),

k=0
N—1
donc z,w € £?(Zy) sont orthogonales si et seulement si (z,w) = > z(k)w(k) = 0.

La norme induite par ce produit scalaire est :

N-1 3
2] = (Z \Z(k)|2> :
k=0

que l'on appellera « norme (2(Zy) ».
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2.1.1 La base orthogonale des exponentiels complexes de (*(Zy)

Le systeme de fonctions que ’on va définir sera essentiel pour le développement de ’analyse
de Fourier.
Avant de définir ce systeme, on rappelle que :

1. z € C quelconque, z = p[cosa + isina] = pe'®, p,aeR, p=0;
2. Formules d’Euler : cos o = 3(e* + e7™), sina = - (" — e ;
3. |zl =1 z=¢;

4. et — 6i(a+27rk)’ keZ;

5. Comme cas particulier du point ci-dessus, si &« = 0 on trouve :

Vh € Z;

6. eiveiB = ¢ila+h) .

7. (eioz)n _ einoz;

8. (eia)* _ efia;

9. Etant donné z = pe'®, les solutions de I’équation w? = z sont les N racines complexes
, - 2Tm+a
données par la formule : w,, = N/pe'” ¥ ,m=0,...,.N —1;
10. En particulier :
. 5N o2 ; m
Racines N-iémes de I'unité : |wm, = €™~ | m=0,...,N — 1.

La derniere information qu’on a besoin de rappeler est la formule de la sommation
géométrique, définie par

k
Sk=1+z+22+...+zk_1+zk=Ezj.
j=0
Siz=1,alors Sy =k + 1. Si z # 1, on observe que :

(1—2)Sp=1+z+22 4. 42" —(z4+22 4. + 25+ =1 -

et donc :

k+1 siz=1.

Zk j {1_1'2_131 siz€e C\{l}
z e
=0

On considére maintenant les suites de ¢?(Zy) définies par des exponentiels complexes, comme
ceci :

Em Ly —> C
n +— En(n),
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Donc :

— & est la suite constante y(n) =1 Vn € Zy ;

. i L P2 ; (N—1)
— & est la suite &1 = (1,e2mN,62mN,...,62m N ) :
) 2 4 2(N-1)
— & est la suite & = (1,627”1\7,@27”N,...,627rz N ) ;
2
. _ oriN=1l  gp;2(N—-1) o N=1)%
— En_1 est la suite Ey_1 = <1,e N e N ,...,e€ N .

La suite générale de I’ensemble est :

;mn

Em(n) = ™N = (wy)" Vm,n=0,...,N —1,

ol (wy,)™ est la puissance n-ieme des racines N-émes de I'unité, Vn € {0, ..., N — 1}, en fait :
m\ " mn
(wm)n _ (627r2N> _ e27rz N

Grace & la formule z = €’ = [cosa + isina], on sait que le systéme qu’on vient de définir
est un ensemble de suites de valeurs qui oscillent avec des fréquences différentes,
car les arguments des fonctions cos et sin changent avec les coefficients m et n. Comme on le
verra bientot, la signification de ces fréquences a une importance centrale dans I'analyse de
Fourier.

Pour le moment, il est plus important de démontrer que le systeme des exponentiels qu’on
vient de définir est une base orthogonale de ¢?(Zy ). La preuve nécessite un lemme préliminaire.

Lemme 2.1.1 Pour tout j, k€ {0,1,..., N — 1} ¢a vaut la formule :

e | o N j—k

Z e?ﬂznT _ Z 6727rznT _ N(Sj,k _ { ‘ (21)

oy pr 0 jJ#k.
On reviendra apres sur l'interprétation physique de cette formule tres importante. Avant de
faire la preuve on observe que dans le cas j,k € Zy, j # k,on aque j — ke {1,2,...,N — 1},
donc % = —% ¢ 7.
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Preuve. On fait la preuve pour la premieére sommation, il sera clair que la méme démonstration
vaut aussi pour la deuxieme. On commence par utiliser les propriétés des exponentiels complexes
pour réécrire la formule comme ceci :

-1

N-1 _ N o
Z 2minigt _ Z (&m’%) '
n=0

n=0

On analyse les deux cas suivants :

2

. . . R ;0
— Si j = k, les exponentiels dans la somme sont égaux a 1, car e“™~ = 1, et donc

N-1 ~ N-1
im, L —J
Y emE = Y 1=N.

— Si j # k, les exponentiels sont # 1, alors, grace a la formule de la sommation
géométrique :

. N—-1+1
N—1 1 2mij—k
2 j—k\T —\€ N
5 () - .
T
0 1— e2m ~
1— 627ri7<j7]\1;)N

1— 627”;%
1 _ o2mi(i—k)
1— e2m’% '
Comme j —k =meZ, e2mi(—k) = 1, alors le numérateur de la derniere formule est
0 toutefois que j # k. Par contre, le dénominateur ne s’annule jamais, car, comme
observé avant de la preuve, si j # k, alors % ¢ 7. Donc, dans ce cas la sommation
vaut 0. O

Maintenant, on peut démontrer facilement que € est une base orthogonale de ¢?(Zy).
Théoreme 2.1.1 £ = (&,...,En_1) est une base orthogonale de (*(Zy).

Preuve. £ est donnée par N éléments d’un espace vectoriel N dimensionnel avec produit
scalaire, donc si on prouve que £ est une famille orthogonale, alors on démontre le théoreme.
En fait, on sait qu’une famille orthogonale est libre, et une famille libre de N vecteurs dans
un espace vectoriel de dimension N est une base.

On va donc calculer les produits scalaires (£;, &), Vi, k€ {0,...,N — 1} :

N-1 ~ N-1 i e N-1 G—k)m
& &y =D Em)E(n) = D Ve N = Y TN = Noj,
n=0 n=0 n=0

ol on a utilisé le Lemme 2.1 pour arriver a la derniere égalité, qui montre que (&;, &) = N 1,
i.e. les éléments de la base sont orthogonaux entre eux. O
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Si dans Iéquation (£, &) = NJ; i, on considere j = k = m, alors (€p,, Em) = Nopmm = N,
donc :

1Enl? = N|, [|Eml = VN|,  ¥me{0,1,...,N —1}.

On va examiner deux exemples dans lesquels les exponentiels complexes ont une expression
particulierement simple : N =2 et N =4 (N = 3 ne donne pas une expression de la base
orthonormale de Fourier si simple).

— N =2. (3(Zs) = {z = (2(0), 2(1)) € C?}, dans ce cas Ep,(n) = ™2 = ™" et donc :

m=0: & = (emo'ojemo‘l) =(1,1)
m=1: 81 _ (em‘l-Ojem‘l-l) _ (Leﬂi)
Mais €™ = cos(m) + isin(7) = —1, donc & = (1, —1). Alors,
&= ((171)7(17_1))7 (22)

est la base des exponentiels complexes de £2(Zs). Noter la présence d'une suite constante,
la premiere, et d’une suite oscillante, la deuxieme. On reviendra apres sur cette forme
particuliere de la base.

— N =4.0%(Zy) = {z = (2(0), 2(1), 2(2), 2(3)) € C*}, la base de Fourier sera donnée par
quatre suites complexes de quatre composantes. C’est laissé comme simple exercice de
vérifier que la base des exponentiels complexes de £?(Z,) est :

£=((1,1,1,1), (1,4, —1,—4),(1,—1,1,—1), (1, —i, —1,4)) . (2.3)
On peut utiliser les résultats (1.10), (1.11), (1.12) de la section 1.8 pour écrire les formules

suivantes, qui sont valides pour deux éléments z, w € £2(Zy) quelconques :
— Décomposition sur la base orthogonale &£ :

5= 2 b, (2.4
— Identité de Parseval pour la base orthogonale & :
N—1
; Em )X Em;
(z,w) = Z <Zm>]\<fmw> (2.5)
m=0
— Identité de Plancherel pour & :

J2]? = Z e Eml 5m>’ (2.6)

On calculera explicitement les expressions ci-dessus dans la section 2.3.

On a la possibilité de renormaliser la base £ de plusieurs manieres, dans les deux sections
suivantes on montrera les deux plus répandues, qui permettront aussi de définir la transformée
de Fourier discrete.
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2.2 La base orthonormale de Fourier de (*(Zy)

Dans la section précédente on a vu que la norme ¢?(Zy) de toutes les suites &, est v/N, donc
il est évident que 'on peut obtenir une base orthonormale si on divise par v/ V. Ceci justifie la
définition suivante.

Déf. 2.2.1 On appelle base orthonormale de Fourier de (*(Zy) I’ensemble
E = (EOa Ela E25 s 7EN71)

des N suites E,, € (*(Zy)
E, : Zny — C

n +— Eyn),
ou : )
Eo(n) = \%ﬁ
Ei(n) = \/Lﬁezm%
Es(n) = \/iﬁezm%
.(N—-1)n
EN—I(”) _ \/% 2T~

La suite générale de la base orthonormale de Fourier est :

1 “mn 1
Epn(n) = ——e¥™N = —(wp)" Vm,n=0,...,N—1,

VN VN

et la formule d’orthonormalité : (Ej, Ej) = d; 1 est valide.

Grace aux formules (2.2) et (2.3) on peut dire que :

1
E= E ((1,1),(1,-1)) (2.7)

est la base orthonormale de Fourier de ¢2(Zs) et

E=-((1,1,1,1),1,4-1,—0),(1,-1,1,-1), (1, —i,—1,7)) . (2.8)

N | —

est la base orthonormale de Fourier de £2(Z,).

La traduction du théoreme 1.8.1 dans ¢?(Zy) avec la base orthonormale de Fourier est la
suivante. Etant donnés les éléments z,w € £?(Zy) quelconques, on a :
— Décomposition sur la base orthonormale de Fourier :

N—-1
2= (2, En)En (2.9)
m=0
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— Identité de Parseval : Nt
(zyw) = Dz, Em )X B, w)
m=0
— Identité de Plancherel :

N-1

2

121 = ). Kz, Em)l .
m=0

2.3 La base orthogonale de Fourier de (*(Zy)

(2.10)

(2.11)

Malgré la constante de normalisation 1/4/N, qui apparait dans la définition de la base
orthonormale de Fourier, est le choix le plus naturel pour la normalisation de la base £ de
??(Zy), dans les applications pratiques une autre normalisation est plus souvent utilisée. La
raison est la suivante : avec le choix que ’on montrera tout de suite, beaucoup de formules

peuvent étre écrites d’une facon plus simple.

Déf. 2.3.1 On appelle base orthogonale de Fourier de ¢*(Zy) 'ensemble

F = (Fy,F\,Fa,...,Fn21)

des N suites Fy, € (2(Zy)
F, : Zny — C
n > Fy(n),

ou :

.(N—1)n
FN—l(”) _ %€2mi]\,

La suite générale de la base orthogonale de Fourier est :

1 s mn 1
Fp(n) = Nezm N

Les relations parmi les trois bases £, E et F' sont les suivantes :

= F =" Rp M
m N’ m \/N

Ym e {0,1,...

= —(wm)" Ym,n=0,...,N —1.

NV,

(2.12)

Grace aux formules ci-dessus on peut calculer facilement les bases orthogonales de Fourier

de (?(Zs) et de (2(Zy) :
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— Base orthogonale de Fourier de ¢2(Zs) :

F=_-((1,1),(1,-1)) (2.13)

1
2
— Base orthogonale de Fourier de ¢?(Z,) :

F=-(1,1,1,1),(,4,-1,—7),(1,-1,1,-1),(1, —i,—1,4)) . (2.14)

=

Toujours grace a (2.12) on peut déterminer I’équivalent des formules (2.9) (ou 2.4), (2.10) (ou
2.5) et (2.11) (ou 2.6) pour deux éléments z, w € £2(Zy) quelconques :

— Décomposition sur la base orthogonale de Fourier :
N-1
z=N Z<27Fm>Fm
m=0
— Identité de Parseval pour la base orthogonale de Fourier :
N-1
(zywy=N Z (zy Fp X Fpy w)
m=0
— Identité de Plancherel pour la base orthogonale de Fourier :
N-1
2
J=? = N Y Kz Fal?.
m=0

Il est utile de résumer dans la table suivante la différence parmi les bases et les formules :

mn 1 g mn 1 o mn
Em(n) = ™~ | Ep(n) = ﬁe2 UN, Fp(n) = —e*™'~ .
Base Décomposition Identité de Parseval Identité de Plancherel
N—1 N—1 N—1 2
Em EmXEm, Em
£ | 2= N e | (uy= ¥ S = 3 BR
m=0 m= m=0
N-—1 N-—1 N—1 9
E | z= X E0En | wy= X (2 EnXEnw) | [2]? = 2 [z, Em)l
m=0 m=0 m=0
N—1 N—1 N—1 )
F | 2= NS G FdFn | (ow) = NS (o, B Ew) | |22 = NS ()P
m= m=0 m=0

TABLE 2.1 — Différentes normalisations des bases de Fourier, et formules relatives.
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2.4 Les coefficients de Fourier et la transformée de Fourier
discréte (DFT)

La définition de la transformée de Fourier discrete change selon les auteurs et les applications.
Les deux définitions les plus répandues utilisent la base orthonormale F et un mélange des
bases orthogonales £ et F.

Les deux choix sont utiles pour des raisons différentes :

— Utiliser la base orthonormale E permet d’obtenir des opérateurs unitaires;

— Utiliser un mélange des bases orthogonales £ et F' permet de simplifier beaucoup de
formules, notamment la formule de la convolution, que ’on verra plus tard dans ce
chapitre, qui est tres utilisée dans les applications.

On travaillera avec les formules qui viennent des bases orthogonales £ et F. Cette décision a

été prise principalement par cohérence avec les formules de beaucoup de logiciels, notamment
MATLAB.

On commence par reconsidérer la décomposition

N—-1
- 3 e - N
m=0

mais &,,/N = F,,, donc :
N-1
z = 2 <Z78m>Fm7
m=0

i.e. on peut décomposer un élément z € £?(Zy) quelconque sur la base orthogonale de Fourier
F avec des composantes données par les produits scalaires de z avec les éléments de la base £.
En rappelant la définition du produit scalaire de ¢2(Zy), on peut écrire :

N-1 N-1
(2,Emy = Y 2()Em(n) = | 2(n)e*™V
n=0 n=0
N-1
_ z(n)ef%i%
n=0

Déf. 2.4.1 Etant donné z € 2(ZN) quelconque, on appelle les valeurs complexes {z,Em),
me{0,1,...,N — 1}, les coefficients de Fourier de z, qu’on écrit avec Z(m). Explicitement :

N-1
2 e 2N |« Coefficients de Fourier de z » . (2.15)

On écrit avec 2 € 1?(Zy) la suite des coefficients de Fourier de z :
z=(2(0),2(1),2(2),...,2(N = 1)). (2.16)

On appelle lopérateur linéaire qui transforme z € (*(Zy) en la suite 2 € (*(Zy) de ses
coefficients de Fourier, i.e.

DFT =" = F : (*(Zy) — *(Z)
z — DFT(z)=z=



N—
2 e N Yme{0,1,...,N —1},

la transformée de Fourier discréte, qu’on écrira DF'T « Discrete Fourier Transform », d
partir de maintenant.

Il faut observer la variable de z est n, tandis que la variable de Z est m. Dans la
section 2.6 on donnera 'interprétation de n et m dans la théorie des signaux : n est la valeur
discrete d’un instant temporel (ou d’une position spatiale), o on mesure un signal z, par
contre m est proportionnel a la fréquence d’oscillation d’une onde (dite harmonique), multiple
d’une fréquence fondamentale. Donc, la DFT permet de passer d’une description en termes
d’échantillons temporels (ou spatiales) d’un signal, & une description en termes de fréquences
du signal méme. Dans la section 2.6 on formalisera cette affirmation.

Avec les définitions ci-dessus, on peut écrire la décomposition de z comme ceci :

2= 2(m)Fp, (2.17)

m

=

Il
=

i.e. les coefficients de Fourier de z sont les composantes de z dans la base orthogonale de
Fourier F':
[z]F. (2.18)

>
Il

Si on utilise la notation que 'on vient d’introduire, on peut réécrire le théoreme de
décomposition sur la base orthonormale de Fourier et les identités de Parseval et Plancherel
comme cela :

— Décomposition de z sur la base orthogonale de Fourier :

1 N-1 A
=~ > 2(m)e*™ N Vn=0,1,...,N—1 (2.19)
m=0
— Identité de Parseval :
N-1 1
(z,w) = — Z E(m)iv(m) = 12, ) (2.20)
m:O

— Identité de Plancherel :

N-1
1 . ..
2% = N PNECDI NHZ\V : (2.21)
m=0
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2.4.1 La transformée de Fourier inverse (IDFT)
Il est intéressant de comparer les formules (2.15) et (2.19) :

N—-1 1 N=1
—2m R 27ri—m"
= z(n)e N, — N, VYn,me{0,1,...,N —1}.
7;0 " -] Z { }

m=0

La premiere relation dit que, si on connait les valeurs z(n), alors on peut reconstruire les
valeurs zZ(m) grace a la formule (2.15).

La deuxieéme relation dit que, si on connait les valeurs Z(m), alors on peut reconstruire les
valeurs z(n) grace a la formule (2.19).

Ceci montre une « dualité » entre les deux formules : on peut passer de la suite z a la suite
Z et vice-versa via les relations (2.15) et (2.19).

On va formaliser cette dualité avec la définition et le théoreme qui suivent.

Déf. 2.4.2 On appelle lopérateur linéaire :

IDFT = "= F1 . KZ(ZN) — 62(ZN)

1N 1
sz >N Vne{0,1,...,N —1},

m=0

la transformée de Fourier discréte inverse, que l'on écrira IDFT « Inverse Discrete
Fourier Transform », a partir de maintenant.

Théoreme 2.4.1 La IDFT est l'opérateur linéaire inverse de la DFT et vice-versa :
IDFT = DFT!, DFT =IDFT!,

autrement dit :

AN>¢

=2, Z=2z Vz e (2(Zy).

Preuve. On doit démontrer que la composition entre DFT et IDFT et entre IDFT et DET
donne I'opérateur identité id : DFToIDFT=IDFToDFT= id, id(z) = z, Yz € £2(Zy).

On commence par vérifier que, si on a une suite z € £2(Zy) quelconque, et on applique la
DFT pour obtenir la suite des coefficients de Fourier 2 € £2(Zy), alors on peut revenir a la
suite initiale via 'application de la IDFT :

2 2 2
CZn) o C@n) — C(ZN)

A > ZA’ |

Q¢

= Z.

Avant d’écrire la composition, on souligne qu’il ne faut pas confondre I'indice de sommation,
dont le symbole n’a aucune importance, avec les variables fixées n,m de 2(n) et Z2(m). Pour
éviter ce probleme, on utilise 7 comme symbole de sommation de la premiere transformation,
qui est celle écrite a l'intérieur de I’expression composée.
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5 1 N-1 1 N—-1 /N-1
é(n) _ N 2(m>€2mT N (Z z(])e—2m N ) 2Ty
m=0 m=0 \ j=0
) iN—1 N_lz(j)(g?mm%
N

m
1 N— N—
- Qﬁzm—
7=0 m=0
1

N—
(Lemme 2.1) Z

=z(n) Vne{0,1,...,N —1}.

Maintenant on vérifie que la composition inverse donne encore 'identité :

2 ) —s p2
2y IDFT 2y DFT E(Zn)

J

=z(m) VYme{0,1,...,N —1}.
Donc, 2(n) = z(n) et 2(m) = z(m), ¥n,m € {0,1,..., N — 1} et le théoreme est prouvé. O
On note la grande similarité entre DFT et IDFT : seulement le coefficient 1/N et le signe de

I’exponentiel complexe changent.
C’est utile de souligner les formules qu’on vient de démontrer :

y 1 N=! A
z(n) = N 2(m)e™N = z(n) Vn € Zy,
m=0
N—1 '
zZ(m) = 2(n)e” N = z(m) Vm e Zn.
n=0

Déf. 2.4.3 On appelle le couple (z,2) € (*(Zy) x *(Zy) un couple de Fourier.
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2.4.2 Définition de DFT et IDFT avec la base orthonormale de Fourier

Une définition alternative des coefficients de Fourier, DFT et IDFT, que I'on trouve surtout
dans la littérature mathématique plus théorique, utilise la base orthonormale de Fourier E :

Analyse de Fourier discrete orthonormale :

— z,we (Zn);

— Coeflicients de Fourier :
1 N-—1 '
2m) = — Y z(n)e N, (2.22)
W

Uécriture 2 dans les formules suivantes de cette liste (et seulement celles-ci) fait référence
aux coefficients de Fourier ci-dessus.

— Décomposition sur la base orthonormale de Fourier :

1 & -
z(m) = —= 2(n)e*™ N .
\/N n=0
— DFT :
1 Nt
o —2mi 22
zZ(m) = — z(n)e N Yme{0,1,...,N —1}.
m) = 5 2 =) { }
— IDFT :
1 & -
Z(n) = — 2(m)e*™ N Vne{0,1,...,N —1}.
N m=0
— Identité de Parseval :
N-1
(zowy = ). 2(m)i(m) = (2, @)
m=0

— Identité de Plancherel : ot
I21? = > 12m)* = 2]
m=0

On voit que "avantage le plus important d’utiliser la base orthonormale de Fourier pour définir
les objets de ’analyse de Fourier discrete est que la DFT et la IDFT sont des opérateurs qui
conservent le produit scalaire, et donc aussi la norme, par conséquent, ils sont représentés avec
des matrices unitaires.

On observe aussi que, indépendamment de la définition que 'on utilise, le produit des
coefficients de 2 et 3 doit toujours étre égal ¢ 1/N pour garantir que IDFT=DFT~!,
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2.4.3 La base (orthonormale) de Fourier réelle

On peut écrire la base de Fourier et la DFT avec une notation réelle. L’avantage d’avoir une
base de Fourier réelle est que, si z est réel, alors on peut éviter 'introduction de composantes
imaginaires. On considere simplement la base de Fourier orthonormale pour simplicité.

Il faut distinguer si NV est paire ou impaire. On commence par le cas N paire : N = 2M,
MeN, M >=1. Alors, Vn=0,1,...,N — 1, on écrit :

(co(n) = 7=
cm(n) = /& cos (2521) m=12.,M-1
3 9n N
NV —1)"
)= s (52 -
sm(n) = 4/ % sin (222) m=1,2,...,M—1.

Si N = 2M + 1 est impaire, alors on définit encore cg, ¢, et s, comme ci-dessus, mais bien
str le cas m = N /2 ne doit pas étre considéré car N /2 dans ce cas n’est pas un nombre entier.

Théoréme 2.4.2 L’ensemble {co,c1,...,CAr—1,CMyS1,- -+, SM—1} quand N = 2M ou l'en-
semble {co,c1,...,Cp1—1,81,---,SM—1} quand N = 2M + 1 est une base orthonormale de
?2(Zy). Donc, pour tout z € (*(Zy) :

M M-1 M-1 M-1
z = Z (2, emycm + Z (z,8mysm (N =2M), z= Z (2, Cmyem + Z (z,8mysm (N =2M +1).
m=0 m=1 m=0 m=1

Déf. 2.4.4 On appelle base orthonormale réelle de Fourier de ¢*(Zy) 'ensemble de suites de
C2(Zn) {co,C1y - CAI—1,CM» 81, -, SM—1} quand N = 2M, ou l’ensemble de suites de £%(Zy)
{co,c1y- - yenr—1,81, .-, Sp—1} quand N = 2M + 1.

La relation avec les coefficients de Fourier est donnée par les formules suivantes.

(zrenry = 200
(zyem) = Zg=(2(m) + 2(N —m)), m=1,2,....M 1
< (z, $m) \/_2LN(2(m) Z(N-=m)), m=12...,.M—1

2(m) = \/N/2((z,eNem) + iz, SN—m))y, m=M+1,M+2,....N —1.
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2.5 Interprétation matricielle de la DFT et IDFT

Par définition, la DFT transforme les suites de z € £?(Zy) représentées dans la base canonique
B de ?(Zy) en suites de £2(Zy) représentées dans la base orthogonale F' de Fourier de ¢2(Zy)
(2.17) :
DFT: Z(Zy) — *(Zy)
z=|z]lp — DFT(z2)=2%=[z]F

Donc, la DFT est I'opérateur de passage de la base canonique B de £(Zy) & la base de Fourier
F de (%(Zy) et, par conséquent, la IDFT est 'opérateur de passage inverse, de F' & B.

On veut trouver la représentation matricielle des opérateurs linéaires DF'T et IDFT. Pour

2mi

cela, on introduit une notation habituelle dans la littérature relative a la DFT : wy = e~ N .
Grace aux propriétés des exponentiels complexes on peut écrire :
mn —2m; 22

et donc les coeflicients de Fourier peuvent étre réécrits comme ceci :

N-1 N-1
smn
zZ(m) = Z 2(n)e 2N = Z z(n)wi™.

On définit la matrice W qui a comme éléments wi/™ :

mn
Wmn = WN

i.e. explicitement :

1 1 1 1 .. 1

1 wn wZQV w?’v . w%il

1 w?v wjlv w?\, w%N_l)
Wy = 1 w]3v w?\, w?\, . w%N_l)

1 w]]\\,[_l w%N_l) w%N_l) . w](\J,V_l)(N_l)

Cette matrice N x N est dite matrice de Sylvester . Elle est symétrique : Wy = Wk,
i.e. Wpyp = Wpm (ce qui est une conséquence évidente de la définition de wyy,y, car W™ = wWR™)
et chaque ligne ou colonne est donnée par la progression géométrique? d’une puissance de wy.
Une telle matrice est dite de Vandermonde 3.

La convention intrinseque quand on considere Wy consiste a considérer la variabilité de
lindice des lignes et des colonnes entre 0 et N — 1 (au lieu de la variabilité canonique de
1 jusqu’a N), c’est grace a cette convention qu’on a tous les éléments de la premiere ligne
(m = 0) et de la premiere colonne (n = 0) égaux a 1.

1. James Joseph Sylvester (1814 London - 1897 London).

2. On rappelle qu’une progression géométrique de raison r est la suite de puissances 1 = r°,r =
1.2 .3 n
ro,re e, ot

3. Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 Paris - 1796 Paris).
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Si on applique Wy & z identifié avec un vecteur colonne de CV, alors, par définition de
produit matriciel, on obtient un vecteur Wz dont la m-ieme composante (Wyz)(m) est
donnée par? :

N-—1 N-—1 .
(Waz)(m) = . wmnz(n) = > z(n)e ™~ = 2(m),
n=0 n=0
ca vaut VYm € Zy, donc :
2 =Wyz Vze (2(Zy).

Avec les mémes considérations, on peut vérifier que la IDFT est implémentée via la matrice
conjuguée de Wy normalisée par le coefficient 1/N (la transposition n’est pas nécessaire car
Wi est symétrique) :

1
Wyt = s Wylz|  Vze(Zy).

Wi est la matrice de passage de base de B a F', et ng = yWn est la matrice de passage
de base de F' a B.

Observation : si on utilise la définition de DFT correspondant a l'eq. (2.22), i.e. via la base
orthonormale de Fourier, alors la matrice associée devient Wy = Wy /v/ N, qui est une matrice

unitaire, et donc sa matrice inverse est Wy.

Exemples :
— N =2:wy=e 22 = 7" = cos(m) — isin(n) = —1, donc
Wy = G _11> ;
dou: 1/1 1
Wyt = 2 (1 —1) ‘
— N =4:wy=e 24 = ¢717/2 = cos(n/2) — isin(n/2) = —i, donc
1 1 1 ) 1 ,
Wy = 1 (__Zz E:34 2:36 ;
L (=i)* (=) (=9)°
d’ou :
1 1 1 1
Wiy = 1 :i _11 5 (2.23)
1 ¢+ -1 —
4. C’est le produit Euclidien réel de la m-ieme ligne de W, i.e. (Wm0, W1, - . . , Wm(n—1)) fois les composantes

(2(0),2(1),...,2(n)) de =.
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La matrice inverse est :

(2.24)

=
Il
|
)

On observe que la matrice W, 1 a comme colonnes la base orthogonale F de ¢(Z4) comme vu
dans la formule eq. (2.14), ce qui est cohérent avec le fait qu’elle est la matrice de passage de
la base orthogonale F & la base canonique de (2(Zy).

2.5.1 <« FFT » : Fast Fourier Transform

On vient de voir que I'action de la DFT sur un signal z € £2(Zy) peut étre représentée comme
un produit matriciel. Par conséquent, on a besoin de calculer N multiplications pour chaque
élément 2(m) de la suite 2 € £2(Zy). Comme 2 a N composantes, 1’algorithme de calcul de la
DFT a une complexité de O(N?).

Pour des signaux de grande dimension, cette complexité implique que la DFT est tres
lente, c’est pour cela que la transformée de Fourier a été utilisée presque seulement dans un
cadre théoriques, plutot que dans les applications, jusqu’aux années 60 du XX siecle.

Heureusement, Cooley et Tukey, en 1965, ont utilisé des symétries cachées dans la DF'T
pour construire un algorithme rapide pour le calcul de la DFT, ils ont appelé 1’algorithme
Fast Fourier Transform « FFT ».

La FFT a une complexité de 'ordre de O(N log N) et elle permet de calculer la transformée
de Fourier d’un signal de grande dimension dans 'ordre d’une fraction de secondes avec les
ordinateurs modernes.

En particulier, la FFT est tres efficace quand la dimension des signaux est une puissance
de 2. Cela explique pourquoi le format typique des images numériques est de 512 ou 1024,
comme ceci on peut manipuler ces images efficacement avec la FFT.

Le développement de la FFT est considéré comme une des plus grandes avancées scientifique
du XXeme siécle, car il a permis d’utiliser dans une quantité énorme d’applications pratiques
la transformée de Fourier.
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2.6 La transformée de Fourier dans le traitement des signaux

La théorie de Fourier est appliquée dans beaucoup de domaines, par exemple la résolution
des équations différentielles ordinaires et partielles, la physique classique et quantique, les
statistiques et probabilités et le traitement des signaux.

C’est surtout dans le premier et le dernier domaine qu’on appliquera les résultats de
I’analyse de Fourier. Dans cette section on commencera a voir 'importance de la théorie de
Fourier dans le traitement des signaux en dimension 1 (1D).

2.6.1 La formule de synthese des signaux 1D : décomposition sur la base
des harmoniques

Un signal discret 1D de dimension N peut étre défini comme ’ensemble des N échantillons
d’une variable, qui peut étre dépendant du temps, d’une dimension spatiale (z,y ou z), ou
d’un autre parametre avec un seul degré de liberté.

Deux exemples remarquables de signaux discret 1D qui dépendent du temps ou d’une
dimension spatiale sont :

— l’ensemble de valeurs d’intensité d’un morceau de musique échantillonné en correspon-
dance de N instants temporels différents ;

— l'ensemble de valeurs de niveau de gris d’une ligne ou d’une colonne d’une image
échantillonnée en correspondance de N positions différentes.

On peut traiter un signal discret 1D dans le cadre de la théorie de Fourier avec les identifications
basiques suivantes :

— la représentation mathématique abstraite d’un signal discret 1D est donnée par une
suite z € (2(Zy) ;

— neZy=1{0,1,...,N—1} représente la valeur du parametre (temps, dimension spatiale,
etc.) ot on mesure les échantillons du signal. L’unité de mesure de n est typiquement
le second ou le metre ;

— Dénergie du signal z est associée a la norme carrée |z|?.

On veut maintenant interpréter la formule de décomposition sur la base de Fourier, les
coefficients de Fourier, la DFT et IDFT et I'identité de Plancherel dans le cadre du traitement
des signaux.

L’interprétation de l'identité de Plancherel est la plus simple : I’énergie du signal z est
décomposée dans la somme des modules carrés des coefficients de Fourier.

La formule de décomposition sur la base de Fourier, eq. (2.19), dans le domaine du
traitement des signaux est dite

N-1
1 smn
Formule de synthése : z(n) = N Z 2(m)e*™ N VneZn.
m=0

Avec cette formule on peut reconstruire (ou synthétiser, d’ou le nom) le signal z grace a la
. . . ~ . . ; mn
connaissance des coefficients de Fourier 2(m) et aux fonctions oscillantes e*™ '~ .

Les fonctions qu’on utilise dans 'opération de synthese du signal sont :

2R — cos <27r%n> +isin (271'%71) . (2.25)
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Quand m = 0 il n’y a pas d’oscillations, mais a partir de m = 1 jusqu'a m = N — 1 les

fonctions €™

"™ oscillent avec une certaine fréquence (donc 'unité de mesure m est le hertz
ou le rad/s) qu’on va discuter en détaille dans la section 2.6.4. Ces fonctions ont un nom

spéciale, dérivé de la musique, comme le montre la définition suivante.

2min

Déf. 2.6.1 (Harmoniques) La fonction n+— e N est dite harmonique (discréte®) fonda-
mentale et les fonctions n — 2N pourm = 2,...,N —1 sont dites harmoniques (discrétes)

d’ordre (supérieur) m.

2.6.2 Signification des coefficients de Fourier et spectres d’un signal 1D

La formule de synthese montre que le signal z dans la valeur n de son parametre est
reconstruit par une combinaison linéaire d’ondes harmoniques avec fréquences multiples
de 1/N via le coefficient de multiplication m : {0,1/N,2/N,...,(N —1)/N}. Les scalaires
complexes de la combinaison linéaire sont les coefficients de Fourier Z(m).

Chaque coefficient de Fourier zZ(m) € C peut étre écrit ainsi :

2(m) = a(m) + ib(m) = |2(m)|e"re(Z(m)

ou [2(m)] = 4/a(m)? + b(m)? est le module du coefficient de Fourier Z2(m) et Arg(2(m)) =
b(m)

arctan (W) est son argument.

s s . . . . jmn
Il est donc évident que le « poids » qui mesure I'importance de chaque harmonique e?™ '~

dans la reconstruction du signal z est le module® du coefficient de Fourier 2(m) :
2 . . ;mn .
|2(m)| : mesure de I'importance de ’harmonique ¢>™'~ dans la reconstruction de z.

D a cela, dans le cadre du traitement des signaux, on appelle la formule des coefficients
de Fourier :

N-1
Formule d’analyse : 2(m) = Z z(n)e "N Vm e Zn,
n=0

car avec Z on peut analyser les composantes fréquentielles d’un signal.

Si le signal discret z dépend du temps ¢ (ou d’une dimension spatiale x), alors on dit
que la transformation z — Z réalisée par la DFT permet de passer de la représentation
temporelle (ou spatiale) du signal a la représentation fréquentielle, ou a ’'espace de
Fourier.

La transformée de Fourier est souvent définie comme [’équivalent du prisme de Newton pour
les mathématiques. Le prisme de Newton permet de décomposer la lumiere dans les composantes
fréquentielles « cachées » qui correspondent aux couleurs spectrales. La transformée de Fourier
nous permet de mettre en évidence les composantes fréquentielles « cachées » dans un signal
quelconque.

Cette analogie a amené a donner les définitions suivantes.

5. On spécifie le fait que les harmoniques sont discretes, car les harmonique continues sont données par les
fonctions ¢ — €2t = ™M@t ol b est la fréquence et w = 27w est la pulsation.

6. Il faut prendre le module car les nombres complexes ne sont pas ordonnés.
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Déf. 2.6.2 Etant donné z € (?(ZN), on appelle :
— {|2(m)|, m € Zn} : spectre d’amplitude de z, ou plus simplement spectre de z ;
— {|2(m)|?, m e Zy} : spectre de puissance de z ;
— {Arg(2(m)), m e Zn} : spectre de phases de z.

On reviendra sur la signification de ces spectres plus tard.

Maintenant, on veut observer que, parmi les coefficients de Fourier il y en a un spécial :
2(0), qui donne une information sur la valeur moyenne de z, en fait :

N-1 N-1
§0) = Y ™ = 3 2(n) = NG = [2(0) = N
n=0 n=0
N—1
olt (z) = 4 X 2(n) est la valeur moyenne du signal 2.

n=0
Si on introduit cette expression de Z(0) dans la formule de synthese et on sépare le premier

terme du reste de la sommation on obtient :

1 1 Nl o 1 N-1 .
z(n) = =N{z)+ — Z 2(m)e’™ N, ie. |z(n) =)+ v Z (m)e2™ iR |,
m=1

on dit que le coefficient de Fourier 2(0) est la composante « DC » de la formule de synthese,
tandis que les autres termes constituent la composante « AC ». Cette nomenclature vient
de I’électrotechnique, ou on appelle le courant continue DC « Direct Current » (courant de
fréquence nulle) et le courant alternatif AC « Alternating Current ».

On peut interpréter la formule qu’on vient de déterminer en disant que z est décomposée
dans la somme de sa valeur moyenne et des détails plus fins reconstruits par les harmoniques
d’ordre supérieur avec des poids donnés par les modules des coefficients de Fourier de z.

2.6.3 La formule de synthese et les coefficients de Fourier de I’'impulsion
unitaire ¢
C’est instructif de comparer la formule de synthese avec la formule (2.1), i.e.
N-1 .
i N j=k
Z 6i27‘rm% _ N(sj,k _ ]
n=0 0 J# k’

si on réécrit j — k = m € Zy, on échange m avec n (ce qui est possible car sont deux valeurs
quelconques de Zy) et on normalise par N, alors la formule devient

On appelle § 'impulsion unitaire. La formule précédente est donc la formule de synthese de
I'impulsion unitaire, dans laquelle on voit que tous les coefficients de Fourier sont unitaires :

Ym € ZN-



Ce résultat est tres profond : la DFT transforme un signal complétement « localisé » dans
une valeur de son parametre en un signal complétement « délocalisé » dans son spectre :
les harmoniques relatives a toutes les fréquences interviennent avec le méme poids dans la
reconstruction du signal.

La généralisation de ce comportement & espaces plus compliqués que £2(Zy ), notamment
L?(Q2), < R™ qu’on examinera plus tard, est & la base de la compréhension de ce qu’on
appelle le principe d’indétermination de Heisenberg, un des noyaux conceptuels de la mécanique
quantique.

Si on calcule les coefficients de Fourier du signal constant z(n) = %, Vn € Zy, on obtient :

Z(m) = —e TN = — e TN =o(m) =
=N N 0 m=1,...,N—1,

donc, la DFT d’un signal constant (et donc completement délocalisé par rapport a son
parametre) est une impulsion unitaire dans le domaine de Fourier, et donc, complétement
localisé dans les fréquences.

On peut donner une interprétation physique de la formule du lemme (2.1) : 2Ny =
cos (27171%) + ¢sin (27rn%) = 0 si et seulement si cos (27m%) =0 et sin (27m%) = 0 quand
m € {1,2,..., N — 1}. Donc, le résultat qu’on vient de voir affirme que la superposition de
N —1 fonctions harmoniques avec des fréquences multiples entieres entre elles est nulle partout,
i.e. elles sont sujettes a un phénomene d’interférence destructive, sauf en une valeur, ou les
harmoniques s’accumulent.

La formule de synthese dit qu’il faut donner des poids différents aux harmoniques pour
pouvoir reconstruire un signal différent d’une impulsion.
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2.6.4 Hautes et basses fréquences m dans la formule de synthese

On veut comprendre plus en profondeur la signification des coefficients fréquentiels m dans
I’ensemble :

{62”% = cos (271'%) + ¢sin (2%%), n=01...,N— 1}7

qui représente les valeurs des harmoniques dans chacun des N paramétrés n.
Pour simplifier ’analyse, on considére seulement la partie réelle de I’ensemble ci-dessus, i.e.

Hmz{cos(Qw%),n=0,1,...,N—1},

les considérations qu’on fera sur le cosinus peuvent étre répétées pour le sinus.
On discute du comportement de cos (271%) quand m prend les valeurs de 0 jusqu’'a N —1,
N paire (on discutera plus tard du cas N impaire) :

— m =0 : comme on I’a déja vu, dans ce cas on a pas d’oscillations, mais une suite de
valeurs constantes, cos (27['%) =1, donc

H0:{1717"'a1};

1 2 N-1
H; =<1,cos 27‘(’N , COS 27rN ,...,c08 (2w N ,

les valeurs de H; représentent N échantillons d’une oscillation du cosinus. Le cycle
n’est pas terminé car on ne considere pas la valeur n = N, qui permettrait d’obtenir
cos (277%) = cos(27) = 1. Dans la figure 2.1 on montre le graphe de H,, pour m =
1,N = 16.

— m=2:

Hy =11 22 24 22% =1 22(N_1)
9 = , COS 7TN , COS 7TN s+ ..,COS 7TN =1,...,cos |27 N ,

les valeurs de Hy représentent N échantillons de deux oscillations du cosinus. En fait,
en correspondance de n = N /2, un cycle du cosinus est terminé. Dans la figure 2.2 on
montre le graphe de H,,, pour m = 2, N = 16. On voit que pour n = 8 = 16/2 la valeur
du cosinus est 1.

— Si on augmente m jusqu’a N /2, on augmente la fréquence des oscillations du cosinus. La
N
fréquence maximale est obtenue quand m = N/2, en fait, dans ce cas, cos <27T§Vn> =

cos(mn), donc
H

M‘Z

Il
~—

|
N
LS

3

Il

0,1,...,N —1}.

— On pourrait penser que la fréquence des oscillations du cosinus augmente jusqu'a N — 1,
mais ceci n’est pas vrai. En fait, d partir de m = N/2 + 1, la fréquence des oscillations
du cosinus décroit.
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FiGure 2.1 - H,, pour m =1, N = 16.

FIGURE 2.2 - H,, pour m = 2, N = 16.

Pour comprendre ce comportement, on considere cos (2%%) quand m appartient a
I’ensemble {% + 1, % +2,...,N — 1} et on fait un changement de variable :

k=N—-m <& m=N-k, me{gf—l—l,];r—i—z...,N—l} = ke{];r—l,...,Q,l},

donc quand m croit de % +1 jusqu'a N —1, k décroit de % —1 jusqu’a 1. Si on introduit
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le changement de variable dans le cosinus on obtient :

n(N—k)\ nk\ nk\ nk
cos (27TN> = COs <27m 27TN> = Cos ( 27 N) = cos <27r N> ,

on a utilisé la périodicité et la parité du cosinus.
Par conséquent,

nm N N nk N
cos<27rw>, me{2+1,2+2,...,N—1} < cos<27rN>, ke{z—l,...,l}

Donc, le nombre d’oscillations harmoniques est maximal pour m = N/2 et
symétrique par rapport a cette valeur. Par exemple, le graphe de H,, pour
m =9, N = 16 est exactement égal au graphe de H,, avec m = 7, N = 16. De la méme
maniere, le graphe de m = 15, N = 16 est exactement égal au graphe de la figure 2.1,
qui représente H,, avec m = 1, N = 16.

— Bien str, si N est impaire, alors ce qu’on vient de dire est valide pour [%], la partie

entiere de %, i.e. Ientier le plus proche et non supérieur a %

Les considérations précédentes expliquent pourquoi on appelle :
— Hautes fréquences : les valeurs de m proches de % ;
— Basses fréquences : les valeurs de m proches de 0 ou de N — 1.

Donc, si dans la formule de synthese d’un signal discret z € £2(Zy) on a des coefficients
de Fourier Z(m) avec un module élevé pour des valeurs de m proches de N/2; le signal
sera caractérisé par des variations plutdt violentes (par exemple un son aigu, comme pour
les cymbales). Par contre, si les coefficients de Fourier avec le module plus élevé sont en
correspondance des valeurs de m proches de 0 et & N — 1, alors le signal sera caractérisé par
des variations plus douces (par exemple un bruit grave, comme pour les tambours).

La fréquence m = N/2 est dite fréquence de Nyquist 7. Elle est la fréquence harmonique
la plus élevée qui peut apparaitre dans la formule de synthese de N échantillons d’un signal.

2.6.5 Filtrage de signaux dans la représentation fréquentielle

Grace a la DFT on peut modifier tres facilement le contenu fréquentiel d’un signal, par exemple
pour augmenter 'importance des basses ou des hautes fréquences.

Le schéma standard consiste & passer a ’espace de Fourier avec la DFT et apres & manipuler
les coefficients de Fourier, selon nos besoins avec un filtre f : (2(Zy) — ¢>(Zy), qui peut étre
une transformation linéaire ou non-linéaire. On termine par 'application de la IDFT a la suite
des coefficients de Fourier modifiés pour reconstruire le signal original avec les modifications
fréquentielles désirées.

Le schéma du traitement des signaux dans la représentation fréquentielle est montré dans
la figure 2.3.

On souligne que dans la composition de transformations IDFT o f o DFT seulement f
peut changer I’énergie du signal, car la composition entre la transformée de Fourier et la
transformation inverse donne l’identité et donc elle préserve ’énergie du signal original.

7. Harry Nyquist, ingénieur suédois (1889-1976).
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DFT
Représentation

Signal original —» du signal dans
I'espace de Fourier

+ Filtre fréquentiel
IDFT

. " . Fréquences modifiées
Signal traité dans l'espace de Fourier

FIGURE 2.3 — Schéma d’un filtrage dans le domaine de Fourier.

Parmi toutes les filtres f, il existe un filtre tres importante, qu’on va définir dans la
sous-section 2.6.6 et qui nous permettra de définir le concept de multiplicateur de Fourier
dans la sous-section 2.6.7.

2.6.6 L’opérateur de multiplication et sa représentation matricielle diago-
nale

Soit w : Zy — C une suite fixé de £2(Zy).

Déf. 2.6.3 On appelle opérateur de multiplication par la suite w, application linéaire
ci-dessous :

My : (Zy) — *(Zn)
z — My(z) =w- z,

ou My(z) =w-z:Zy — C est la suite définie par produit ponctuel (ou d’Hadamard) entre w
et z :

| Myz(n) = (w-2)(n) =w(n) - 2(n)|  VneZy.

On observe que, si on représente z comme un vecteur colonne dans la base canonique de
(?(Zy), alors la matrice associée & ’opérateur M, par rapport & la base canonique
de (%(Zy) est une matrice diagonale D,, qui a comme éléments diagonaux les composantes
de la suite w, en fait :

w(0)
O 2(0) w(0)z(0)

' z(N:f 1) w(N — 1):Z(N -1)
O w(N —1)
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Exemple d’opérateur de multiplication : on considere la suite de ¢?(Zg) donnée par z =
(2,3 —14,2i,4 +14,0,1) et la suite w(n) = i", n € Zg, alors :

(w(0) = Lw(l) =d,w(2) = —1,w(3) = —i,w(4) = 1,w(5) = 1),
et donc
(Mypz)(n)=(1-2,i-(3—14),—1-2i,—i-(44+14),1-0,i-1) =(2,3i + 1,—2i,—4i + 1,0,1).
On peut maintenant introduire le multiplicateur de Fourier.
2.6.7 Le multiplicateur de Fourier
Ici on va donner un exemple remarquable de filtre fréquentiel, dit multiplicateur de Fourier.

Déf. 2.6.4 Etant donnée une suite w : Zy — C, on appelle multiplicateur de Fourier par
la suite w, l'opérateur ci-dessous :

Ty : C(Zn) — 2(Zy)

z — Ty (z) = w- 2,
i.e. Ty est Uopérateur donné par la composition suivante :
T(w) = IDFT o M,, o DFT |,
i.e.
CZy) —  C(ZN) T (Zy) o= C(2N)

—_—

z — DFT(z)=%2 +— M,DFT(z))=w-2 +~ IDFT(M,(DFT(2)))=w:-2.

Si on applique la DFT aux deux cotés de la définition de T{,,), on voit que l'action du
multiplicateur de Fourier est diagonale dans la base de Fourier F' :

DFT T(y2 = [T(w)z]lr = My o DFT 2 = My2,  Vze (Zy). (2.26)
Alors, T,y multiplie les coefficients de Fourier de z par les composantes de la suite w (ce qui

explique le nom de 'opérateur). Donc, on peut :

— Atténuer les basses fréquences du signal z en choisissant une suite w(m) avec
lw(m)| petit quand m ~0 et m ~ N —1;

— Atténuer les hautes fréquences du signal z en choisissant une suite w(m) avec
lw(m)| petit quand m ~ N/2;

— Booster (amplifier) les basses fréquences du signal z en choisissant une suite
w(m) avec |w(m)| grand quand m ~0 et m ~ N —1;

— Booster les hautes fréquences du signal z en choisissant une suite w(m) avec |w(m)]
grand quand m ~ N/2.

Ceci est utilisé dans les égalisateurs graphiques utilisés par les musiciens pour régler le niveau
des aigiies et des basses dans un signal audio.
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2.7 Propriétés de la DFT

Dans cette section on démontrera les plus importantes propriétés de la DF'T. On commence
par rappeler la propriété de translation de l'indice d’une sommation :

n n—=k n+k
Z a; = Z Qi = Z Ai—f, (2.27)
1=ng i=ng—k i=ng+k

qu’on utilisera souvent, et on anticipe un lemme qui sera tres utile dans le développement de
plusieurs démonstrations.

Lemme 2.7.1 Soit f: Z — C une fonction N-périodique, N € N :
fn+aN) = f(n) Va,n € Z.

Alors, pour tout m e Z :

m+N—1 N—-1
D, )= fm)},
n=m n=0

i.e. la somme de f (N-périodique) sur tout intervalle de taille N est constante.

Preuve. Si m = 0 il n’y a rien a prouver, soit alors m € Z, m # 0. On commence a considérer
m > 0, alors :

m+N—1 m+N-—1 m—1 N-1 m+N-—1 m—1
2 fy= ) f)= ) fn)= 3 fm)+ >, fm)— 3, f(n),
n=m n=0 n=0 n=0 n=N n=0
mais, en utilisant (2.27),
m+N—1 m—1 m—1
St = Yt N = Y fn)
n=N n=0 n=0
grace a la N-périodicité de f, donc :
m+N—1 m—1 m—1 N-1
Y fn Zf + > fn)= ), fn) =), f(n).
n=m n=0 n=0 n=0
Sim < 0, la démonstration est analogue. O

2.7.1 La périodicité de Z et 2

Par la suite, on examinera les plus importantes propriétés des objets de la théorie de
Fourier discrete et on les appliquera a des problemes pratiques. Néanmoins, il y a une propriété
qu’on doit démontrer tout de suite pour pouvoir interpréter correctement ’analyse de Fourier
discrete : la périodicité de Z et Z.

Par calcul direct, si a € Z, on obtient que :

727”(M+GN)71 727”(771.71. _ aNn Nt 727”(771.11. 7271,(””. R
(m +aN) Z Z N Z z( = 2(m),

n=0 n=0 n=0
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car e~ 2™ = cos(2man) — isin(2man) = 1. Avec le méme calcul on arrive a4 démontrer que

Z(n+aN) = 2(n) Va € Z.
Donc, exactement comme pour les suites z € £2(Zy), on peut étendre la définitions de 2 et
Z a 7Z en définissant les deux suites N -périodiques :

2. L — C
£(m) = 2(m + aN) |,

m >

et

z: L —> C
n o — ‘é(n)zé(n—l—a]\f)

)

ol a € Z est tel que m + alN € Zy, oun + alN € Zy, respectivement.

2.7.2 DFT et translation (invariance du spectre par translations)

On veut examiner maintenant comment varie la DFT d’un signal z € £2(Zy) si on fait une
translation de z avec une quantité différente de V. Pour formaliser ceci, on va introduire un
autre opérateur de £?(Zy).

Déf. 2.7.1 Soit z € (?(Zy). On appelle opérateur de translation & droite de la quantité
k, Uapplication linéaire ci-dessous :

Ri: RZy) — 2(Zy)
< — Rk’(’z)v

ot R(z) : Zn — C est la suite définie par la formule :

‘sz(n) = z(n—k)‘ Vn € Zy.

Ezxzemple d’opérateur de translation : N =6, k =2, z = (2,3 —4,2i,4+4,0,1). Alors :

Ryz(0) = 2(0—2) = 2(—2) = 2(—2+6) = 2(4) =0
Roz(1) =2(1-2)=2(—1) =2(—-1+6)=2(5) =1

on obtient : Roz = (0,1,2,3 —4,2i,4+ ), on voit que l'effet de Ry sur z est juste de déplacer a
droite de 2 positions les éléments de la suite. Droite = Right en anglais, c’est pour cela qu’on
trouve souvent 'opérateur de translation a droite écrit avec la lettre R.

On observe que les 2 derniers éléments sont tournés dans les deux premieéres positions
comme dans un cercle. Pour cette raison R} est aussi connu comme opérateur de translation
circulaire ou opérateur de rotation.

On veut comprendre comment caractériser la composition de I'opérateur de translation

avec la DFT et, inversement, de la DFT avec 'opérateur de translation. On commence avec la
derniere composition : DFT(z(n — k)), i.e.
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(ZN) w0 (ZN) s *(Zn)

z +—> Ryz +—— (DFToRy)z=DFT(Ryz) = Rpz.

Le théoreme suivant montre que ’action de I'opérateur Ry est transformée par la DFT en la
multiplication par un exponentiel complexe.

Théoréme 2.7.1 Soit z € (*(Zy) et soit k € Z. Alors :

mk

Ripz(m) = e 2™'% 2(m)|  VmeZ, (2.28)

mk

i.e. si on définit la suite Wk € (2(Zy), wk (m) = WPk = e 2™~ VYm e Z, alors :

DFT o Ry, = M, o DFT| (2.29)

Preuve.

—_

— N- .mn
Roz(m) = 3 (Ryz)(n)e= 2%

il
LL

= z(n — k)e 2N

=0
—k—1
= Z z(n—k+k)e”

n=—~k

m(n+k:)

mk

_ Z z(n)e 27”76727”7 )

n=—*k

-mk
Le facteur e 2™~ ne dépend pas de l'indice n, donc on peut le sortir de la sommation :

N—k—1
sz( ) 6—27”%’“ Z z(n)e—%ri%
n=—=k

1

N—
_ —QWZT Z P —27rz—

(Lemme 2.7.1) 0

— e 2 zZ(m).

On a bu appliquer le lemme 2.7.1 car, par hypothese, z est N-périodique et 'exponentielle

e 2™"N est elle-méme une fonction N-périodique. O

. JUNRTRPS A i 5 —ompimk .
On observe que, si on éerit 2(m) = |2(m)]e?8E0) " alors, comme ‘e N ‘ =1, le produit

e 2T Z(m) change seulement la phase de Z(m), c’est pour cette raison qu’on dit que la
DFT transforme la translation dans un changement de phase. Le fait que la phase
des coefficients de Fourier soit modifiée par les translations implique que le spectre de phase
contient des informations sur la géométrie du signal original.

62



Invariance du spectre par translation. Le théoreme ci-dessus montre une limitation
importante de la transformée de Fourier. En fait :

mk
’e*Qﬂij

=1 = |[Rgz(m)| = |2(m)] Vm,keZ,

donc, les modules des coefficients de Fourier de z et de toutes ses translations sont égaux.
Par conséquent, dans le module des coefficients de Fourier |Z2(m)|, on a I’information
sur 'importance de la fréquence m dans le signal z, mais pas de sa position dans
le signal méme.

Pour souligner encore plus clairement ce comportement, reconsidérons 'impulsion unitaire et

faisons une translation quelconque : R0, le spectre de ce signal est |m)( )] = |e_2”m7k do(m)],
mais on a vue que do(m) = 1 pour tout m € Zy, donc |Ry,do(m)| = |e_27” ~ | = 1. La différence

avec le cas de I'impulsion unitaire non-translatée c’est que, pour elle, le spectre est réel et
donc ‘(%(m)‘ = <5A0(m) =1VYmeZy.

Ceci montre que le spectre de I'impulsion unitaire est le exactement le méme que celui
de toutes ses translations! Donc, la seule information du spectre ne peut pas permettre de
reconstruire la localisation spatiale du signal, pour le faire il faut utiliser aussi I'information
donnée par la phase, qui, néanmoins, n’est pas une quantité simple a interpréter et manipuler.

Une alternative est donnée par deux transformations qui localisent la transformée de
Fourier : la transformée de Gabor et la transformée en ondelettes. L’étude de ces opérateurs
va au dela du but de ce cours.

Maintenant on analyse la composition entre 'opérateur de translation et la DFT : Z(m — k),
i.e.

C(Zn) o (*(Zn) o (*(Z)

z — DFT(z) ~— (RroDFT)z=2(m—k).

Théoréme 2.7.2 Avec les hypothéses du théoréme 2.7.1 ¢a vaut la formule :

(Rp2)(m) = 2(m — k) = ( 2#“%) (m), VmeZz, (2.30)
i.e.
Ry o DFT = DFT o M—| (2.31)
“N
Preuve.
N-1 . N-1 . —
Riz)(m) = 2(m — k) = z(n)e 2™ 2N z(n)) e TN = 2N 2 ) (m).
(Rr2)(m) = 2( ) (n) (m)
n=0 n=0
g

On peut résumer les propriétés qu’on vient d’analyser avec les couples de Fourier de la
table suivante, qui montre que l'opération de translation dans la représentation originale de z
devient un changement de phase dans ’espace de Fourier et que, vice-versa, I’opérations de
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Représentation originale | Espace de Fourier
z(n — k) e_QWikaé(m)
eQﬂikan(n) Z(m —k)

translation dans I'espace de Fourier correspond a un changement de phase (avec une phase
conjuguée) dans la représentation originale de z.
Un cas remarquable est donné par la situation suivante : N pair et k = N /2, alors :

o N
- 271'1777.7

e TN = efwim _ (efﬂi)m _ (_1)m
et :
27'rin% .
e N — Tin (em)n (_1)n
Alors :

DFT (z <n - g)) — (~1)™2(m), 2 <m - Z) = ((=1)"2)(m), (2.32)

on voit que multiplier par (—1)" la suite z correspond & faire une translation de N/2 de son
spectre. Cette opération est souvent utilisée pour centrer le spectre en m = 0.

Pour terminer, une observation sur le rapport entre la formule (2.29) et la représentation
diagonale de 'opérateur Ry. Si on compose les membres de gauche et de droite de la formule
(2.29) avec la IDFT on obtient :

DFT o R, o IDFT = Mwlkv.

Si on écrit avec Ay et D i (diagonale, cfr. section 2.6.6) les matrice associées a I'opérateur
N\ N . ’ 7 . 7 . Y
Ry, et M . par rapport a la base canonique, alors on peut réécrire I'équation antérieure comme
. N
ceci :

W Akwjgl = Dwﬁr’

qui montre que la matrice Ay associée a lopérateur de translation Ry est semblable a la
matrice diagonale D, .

La matrice inversible qui réalise la conjugaison matricielle entre Ay et D i est la matrice
de Sylvester Wy, donc on peut dire que I'action de ['opérateur de translation ﬁk est diagonale
dans l’espace de Fourier.

Ce comportement est un cas particulier d’une classe plus ample, et trés importante,
d’opérateurs (dits stationnaires) qui sont diagonaux dans la base de Fourier.

2.7.3 DFT et conjugaison

Etant donnée une suite z € ??(Zx), on définit la suite complexe conjuguée z comme ceci :
z=(2(0),2(1),...,2(N —1)), i.e. Z(n) = z(n) Vn e Zy.
Le théoréme suivant montre la relation entre DFT et conjugaison.

Théoréme 2.7.3 Pour toute z € (*(Zy) ¢ca vaut que :

(m) =2(—m) = 2(N —m) Vm e Zn.

IS
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Preuve.

N-1 N—1 N-1 oo
~ s mn - mn . (—m
z(m) = 2(n)e 2N = 2(n)e?™N = z(n)e ™ N = 3(—m),
n=0 n=0 n=0
Z(N —m) = 2(—m), par périodicité. O

Corollaire 2.7.1 z € (?(Zy) est réelle, i.e. z2(n) € R Yn € Zy, si et seulement si

Z(m) = 2(—m) = 2(N —m), Vm e Zn.

2 € l2(Zy) est réelle, i.e. 2(m) e R Vm € Zy, si et seulement si

z(n) = z(—n) = z(N — n), VneZy.

Preuve. Comme la DFT est un isomorphisme de £?(Zy), z est réelle, i.e. z = Z, si et seulement
si 2 = Z, mais, grace au théoréme ci-dessus, ca vaut quand 2(m) = 2(—m)) = 2(N —m).
)

% est réelle si et seulement si 2 = 2, mais le théoréme ci-dessus dit que 2(—m) = z(m) Ym € Zy;,
ce qui implique 2(m) = Z(—m), par simple échange de variable m < —m. Donc :

IDFT(2(m)) = IDFT(3(~m)) = IDFT(DFT(2(—m))) = 2(—n) = 2z(—n).

Par conséquent, Z est réelle < 2(m) = z2(m) <= IDFT(2(m)) = IDFT(((m)) <
z(n) = z(—n) = 2(N —n) Vn € Zx. O

Une conséquence immédiate du résultat ci-dessus est le corollaire suivant.

Corollaire 2.7.2 Si z,2 € (?(Zy) sont simultanément réelles si et seulement si elles sont
symétriques par rapport a 0, i.e. z(n) = z(—n) et 2(m) = 2(—m), Vm,n € Zy.
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2.7.4 DFT et convolution

Une des plus importantes propriétés de la transformée de Fourier est liée a 'opération de
convolution. Pour introduire cette opération on va rappeler la formule relative au produit de
polynomes.

Si P(x) = ap+ a1z + ... + apz"” = X, a;z’ et Q(z) = by + biz + ... + bpa™ = Y, bja?

=0
alors :
n+m l y4
P(x)Q(x) = Z cxt, o ¢ = Z ap_pby = Z agby_. (2.33)
=0 k=0 k=0

Exemple : P(x) = ag + a1z + a22?, Q(z) = by + byx + bax?, alors :
P($)Q(l‘) = apby + (a0b1 + albo)l' + (aobg + aiby + a2b0)$2 + (albz + agbl):n3 + (a2b2):134,

les coefficients des puissances de la variable x vérifient la formule (2.33). On observe que, dans
les coefficients ¢y, on a une somme de produits des coefficients a; et b;, avec la particularité
que la somme des indices 7 + j est toujours égale a £ et que I'indice d’une variable croit et
I'indice de 'autre décroit.

Cela c’est la caractéristique qui définit 'opération de convolution (discrete), qu'on va
introduire dans l'espace ¢?(Zy).

Déf. 2.7.2 Soient z,w € (*(Zy). La convolution entre z et w, écrite z * w, est la suite de
(?(Zy) avec composantes définies par :

—1

N— N
(z % w) Z z(n — k)w(k) = Z w(n —k)z(k) |, VneZy.
k=0 k=0

La convolution est symétrique, i.e. z * w = w * z, grace a la commutativité du produit en C.
Exemple : z,w € £3(Z4), z = (1,1,0,2), w = (4,0,1,2), avec la périodicité canonique :
z(n+kN) = z(n) et win+kN) =w(n) Vne Zy et k € Z. Alors :

N

1 3
(zxw)(0) = 3 2(0— =Y 2~k

— 0

2(0)w(0) + z(=1Nw(1) + 2(=2)w(2) + 2(=3)w(3)

= 2(0)w(0) + 2(4 = Dw(1) + 2(4 = 2)w(2) + 2(4 — 3)w(3)
= 2z(0)w(0) + z(3)w(1) + 2(2)w(2) + z(1)w(3)
=1-74+2-04+0-1+1-2

=5i+2

End
o
Ed

On obtient également : (z* w)(1) =244, (z*w)(2) =1+ 24, (z *w)(3) = 1 + 3¢, et donc :
(zxw)=(i+2,2+14,1+2i, 1+ 30).

L’interaction entre DF'T et convolution a la propriété magnifique décrite dans le théoreme
suivant.
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Théoréme 2.7.4 Soient z,w € (*(Zy). Alors :

[DFT (2 w)(m) = 2(m) - (m) | «= | (z x w)(n) = IDFT (3 - @)(n)|  ¥n,meZ (234)

[IDFT (% w)(n) = N2(n) - w(n) | «= | (2 * )(m) = NDFT(z - w)(m)|  Vn,meZ (2.35)

i.e. la transformée de Fourier de la convolution entre z et w est le produit ponctuel des
transformées de Fourier et, vice-versa, la transformée de Fourier inverse de la convolution

entre Z et w est N fois le produit ponctuel de z et w. Autrement dit, on a les couples de Fourier
sutvantes :

Représentation originale | Espace de Fourier
Z %W Z-w
Nz-w Z %W
Preuve. Par définition :
N— N—1 /N-1
(Z * W) Z zew)(n)e 2N = ( 2 z(n — k:)w(k:)) e TN
n=0 n=0 k=0
On réécrit I'’exponentiel comme ceci :
o2miE _ —ommgetl) _gpmlnoRamk g mk) _omimb
Alors :
N-1N-1 N
(zxw)(m) = z(n — k:)w(k)e_%’me_%im?k
n=0 k=0
N-1 N-1
= u)(k:)ef%i%C z(n —k)e 2" ]
k=0 n=0
N-1 N—k—1 e
= w(k)e_zmmTk Z z(n—k+k) —2mi )
k=0 n=—
N-1 N—k—1
_ w(k) —2mi Nk Z Z(n)e—Qm%
k=0 n=—
N-1 N-1
_ U] 6—27”'% Z(n)e—%m%
(Lemme 2.7.1) r 0

k
= w(m)z(m) = 2(m)w(m),

on observe qu’on a pu appliquer le Lemme 2.7.1 car il est valide pour n’importe quel k € Z.
Alors :

(zxw)(m) = Z(m)w(m), Vm € Z.
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La preuve du fait que IDFT(2

IDFT(% i

«0)(n) =

z(n) - w(n) est trés similaire. Par définition :

1 R un
2N = Z (Z m— k)zb(k)) 2N
N m=0 \ k=0

1N1
)= § 2

m=0

On réécrit I'exponentiel comme ceci :

Alors :

7;n(m—k')+nk:
N

-mn n(m—k+k)
GQWZT 2#17 627r

-n(m—k) -nk
_ eQWZTGQWZW

(Lemme 2.7.1)

1
N[
(N k=0

— NIDFT@(n) - IDFT 2(n)

N-1

Observations :

— Pendant les étapes de la preuve, on ne peut pas remplacer )]

N-1
w(k)e N N avec w(m)
avant de la derniere étape, car dans la deuxieme somma‘écio?l il y a encore 'indice k.
Seulement quand on élimine la présence de k on peut remplacer avec w(m).
Les formules (2.34) montrent une espece de propriété distributive par rapport a la
convolution et au produit ponctuel : quand la DFT est appliquée a un produit
de convolution, elle est répartie sur les facteurs et la convolution devient
un produit ponctuel, vice-versa, quand la IDFT est appliquée a un produit
produit ponctuel, elle est repartie sur les facteur et le produit ponctuel
devient une convolution. Donc :

DFT(2«w) =z -w, IDFT(z - w) = Z xw

Vz,we *(Zy). (2.36)

Gréace a la transformée de Fourier, on peut transformer une opération complexe
comme la convolution dans le simple produit de transformées de Fourier
(qu’on peut calculer rapidement avec la FFT).
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Ce résultat est tres utilisé dans les applications de traitement des signaux. Si on utilise
la normalisation relative a la base orthonormale pour définir la DFT, alors on voit
apparaitre des coefficients dans la formule de la DF'T de la convolution. Ces coefficients
peuvent étre tres grands, surtout quand on considere la DFT en dimensions supérieures
a 1 et/ou signaux massifs, et cela peut créer des erreurs numériques pendant les calculs.
C’est surtout a cause de la simplicité de cette formule que beaucoup d’auteurs et de
logiciels privilégient la définition de coefficients de Fourier qu’on a donné dans ce cours
plutot qu’autres définitions.

— Souvent, la convolution est faite entre un signal z et un autre signal w qui est différent
de 0 seulement dans un support de taille 7. La valeur de T est importante pour choisir
d’effectuer la convolution directement ou avec la FFT. La complexité de 'opération
de convolution directe est O(NT), par contre, si on utilise la FFT, la complexité est
O(N log N). Par conséquent, il est avantageux de transformer la convolution en un
produit ponctuel avec la FFT deés que T > log(N). Pour donner un exemple concret,
si z € (2(Zy), avec N = 1000, alors log(N) ~ 7 et donc il est conseillé de faire la
convolution z * w dans le domaine de Fourier dés que le support de w est supérieur a 7.

Si on fixe un vecteur dans la convolution, on peut définir ’'endomorphisme de £2(Zy) suivant :

Déf. 2.7.3 Fizée une suite w € (*(Zy), on appelle opérateur de convolution avec w la
transformation linéaire suivante :

To: *(Zy) — *(Zy)

z — Ty(z) = z*w.

Comme pour le cas de I'opérateur de translation, on peut donner une représentation diagonale
de l'opérateur de convolution. Pour cela, on réécrit la formule (2.34) sans spécifier I'indice m (car
elle vaut pour n’importe quel indice), i.e. DFT(z *w) = 2 -, mais DFT(z*w) = (DFToTy,)z
et 2 =w-2= My2=(MgoDFT)z, ie. (DFToT,)z = (My oDFT)z Vz € ¢{*(Zy), donc
on peut écrire la relation opératorielle DFT o T,, = My o DFT.

Si on compose avec la IDFT a gauche et a droite de I’expression antécédente on obtient :

DFT o T, o IDFT = My,.

On va expliciter cette relation dans la base canonique B, comme dans le cas de 'opérateur de
translation. DFT et IDFT deviennent Wy et W&l et 'opérateur de multiplication M, devient
la matrice diagonale Dy, = diag(w(0),...,w(N — 1)). Si la matrice A, est la représentation
de T, dans la base B, i.e. Ay, = [Tw]p, alors :

Wy A,W' = Dy,

ce qui montre que l'action de 'opérateur de convolution est diagonalisée dans la base de
Fourier.

Les cas des opérateurs de translation et de convolution ne sont pas spéciaux, en fait il
existe une catégorie spécifique d’opérateurs dont ’action est diagonale dans la base de Fourier.
Ces opérateurs s’appellent stationnaires et ils sont examinés en détail dans la section suivante.

Le fait d’avoir déja examiné les opérateurs de convolution et les multiplicateurs de Fourier
nous permettra de montrer un résultat tres importante : I’opérateur de convolution et le
multiplicateur de Fourier sont les prototypes des opérateurs stationnaires, dans le sens que
I'action de tout opérateur stationnaire peut étre transformée en une convolution ou un
multiplicateur de Fourier.
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2.8 La DFT et les opérateurs stationnaires

La transformée de Fourier a une relation particuliere avec une classe d’opérateurs qu’on dit
« stationnaires ». En fait, elle permet de diagonaliser ces opérateurs et de montrer qu’ils sont
équivalents a des opérateurs de convolution et, aussi, & des multiplicateurs de Fourier.

Apres avoir défini précisément les opérateurs stationnaires, pour démontrer les résultats
mentionnés ci-dessus, on devra aussi introduire une catégorie de matrices, dites circulantes,
qui représentent les opérateurs stationnaires dans la base canonique de 2(Zy).

Pour motiver la définition d’opérateur stationnaire, imaginons de devoir transformer un
signal audio z avec un appareil T'. Si on transmet le signal z avec un retard At et le seul effet
sur T est de retarder également la sortie du signal transformé de la quantité At, alors on dit
que 'appareil T est stationnaire.

Autrement dit, si I’action de T" sur le signal z est indépendante de 'instant de temps dans
lequel on 'applique & A, alors T est stationnaire.

Si Ry est I'opérateur de translation de la quantité k € Z, alors la stationnarité de 1" est
traduite par la relation suivante :

T(Rpz) = Ri(Tz),  Vze*(Zy).

En fait, le coté de gauche représente ’action de l'opérateur 1" sur le signal z décalé de la
quantité k, tandis que le c6té de droite représente le décalage de 'action de l'opérateur 7' sur
le signal original z. Le diagramme commutatif suivant résume ce qu’on vient de discuter.

C(Zy) 2 2(zy)

‘| E
*(Zn) o *(Zn)

Cette considération donne la motivation pour la définition suivante.

Déf. 2.8.1 Un opérateur T : (*(Zy) — (*(Zy) est dit stationnaire (ou invariant par
translation) si

T(Ryz) = Ri(T2), Vze (*(Zy), Vk e Z, (2.37)

i.e. T est stationnaire s’il commute avec tout opérateur de translation Ry :

|ToRy=RyoT|  VkeZ (2.38)

On démontrera dans 2.8.5 qu'un opérateur linéaire T € End(¢?(Zy) est stationnaire si et
N-1 N-1
seulement (Tz)(n) = >, agz(n —k) = >, axRrz(n), ne€{0,...,N — 1}, a; € C.

Un exemple extrémement important d’opérateur non stationnaire sur £2(Zy) est la trans-
formée de Fourier discrete ! Pour prouver que la DFT n’est pas un opérateur stationnaire,
il suffit de se rappeler comment elle interagit avec les opérateurs de translation Ry : a partir
des formule (2.29) et (2.31) on a, respectivement,

DFT o Ry = Mwlkv oDFT et RjoDFT =DFTo MwT’
N

ce qui montre que la DFT ne commute pas avec les opérateurs de translations a cause du
changement de phase engendré par ’action de ce type d’opérateurs.

70



2.8.1 La DFT et la diagonalisation des opérateurs stationnaires

On pourrait résumer dans un seul théoreme les plus importantes propriétés de la DFT en
relation aux opérateurs stationnaires, mais on préfere souligner le fait que la transformée de
Fourier diagonalise les opérateurs stationnaires dans un énonce séparé.

Théoréme 2.8.1 Soit T € End({*(Zy)) un opérateur linéaire stationnaire. Alors, T est
diagonalisable, en fait chaque élément de la base orthogonale de Fourier Fy, de (*(Zy) est un
vecteur propre de T'.

Preuve. Pour chaque m € {0,..., N — 1} fizé, on considere 1'élément m de la base orthogonale
de Fourier : F,,(n) = %627”%

Comme T est un endomorphisme, T'F,, € £2(Zy), et donc on peut décomposer T F, sur la
base (Fo,...,Fn_1) elle-méme :

N—
( Z aka N Z 2mi Vn e ZN (239)

On considere maintenant I'action de 'opérateur de translation R; sur Fj,

1 ;m(n—1) _9._sm 1 mn
7627” N =e 27 27rz

RiFp(n) = Fnn—1) = I N - N
e 2N L F(n).

Si on applique T & R1F,, on obtient :

TRy Fp(n) =T (6*2’”% : Fm(n)>
= e 2N (TFy) (n)

Linéarité de T'

N-1
= 2N aiFi(n)
éq. (2.39) =0
N-1
= are "R Fy(n)
k=0
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Mais T est stationnaire, donc TR F,,, = RiTF,,, i.e.

N-1 N-1 .

i k
Z are *™N Fy(n) = Z are 2™~ Fy(n),
k=0 k=0

mais grace au théoreme d’unicité de la décomposition sur une base :
—_omim —_onik ,
arpe” N = qpe "N, Vk e Zn, (m est fixé). (2.40)

On analyse cette égalité : si k = m, alors ’éq. (2.40) devient une identité et on a rien & discuter.
Pour examiner le cas k # m il faut rappeler que m, k € {0,..., N — 1}, donc le cos et le sin
des exponentiels complexes prennent leurs valeurs dans une période seulement, car la période
suivante commence quand m, k = N ! Donc :

—2mim —2rik
k#+m = e N #e N,

et 1’éq. (2.40) peut étre vérifiée si et seulement si ay, = 0 Yk # m.
En conséquence, ’éq. (2.39) devient

TFn(n) = amFm(n), Vn € Zy,

c’est a dire, F;, est un vecteur propre de T avec une valeur propre a,, qui est donnée par
I’'m-ieme coefficient de la décomposition de T'F;,, sur la base orthogonale de Fourier. Bien siir,
le coefficient a,,, dépend de T.

On rappelle qu’on a fixé un indice m arbitraire, donc tout élément de la base orthogonale
de Fourier est un vecteur propre de T, et, par conséquent, £2(Zy) a une base de vecteurs
propres de T'. Par définition, T est diagonalisable. o

Dans le théoreme 2.8.2 on verra comment expliciter les valeurs propres a,, grace a la DFT.

On peut donner une interprétation matricielle du théoreme qu’on vient de voir : en fait,
on sait que 'action de la DFT est représentée par la matrice Wy définie dans 'éq. (2.5) et
que Wy est la matrice de passage de la base canonique B de £2(Zy) & la base de Fourier F
de (?(Zy), avec inverse Wﬁl = %WJ”% qui représente la matrice de passage de base de F' a B.

Si A est la matrice associée a T par rapport & la base canonique de £2(Zy) et D est la
matrice diagonale des valeurs propres de A, alors :

D =WnNAWL |, A=Wy'DWy |, (2.41)

en fait, si [w]r représente un vecteur quelconque w € ¢2(Zy) par rapport & la base de Fourier
F, alors :

WnAz = [Az]F D[z]p = DWyz, Vze *(Zy),

(F diagonalise A)

donc WyA = DWy, si et seulement si : Wy AWy = DWNWy' = D.
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2.8.2 Matrices circulantes

Pour pouvoir énoncer et démontrer le théoreme fondamental relatif au lien entre transformée
de Fourier et opérateurs stationnaires, on doit introduire un dernier objet : les matrices
circulantes.
On commence par généraliser la périodicité des suites de £?(Zy) aux matrices : donnée
. N—1 . . s . ..
une matrice A = (@mn )y, ,—o» 00 dit que A est une matrice N-périodique si :

Am+kNn = Omn €6 QmaptkN = Gmopn, Vm,n, k€ Z.
Exemple : ap2 = an2 = an,N+2-

Déf. 2.8.2 Soit A = (amn)%;llzo une matrice N x N périodique. A est dite circulante si :

’ Am+1n+1 = AQm,n ‘7 Vm,n € Z,

st on répéte k fois la translation, on peut réécrire la définition comme ceci :
aerk,nJrk = Amn, Vma n, ke Z7

on observe que, comme k € Z, on peut définir une matrice périodique circulante aussi avec la
Propriété : y—kn—k = Gmn, k € Z.

L’interprétation de la définition est la suivante : la ligne (colonne) m+ 1 (n+ 1) est obtenue
de la ligne (colonne) m (n) par translation a droite (en bas) d’une position, comme on peut le
voir dans la matrice suivante.

ao al ay ... aAQN-—-1
anN-—1 ag a ... aN_—2
aN-2 anN-1 ap ... aN-3

ai a az ... ag

Exemple de matrice circulante :

3 2+ —1 41
43 3 241 -1
-1 43 3 24
2417 -1 43 3

A=

Exemple de matrice non-circulante :

B =

S WoN
N DN .
W = W

Pour étre circulante, la 3-ieme ligne devrait étre (i, 3, 2).
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2.8.3 La caractérisation exhaustive des opérateurs stationnaires

Le théoreme suivante, le plus important du chapitre, permettra d’expliciter les valeurs propres
d’un opérateur stationnaire T° d’une fagon tres simple et aussi de caractériser T° comme
opérateur de convolution, dans la représentation originale de z, et comme un multiplicateur,
dans la représentation fréquentielle.

Théoréme 2.8.2 Soit T : (*(Zy) — (*(Zn) un endomorphisme. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(1) T est stationnaire ;

(2) La matrice A qui représente T dans la base canonique de (*(Zy) est circulante ;
(3) T est un opérateur de convolution ;

(4) T est un multiplicateur de Fourier;

(5) La matrice D qui représente T dans la base orthogonale de Fourier F' est diagonale.

On note qu’on a déja démontré 'implication (1) = (5) On démontrera le théoréme avec
la stratégie suivante :

(1) — 2 — B) — ()] et [3) — @] et [(4) — (5)

La preuve du théoréme a une importance fondamentale, car elle donne une technique explicite
pour trouver les valeurs propres de T et pour construire 'opérateur de convolution et le
multiplicateur de Fourier qui représentent T'.

Preuve.
(1) = (2)|: soit A la matrice associée & T' via la base canonique® (e,)) "} de £2(Zy) :
0,0 ao,1 ce ag,N—1
Ao al.70 al.,l al,].\/fl
aN-1,0 aN-1,1 - AN-1,N—1

Par définition de matrice associée on a : ., = (T'e,)(m), i.e. la n-ieme colonne de A est
le vecteur Te,,.
En utilisant le fait que 7' est stationnaire, on doit démontrer que :

Umtin+1 = mn <= (Teps1)(m+1) = (Te,)(m), Vm,n € Zy.
On observe que :

1 sin=m-1 = 1
(Rlen)(m)zen(m—l)z{ stne=m o mEnt L m) VmeZn,

0 sin#Fm—-1 < m#n+1

8. On rappelle que en(m) = 6n,m, Yn,m € Zn.
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donc e,+1 = Rie, et alors :

Am+1n+1 = (TRiepn)(m+1) - = )Rl(Ten)(m—i-l) = (Tep)(m+1-1) = (Tep) (M) = amn-

Comme Gyy41,n4+1 = Amn VM, n € Zy, alors A est circulante et I'implication | (1) = (2) | est
démontrée.

(2) = (3)|: soit A une matrice périodique circulante, i.e. am n = Gm—n—k Y0, m, k € Z,
on doit démontrer qu'’il existe h € £2(Zy) tel que Az = z x h = Ty(z) Vz € (2(Zy).
On va prouver que la suite h qu’on cherche est la premiere colonne de A, i.e. :

a0,0
B T T
aN-—1,0
On observe que h(m —n) = am—n0 = Gm-nn—n = Amn, et alors, par définition de

(A circulante)
produit matrice par vecteur, on a :

N-1 N—
= Zamynz 2 = (h*z)(m)
n=0

n=0

et 'implication | (2) = (3) | est démontrée.

(3) = (1)|: il faut prouver qu'un opérateur de convolution T, est stationnaire, i.e. :

(T o R)(2) = (R, 0 Tw)(2), Vze *(Zy), Vk e Z.

On calcule d’abord le coté gauche de I’équation :

N—
(TwRkz)(m) = (w* Riz)(m Z —n)Riz(n Z z(n — k).

On va faire le changement d’indice suivant : { = n — k < n =k + £, la variabilité de £ est :

n=0=/(=—k

n=N-1=/(=N-1—kF,

alors :
N-1-k N—-1
(TwRrz)(m) = > w(m—k—0)z(0) o= > w((m—k) = £)z(¢)
l=—k T =0

=(zxw)(m—k) = Rp(z *w)(m) = (RpTwz)(m),

et donc implication | (3) = (1) | est démontrée.
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(3) <= (4) | : on doit démonter qu'un opérateur linéaire T : ¢*(Zy) — (*(Zy) est un
opérateur de convolution si et seulement si T est un multiplicateur de Fourier.
Si on fixe un élément w € £2(Zy), quelconque, on a :

Tow(z) = = IDFT(DFT — IDFT(z-w) = IDFT(d - 2
(2) = z*xw ( (z xw)) (rh 3 (2-w) (w - 2)
= (IDFT o My 0o DFT)(2) = T4 (2), Vw,z € £*(Zy),

ou My est 'opérateur de multiplication par la suite w. Vice-versa :

=wW=* 2z

Q¢

T(w)(2) = (IDFT o M,, o DFT)(2) = IDFT(w - 2) G0 W *
éq. (2.

=Tu(2) Yw,ze *(Zy),
Cela montre que ’opérateur de convolution avec w peut étre interprété comme le

multiplicateur de Fourier par w et vice-versa, le multiplicateur de Fourier par w
peut étre interprété comme l’'opérateur de convolution avec w :

To=Tw b |Tw) =Tao| VYwelP(Zy).

La double implication | (3) <> (4) | est donc démontrée.

Avant de passer a la derniére étape de la preuve, on résume ce qu'on a vu jusqu’a présent :
un opérateur stationnaire T : £?(Zy) — (?(Zy) est représenté par une matrice circulante A
relativement & la base canonique (e, ...,en_1) de £2(Zy).

La matrice A, & son tour, peut étre représentée par 'opérateur de convolution T}, avec
h = Tegp, la premiere colonne de A ou, comme 'on vient de le voir, par le multiplicateur de
Fourier T(;L), ot h est la suite des coefficients de Fourier de h.

(4) <= (5) | : On doit prouver que 7' est un multiplicateur de Fourier 7(,, si et seulement
si la matrice associée a T par rapport a la base orthogonale de Fourier F' est diagonale.

L’implication directe a déja été démontrée dans la formule (2.26), nous allons donc a
démontrer tout simplement 'implication (5) = (4) : dire que D = diag(d, ), n =0,...,N—1,
est la matrice diagonale qui représente I'opérateur T dans la base de Fourier F' veut dire que

[T(2)]r = D|z2]p <= DFToT(z) = M, oDFT(z),

étant M,, 'opérateur de multiplication par la suite w(n) = dyn, n = 0,...,N — 1. Si on
applique la IDFT aux deux cotés :

T(z) = IDFT o M, o DFT(z)  Vze (*(Zy),

mais alors T' = T{,,) et I'implication (5) = (4) est démontrée.
Le théoreme est donc completement prouvé. O
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Le théoreme qu’on vient de démontrer donne une technique standard pour 1’étude des
opérateurs stationnaires T' sur ¢?(Zy). On rappelle que la suite :

1 sin=0
0sin#0

(5€£2(ZN), (5(77,) =eo(n) :50,71 = { VTLEZN,

est dite impulsion unitaire, alors ’opérateur 1" est compléetement déterminé par son
action sur §, h = T9, qu'on appelle réponse impulsionnelle. h, la DFT de la réponse

impulsionnelle, est dite fonction de transfert.

En fait, grace aux propriétés démontrées dans les théoremes 2.8.1 et 2.8.2, on peut résumer
I’analyse des opérateurs stationnaires comme ci-dessous.

Analyse des opérateurs stationnaires sur (*(Zy) :

— T, opérateur stationnaire de £2(Zy) ;

— A, matrice circulante associée & T par rapport & la base canonique de ¢2(Zy);

— h, réponse impulsionnelle de T :

h =T = premiere colonne de A;

— Ty, opérateur de convolution avec h :

Tz=1Thz=h=xz=2zx%h;

— T(ﬁ)? multiplicateur de Fourier par h, la fonction de transfert :

Tz = T(fz)

2z =IDFT(h - 2);

— Etant donné h = T8, on a le couple de Fourier suivante :

Représentation originale

Espace de Fourier

hx*z

h-2

— D, matrice diagonale qui représente T dans la base orthogonale F' de Fourier de £2(Zy) :

1 N
D = Wy AW, = diag(h(0), .., h(N = 1)).

— Les valeurs propres de T (le spectre dans le sens de 'algebre linéaire!) sont les
composantes de la fonction de transfert, i.e. les coefficients de Fourier de la réponse

impulsionnelle, i.e.

Valeurs propres de T : {h(0),...,h(N —1)}.
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2.8.4 Filtres passe-haut, passe-bas, passe-bande

La formule de synthese pour un signal z € £?(Zy) quelconque transformé via I’action d’un
opérateur stationnaire T € End((%(Zy)) est :

N-1
Tz(n) = Y. Tz(m)Fn(n)  nely, (2.42)
m=0

F,, étant le vecteur d’indice m de la base orthogonale de Fourier de £%(Zy). Donc, |@(m)|
re/Rrésente I'importance de I’harmonique de fréquence m dans la reconstruction de Tz et
{Tz(m), m € Zy} représente le spectre du signal transformé T'z.

Pour comprendre comment lier le spectre de T'z et celui du signal original z, allons appliquer
la DFT aux deux c6tés de la formule Tz = Tjj, 2 = IDFT(h - 2), ot h = T4y :

DFT(Tz) = DFT o IDFT(h- %) = h - 2,

l.e.

Tz(m) = h(m) - 2(m)|,  Vme Zy,

donc les coefficients de Fourier de Tz, la suite transformée par I'opérateur T', sont donnés par
le produit des coefficients de Fourier de la suite originale z fois les coefficients de Fourier de la
réponse impulsionnelle h.

Par conséquent, le spectre de la suite transformée 7'z est :

{‘f\z(m)‘ = |h(m)| - |2(m)], m e ZN}. (2.43)

Cela permet de comprendre laction des filtres stationnaires T' sur le contenu fréquentiel d’un
signal z :

— Si h(0) = 0, Tz a moyenne nulle, car ‘@(0)‘ = 0-]2(0)] = 0 et on sait que ‘7/“\2(0)’
est proportionnelle & la moyenne de T'z;
— Si |h(0)] = 1, alors T conserve la moyenne de z, i.e. (Tz) = (z);

— Si |A(m)] > 1 pour m ~ 0 et m ~ N — 1 et |h(m)| € [0,1[ pour m ~ N/2, alors T
augmente les basses fréquences et réduit les hautes fréquences (filtre passe-bas);

— Si |h(m)| > 1 pour m ~ N/2 et |h(m)| € [0,1] pour m ~ 0 et m ~ N — 1, alors T
augmente les hautes fréquences et réduit les basses fréquences (filtre passe-haut) ;

— Si |h(m)| > 1 pour des valeurs intermédiaires de m, alors T augmente les fréquences
moyennes (filtre passe-bande).
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2.8.5 La caractérisation des opérateurs stationnaires via les opérateurs de
translation

On a tous les résultats pour démontrer comment caractériser un opérateur stationnaire
comme une combinaison linéaire d’opérateurs de translation, ou, d’'une maniere équivalente,
comme un polynome de l'opérateur de translation Ry, vu que R = Ry o---0 Ry k fois, i.e. R’f,
Vk e Z.

Théoréme 2.8.3 T € End((*(Zy)) est stationnaire si et seulement si T a cette expression :

N—-1 N-1 N-—1
(Tz)(n) = arz(n—Fk) = arpRiz(n) = ar(R1)*z(n), Vn e {0,..,N—1}, (2.44)
k=0 k=0 k=0
ot ai € C.

Preuve.
: soit T stationnaire, alors on sait que T = T},, ou T}, est 'opérateur de convolution par
rapport a la réponse impulsionnelle h = T4, i.e.

N—-1
(T2)(n) = > h(k)z(n— k),
k=0

N—1

mais alors ¢a suffit d’identifier les coefficients ay de la formule (T'z)(n) = > apz(n — k) avec
k=0

h(k) pour avoir la these.

: on peut vérifier que T' écrit comme dans la formule (2.44) est stationnaire grace a la
linéarité de T et de Ry. En fait, Vn e {0,...,N — 1} :

—1 N—-1
(TRpmz)(n) = T(Rmz(n)) = T(z(n—m)) = >, apz(n—k—m) = > axRpmz(n — k)
k=0 k=0
N-1
= m —k = mT P
(linéarité de Rm) I (k—O akZ(n )> (R Z)(n)
donc:ToR,, =RypoT VmeZ. O

Comme h(k) = T'9(k), la preuve du théoréeme nous a montré la validité de la formule :

N-1
(T2)(n) = Y. T(k)z(n — k) VT stationnaire.
k=0
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2.8.6 Analyse fréquentielle des opérateurs de dérivation (discréte) premiere
et seconde

Dans cette section on va analyser deux opérateurs stationnaires qui représentent la version
discrete de la dérivée premiere et seconde. La comparaison de leurs valeurs propres montrera
pourquoi 'opérateur de dérivation seconde est plus efficace pour amplifier les hautes fréquences
dans les signaux numériques.

Déf. 2.8.3 Etant donnée une suite z € (2(Zy), on définit :
Tiz(n) =z(n+1) —z(n) Dérivée premiére discréte
Trz(n) = z(n+1) —2z(n) + z(n — 1) Dérivée seconde discréte

La dérivée premiére discréte est simplement la différence en avant de z, divisé par la différence
des valeurs de n, mais comme (n + 1) —n = 1 on peut éviter d’écrire le dénominateur.

La dérivée seconde discréte est la différence en arriére de la dérivée premiére de z, divisé par
la différence des valeurs de n, qui est encore une fois 1, donc on ne I’écrit pas. Explicitement :
Toz(n) = Tiz(n)—Tiz(n—1) = z(n+1)—2(n) —[2(n) —z(n—1)] = 2(n+1)—2z(n) +z(n—1).

On commence par 'analyse de T7. Pour calculer sa réponse impulsionnelle on doit appliquer
T7 a 'impulsion unitaire d = eq :

~1

eo(1) —|eo(0) —n=0 0

s eo(2) —eo(1) «—mn=1 0
= 1410 = . = .
‘eO(N—l—F‘l)‘—eo(N—l) —n=N-1 0

1

olt on a utilisé le fait que eg(0) = eg(N) = 1. La matrice qui représente 77 dans la base
canonique de ¢?(Zy) est :

1 1 0 0
0 -1 1 0
A, =
0 0 ~1 1
1 0 0 -1

On calcule maintenant la DF'T de A, pour tout m € Zy ¢a vaut :

N-1
- e i m(N—1)
h(m) = Z h(n)e ™'~ = 1. N 404+ +1-e MR
n=0
] 4 2R 2mi Y 2mify
donc les valeurs propres de T} sont {h(m) = €>™¥ —1,m = 0,1,..., N —1} et sa représentation

diagonale est :
D = diag (0,627”% _ 1,62’”% 1 .,627”'% _ 1) .
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Allons maintenant & interpréter I'action fréquentielle de T3 grace a la formule (2.43). 1l faut

~

calculer les modules des valeurs propres (h(m))mez, . On observe que

;m ;m jm —mim RPN m
XN — 1 = ™ N ("N — e ™N) = ™ N 2isin <7TN>

- m

donc, |h(m)| = e’”ﬁ‘ +|2isin (7%)| = 2|sin (7 %), mais m € Zy, % < 1, donc le sinus est

toujours non négatif et on peut éliminer la valeur absolue. En résumé :

{|ﬁ(m)\ = 2sin (7‘(‘%) , ME ZN} :

En particulier :
— |ﬁ(0)| = 0 : par conséquent, le signal filtré T}z a moyenne nulle ;
— A5 =2;
— |h(m)] <2 V¥m # ¥,
— |A(m)| > 0sim—0oum—N—1;
N

— L’action de 'opérateur est symétrique par rapport a 3.

Comme m = N/2 représente la plus haute fréquence du signal et m = 0 et m = N — 1
représentent les plus basses fréquences, on déduit que 77 réduit les basses fréquences de z
et il augmente jusqu’a 2 fois les hautes fréquences. Donc, ’opérateur dérivée premieére
discréte est un filtre passe-haut.

Maintenant on passe a ’analyse de T5. Sa réponse impulsionnelle est donné par le vecteur :

eo(1) — 2/ ep(0) |+ eg(—1) 712
h=T§= e0(2) — 2eo(1) +{e0(0) o
eo(N) | —2e0(N —1) + (N —2) (1J

La matrice associée & Ty dans la base canonique de £2(Zy) est :

-2 1 0 ... 1

1 -2 1 ... 0
A, =

0 O -2 1

1 0 1 -2

On calcule maintenant la DFT de h :

N—-1
A~ .mn .m0 .m .m(N—1)
h(m) = Y h(n)e ™™ N = —2.¢7 7N + 1PN 404 4 1-e T N
n=0
- 24 6—27m'% + e—27rim627ri% — 24 e?m’% + e—27ri%
2mi R —2mi
e"'N e N m
— 242 — —2+2cos (27 ).
2 N

81



On veut comparer ces valeurs de h(m) avec celles de 'opérateur dérivée premiere, pour cela

on réécrit h(m) = —4 [§ — 3 cos (2n%)] et on utilise Iidentité trigonométrique sin?(a) =
% — Lcos(2a) avec o = 7%, pour obtenir iL(m) = —4sin? (W%) Donc les valeurs propres de
Ty sont {h(m) = —4sin? (%) ,m =0,1,...,N — 1} et sa représentation diagonale est :

2 N-1
D = diag (0, —4sin® (%) , —4sin? <szr> ,o .., —4sin? ((N)7r>> .

L’action fréquentielle de T5 est définie par les modules de ses valeurs propres :

{m(m)y — 4sin? (W%) L me ZN} :

on voit que les modules des valeurs propres de 'opérateur de dérivée seconde sont les carrés
de celles de 'opérateur de dérivée premiere. Par conséquent :

— |A(0)] = 0 : donc, comme pour la premiére dérivée, le signal filtré Thz a moyenne nulle ;
TN

— [ =4;
. N

— |[h(m)| <4 Vm # 5 ;

— ]ﬁ(m)] — 0sim—0oum— N —1 et la convergence a zéro est plus rapide que pour

lopérateur de dérivée premiere, car dans ce cas le sinus est élevé au carré, comme on le

voit dans la figure 2.4.
. . . o s N
— L’action de 'opérateur est symétrique par rapport a .

Donc, aussi I'opérateur dérivée seconde discréte est un filtre passe-haut, avec une
action d’amplification des hautes fréquences et de réduction des basses fréquences quadratique
par rapport a celle de 'opérateur de dérivée premiere discrete.

4

Fi1GURE 2.4 — Différence entre les fonctions sinusoidales qui représentent les valeurs du spectre
de l'opérateur dérivée premiere et seconde entre 0 et .
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2.9 La transformée de Fourier bidimensionnelle (DFT 2D)

La transformée de Fourier qu’on a considérée jusqu’a maintenant est appliquée a des signaux
z(n) qui dépendent seulement d’un parametre n.

Dans les applications, on a des signaux tres importants qui dépendent de plusieurs
parametres. Un exemple canonique est donné par les images numériques qui dépendent de
deux parametres : les deuzx coordonnées spatiales d’un pizel, comme dans la figure 2.5.

FIGURE 2.5 — Les deux coordonnées ni,ny d'un pixel dans une image numérique.

On peut généraliser la théorie de la DFT pour examiner des signaux qui dépendent de
n’importe quel nombre (fini) de parametres. Néanmoins, pour simplifier ’explication, on va
considérer seulement le cas bidimensionnel de deux parametres nq, ng.

On va définir d’abord 'espace de travail : si N1, No € N, on définit

fQ(ZNl X ZNz) = {Z : ZNl X ZN2 — (C},

z € (?(Zn, x Zn,) est une suite complexe qui dépend de deux paramétres :

ni€{0,1,...,N; — 1}
nge{O,l,...,Ng—l}.

0?(Zn, x Zn,) est un espace vectoriel de dimension Nj - Ny avec les définitions de somme et
de produit par un scalaire complexe définies comme dans le cas 1D et produit scalaire :

Ni—1Na—1
(zyw) = Z Z z(n1,no)w(ny, ng), Vz,we 2(Zy, x Lny).

n1=0 no=0

L’extension de la théorie de la DFT de 1D a 2D est basée sur la procédure de génération
de bases de (2(Zy, x Zy,) & partir de bases de £2(Zy,) et de £2(Zys,).

Théoréme 2.9.1 Soient {Boy, Bi,...,Bn,-1}, {Co,C1,...,Cn,—1}, une base orthonormale
de (2(Zy,) et de (*(Zy,), respectivement.

On définit, Ymy € {0,..., Ny — 1} et mg € {0,...,No — 1} les suites de ¢*(Zy, x Zn,)
données par :

Dml,mz (n17n2) = Bm1 (nl) : Cm2(n2) -

Alors, Dy, m, est une base orthonormale de (*(Zn, x Zy,) dite la base produit tensoriel
de deux bases initiales.
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Preuve. Les suites Dy, m,, m1 € {0,..., N1 — 1}, mg € {0,..., No — 1} sont Nj - N éléments
de ¢2(Zy, x Zn,), qui a dimension Nj - No. Donc, pour démontrer qu’ils sont une base
orthonormale, on doit tout simplement montrer que :

1 si (ml,mg) = (kl,k‘g)

<Dm1,WL2¢Dk17k2> = 5(m1,m2),(k1,k2) = 5m1,/€15MQ71€2 = {0 si (mme) 4 (k‘l,k‘Q).

Ni—1 Na—1
7 D Dimymy(n1,12) Dy gy (01, m2)
n1=0 na=0
Ni1—1 No—1
e D D7 Y% B (11)Coy (n2) Br, (n1)Ch, (n2)

n1=0 na=0

D D =
< mi,ma» kl’k2>déf. do (>

Ni—1 No—1
= > By (n1) Bk, (n1) Y] Cony(n2)Cry (n2)
n1=0 no=0

= éBmlka1>§Cm27 Ck2> = 5(m1,m2),(k1,k2)'

5m17k1 5m2,k2

Ce théoreme a les corollaires suivantes, pour my € {0,1,..., Ny —1} et mg € {0,1,..., Ny — 1} :

— La base orthonormale canonique de £2(Zy, x Zy,) est :

1 si(ni,n2) = (my,ms)

B=e ni,n =
m1,m2( 1,72) {O si (n1,n2) # (my,ma)

— La base orthogonale de Fourier de £2(Zy, x Zy,) est

1 62W1T1 . 2WZT2 1 esz(iNl +7>

F — — N.
mi,ma (n17 n2) N1N2 N1N2 2

— La base orthonormale de Fourier de £2(Zy, x Zy,) est
Epmims(ni,n2) = \/Wthm2(n1,n2).
— La base orthogonale des exponentiels complexes de ¢?(Zy, x Zy;,) est
Emims (1, n2) = N1 NoFry m,(n1,n2).

Gréace a la théorie des espaces vectoriels avec produit scalaire complexe, on peut généraliser
la définition des coefficients de Fourier, DFT et IDFT & £2(Zy, x Zn,). Soit z € £?(Zn, x Zn,),
alors :
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Nstrest Qm'L"‘l omiT272
_ N N
<Zu5m1,m2>— Z Z TL]_,TLQ 1 e 2
n1=0 no=0
gt —2m‘m1"1 o m2n2
N N
55 et o
n1=0 ne=0
Ni1—1 Na—1

_Qm( 1"1+m2n2)
2. 2, #naymae e

n1=0 ne=0

donc on définit les coefficients de Fourier de z € ¢*(Zy, x Zy,) comme ceci :

Ni—1Na—1

n mon
( —27rz( T ]%22>
ml’mZ nla 77,2 .

n1=0 no=0

Comme pour le cas 1D :

£(0,0) = NiNo() |

ou (z) est la moyenne de z. On observe que la quantité NNy peut étre extrémement élevée.
On peut également généraliser la formule de synthese au cas 2D comme ceci :

Ni—1 Na—1

R 27T’L< 1n1+m2n2)
Z Z Z(mqy,ma)e N N2

En conséquence, les opérateurs DFT2D et IDFT2D peuvent étre écrits via les formules
suivantes :

T éz(ZNl X ZN2> —_—> 62(ZN1 X ZNQ)

A A N1 Na—1 727m<m1n1+m2n2)
z — 2, Z(mi,me) = >, Y z(ni,ne2)e Ny )
n1=0 n2=0

et

T 52(ZN1 X ZN2) — KQ(ZNl X ZNQ)
Nl—l Ng—l 27m<m1n1+7n2n2>

z —  Z, Z(ny,ng) = N1N2 ZO ZO z(m1, mo)e N TG
m1=0ms

Il est clair que, si on augmente la dimension de 2 & 2 < d < +00, les formules se généralisent
comme ¢a :

Ni—1 Na—1 —2mi i %
z2(mq,. .., Z Z (n1,...,nq)e k=1 R
TL1—
d -1 N1 Ng—1 omi i %
2(ny, -+ ,ng) = HNk Z Z (mi,...,mg)e k=1 °F
k=1 m1=0
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2.9.1 Représentation matricielle de la DFT 2D : produit de Kronecker vs.
itération de deux DFT 1D

La représentation matricielle de la DFT 2D dans la base canonique de ¢*(Zy, x Zy,) peut
étre construite grace aux matrices de Sylvester Wy, et Wy, associées respectivement a la
DFT 1D en 2(Zy,) et en £2(Zy,).

L’opération dont on a besoin pour obtenir la représentation matricielle de la DFT 2D est
dite « produit de Kronecker », qu’on va définir de suite.

Déf. 2.9.1 Données deux matrices A de dimension m x n et B de dimension p X q :

aiy -+ aip bir -+ by
Aml  * Qmn bpi - bpg
la matrice produit de Kronecker A® B est la matrice de dimension mp X ng définie par :
auB s alnB
A®B = :

amiB - amnB

On peut démontrer par calcul direct que la matrice associée a la DFT 2D dans la base
canonique de 62(Z N, X Zn,) est la matrice de dimension NjNa x N1Ny donnée par :

‘WN17N2 =Wn, @ Wh, ‘ -

é(ml,ﬂ’LQ) = I/VN1 ®WN2Z(711,712) ‘

Malheureusement, le calcul de la matrice produit de Kronecker est trop lourd quand Nj et No
sont grands. Dans la pratique, on préfere réécrire la DFT 2D comme l'itération de deux DFT
1D.

Pour comprendre comment 'on peut faire, on doit interpréter z € (?(Zy, x Zy,) comme
une matrice de Ny vecteurs colonne de N1 éléments :

z(ny,ng) = | 2(-,0) z(,1) -+ z(-,Ny—1) N7 éléments pour chaque vecteur colonne.

~
No vecteurs colonne

Par définition de DFT 2D on peut écrire :

et (! g\ gpmamy N — 2 122
zZ(my1,mg) = Z 2 z(ni,na)e N e Ny = Z W, z(n1,n2)e Ny,

n2=0 \n1=0 no=0
.

zZ(mi,n2) = Wn, z(n1, na)
(2.45)

L’explication de la formule ci-dessus est la suivante : la sommation par rapport a 'indice ng est
la plus extérieure, donc on fize ng & chaque fois. Avec ng fixé, z(ni,n2) est un vecteur colonne,
et donc la parenthése qu’on a mis en évidence représente la DFT 1D de ce vecteur colonne,
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qui peut étre obtenue en appliquant la matrice Wy, a z(ni,na), ne fixé, comme correctement
écrit ci-dessus.

Maintenant le probléme est que n; est fixe e que I'indice qui change est na, donc Wy, (n1,n2)
est un vecteur ligne et on ne peut pas lui appliquer Wy, pour obtenir la DFT, car, comme on
I’a vu dans dans la section 2.5, la DFT 1D est réalisée par le produit de la matrice Wy avec
une suite représentée via un vecteur colonne !

La solution & ce probleéme consiste a transposer les deux cotés de 1’équation (2.45), ceci
transforme le vecteur ligne 2(mq,n2) en un vecteur colonne :

2 t et ¢ —2mit2l2
2mi,me) = Y (Wayz(na,ng))e T N2
no=0

maintenant (W, z(n1,n2))! est un vecteur colonne, donc on peut calculer sa DFT en appliquant
Wh,

é(mlva)t = WNz(Wle(anL?))t (AB)f:=BtAt WN2 Z(nlanQ)t (WN1)t = Wsz(nQ’nl)Wva

car W}Vl = Wy, (observer I’échange entre ny et ng). Donc 2(my, ma2)t = Wy, z(n2,n1) Wy,
et alors, pour trouver Z(mj,mg), il suffit de transposer encore une fois les deux cotés :

2(my,ma) = (2(m1,m2)") = (W, 2(n2,n1) W)t = Wiy, 2(n1,n2) W,

La formule qui permet de calculer la DFT 2D d’une suite z € £2(Zy, x Zy,) est donc :

‘é(ml,mg) = Wy, z(n1,n2)Wh, | (2.46)

Il est important de souligner que 1’équation (2.46) a du sens seulement si Z(mq, ms) et z(nq, ng)
sont interprétées dans leur globalité comme des matrices N1 x Na.

La formule (2.46) est différente de Wi, Wi, z(n1,n2) ou Wi, Wi, z(n1,n2), qui sont les
formules naives qu’on aurait pu imaginer pour implémenter la DF'T 1D sur les colonnes et
sur les lignes de z. Comme on I’a vu, la raison de la différence est due au fait que la DFT 1D
matricielle nécessite toujours un vecteur colonne, d’ou la nécessité de la transposition, qui
amene vers la formule (2.46).

2.9.2 Les propriétés de la DFT 2D

Les propriétés de la DFT 1D, qu’on a vu dans la section 2.7 peuvent étre généralisées sans
difficulté a la DFT 2D.

Les démonstrations sont pratiquement identiques, mais avec une notation plus lourde, pour
cela, on présente ’extension bidimensionnelle des résultats relatifs a la DFT 1D sans preuve.

Comme dans le cas 1D, pour pouvoir discuter les propriétés de la DF'T 2D, on doit d’abord
étendre la définition d'une suite z € £2(Zy, x Zy,) par périodicité & tout intervalle de longueur
Nj par rapport a la variable ny et de longueur Ny par rapport a la variable no.

Cette extension est possible si on définit z hors de Zy, x Zy, comme ceci :

‘Z(m + j1N1,ng + jaNa) = z(n1,n2) ‘, Vni,ne, ji1, j2 € Z. (2.47)

C’est aussi utile d’introduire 'opérateur de translation dans le cas bidimensionnel.
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Déf. 2.9.2 Soit z € (?(Zn, x Zn,) étendue par périodicité comme dans la formule (2.47) et
ki,ko € Z. L’opérateur de translation sur (*(Zy, x Zy,) est défini par :

Rkhk‘z :
z

(Rk1,k2z) (n17 n2)

P(Zn, x Tn,) — L2(Zn, x Zn,)

> Rk,’l,kg 2,

= z(n1 — k‘l,nz — ]{22)

Propriétés de la DFT 2D

Soit z € 2(Zn, x Zn,) étendue par périodicité comme dans la formule (2.47), alors, pour tout
ni, M2, M1, mo € 2 :

— Périodicité de Z et 2 :

73(m1,m2)

= é(ml + Ny, mg)

= Z(mq1,m2 + Na)

= é(ml + Nl,mg + NQ) ‘

et

(n1,n2)

= Z(n1 + Ni,ng2)

= Z(n1,n2 + Na)

= Z(n1 + Ny,ng + Na) ‘

— DFT 2D et translation :

Ry, jyz(ma, ma)

=e

,2m<m1k1 4 maky

N2

) é(ml, mg)

Vi1, ke € Z,

k1,k2 —27rz<m1k1 +m1\27§2>

i.e. si on définit la suite w
N1,N2
Ym1, mo € Z, alors :

k1,k2

€ (2(Zy, x Zn,), Wy, NQ(ml,mg) e

DFT 2D o Rk17k2 M JR1k2 oDFT 2D s

“N1,Ng

ou M ELka  €st lopérateur de multiplication par wkNll’%z dans (2(Zy, x Zn,). Si on
“N1,Ng ’

permute le sens de la composition on obtient :

(myky

(Rk1,k22)(m17m2) = é(ml — ki, mg — k2) — DFT 2D (627”( o

mgkg

T )2> (m1,ma) |,

i.e.

Vk‘l, ]4}2 € 7.

k1,ko *
“N1p,Np

Ry, g, o DFT 2D = DFT 2D o M(

On peut résumer les propriétés qu’on vient d’analyser avec les couples de Fourier

suivants :

Espace de Fourier

. mikq
6727rz(N71+

Représentation originale

z(n1 — k1,2 — ko)

2m(n1k1 +”2k2)
e N2 ) z(n1, no)

makg

Nz >2(m1,m2)

é(ml — kl,mQ — kg)
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Comme dans le cas de la DFT 1D, si on considere k; = —1 et ky = &, alors
(—1)™*m22(n1,no) et 2(my — AL, my — 22). Cette transformatlon est utilisée pour

la visualisation centrée du spectre de z.
De plus, encore comme dans le cas mono-dimensionnel, le spectre d’amplitude d’'un

signal bidimensionnel z(n1,n2) et d’une translation quelconque z(ny — ki, ng — ka) est

_ myky m2k2
7r1( N + = )

exactement le méme, car |e =1.

Donc, le spectre d’amplitude permet de connaitre le contenu fréquentiel du signal, mais
il ne permet pas de savoir ou les fréquences sont localisées.

— DFT 2D et conjugaison :

E(ml,mg) = 2’(—m1, —TTlg) = 2(N1 —mq,No — mg) .

— DFT 2D et convolution :

(z = w)(m1, ma) = Z(m1, ma)w(my, ma) |,

ou la convolution bidimensionnelle est définie comme ceci :

T,: 2(Zn, x Zn,) —> (Zn, x Zn,)

w — Tow = z*w,
N1—1No—1 Ni1—1No—1
(z % w)(n1,n2) Z Z (n1 — k1,2 — ko)w(k, ko) = Z Z z(n1, n2)w(ng — ki,na — ko) |
k:l 0 k‘2 0 =0 k2

2.9.3 La DFT 2D et les opérateurs stationnaires

La DFT 2D a les mémes propriétés que la DFT 1D relativement aux opérateurs stationnaires.
Rigoureusement, un opérateur T : £2(Zy, x Zn,) — £*(Zn, x Zn,) est stationnaire si :

To Rkl’]€2 = Rk‘1,l€2 o T, Vk‘l, /{32 € 7.

Pratiquement, un opérateur T : £2(Zy, x Zy,) — (*(Zn, x Zy,) est stationnaire si son action
sur une suite z(ny,ng) est indépendante de la position des parametres (n1,n2).

Si z est une image numérique, alors un opérateur stationnaire est une transforma-
tion définie indépendamment de la position d’un pixel dans le support spatial de
I’image. Cela ne veut pas dire que le résultat de I'application de 'opérateur stationnaire ne
change pas par rapport a la position du pixel, mais que la définition de ’opérateur ne change
pas.

Un exemple d’opérateur stationnaire est donné par la transformation qui remplace 'intensité
d’un pixel par sa moyenne locale, i.e. la moyenne calculé dans un voisinage d’une taille fixée
du pixel.

Comme dans le cas mono-dimensionnel, les opérateurs stationnaires sur ¢?(Zy, x Zy,)
peuvent étre caractérisés comme des opérateurs de convolution ou comme des multiplicateurs
de Fourier.

Avant d’énoncer le théoreme qui formalise cette relation, on définit le multiplicateur de
Fourier, I'impulsion unitaire et la réponse impulsionnelle dans le cas bidimensionnel.
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Déf. 2.9.3 Soit w e (2(Zy, x Zn,), fizé, le multiplicateur de Fourier associé a w est défini
comme ceci :
T(w) : £2(ZN1 X Ln,) — €2(2N1 X\Zﬁz)
z — Tyyz=w-2 .

Déf. 2.9.4 L’impulsion unitaire § dans (*(Zn, x Zn,) est le premier vecteur de sa base
canonique : 0 = €q .

Etant donné un opérateur linéaire T sur (*(Zy, x Zn,), on appelle réponse impulsionnelle
la suite h = TS € (*(Zn, x Zn,)-

Théoréme 2.9.2 Soit T : (*(Zy, x Zn,) —> (*(Zn, x Zy,) un opérateur linéaire, alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) T est stationnaire ;

(2) T est lopérateur de convolution avec la réponse impulsionnelle h = T§ :
Tr:=Thz=hxz=2z2xh  Vzel*(Zn, x Ln,) ;
(3) T est le multiplicateur de Fourier associé & h :
Tz=Tjz=h-2 €l(Zn, xLn);

(4) T est diagonalisable, ses vecteurs propres sont la base orthogonale de Fourier F, m,
de (2(Zn, x Zn,), et ses valeurs propres sont les composantes de h.

Observation : on peut étendre aussi le résultat sur les matrices circulantes, mais leur définition
dans le cas bidimensionnel est plus difficile.
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2.9.4 Les opérateurs gradient et Laplacien et leurs action sur les images

numériques
Si on répete 'analyse des opérateurs de dérivation discréte qu’on a fait dans la section
2.8.6 dans le cas 2D, la dérivée premiére devient le gradient, i.e. V = (%, a%), et la dérivée

. . . 2 2
seconde devient le Laplacien, i.e. V? = aa? + 6‘9—2.

Le gradient est utilisé quand on veut détecteur les bords d’une image selon une direction
particuliere. Si on veut une détection de bords isotrope, i.e. uniforme par rapport aux direc-
tions, alors on utilise le Laplacien, qui est méme plus efficace que le gradient dans la tache
d’intensification des détails fins, comme on I’a vu dans le cas 1D.

Méme dans le cas 2D, les opérateurs différentiels ci-dessus annulent la moyenne d’une
images, ce qui explique pourquoi leur sortie est une image noire partout, sauf a c6té des bords,
comme montré en Fig. 2.6.

FIGURE 2.6 — Premiere ligne de gauche a droite : image originale et image filtrée avec le
Laplacien. Deuxieéme ligne de gauche a droite : image filtrée avec le gradient dans la direction
verticale et horizontale, respectivement.
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2.9.5 Visualisation du spectre d’amplitude en 2D

La visualisation du spectre d’un signal 2D nécessite une procédure de centralisation pour les
mémes raisons qu’on a discuté dans le cas 1D. Ceci peut étre effectué via I’équivalent 2D de la
formule (2.32), i.e. en considérant (—1)"7"22(ny,ng) au lieu de z(n1,n2), comme vu dans la
section 2.9.2.

Il faut observer, en particulier, que la symétrie mono-dimensionnelle de la DFT 1D par
rapport aux fréquences m € {0,1,...,N/2} et me {N/2+1,N/2+2,...,N — 1} devient une
symétrie miroir 2D pour la DFT 2D.

Dans la figure 2.7 on montre trois images numériques en niveau de gris et leur spectre d’am-
plitude. Les points les plus lumineux correspondent a des valeurs des modules de coefficients
de Fourier grandes et, vice-versa, les points les plus sombres a des valeurs petites.

Il y a plusieurs caractéristiques a observer :

— La symétrie du spectre : le contenu fréquentiel est répété dans les quadrants par
symétrie miroir ;

— Les points les plus lumineux sont localisés vers le centre du spectre : ceci est du au
fait que les spectres qu’on montre sont centrés, donc la fréquence centrale a pour
coordonnes (m1,ma) = (0,0) et [2(0,0)| = N1 No(z), i.e. N1 N; fois la valeur moyenne
de 'image. Ceci explique pourquoi, pour visualiser le spectre, on doit appliquer une
fonction compressive, par exemple le logarithme : les valeurs de |2(0,0)| sont tellement
plus élevées que les autres, qu’il faut comprimer le rang de variabilité avec une fonction
compressive comme le logarithme !

— Des qu’on s’éloigne du centre, le spectre montre ’amplitude des coefficients qui corres-
pondent aux fréquences les plus élevées, jusqu’aux fréquences maximales (N1/2, Na/2),
si N1, No sont paires, ou leurs parties entieres ([N1/2],[N2/2]) si N1, Na sont impaires.
L’image avec le contenu fréquentiel le plus élevé est 'image du mandrill, en fait, on
voit que son spectre est le plus étendu parmi les trois images.

En particulier, on observe des valeurs tres intenses vers les bords, qui représentent des
fréquences tres élevées : elles correspondent aux fréquences des détails trés fins du poil
a coté des yeux du mandrill.

— Comme mq et mo représentent les fréquences verticales et horizontales, les bords
(« edges » en anglais) verticaux et horizontaux des images produisent des coefficients
de Fourier localisés sur les axes correspondants. C’est pour cela que la premiére image,
qui a des forts gradients d’intensité verticaux entre les rochers et le ciel, a un spectre
avec une forte prédominance de coefficients de Fourier intenses sur ’axe vertical.
Dans l'image de la deuxiéme ligne (« Lena », une des images les plus utilisées en
traitement d’'images), on a des détails fins dans le chapeau, & 45° et a -45°. De maniére
cohérente, on trouve dans son spectre des structures diagonales.

— L’analyse du spectre qu’on vient de faire montre qu’on peut comprendre ’existence de
structures géométriques dans une image en regardant son spectre de Fourier, mais on
ne peut pas dire ou ces structures sont situées dans I'image.
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FIGURE 2.7 — Colonne de gauche : images originales. Colonne de droite : spectres d’amplitude
centrés des images de gauches, visualisés avec une échelle logarithmique.
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2.9.6 Un exemple remarquable de filtrage d’une image numérique dans
I’espace de Fourier : le floutage

Le théoreme 2.9.2 dit que tous les opérateurs stationnaires T' qui agissent sur des images
(interprétées comme des suites 2D finies) sont des convolutions « cachées » (entre I'image et la
réponse impulsionnelle h = T'¢). De plus, ces convolutions peuvent étre représentées comme
des multiplicateurs de Fourier (multiplication dans l’espace de Fourier entre h et la DFT 2D
de 'image).

Selon la suite h avec laquelle on fait la convolution, on obtient des résultats différents.
C’est souvent beaucoup plus simple d’interpréter ’effet d’une convolution en considérant le
multiplicateur de Fourier associé.

En particulier, on veut comprendre ce que veut dire d’opérer une convolution avec une
Gaussienne discrete, qu’on écrit h(ny, ng).

Comme on le verra dans le chapitre 6, la transformée de Fourier d’'une Gaussienne d’écart-
type o est encore une Gaussienne, mais avec un écart-type inversement proportionnel a o.
Donc, on peut essayer de comprendre la signification de la convolution d’ une image z(ny, ng)
avec une Gapssienne h(ni,n2) en analysant la multiplication suivante dans I'espace de Fourier :
é(ml, mg) . h(ml, mg).

Dans la figure 2.8 on peut voir trois images qui correspondent a des Gaussiennes 2D de

2 2

ny+n ’

52 22> et I’écart
ag

taille 512x 512, lintensité du pixel de position (n1,n2) est h(ny,n2) = exp (—
type est o =1,5,10, respectivement.

FIGURE 2.8 — De gauche a droite : images Gaussiennes bidimensionnelles avec un écart type
1,5,10.

Comme on ’a dit avant, les DFT 2D de h sont encore des Gaussiennes, mais avec un écart
type proportionnel & 1,%,1—10. Bien sur, h(0,0) = 1 et les valeurs de ﬁ(ml, my) décroissent des
qu’on s’éloigne du centre, donc la multiplication dans ’espace de Fourier 2(mq, ms) - h(mq, ms)
fait décroitre I'importance des harmoniques avec (mp, mg) # (0,0), qui sont associées aux
détailles de 'image. Alors, si on applique la IDFT 2D a Z(mq,ms) - ﬁ(ml,mg) on peut

reconstruire une image qui sera plus flou que 'image originelle.

Par conséquent, opérer la convolution avec une Gaussienne correspond, dans le traitement
d’images, & une opération de floutage (« blurring » en anglais), comme on peut le voir dans la
figure 2.9.

Le floutage peut étre utile, par exemple, quand I'image originale est bruitée : le floutage
rend le bruit moins percevable (mais aussi les bords moins nets).

La figure 2.10 montre une version continue du filtres fréquentiel de floutage.
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FIGURE 2.9 — De gauche a droite : floutage de I'image de Lena par multiplication dans ’espace
de Fourier avec les DFT des Gaussiennes d’écart type 1,5,10. Il faut observer que, comme la
DFT d’une Gaussienne a un écart-type inversement proportionnel a I’écart-type originale, la
DFT de la Gaussienne d’écart-type 10 a un écart-type petit et donc elle tend vers 0 rapidement.
Donc, quand on fait le produit de la DFT de la Gaussienne d’écart-type 10 avec la DFT de
I’image, on réduit énormément les détails de I'image.

Filtre passe-bas
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FIGURE 2.10 — Filtre de floutage, passe-bas dans le domaine fréquentiel.

Observation importante : méme si opérer la convolution avec une Gaussienne amene a 'effet de
floutage, il ne faut pas penser que la convolution soit toujours lie a4 une opération de floutage.
En fait, on a vu que la convolution, comme le multiplicateur de Fourier, est le prototype des
opérateurs stationnaires, qui peuvent flouter ou rehausser les fréquences d’un signal.

2.10 Résumé du chapitre 2

e Nous avons considéré I'espace £2(Zy) des suites N-périodiques & valeurs complexes, qui
est isomorphe & CV.

e On a introduit une base particuliere de cet espace : celle des exponentiels complexes
donnés par les puissances consécutives des racines complexes N-iemes de I'unité. Cette
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base permet de construire (via une simple normalisation) la base de Fourier de £2(Zy).
Nous avons interprété ses éléments comme des ondes dites « harmoniques » qui oscillent
avec des fréquences multiples d’une fréquence fondamentale.

Les coefficients de Fourier d'un élément de ¢?(Zy) sont ses composantes par rapport
a la base de Fourier. Comme ces coefficients sont complexes, il faut considérer leur
module pour connaitre 'importance d’une harmonique relative a una certaine fréquence
dans la reconstruction (ou synthese) de I’élément lui-méme. L’ensemble des modules
des coefficients de Fourier est dite spectre d’un élément de £2(Zy).

La transformée de Fourier discréte (DFT) est I’endomorphisme de £2(Zy) qui envoie
un élément de (%(Zy) dans la suite de ses coefficients de Fourier. La DFT est un
isomorphisme, et son inverse est écrite IDFT.

Il est possible d’associer a la DFT une matrice, dite matrice de Sylvester, elle est une
matrice de Vandermonde, i.e. toutes les lignes et les colonnes sont données par des
progressions géométriques.

Nous avons donné une interprétation des concepts ci-dessus dans la théorie des signaux,
en particulier, on a souligné le fait que la fréquence d’oscillation harmonique la plus
élevée dans un signal discret donné par N échantillons est N /2 (ou de sa partie entiere
si N n’est pas pair), dit fréquence de Nyquist.

La DFT transforme la translation en une multiplication par un facteur de phase, i.e.
un exponentiel complexe de module unitaire, ceci implique que le spectre d’un signal
est invariant par translation.

La convolution est transformée dans le produit ponctuel par la DFT, ce qui permet de
donner une expression diagonale de 'opérateur de convolution dans I’espace de Fourier.

Pour terminer, nous avons vu que la DFT permet de diagonaliser les opérateurs
stationnaires, i.e. ceux qui commutent avec les opérateurs de translation. En fait, via le
théoreme 2.8.2, il est possible de caractériser completement un opérateur stationnaire
comme une convolution ou comme un multiplicateur de Fourier et de déterminer ses
valeurs propres.
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Chapitre 3

Rappel sur la théorie de la mesure
et de 'intégration a la Lebesgue

Dans ce chapitre on va rappeler les informations strictement essentielles de la théorie de la
mesure et de 'intégration (qui sont le sujet du cours d’intégration) avec le but d’avoir une
notation et un langage compréhensible et commun.

La rédaction est volontairement tres synthétique, elle doit étre accompagnée par un véritable
support pédagogique dédié a la théorie de la mesure et de I'intégration pour les éléves qui n’ont
pas encore eu la possibilité d’étudier ce champ extrémement important des mathématiques.

Deux ouvrages conseillés sont ceux de M.Briane et G.Pages [5] et de Bartle [2].

3.1 Riemann vs Lebesgue

La différence principale de approche a la Riemann et a la Lebesgue est montrée dans la
Figure 3.1.

Le principe fondateur de I'intégration a la Riemann est d’approcher 'aire de la surface
comprise entre ’axe des abscisses et la courbe du graphe de la fonction f a I’aide de petits
rectangles [a;—1, a;] x [0, ®;] basés sur 'axe des abscisses et dont la hauteur ®; est proche de
la hauteur moyenne de la fonction f sur [a;—1,a;].

L’idée novatrice apportée par la théorie de l'intégration de Lebesgue est, a I'inverse, de
commencer par découper en petits intervalles [bj_1, b;] '’axe des ordonnées, puis d’approcher

4 /@)
e T /'\\ b
P / N /
NN
\\/ \

FIGURE 3.1 — Intégration & la Riemann (gauche) et a la Lebesgue (droite).
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la surface située sous le graphe de f par
b
bi—1+b;
J f~ Z%ﬂ -longueur ({z : bj_1 < f(x) < bj}).
a -
J

La principale difficulté réside dans le fait que les ensembles
Ej = {(L‘ € [a, b] : bj_l < f(x) < bj}

en rouge dans I'image de droite de la figure 3.1, ne sont généralement pas des intervalles et que
leur associer une longueur, ou, plus généralement, une mesure, est délicat voir, dans certains
cas, impossible.

Il est cette considération qui montre ’exigence de construire une théorie de la mesure
des ensembles pour pouvoir développer une théorie de I'intégration avec la stratégie décrite
ci-dessus. Cette route est beaucoup plus longue et compliquée par rapport a celle tracée par
Riemann, mais la contrepartie est que la définition d’intégrale a la Lebesgue est bien plus
générale et les propriétés que l'on peut prouver sont incomparablement plus puissantes.

3.2 Tribu (c-algébre), espace mesurable, mesure et espace me-
suré

Pour définir I'intégrale a la Lebesgue il faut donc, tout d’abord, définir les ensembles et les
fonction qu’on peut mesurer. D’apres 1’étude faite au début du XXeme siecle, on est arrivé a
la formalisation contenue dans les définitions et résultats suivants.

Soit X un ensemble. On appelle tribu (ou o-algébre) sur X, un ensemble A de parties
de X, i.e. A< P(X), qui vérifie :

— @, XeA;

— A est stable par complémentaire : F € A = E°€ A;

— A est stable par union dénombrable : (Ey,)pey€ A= | J E € A.

neN
La définition implique que A est stable par intersection dénombrable.

Exemples triviales :
— A ="P(X) : tribu des parties de X ;
— A ={, X} : tribu grossiere.

Dans les livres de théorie de la mesure on démontre que les propriétés qui définissent une tribu
sont nécessaires et suffisantes pour pouvoir « mesurer » les ensembles contenus dans la tribu
elle-méme, dans un sens qu’on va définir bientot. C’est pour ga qu’on appelle le couple (X, .A)
un espace mesurable et les éléments de A ensembles mesurables.

Pour donner un premier exemple significatif d’espace mesurable on doit introduire d’abord
le concept de relation d’ordre entre tribus : si tout élément de la tribu A; est contenu dans
la tribu A, alors on dit que A; est plus petite que As et on écrit A; < As. Ce concept est
utilisé pour définir la plus petite tribu engendrée par une collection de parties d'un ensemble :
soit S < P(X), alors on appelle tribu engendrée par S U'intersection de toutes les tribus
qui contiennent S.

Le cas tres important d’un ensemble X doté d’une topologie mérite une discussion privilégiée.
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L’existence d’une topologie permet de définir le concept de partie ouverte de X. Soit
7 € P(X) l'ensemble des parties ouvertes de X, bien évidemment 7 n’est pas une tribu car le
complémentaire d’un ouvert est fermé. Néanmoins, on peut considérer la tribu engendrée par
7, qu'on appelle tribu de Borel! et qu'on dénote avec B(X). Chaque élément de cette tribu
(qui, on le rappelle encore une fois, est un sous-ensemble de X'!) est appelé un ensemble
Borélien.
Une fois qu’on a un espace mesurable (X, .A), on peut définir le concept de mesure positive,
ou tout simplement mesure g comme une fonction p : A — [0, +00] telle que :

— () =0;

— v est o-additive (ou vérifie 'additivité dénombrable) : si (E,)neny est une famille

dénombrable d’éléments de A deux a deux disjoints, alors :

u (U An) = > u(An).

neN neN

La triplette (X, A, 1) est dite un espace mesuré. Quand la tribu et la mesure sont clairement
spécifiées, elles sont souvent admises.

Un exemple tres simple mais déja significatif de mesure est celle de Dirac dans ’espace
mesurable (R, B(7)), i.e. R avec la tribu des Boréliens. La mesure de Dirac basée en xp € R
est définie par : o, : B(1) — {0, 1},

lsizge B

Sp(B) =4 =70 VE € B(r).
0sixgé¢ F,

Comme R lui-méme est un élément de B(7), dz,(R) = 1, donc la mesure de Dirac de R est 1

indépendamment du point de base. On a donc un exemple de mesure finie, i.e. telle que la

mesure de ’espace mesurable est < +o0.

En général, les mesures ne sont pas finies, mais plutét o-finies. Etant donné un espace
mesuré (X, A, ), on dit que p est une mesure o-finie si X peut étre écrit comme 1'union
dénombrable de parties (Fy,)neny € X qui ont toutes mesure finie via p, i.e.

X =|JEBn wE,) <+0VneN.

neN

Il y a plusieurs techniques pour construire une mesure, néanmoins elles ne sont pas ni
simples ni rapides & décrire, on invite le lecteur a consulter, par exemple, le livre mentionné
dans ’avant propos ou n’importe quel autre livre de théorie de la mesure.

1. Une description ezplicite de cette tribu est impossible.
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3.3 Fonctions mesurables et propriétés possédées presque par-
tout (p.p)

C’est maintenant le moment d’introduire les morphismes des espaces mesurables, i.e. les
applications entre espaces mesurables qui en préservent la propriété essentielle : la mesurabilité
des ensembles.

Soient (X7,.41), (X2, A2) deux espaces mesurables et soit f : X; — X5 une fonction
quelconque. On dit que f est une fonction mesurable (par rapport aux tribus choisies) si la
tribu image réciproque par f de la tribu A est incluse dans A1, i.e.?

VEe Ay = fYE)e A,

ce qui est équivalent, par définition, a dire que "image réciproque d’une partie mesurable de
Xy (par rapport a Ajy) est une partie mesurable de X; (par rapport a A;).

Exemples :

— Les fonctions continues entre deux espaces topologiques sont évidemment mesurables
par rapport aux tribus de Boréliens;

— Quand on considere les fonctions a valeur réelles, i.e. f: X — R, ou (X,.A) est un
espace mesurable, alors on fixe la tribu de Borel sur R et on définit la mesurabilité de
f par rapport a ce choix;

— Une fonction a valeur complexes f : X — C est mesurable si le sont sa partie réelle et
sa partie imaginaire.

On vient maintenant & un concept cruciale, celui des propriétés définies presque partout. On
dit qu’une fonction f définie sur un espace mesuré (X, A, 1) posseéde une propriété presque
partout (et on écrit p.p) si f a cette propriété sur X\E, ou E € A a mesure nulle : u(E) = 0.

Exemples :
— f,g : fonctions mesurables définies sur (X, A, pu), alors f = g p.p si f(x) = g(z)
VeeUeAet n(X\U) =0;
— [ est la limite ponctuelle p.p de la suite (fy,)nen S nl_igloo fo(x) = f(x)VxeUe Aet

W(X\U) = 0.

3.4 Fonctions intégrables, intégrales a la Lebesgue

Une fois donné un espace mesuré (X, A, 1), la construction de U'intégrale d’une fonction
mesurable a valeurs réelles ou complexes est plutét rapide. On commence par considérer une
fonction particuliere, la fonction indicatrice (ou caractéristique) d’un ensemble F € A :

XE:X—>{O,1},
() lsize F
) =
XE Osiz¢E,

une notation équivalente est 1.

2. Il faut noter la similarité entre cette définition et celle d’une fonction continue dans le sens topologique
du terme.
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Les fonctions caractéristiques sont utilisées pour définir les fonctions simples ou fonc-
tions étagées via combinaison linéaires. Plus précisément, soit (£});}_; une partition finie et
disjointe de X, i.e. By n By = @ Vk # k' et

n
U B = X,
k=1

alors une fonction simple s : X — R est définie comme c¢a :

n
8= ), X
k=1

s(x) = ¢ Vx € Ej, donc s prend seulement un nombre fini de valeurs, si X est un sous-ensemble
de R, alors s est une fonction constantes par morceaux.
L’intégrale a la Lebesgue d’une fonction simple a la définition naturelle suivante :

L sdp = i cki(Er),

k=1

a noter que sans la définition de la mesure des ensembles Fj, 'intégrale de s ne serait pas
bien définie.
L’importance des fonctions simples est exprimée dans le théoréeme suivant.

Théoréme 3.4.1 Soit (X, A, 1) un espace mesuré et f : X — [0, +00] une fonction mesurable
et non-négative, alors f on peut approcher f du bas avec une suite de fonctions simples, i.e. 3

(Sn)nen, Sn fonction simple, telle que (Sp)nen /" f, i.e.
1. 0< sp(z) < sp(x) < ... <sp(x) <...< f(z) Ve e X ;
2. hToo sn(z) = f(z) Vo e X (limite ponctuel). Si f est borné, alors la convergence de la

suite (Sp)nen vers f est uniforme.

La preuve (treés élégante) du théoreéme est constructive, on y prouve que la suite de fonctions
simples est donnée par :

&8 < f(z) < EEL pour k=0,1,...,2" — 1
<f

Ce théoreme fondamentale nous permet de définir I'intégrale d’une fonction mesurable
non négative f : X — [0, +00] comme cela :

J fdu = sup J sdul, s simple,
X X

0<s<f

[ est dite intégrable (& la Lebesgue) si { fdu < +o0.
Si f: X — R est mesurable, alors on peut définir son intégrale en considérant sa partie
positive :

) fl@)si f(z) =0
Jela) = {0 si f(z) <0
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et sa partie négative :
—f(z) st f(z) <0
f-(@) =4 "
0si f(z) >0
en fait les deux sont des fonctions a valeurs non négatives pour lesquelles on sait définir
Pintégrale. Comme f = fi — f_, si fi et f_ sont intégrables, on peut définir I'intégrale
d’une fonction mesurable a valeurs réels étendues comme ca :

L fu = fX fodpi— JX fdy|

Pour des fonctions f : X — C mesurables on utilise la méme stratégie, mais avec la
partie positive et la partie négative de sa partie réelle Re(f) et de sa partie imaginaire Jm(f),
I'intégrale est alors définie comme cela :

ij=mewme%www

Une condition nécessaire et suffisante pour l'intégrabilité d’une fonction a valeurs réelles
ou complexes est son intégrabilité absolue :

f fdp < 40 = J |fldp < +0|.
X X

3.5 La caractérisation de la mesure de Lebesgue sur R et les
ensembles de mesure de Lebesgue nulle

Comme on I'a déja dit, la construction d’une mesure n’est pas, en général, un processus
simple. Néanmoins, vu 'importance de la mesure de Lebesgue sur R, on veut au moins
résumer les caractéristiques de cette mesure. Heureusement, il existe un théoreme qui donne
la caractérisation de la mesure de Lebesgue via certaines propriétés qu’on doit décrire avant
de citer ce résultat.

— Mesure de Borel : soit X un espace topologique, considérons 1’espace mesurable
(X,B(X)), ou B(X) est la tribu des Boréliens. Alors on dit qu'une mesure p définie
sur cet espace est une mesure de Borel si elle associe un nombre fini & toute partie
compacte K de X ;

— Mesure de Borel réguliére : (celle-ci est une propriété plus technique qu’il faut,
néanmoins, citer pour pouvoir énoncer des résultats précisément), une mesure de Borel
est dite réguliére si, pour tout ensemble Borélien F € B(X) il vaut que :

1. w(FE) =sup{u(K), K ¢ E, K compact};
2. u(F) =inf{u(0), E < O, O ouvert}.
Au lieu de considérer un espace mesuré quelconque, on va mettre notre attention sur
(R, B(R), ), alors on dit que p est une mesure invariante par translations si

w(E +a) = p(E),

pour tout ensemble Borélien E' € B(R) et touta e R,ou E+a={reR : x =e+a, ouee E}.
On peut maintenant détourner la construction de la mesure de Lebesgue sur R, qu’on écrit
avec le symbole m, en citant le théoreme qui la caractérise.
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Théoréme 3.5.1 Si une mesure sur (R, B(R), u) a les propriétés suivantes :
1. p est une mesure de Borel réguliére ;
2. p est une invariante par translation ;
3. p est normalisée, i.e. u[0,1] =1;

alors p est la mesure de Lebesgue m.

On peut donc dire que la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)) est une mesure de Borel
réguliére invariante par translation et normalisée, ce qui implique aussi que m[a, b] =
b—a.

Une autre conséquence de ce théoréeme est que la mesure de Lebesgue est o-finie : en fait,
R peut étre recouvert avec une partition d’intervalles compacts [—n,n] avec n € N, tous de
mesure finie (u[—n,n] = 2n).

La mesure de Lebesgue sur R se généralise sans probleme a R" et on peut démontrer que,
si une fonction est Riemann-intégrable sur R", alors elle est aussi Lebesgue-intégrable et les
deux intégrales coincident.

Des exemples importants d’ensembles de mesure de Lebesgue nulle en R™ sont les hypersur-
faces de dimension n — 1 en R”, par exemple les courbes en R?, les surfaces 2D en R3 .. .et en
R lui-méme ? Comme R a la dimension (infinie) du continu, les parties de R qui ont dimension
inférieure sont celles fines ou dénombrables, donc, en particulier :

cela veut dire que si on élimine d’un ensemble mesurable de R, comme par exemple un intervalle
[a,b], un nombre infini dénombrable de point, la mesure de ’ensemble ne change pas.

Cette propriété permet de considérer dans la classe des fonctions Lebesgue-intégrables
énormément plus de fonctions que dans le cas de I'intégrale a la Riemann. Imaginons le cas
d’une fonction continue par morceaux sur un ensemble avec un nombre fini ou dénombrable de
discontinuités sous forme de saut, comme c’est par exemple le cas pour une fonction étagée.

L’intégrale a la Riemann de cette fonction n’existe pas, néanmoins I'intégrale a la Lebesgue
existe et il est la somme algébrique des intégrales de Riemann sur chaque morceau ou la
fonction est continue : comme on a seulement un nombre fini ou dénombrable de discontinuités,
on peut tout simplement les ignorer, car elles constituent un ensemble de mesure nulle pour la
mesure de Lebesgue, et donc n’influent pas sur le résultat final de 'intégration !

Il faut bien retenir que la théorie de I'intégration a la Lebesgue ne donne pas des outils plus
avancées pour le calcul explicite des intégrales, sauf dans des cas particuliers, mais elle permet
de définir les intégrales de fonction beaucoup moins régulieres que dans le cas de Riemann.

Ce résultat et les célebres théoremes qu’on va rappeler dans la section suivante ont établi
la supériorité de la théorie de 'intégration a la Lebesgue sur celle de Riemann.
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3.6 Les trois théoremes d’opération de limite dans la théorie
de l’intégration
On résume dans cette section les trois théoremes les plus importants qui concernent

I'opération de limite dans la théorie de l'intégration, qui seront utilisés dans le chapitre 4.
Dans les théorémes on supposera que (X, .A, 1) est un espace mesuré quelconque fixé.

Théoréme 3.6.1 (Théoréme de convergence monotone - Beppo Levi) Soit (f)nen,
avec fn : X — R, une suite monotone croissante de fonctions intégrables. Si la suite des
intégrales est bornée, i.e.

Vn e N, EIKeRtelqueJ fndp < K,
X

alors 3 hrf fn(x) < +00 p.p. En plus, si on définit la fonction limite f : X — R comme ceci
n——+0o0

flz) = {RLHEOO fn(x) sila limite est finie

0 autrement,

alors f est intégrable et ca vaut I’échange entre la limite et l’intégrale, i.e.

L f(z) dp = lim fX fula) dp.

n—+0o0
Pour introduire le lemme de Fatou il faut rappeler que, donnée une suite quelconque
(Zn)nen de nombres réels, on appelle liminf la limite inférieure de la suite, i.e.

lim ian(xn) = inf{zx e R : z point d’adhérence pour (z,)nen}.
ne

Théoréme 3.6.2 (Lemme de Fatou) Soit (f,)nen, avec fr, : X — R, une suite de fonc-
tions intégrables positives et soit limJirnf SX fn dp < +00. Alors, la fonction f définie par
n——+00

liminf f,,(z) sila limite inférieure est finie
f T) = n—-+0oo

0 autrement,

est intégrable et ca vaut 'inégalité suivante
J fdu < limian fn du.
X n—-+aoo X

Théoréme 3.6.3 (Théoréme de convergence dominée - Henri Lebesgue) Soit (fy,)nen,
ot fn: X — R, une suite de fonctions mesurables et soit & : X — R une fonction positive et
intégrable telle que :

|fn] <® ppVneNlN.

Si la suite réelle (fn(x))nen est convergente Yax € X et si f(x) = hrfoo fn(z), alors f, et f

sont intégrables et ¢a vaut l’échange entre la limite et l'intégrale, i.e.

L f(z) dy = lim L ful) dp.

n—+0o0
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3.7

Résumé du chapitre 3

Nous avons proposé un tres court rappel sur la théorie de la mesure et de 'intégration
a la Lebesgue en discutant les concepts de tribu, ensemble mesurable, mesure, espace
mesuré, fonction mesurable.

On a mis 'accent sur une tribu particuliere : celle des boréliens dans un espace topolo-
gique, i.e. la tribu engendrée par les ouverts de cet espace.

Les propriétés possédées presque partout (p.p) jouent un role importante en théorie
de la mesure : une propriété est vérifiée p.p si elle est valide sur un sous-ensemble
mesurable tel que la mesure de son complémentaire est nulle.

On a vu qu'il est possible de caractériser la mesure de Lebesgue m sur R par rapport
a tribu des Boreliens comme une mesure de réguliere, normalisée et invariante par
translation. Des exemples remarquables d’ensemble de mesure de Lebesgue nulle en R
sont les ensembles dénombrables, en particulier m(N) = m(Z) = m(Q) = 0.

Une fois qu’on a a disposition une mesure, la définition de I'intégrale d’une fonction
mesurable est tres facile et standard. Tout d’abord, on considere les fonctions simples,
ou étagées, qui sont des combinaisons linéaires de fonctions indicatrices d’ensembles
mesurables. Les fonctions simples approchent par le bas toute fonction mesurable
non-négative. Ce résultat-clé permet de définir I'intégrale des fonctions mesurables
non-négatives comme le sup de l'intégrale des fonctions simples non supérieures a
la fonction elle-méme. L’extension de cette définition aux fonctions a valeurs réelles
quelconque est faite via la partie positive et négative et I’extension aux fonctions a
valeurs complexes est faite avec la partie réelle et imaginaire.

Pour terminer, on a rappelé les trois théoremes fondamentaux liés a la relation entre

limite et intégrale dans la théorie de Lebesgue : le théoréme de convergence monotone
et dominée (de Levi et Lebesgue, respectivement) et le lemme de Fatou.
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Chapitre 4

Espaces de Banach et de Hilbert

Dans ce chapitre on va considérer des espaces normés et avec produit scalaire de dimension
infinie. Nous nous intéresserons en particulier aux espaces appelés « complets », pour lesquels
on peut formuler de théorémes treés importants, qui ne sont pas disponibles pour des espaces
de dimension infinie qui n’ont pas la propriété de complétude.

Avant de commencer cette analyse, il faut souligner que toutes les propriétés qu’on a vu
dans les espaces vectoriels de dimension finie avec produit scalaire qui font appel seulement
a la nature algébrique du produit scalaire sont valides aussi quand la dimension de ’espace
vectoriel est infinie, par exemple :

— Une famille de vecteurs orthogonaux est libre;
— Si{z,z) = (y, z) ¥z, nécessairement les vecteurs x et y coincident ;
— Le seul vecteur orthogonal a tous les autres vecteurs est le vecteur nul;

— On peut itérer la procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt et garantir 'exis-
tence d’un systeme infini de vecteurs orthogonaux entre eux et de norme unitaire a
partir d’un ensemble infini quelconque de vecteurs.

La preuve des trois premieres propriétés est identique a celle qu’on a vu pour les espaces
vectoriels de dimension finie. Pour la derniere propriété il faut faire appel au lemme de Zorn.

Par contre, la généralisation de résultats valides pour sommes finies a des séries n’est pas
évidente, car, dans ce cas, des arguments topologiques et pas seulement algébriques doivent
étre pris en considération.

Le chemin pour arriver a la définition et a ’analyse des espace de Hilbert passe, avant tout,
par 'analyse de la compatibilité entre la structure linéaire et celle topologique d’un espace
vectoriel avec produit scalaire.

4.1 La topologie métrique des espaces vectoriels avec produit
scalaire

Comme on I’a vu, chaque espace vectoriel V' avec produit scalaire peut étre muni d’une
norme, canoniquement induite par le produit scalaire. A partir d’'une norme, on peut toujours
définir, canoniquement, une distance ou métrique sur V :

d(z,y) = |z —y| =<z —y,z -y, Va,ye V.
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La fonction d a les propriétés suivantes, Yu,z,y € V :
1. d(z,y) =20, d(z,y) =0z =y
2. d(z,y) = d(y,z) (symétrie)
3. d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) (inégalité triangulaire).
Déf. 4.1.1 (Espace vectoriel métrique) On appelle espace vectoriel métrique le couple

(V,d) donnée par un espace vectoriel V et une fonction, la distance d : V xV — R{ = [0, +oo],
qui satisfait les trois propriétés ci-dessus.

Donc, un espace vectoriel avec produit scalaire (réel ou complexe) est automatiquement
aussi un espace vectoriel normé et un espace vectoriel avec distance. On peut montrer de
contre-exemples qui montrent que le contraire, en général, n’est pas vrai.

La présence d’'une métrique donne la possibilité d’établir des relations entre points et
sous-ensembles d’un espace plus fines que la simple relation d’appartenance. Comme on le sait,
cela est la base pour la construction d’une topologie. Nous rappelons ci-dessous des définitions
déja connues avec, surtout, le but de fixer la notation et la nomenclature pour la suite.

Déf. 4.1.2 Soit (V,{,)) un espace vectoriel avec produit scalaire et soit || || la norme induite
canoniquement. Alors :

— un voisinage (ouvert) de rayon € de x € V est le sous ensemble de V' défini par :
Ue(z) ={yeV : [lz —y| <e},

si | | est la norme Euclidienne, alors U.(x) est une sphére (ouverte) centrée en x et de
rayon €. Par extension, on appelle souvent U.(x) une boule ou sphére (ouverte), et
on écrit B(x,e), pour toute norme | | ;

— un sous-ensemble O <V est dit ouvert si
Vre O Je >0 tel que ye U.(x) = ye O;

— un sous-ensemble F 'V est dit fermé si son complémentaire F¢ = V\F est ouvert.
Nous rappelons que ceci est équivalent a dire que toute suite convergente d’éléments de
F a limite en ' méme;

— l’adhérence (ou fermeture) de E c V est E = (| Eqy, o E, est un sous-ensemble
ael

fermé de V' contenant E. E est le plus petit sous-ensemble fermé de V' qui contient E ;
— le bord (ou surface sphérique) de U.(x) est le sous ensemble de V' défini par :
0U(x) ={yeV : |z —yll = ¢},

st on utilise le symbole B(x,€), alors son bord est noté 0B(x,¢) ;

— le voisinage (ou boule, ou sphére) fermé de rayon = de x € V est le sous
ensemble de V' défini par :

Us(z) ={yeV : |z -yl <&},

st on utilise le symbole B(x,¢€), alors on écrit B(z,¢).

107



On rappelle qu'une topologie sur V' est un sous-ensemble de parties de V' qui contient V'
méme et J et qui est stable par rapport aux unions quelconques et aux intersections finies. La
topologie engendrée par les ouverts de V est la plus petite topologie qui contient les ouverts
de V. Avec cette derniére topologie, par rapport aux ouvert définis ci-dessus, V' est un espace
topologique.

La topologie de V' est métrique, i.e. les ouverts sont définis grace a une fonction distance.
On rappelle que cela assure que la topologie soit séparée, i.e. le fait que, pour toute couple
xz,y €V, x # y, existent deux voisinages U(x) et V (y), de rayon égale ou différent, tels que
U(z) nV(y) = &, on dit que les points sont séparés par les voisinages.

Un résultat standard de topologie garantit 'unicité de la limite des suites dans une
topologie séparée, donc les suites de vecteurs de V, si convergent, ont une seule limite.

Dans une topologie métrique, 'unicité de la limite descend trivialement de 1’inégalité
triangulaire, en fait, si z,, — x et x, W Y alors :

n—-+0o0

0 <d(z,y) <d(z,z,) +d(zn,y) — 0+0=0.
n—+00
C’est utile de réécrire ici la définition de convergence d’une suite dans la topologie de V.

Déf. 4.1.3 Soit (V,||) un espace vectoriel normé. Alors, une suite de vecteurs (xy)ney < V
est convergente, ou convergente en norme | |, vers la limite x si :

Ve>03IN, >0 : n=> N, = |z, —z| <¢,
i.e. si, a partir de n = N, x,, € Ucs(x). On symbolise ¢a avec les écritures plus compactes :

lim z, ==z, |z,—2z] — 0.
n——+00 n—+w

Remarque 4.1.1 Le fait de demander que I'inégalité |z, — x| < € soit valide Ve > 0 permet
de reformuler la définition de convergence en rajoutant une constante multiplicative strictement
positive et finie a €, i.e. x, —J: T sic:

n—-+0a0

Ve > 03N, >0et 3me]0,+o[: n= N, = |z, —z| < me,

en fait, si la propriété est valide pour toute € positive et arbitrairement petite, alors on peut
considérer € = = et redéfinir la convergence par rapport a £ :

Vé>03IN:>0 : n>= Nz = |z, —z| <§é,

vu que le symbole € ou € n’a aucune importance car les deux sont des quantités petites comme
on le veut, les deux définitions sont équivalentes.

Dans la suite on fera référence a cette considération en utilisant tout simplement la formule
linguistique standard « grace a Parbitrarité de c... ».

Rappelons aussi le concept de densité d’un sous-ensemble dans un espace vectoriel normé.

Dans tous les livres de topologie on démontre que les propriétés contenues dans la définition
suivante sont équivalentes.
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Déf. 4.1.4 (Densité d’une partie) Soit (V.| ||) un espace vectoriel normé. On dit qu’un

sous-ensemble 2 V' est dense dans V' si une des propositions suivantes est vérifiée :
1.V € V.3 (xp)pey € E : x, —> x (ie. |z, —2x|] — 0), c’est-a-dire : tout
n—>+00 n—>-+00
élément de V peut étre approché indéfiniment par une suite d’éléments de
E, en étant sa limite.

2. Ve eV etVe >0, Jye E: |z—y| <e, i.e. pour tout élément x de V il existe
un élément y de E qui a une distance de r petite comme l’on veut.

3. V est l'adhérence de E : .

Rappelons aussi la définition de série et de série convergente.

Déf. 4.1.5 Etant donné la suite de vecteurs (Tn)nen <V, on appelle série de terme général
n

xy, la suite des sommes partielles (Sp)nen, 0U Sp = Y, Tk, et on écrit :

k=0
0
Z Tn = Z Tn = (Sn)neN-
neN n=0
La série ), x, est dite convergente, ou convergente en norme | |, vers la somme x si la

neN
suite des sommes partielles (Sp)nen €st convergente vers x, i.e. :

n
x = lim Zxkszn <  lim |S,—z|=0 < |[S,—=z| — 0.
n—+00 n—+00 n—+00

k=0 neN

La série Y. z, est dite absolument convergente' si la suite de la norme des sommes

neN
n
partielles des normes, i.e. < D \a:k) est convergente, dans ce cas on écrit : Y. |z, | < +o0.
k=0 neN neN
n o0 0
On observe que, comme S, —x = > T — >, Tp = — >, Ty, alors :
k=0 k=0 k=n+1
Q0
ISn =l = || > ax, (4.1)
k=n+1

donc, la définition explicite de série convergente dans un espace vectoriel normé est la suivante :

o0
Ve>0dN, >0 : n>= N, = Z Tl < e.
k=n+1

C’est important de rappeler aussi la définition de continuité d’une fonction entre espaces
métriques et un résultat classique de la théorie des espaces métriques, qui permet de caractériser
la continuité avec ’action de la fonction sur les suites.

1. La convergence absolue qu’on vient de définir devient ’habituelle convergence des modules de S,, quand
V=RouV=C.
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Déf. 4.1.6 (Limites et continuité pour fonctions entre espaces métriques) Soient X
et Y deux espaces métriques quelconques, T € X et L €Y, alors

lim f(z) =¢| <= Ve>030:>0 : z€Us. () n X = f(z)eU({)NnY,

T—>T

i.e. la limite de f en T est £ si f transforme les points de X arbitrairement proches de T en
points de Y arbitrairement proches de £.
Sil = f(z), alors la fonction f : X — Y est dite continue en T € V, explicitement :

Ve>030.>0: zelUs.(2)nX = f(z)eUsf(z))nY.
f est continue sur X si elle est continue en tout point de X.

Théoréme 4.1.1 (Continuité par suites) La fonction f : X — Y, (X,dx) et (Y,dy)
espaces métriques quelconques, est continue en * € X si et seulement si :

v(xn)neN S X telle que nLHEOO Tn =20 = nLHJIrloo flzn) = f (HETOO an) = f(£>7
L.e. :
V(xn)neN cX: dx(l'n, "E) n—:)i-oo 0 = dY(f(xn)7 f(j)) n:i-oo 0.

Nous remarquons que l'opération de limite sur la suite (x,,)nen est effectuée dans 'espace
métrique (X, dy), tandis que celle sur la suite (f(z,,))nen est effectuée dans 'espace métrique
(Y, dy).

La possibilité d’échanger 'ordre entre la limite et la fonction (continue) dans I’expression

lim f(zn) = f (ngrfm x>

n—-+0oo

sera essentielle pour prouver beaucoup de résultats dans la suite.

Preuve.

: soit f continue en Z et soit (zp)ney & X une suite arbitraire d’éléments de X
telle que liIE Ty = T, alors, par définition de limite de suite, pour n suffisamment grand,
n—-+0o

T, appartient & un voisinage de rayon petit comme 1’on veut, disons § > 0, de Z, i.e. il existe
N € N tels que n > N =z, € Us(Z). De l'autre coté, grace a la continuité de f, les
éléments x,, qui appartiennent au voisinage Us(Z) sont transformés par f dans des points
qui appartiennent a un voisinage de rayon arbitrairement petit, disons £ > 0, de f(z), i.e.
n>N = fle) € U(f@) Y, el flan) = f(2).

: soit vrai que, pour toute suite (,)pey € X telle que lim z, =z € X, ¢a vaut

n——+0o0
lirf f(zn) = f(Z), il faut démontrer que ceci implique que f est continue en z € X.
n—+0o0
Supposons, par 'absurde, que f ne soit pas continue en T et démontrons que ¢a amene
A une contradiction. La négation? de la continuité de f en Z correspond & dire que V§ > 0,
Jes > 0 tel que = € Us(z) < X implique f(x) ¢ U, (f(Z)).

2. Rappeler que la négation d’une proposition mathématique est réalisée en échangeant les quantificateurs
universels et existentiels entre eux et en considérant 1’afﬁrmati9n complémentaire de celle de la proposition
initiale, donc la négation de (VA 3B = C) est (VB 3A = (), ou C est la négation de laffirmation C.
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Vu que les valeurs de § sont arbitraires, nous pouvons considérer la suite (d,),>1 définie
par d, = % Vn > 1, qui entraine l’existence d’une suite (2, )n>1 < X telle que z,, € Us, (T) et
Fn) ¢ Usy, (F(2)).

Nous sommes arrivés a la contradiction : d’un coté, quand n — +o0, §, — 0 et donc
x, — T, mais de 'autre coté f(x,)=>f(Z), i.e. 'hypothese que f ne soit pas continue nous
a permis de construire une suite d’éléments de X qui converge vers Z sans que f(z) soit
convergente vers f(Z), mais ceci est contraire a notre hypothese de départ et donc la possibilité
que f ne soit pas continue doit étre rejetée. O

Si V, W sont deux espaces vectoriels normés, alors ils sont automatiquement deux espaces
métriques par rapport a la distance canoniquement induite par la norme et les définitions et
donc résultats rappelés ci-dessus restent valides.

4.2 La continuité des opérations fondamentales des espaces
vectoriels avec produit scalaire

La présence simultanée d’une structure linéaire et d’une topologique métrique sur un espace
vectoriel avec produit scalaire pose, d’'une maniere naturelle, la question de la compatibilité
entre les deux structures, i.e. les opérations linéaires de V en tant qu’espace vectoriel sont
elles continues dans la topologie de V' canoniquement engendrée par son produit scalaire ? Le
théoreme suivant dit que la réponse a cette question est affirmative.

Théoréme 4.2.1 Soit (V,{, )) un espace vectoriel sur K avec produit scalaire. Considérons
la topologie induite par le produit scalaire sur V', la topologie Fuclidienne usuelle sur K et la
topologie produit sur V- x V et sur K x V. Alors,

le produit scalaire
(,y: VxV — K

(z,y) — (z,9),

la norme

la somme

et le produit par un scalaire

sont des fonctions continues.
Preuve. Dans toutes les preuves qu’on verra, la technique consiste, a chaque fois, a majorer

une norme opportune avec une expression qui contient la norme de la différence entre une
suite et sa limite, qui tends bien str vers 0.
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— Continuité du produit scalaire : il faut démontrer que si (Zp)nen €t (Yn)nen sont deux
suites quelconques d’éléments de V' qui convergent vers x et y, respectivement, alors
la suite de scalaires ((Xy,Yn))nen converge vers (z,y). Pour faire ¢a, on doit d’abord
écrire une simple manipulation algébrique qui vaut pour tout n e N :

<mn,yn>—<x,y>=<xn—x+x,yn—y+y>—<x,y>
:<xn_x7yn_y>+<$n_$ay>+<xayn_y>+w_w

=Ty — T, Yn — Yy + {Tn — T, y) + (T, Yn — Y)-

On peut écrire la majoration suivante :

mais, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[K#n, yn) = <2 )l < lwn = 2llyn =yl + |zn — lllyl + |2[lyn =yl ¥neN.

Comme 'égalité vaut pour tout n € N, on peut considérer la limite n — 400 aux deux
cOtés : par hypothese, |z, —z| — Oet |y, —y[| — 0, donc le c6té de droite tend
n—+0o0 n—-+0oo

vers 0, et alors :
KZn, yn) — ()| — 0,

n——+aoo

ce qui prouve la continuité du produit scalaire.

— Continuité de la norme : il faut démontrer que si (x,)nen est une suites quelconque
d’éléments de V' qui converge vers z, alors la suite de réels positifs (|2, )nen converge
vers |z|. Pour faire ¢a, on peut utiliser la majoration de la norme vu dans la formule
(1.3) :

znll = 2l < lzn — =,

mais ||z, — x| W 0, donc |z, | o |-

— Continuité de la somme : il faut démontrer que si (Zn)nen €t (Yn)nen sont deux suites
quelconques d’éléments de V' qui convergent vers z et y, respectivement, alors la suite
somme (Z, + Yn)neN converge vers x + y. Pour cela, on écrit :

[Gzn +yn) = (@ + )l = (@0 = 2) + (o = Y| < 20 =2+ yn =yl = 0.

— Continuité du produit par un scalaire : il faut démontrer que si (2 )nen €t (kn)nen sont
deux suites quelconques d’éléments de V' et de K, respectivement, qui convergent vers
x et k, respectivement, alors la suite produit (k,x,)neny converge vers kz. Encore une
fois, on a besoin d’une petite manipulation algébrique :

|knxy — kx| = |kn(zp, — 2 + 2) — kx| = |kn (20, — 2) + kpnz — kx|
= |kn(zn — o) + 2(kn — k)| < |kn||2n — 2| + |2]|kn — k] — 0.

n—-+aoo

O
Allons voir des conséquences immédiates du théoreme qu’on vient de voir : tout d’abord, la
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continuité de la somme et du produit par un scalaire implique la continuité de la différence,
carz—y=ux+(—1)y.

Si (Zn)nen €t (Yn)nen sont deux suites de (V. {, )) qui convergent vers les éléments de z et
1y, respectivement, alors la continuité du produit scalaire et de la norme et le théoreme 4.1.1
implique ces deux formules qu’on utilisera souvent dans la suite :

n1_1>r_{_100<$n» yn> = <n1_13_100 Ty, nl—l}-&l}oo yn> = <£C, y> s (42)
lim ||z, | = H lim z,| = |z | (4.3)
n—+0o0 n—+0o0

Le cas des séries mérite une observation séparée : étant données les séries convergentes > xp,
neN

> Ym, on peut utiliser le fait qu’une série est la suite de ses sommes partielles pour écrire :

meN

N K N K
<Z T, Z Ymy = ¢ lim 2 T, lim Z Ymy = lim 2 2 (s Ym) |y (4.4)
N—+00 K—+4o N,K—+0o0
neN meN n=0 m=0 n=0m=0
et
N N
Z Tnll = || lim Tyl = lim Z Ty (4.5)
neN N=+ao n=0 N=to n=0
Si on éleve au carré les membres de I’équation (4.5) on obtient :
2 N 2 N 2 N 2
T = || lim T = lim Z T = lim Z z
Z " N—+0o0 " N—+00 " N—+o00 e
neN n=0 n=0 n=0

ou la derniere égalité est possible grace au fait que les quantités sont réelles et que la

N
2 Tn
n=0

puissance carrée est continue en R.
Si, au lieu d’une suite (x,)neny quelconque, nous considérons une famille orthogonale de
vecteurs (un)neN, alors on peut utiliser le théoreme de Pythagore généralisé 1.4.1 pour écrire

N N
lim Ul = lim Y Junll* = 3 [Junl/?, ce qui amene A la formule trés utile suivante :
N—+o ||p=0 N—+w =g neN
2
Z Upl| = Z | wn|® (un)nen : famille orthogonale de vecteurs. (4.6)
neN neN

Dans le chapitre 5 on utilisera souvent la formule (4.6). Il est important de souligner que cette
formule ne vaut pas, en général, si (uy)neny n’est pas un systéme orthogonal de vecteurs et si
on considere la norme au lieu de son carré.

La possibilité d’échanger ’opération de limite avec celle de produit scalaire et
de norme sera indispensable pour prouver beaucoup de théorémes dans la suite. Ceci souligne
Uimportance de la compatibilité entre la structure linéaire et celle topologique dans un espace
vectoriel avec produit scalaire.
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On va montrer tout de suite un résultat dans lequel on utilise la continuité de la norme. Dans
le chapitre 1 on a annoncé que la formule du parallélogramme permet de caractériser les normes
issues d’un produit scalaire, i.e. les normes hilbertiennes. Nous avons tous les instruments
pour formaliser cette affirmation, qui est appelée théoreme de Fréchet-von Neumann-Jordan
dans [15].

Théoréme 4.2.2 (M. Fréchet, J. von Neumann, P. Jordan) Soit V un espace vecto-
riel sur K (de dimension finie ou infinie) et soit | | une norme sur V. | | est une norme
hilbertienne si et seulement elle satisfait la formule du parallélogramme.

Si la norme satisfait la formule du parallélogramme, alors le produit scalaire qui 'induit
est univoquement déterminé par les formules de polarisation dans le cas réel et complexe,
respectivement :

1 2 2
(v, wy = E(HU +w|” = v —w|),

<va> =

[0+ wl® = o= w]® + i (JJo + iw]* = o - iw])].

AN

Preuve. L’implication directe est évidente, donc on doit seulement démontrer 'implication
inverse, i.e. que si une norme | | satisfait la formule du parallélogramme, alors elle est induite
par un produit scalaire de la maniére canonique : | - | = /-, ).

On commence avec le cas réel. S’il existe un produit scalaire qui induit la norme, alors il
doit avoir la forme suivante

1
pl,w) = J(lv+wl* = o —wl|),  Yo,weV,

on observe que p est composition de fonctions algébriques (somme et différence), de la norme et
de la puissance carrée, qui sont toutes fonctions continues, donc p est elle-méme une fonction
continue de ses arguments.

Il faut vérifier que cette définition satisfait les propriétés définitoires d’un produit scalaire
réel.

Tout d’abord on observe que la symétrie p(v,w) = p(w,v) est évidente et pareil pour la
définie positivité, vu que p(v,v) = 1 1202 = [[v]|* = 0 et p(v,v) = 0 si et seulement si v = Oy .

Il reste a vérifier la bilinéarité. Grace a la symétrie, toute propriété de p qu’on démontre
par rapport au premier argument, vaut aussi pour le deuxieme, donc on va se fixer seulement
sur la premiere entrée de p.

On commence par observer que, grace a la formule du parallélogramme, on peut écrire
Yo,w,z€V :

[(v+2) +w? + (v = 2) + w|* = |(v+ w) + 2> + [ (v + w) — 2> = 2[v + w|* + 2| 2|
et

[+ 2) = wl® + (v = 2) = w[* = |(v = w) + 2* + (v — w) = 2[* = 2Jv —w[* + 22|
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donc
1 2 2 2 2
plv+z,w) +plv—2zw) = (o +z+wl” —flo+2z—wl|" +[lv—z+w|” ~ o -2z —w[)

= %[2(”@ +wl? + [21%) = 2w = wl* + ]12]*)]

1
=2 (Jo+ w? = v —w[?)
= 2p(v,w),
(4.7)
0
si on choisit v = z, alors on obtient p(v + v, w) + p Tw = p(2v,w) 4=7) 2p(v, w)
Yo,we 'V, ie.
2p(v,w) = p(2v,w), Yo, we V. (4.8)

Soient maintenant vy, ve € V tels que v = %(vl +v9) et z = %(vl — vg), alors v + z = v; et
v — z = v9, alors

p(on,w) + pls,w) = (v + 2.) +plv — 2.w) = 2p(o.w) = p(20.)

= plug + v, w
(dét. v) ( ),
comme v, w, z sont des vecteurs arbitraires, aussi v1, vo sont arbitraires, et alors ce qu’on vient
de démontrer, i.e. p(v; + vo,w) = p(v1,w) + p(ve, w), prouve 'additivité de p.
Pour démontrer 'homogénéité on commence a observer que, si on itere n € N fois le
raisonnement qui a conduit a p(2v,w) = 2p(v, w), alors on obtient p(nv,w) = np(v, w

).
)7w> =

De plus, pour tout m € N, m # 0, ¢a vaut p(v, w) = p(m5,w), mais aussi p(m(,,
mp(;%,w), que, combiné avec la formule p(nv,w) = np(v,w) donne p(v,w) = p(v,w)
Vn,m € N, m # 0, i.e. p est homogene par rapport & tout nombre r € Q, r > 0 : p(rv,w) =

rp(v, w).
Pour étendre ’homogénéité a tout rationnel on utilise I’argument suivant : si r» < 0, alors,
en réécrivant rv = —|r|v = |r|(—v), alors

rp(v, w) — p(rv, w) = rp(v,w) — p(Ir[(=v),w) = rp(v,w) — |r|p(—v,w) = rp(v,w) + rp(—v,w)
= r(p(v,w) + p(—v,w)) (it rp(v —v,w) = rp(Oy,w) =0,

donc ’homogénéité vaut aussi pour les rationnels négatifs, et alors pour tous les rationnels.
Maintenant on utilise le fait que QQ est dense en R, donc, pour tout « € R il existe une suite
de rationnels (7, )nen < Q tels que 7y, o et, grace a la continuité de p on a

n——+0oo

ap(v,w) = Tim_rap(v,w) = p( lm_ruv,w) = plav,w), Va€R, vwe V.

En résumé, p est un produit scalaire sur V' compatible avec sa norme si K = R.

Nous considérons maintenant le cas complexe K = C. Comme observé dans le cas réel, s’il
existe un produit scalaire qui induit la norme, alors il doit avoir la forme suivante

1
Bo,w) = 5 [0 +wl” = o = wl® + i (o + iw]® ~ o = iw]*) | = p(v, w) + ip(o,iw),
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Yo, we V.

Grace aux observations de la section 1.1, pour vérifier que p(v,w) soit un produit scalaire
complexe, ¢a suffit de vérifier la propriété hermitienne, i.e. p(v, w) = p(w, v), vu que la linéarité
dans la premiere variable et la définie positivité de p impliquent la validité de ces propriétés
aussi pour p.

p est une forme hermitienne si et seulement si p(w,v) = p(v,w) = p(v,w) — ip(v,iw), vu
que p(v,w) et p(v,iw) € R! Mais p(w,v) = p(w,v) + ip(iw,v) = p(v,w) + ip(iw,v), car on
sait que p(v,w) = p(w,v), donc p(w,v) = p(v,w) + ip(iw,v). Si on compare les formules :

ﬁ(wa ’U) = p(U7 w) = p(”? ’LU) - ip(’U, iw) et ﬁ(wv ’U) = p(v, w) + ip(iw, U)7

on voit que p est une forme hermitienne si et seulement si p(v,iw) = —p(iw,v) Yo, w e V.
Calculons alors :

1
~ . .2 .12 . . 2 . .2
(v, iw) = (v + wl” — o —wl") = 2 (lil o+ wl]” — i o = aw]]%)

1, . 2 . 2 1 .12 T
= Uliv —wl” = liv + wl") = =2 (w + wl” ~ Jlw —v]]%)
= —p(W, Z"U),
en ayant utilisé le fait que ||w — || = [|iv — w||. En résumé, p est le produit scalaire associé a
notre norme dans le cas complexe. O

Allons introduire maintenant un objet mathématique treés importante.

Déf. 4.2.1 (Espace vectoriel topologique) On appelle espace vectoriel topologique un es-
pace vectoriel V. muni d’une topologie compatible avec la structure linéaire de V', i.e. telle
que les opérations linéaires de somme et de multiplication par un scalaire sont des fonctions
continues.

Grace a la continuité des opérations fondamentales dans un espace vectoriel avec produit
scalaire il suit que ce type d’espace est toujours un espace vectoriel topologique. On peut
dire la méme chose pour un espace vectoriel normé, la preuve de la continuité des opérations
linéaires est exactement la méme. En fait, par rapport aux arguments topologiques, il n’y a
aucune différence entre un espace vectoriel avec produit scalaire et un espace vectoriel normé,
car c’est toujours la norme qui intervient dans les preuves des propriétés de continuité.

La différence majeure entre un espace vectoriel avec produit scalaire et un espace vectoriel
normé consiste en la structure géométrique subjacente a ’espace méme, qui est beaucoup plus
riche pour le premier type d’espace.

4.2.1 L’équivalence des topologies séparées des espaces vectoriels de dimen-
sion finie

Dans les preuves du théoreme 4.2.1, la dimension de I’espace vectoriel ne jouait aucun role,
donc les considérations qu’on a fait dans la sous-section antécédente sont valides pour tout
espace vectoriel, de dimension finie ou infinie.

Néanmoins, en dimension finie, on peut assurer un résultat d’essentielle unicité de la
topologie (séparable) d’un espace vectoriel topologique.
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Théoréme 4.2.3 (Tychonov) Soit V' un espace vectoriel topologique séparée de dimension
finie n sur le corps K. Alors, fixée une base B = (by,...,b,) quelconque de V', l’isomorphisme
linéaire définit par
I: \% — K"
T
n
x=|z]lp= D xbi —> ]

=1 Zn
est un homéomorphisme (ou isomorphisme topologique), i.e. une application bicontinue (conti-
nue, inversible, avec inverse continue) si on considére sur K" la topologie Fuclidienne usuelle.

Nous avons dit qu'un espace vectoriel avec produit scalaire, normé sont ou métrique est un
espace vectoriel topologiques séparé, donc le théoreme de Tychonov a comme conséquence
immédiate que tous les produits scalaires, toutes les normes et les distances que [’on peut
définir sur un espace vectoriel de dimension finie sont topologiquement équivalents, i.e. ils
génerent la méme topologie, qui est, a un isomorphisme pres, la topologie Euclidienne! Des
contre-exemples montrent que, en dimension infinie, ceci n’est plus vrai.

L’exemple le plus simple d’indépendance topologique par rapport au choix de la norme
dans des espaces vectoriels de dimension finie est fourni par les espaces vectoriels de dimension
1, comme montré par le résultat suivant.

Théoreme 4.2.4 Si V est un espace vectoriels normé mono-dimensionnel sur le corps K,
alors deux normes quelconques définies sur V. sont multiples l'une de l'autre par un scalaire
réel strictement positif.

Preuve. Soient | |1, | |2 deux normes sur V. Par définition, [Oy |1 = |0y |2 = 0, soit alors
v € V arbitraire différent du vecteur nul. Les deux normes mesurerons, en général, un module
différent du vecteur v : |vll; = k1, |[v]2 = ka, écrivons Hg”; = % = ke R*, alors |[v]; = k|v]s.

Comme V a dimension unitaire, pour tout autre vecteur w € V il existe A € K tel que

w = Av. Alors, 'homogénéité de la norme nous permet d’écrire :

[wlh = [Avly = Aol = [Alk[vllz = k[Av]2 = Elwls,

i.e. pour tout w € V' et pour chaque couple de normes | |1, || [|2 sur V, il existe une constante
ke R" telle que ||w]i = k|w]s- ]

4.3 Suites de Cauchy et complétude : espaces de Banach et de
Hilbert

Les études conduits entre la fin du siecle XIX et le début du siecle XX ont montré que, parmi
les espaces vectoriels métriques, normés et avec produit scalaire de dimension infinie, ceux qui
sont plus ‘similaires’ aux espaces Euclidiens de dimension finie peuvent étre caractérisés par
une propriété plutdt simple : les suites convergentes (dans I'espace méme) sont identifiables
avec les suites de Cauchy.
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Déf. 4.3.1 Si (X, d) est un espace métrique (pas forcement vectoriel), alors une suite (Tp)neN
est dite de Cauchy si :

Ve>03dN. >0 : nym = N, = d(zp,xm) <,

i.e. la distance entre deuz éléments de la suite devient indéfiniment petite au fur et a mesure
que les indices des deux éléments grandissent.

On dit que (X,d) est un espace métriqgue complet si toutes les suites de Cauchy sont
convergentes vers des limites contenues en X.

Voyons de suite la relation entre espaces métriques complets et fermés.

Théoréme 4.3.1 Si (X,d) est un espace métrique complet et (E,d), E < X un sous-espace
métrique fermé de X, alors (E,d) est complet.

Preuve. Soit (z,)neny € E une suite de Cauchy, en particulier (zy)neny € X et alors, comme
X est complet, (z,,)nen converge vers un point limite x € X. Mais les limites des suites de E
appartiennent & E et, étant E fermé, E = E, donc = € E, i.e. toutes les suites de Cauchy
d’éléments de E convergent en E lui-méme. O

Théoréme 4.3.2 Si (X, d) est un espace métrique quelconque et (E,d), E < X un sous-espace
métrique complet de X, alors (E,d) est fermé.

Preuve. Soit x € E, alors il existe une suite (Zn)neny € E qui converge vers z. Vu que la
suite est convergente, elle est de Cauchy en E, mais E est complet et donc (x,,)ney doit étre
convergente vers un élément y € E. Par unicité de la limite, xt = y et alorsx € F,ie. E = FE. O

Un espace vectoriel avec produit scalaire, ou normé, est aussi un espace vectoriel métrique,
dans ce cas la définition de suite de Cauchy peut étre réécrite comme ca :

Ve>03dN. >0 : nym =N, = |z, — x| <e,
que certains auteurs écrivent d’une maniere synthétique comme ca :

lim |z, — 2| =0.
n,m— -+

Dans les cours d’analyse on démontre que (R™,| |) et (C",| |) sont des espaces
métriques complets pour tout n € N fini. Grace au théoreme de Tychonov 4.2.3, les
espaces vectoriels topologiques réels ou complexes séparées de dimension finie n sont topo-
logiquement équivalents aux espaces Euclidiens R" ou C”, respectivement, par conséquent
pour les espaces vectoriels pre-Hilbertiens de dimension finie la complétude n’est
jamais un probléeme : les suites convergentes dans ces espaces sont toutes et seules
les suites de Cauchy.

Pour montrer avec simplicité 1’existence d’espaces métriques non complets nous avons
besoin d’un résultat basique sur les suites de Cauchy.

Théoreme 4.3.3 Toute suite convergente d’un espace métrique est nécessairement de Cauchy.
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Preuve. Si z,, — Z, alors, grace a arbitrarité de € et a I'inégalité triangulaire :

n—>—+aoo

Ve >03IN. >0 : ny,m =N = d(zp,zm) < d(xn, T) + AT, z,) <

Ce résultat nous permet de démontrer que les espaces métriques? (Q,] |) et (]0,1[, | |) ne
sont pas complets. Pour vérifier que (Q, | |) n’est pas complet prenons, par exemple, la suite
((1+ %)”)%N7 elle est une suite rationnelle car Q est stable par rapport aux opérations de
somme, division et puissance et a leur composition, de plus, il est bien connu qu’elle converge
vers e, la base des logarithmes naturels, donc, grace au théoreme 4.3.3 elle est une suite de
Cauchy en Q, interprétée comme sous-ensemble de R.

Néanmoins e est un nombre irrationnel, i.e. e € R\Q, ce qui montre 'existence d’au moins
une suite de Cauchy de Q qui converge hors de Q lui-méme.

De la méme maniére, dans (]0, 1[, | |) nous pouvons considérer la suite (1),,>1, évidemment
contenue en |0, 1] et convergente vers 0, donc de Cauchy sur ]0,1[c R, mais 0 ¢]0, 1].

Donc, malgré le fait que toute suite convergente soit nécessairement de Cauchy, I'inverse
n’est pas toujours vrai, c’est a cause de ca qu’il est utile d’introduire une définition pour
caractériser les espaces pour lesquels la condition de Cauchy est nécessaire et suffisante pour

la convergence %.

Déf. 4.3.2 (Espaces de Hilbert et de Banach) Soit V' un espace vectoriel de dimension
finie ou infinie.

— Si (V|| ||) est un espace vectoriel normé et complet, on dit qu’il est un espace de Banach ;

— Si (V,{, )) est un espace vectoriel avec produit scalaire et complet, on dit qu’il est un
espace de Hilbert.

Comme conséquence du théoreme de Tychonov, les espaces vectoriels réels ou complexes
normés de dimension finie sont tous des espaces de Banach, les espaces vectoriels
réels ou complexes avec produit scalaire de dimension finie sont tous des espaces
de Hilbert. Les espaces de Hilbert (de dimension finie ou infinie) sont, en tant qu’espaces
vectoriels normés complets, aussi espaces de Banach, le vice-versa n’est pas vrai en général
car, dans un espace de Banach, nous ne pouvons pas assurer ’existence d’un produit scalaire.

Nous allons rappeler deux résultats relatifs aux suites de Cauchy qui seront tres utiles
dans la suite. On commence par rappeler qu’'une suite dans un espace métrique est dite bornée
si tous les éléments de la suite peuvent étre inscrits dans un voisinage de rayon fini d’un seul
élément de la suite, comme précisé dans la définition suivante.

Déf. 4.3.3 Une suite (zp)neny dans une espace métrique (X,d) est dite bornée s’il existe
z*e X et M >0 tel que d(zp,x*) < M Vn e N.

3. On rappelle que Q n’est pas un espace vectoriel réel ou complexe, car il n’est pas stable par rapport au
produit par un scalaire réel ou complexe, donc, pour @ nous ne pouvons pas appliquer le théoreme de Tychonov.

4. On définit aussi les espaces de Fréchet, qui sont des espaces vectoriels topologiques localement convexes
complets par rapport a une topologie invariant par translation.
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Théoreme 4.3.4 Une suite de Cauchy est toujours bornée.

Preuve. Par définition, si (2, )nen est une de suite de Cauchy, il existe N. > 0 tel que la distance
entre xy. et tous les éléments x,, de la suite avec n = N est inférieure a ¢, i.e. d(zp,xn.) <€
Vn = N.. xn_ est alors un bon candidat pour jouer le role de z* dans la définition de suite
bornée.

Pour démontrer que c’est le cas, observons que les éléments de la suite correspondants a
une valeur de l'indice n inférieure a N, appartiennent a X, donc leur distance de x_ est finie
et nous pouvons définir la valeur :

r = max{d(zn.,x0),d(xN.,T1),...,d(TN., TN.~1)}

Si maintenant on définit M = max{e,r}, on obtient d(x,,zn.) < M ¥Yn e N. O
Le deuxieme résultat fait référence aux sous-suites, ou suites extraites.

Déf. 4.3.4 Soit (xy)nen une suite dans une espace métrique (X,d) et soit ¢ : N — N une
fonction strictement croissante, i.e. (n) > n pour tout n € N. Alors, la suite définie par
(Ty(n))nen est dite sous-suite, ou suite extraite, de la suite initiale (p)nen-

Comme simple exercice, le lecteur est invité & démontrer que, si une suite (x,)neny dans
une espace métrique (X, d) est convergente, alors aussi toutes ses sous-suites le sont et elles
convergent & la méme limite.

L’important résultat suivant montre que, pour les suites de Cauchy, 'ordre de cette
implication peut étre reversé.

Théoréme 4.3.5 Toute suite de Cauchy d’un espace métrique (X,d) qui posséde au moins
une sous-suite convergente, est convergente elle-méme et a la méme limite.

Preuve. Supposons que (Z,)nen soit une suite de Cauchy en (X, d) qui admette une sous-suite
convergente (xw(n))neN, ou ¢ : N — N est 'application strictement croissante définissant cette

sous-suite. Soit a la limite de la sous-suite, i.e. a = lim z, ).
n——+0o0 ®

Pour tout n € N, par la propriété triangulaire on a : d(wy,a) < d(Tn, Tym)) + d(Ty@); a),
nous voulons démontrer qu’il est possible de majorer la somme de deux termes de droite avec
une quantité € petite comme ’on veut.

Pour faire ¢a, allons utiliser la définition de suite de Cauchy pour (z,)neny pour écrire :

Ve > 03N € N tel que : m,n > N, = d(zp,z,) <

)

| ™

mais, comme ¢ est strictement croissante, ¢(n) > n > Ne, donc d(zp, Tym)) < 5-
Vu que la sous-suite (%:(n))neN est supposée étre convergente vers a, ¢a vaut que :

Ve > 03K. e Ntel que : n > K. = d(zy(n),a) < g,

mais alors ca suffit de considérer n > max{N,, K.} pour avoir d(zn,a) < d(wn,Tum)) +

d(z a) < s+ E5=eVe>0le z, — a.
(w(n)v) 2 T3 ) ™o
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Ce théoreme a des applications remarquables dans la théorie de I’optimisation, ou on
recherche la solution optimale a un probleme, réel ou abstrait, via la minimisation d’une
fonction opportune. Quand cette fonction est trop compliquée pour permettre une description
analytique de ses points de minima, nous sommes obligés d’approcher la solution avec un
algorithme itératif, qui arrive a un point de minimum de la fonction en passant par une suite de
points. Souvent, pour démontrer que I'algorithme itératif converge, nous utilisons le théoréeme
4.3.5 en démontrant que la suite de points définis par 'algorithme est de Cauchy et apres
en sélectionnant une opportune sous-suite, plus simple a analyser que celle initiale, que ’on
démontre étre convergente.

4.3.1 La complétude des espaces vectoriel

Pour un espace vectoriel métrique le fait de ne pas étre complet n’est pas un probleme si
grave, car il peut toujours étre complété d’une maniere essentiellement unique, comme le dit
le résultat suivant.

Théoréme 4.3.6 (Complétion d’un espace vectoriel métrique non complet) Si(V,d)
est un espace vectoriel métriqgue non complet, alors il existe un espace vectoriel métrique complet
(V,d) et une injection isométrique v : V. — V| i.e.

x1, 0 €V, 11 # 19 = 1(x1) # 1(x2)
Vi, 29 €V, d(z1,x2) = d(t(x1), (x2))

tels que 1(V') = V, i.e. l'image de V wvia ¢ est dense dans V.
Corollaire 4.3.1 Tout espace pré-hilbertien V' peut étre complété a un espace de Hilbert H.

Preuve. Nous allons montrer la preuve dans le cas d’intérét pour nous, celui d’un espace
pré-hilbertien, la preuve générale est conduite d’'une maniere analogue, en remplagant la norme
de la différence entre deux vecteurs par leur distance.

La complétion d’un espace pré-hilbertien V est, par définition, ’espace H1 de toutes les
suites de Cauchy (xy,)neny modulo la relation d’équivalence ~ définie comme ¢a : deux suites
de Cauchy (zp)nen €t (Yn)nen d’éléments de V' sont équivalentes si nl_ig@ |Tn — yn| = 0.

On écrit la complétion de V' comme ¢a : H = Hi/ ~ et ses éléments comme ¢a : [z]. On
va définir une norme sur H de la maniere suivante :

Vi e H, N[l = lim el

ou (xy, )nen est une suite de Cauchy quelconque dans la classe d’équivalence [z]. Cette définition
est indépendante du choix de la suite de Cauchy utilisée comme représentant pour la classe
d’équivalence, vu que, si (yn)nen € [x], alors, vu que | ||z, || — [|yn|l| < ||[2n — ynl|, sl on passe &
la limite on obtient :

Lzl = llyell| < Hmflzn —yall =0,
ie. lim [l = lm |y,
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Maintenant on va définir un produit scalaire sur H compatible avec la norme ci-dessus :
(ol lyD) = lim Gy,

ol (Zn)neN €t (Yn)nen sont deux suites de Cauchy quelconques dans les classes d’équivalences
[x] et [y], respectivement.

Pour vérifier que ce produit scalaire est bien défini, il faut vérifier que la limite qui le
définit existe et qu’elle ne dépend pas des représentants choisis.

On commence par Iexistence de la limite : pour faire ca, il suffit de démontrer que la suite
{(Zn,yn) (suite en K1) est de Cauchy, en fait, vu que K est complet, la limite existe. Observons
que, Yn,m € N, grace a I'inégalité triangulaire et & celle de Cauchy-Schwarz on peut écrire :

2> Yn) — {Tm, Ym)l = KTns Yn) — &y Ym) + {Tns Ym) — T Ym,)|
= |<1’n, Yn — ym> + <$n - xmaym>| < |<:Emyn - ym>| + |<l‘n - xm,ym>|

< [zl lyn = ymll + 20 — 2wl lyml = — 0,
n,m—-+0o0

car ||zy|| et ||yn|| sont bornées vu que (y)nen €t (Yn)nen sont de Cauchy.
Maintenant on vérifie que la limite ne dépend pas des représentants choisis : soient (£y)neN
et (7n)nen deux autres représentants des classes d’équivalences [z] et [y], respectivement.
Observons que, avec des manipulations algébriques directes, on peut écrire :

<xna yn> = <xn — &t & Yn — N + "7n> = <-Tn —&n, yn> + <€n7 Yn — "7n> + <fna nn>a
mais

KZn = &ns Yn) + oy Un — M)l < llzn — Eall llynll + 1€l lyn — mall n — 0

,M—>+00
vu que (wn)neN; (fn)neN € [JJ] et que (yn)nENa (nn)neN € [y]v et donc :
<[x]7 [y]> = nlll}rlw<$na yn> = nlll}rlw<€n’ 77n>‘

Grace a la continuité du produit scalaire sur V', toutes ses propriétés sont transportées par
I'opération de limite sur H.
Il reste tout simplement 1’isométrie a vérifier :

Il = lim flall = lim /G,y = VAL D, Vel € .

Une preuve alternative peut étre consulté dans le livre [8].

4.3.2 Une caractérisation de la complétude d’espaces vectoriels normés via
séries
Dans cette section nous allons examiner un critere de complétude pour les espaces vectoriels
normés, tres utile dans la pratique, qui fait appel aux séries.

122



Explicitement, la définition de condition de Cauchy pour la suite des sommes partielles

d’une série Y est :
neN

Ve >0dN. >0 : n,m > N, = <eg,

n m
PIETEDICS
k=0 k=0

les deux indices n et m varient indépendamment I’'un de 'autre et nous pouvons supposer,
sans perdre de généralité, que 1'un soit toujours supérieur a 'autre. Pour fixer les idées,

n m

2Tk — D Tk 2 Tk

k=0 k=0 k=m+1
de Cauchy pour les séries peut étre réécrite comme ca :

7

supposons que n > m, alors, = , ceci implique que la condition

n

2, =

k=m+1

Ve>0dN. >0 : n>m >N, = <e. (4.9)

Nous allons utiliser cette observation dans la preuve du résultat suivant.

Théoréme 4.3.7 (Caractérisation complétude espaces normés via séries) Un espace
vectoriel normé (V|| ||) est complet si et seulement si toute série d’éléments de V' absolument
convergente est aussi (simplement) convergente en V.

Preuve. La preuve de I'implication directe est, presque, un simple exercice d’écriture de
la condition de Cauchy (4.9). La preuve de 'implication inverse, par contre, est bien plus
compliquée.

: Supposons que (V] ||) soit complet et démontrons que si >. |z, est convergente, alors

neN
aussi Y, @, est convergente en V.

neN

Par complétude, la convergence de ) ||z, équivaut a la condition de Cauchy (4.9), i.e.

neN

n
Ve>03IN. >0 :n>m>N. — > |of <e, (4.10)
k=m+1
n n n
mais || >, zx|| < D |xkll, donc aussi la suite des sommes partielles <Sn = > a:k>

k=m+1 k=m+1 k=0 neN

est de Cauchy, i.e. Y| x;, est convergente.

neN
: supposons maintenant que toute série d’éléments de V' absolument convergente soit aussi
simplement convergente en V', il faut démontrer que ceci implique que V' est complet, i.e. que
toute suite de Cauchy (z,,)pen < V, i.e.

Ve>03IN. >0 : nnm= N, = |z, —zp] <¢

converge en V, i.e. qu’il existe Z € V tel que (zp)nen = T.
n—-+ao0
La condition de Cauchy doit étre valide pour toute valeur de € > 0, et donc, aussi pour

€k = 2%, k € N, par conséquent, toute suite de Cauchy de V vérifie

- ~ 1
VE=03IN, >0 : nym = N = ||z, —zpn] < o (4.11)
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Vu que 2,6% < 2%, stirement Nj,1 = N, mais alors il suffit de définir N, = %njg{Nk” > Ni}
€

pour tout k& € N pour avoir une suite de nombres naturels strictement croissante (Ng)g=0-
Gréce a ca, nous allons définir la suite extraite (zn, )geny © V de (zn)neny qui vérifie :
1
Vk >0, H:L'Nk — TN, H < ok (4.12)
L’intérét de considérer cette sous-suite est que, si elle converge en V, i.e. s’il existe T € V tel

que lim zpy, = &, alors, grace au théoreme 4.3.5, aussi la suite initiale (x,,)nen converge vers
k—+00

zeV.

Pour terminer la preuve, donc, il faut démontrer que la suite extraite (zn, )ren est conver-
gente en V. Comme on n’a aucune information sur la convergence de la suite originale
(n)nen, on ne peut pas penser de démontrer directement la convergence de (xn, )ken, il faut
nécessairement passer par une astuce qui fait entrer en jeu ’hypothése que les séries absolument
convergentes en V impliquent la convergence simple des séries en V.

Le lien avec les séries est obtenu via une technique géniale dans sa simplicité : la
réécriture de la suite extraite (zn, )rey comme une suite de sommes partielles
télescopiques. Pour faire ¢a on utilise (2, )keny pour définir une nouvelle suite (yi)reny < V
de la maniere suivante :

Yo = TN,
0 donc : (Yg)keN = (TNg» TNy — TNgs TNy — TNy« - -)s
Y = a:Nk —me_l, Vk) = 1,
alors
k
DU =BG + TNT — BN+ TN — IND o+ DN, — TNy = TN,
— N—— ~— ~— - [ ——
=0 Yo y1 Y2 Y
k
et ga vaut Yk € N, donc | > = (TN ) pen-
j=0

En résumé, la complétude de V, i.e. la convergence en V' d’une suite de Cauchy arbitraire
(%n)nen, est impliqué par la convergence en V' de la suite (zn,) .y celle-ci est équivalente a

k 0
la convergence en V de | >} y; , 1.e. & la convergence simple de la série )] yi. Grace a
I=0 / ken k=0
I'hypothese de départ, si on prouve que Y, |lyx|| est convergente, le théoréme sera completement
keN
démontré. Pour faire ¢a, allons expliciter les termes de la série > ||yx]| :
keN

K

e} o0 es}
Sllell = llwoll + X llwwll = llwoll + Y. low, — zn || = lwoll + D [Jen, — 2w,
keN k=1 k=1 k=0

1
2k

0 o0 1 k 1
Sl = ool + 3 e — 2] < ol + 3 () _ Jlwoll +
k=0 o \2 1

_1
keN 2

mais, grace a U'inégalité (4.12), ¢a vaut Ha:NkH — :cNkH < 5= (%)k Yk = 0, donc :

= llyoll +2 < +e0,

ou on a utilisé la formule da la somme de la série géométrique.
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Donc, Y] |lyk|l est une série a termes réels positifs et bornée, et alors elle converge grace a
keN

un résultat classique de la théorie des séries. O

Si, dans le théoreme précédent, (V)| ||) s’avere étre complet, alors la suite de Cauchy
(Tn)nen < V considéré au début de la preuve est convergente et ainsi le sera la sous-suite
(N, Jken et, bien str, vers la méme limite. Nous formalisons ce résultat important dans le
corollaire suivant.

Corollaire 4.3.2 Soit (V,| |) un espace vectoriel normé complet et soit (zp)neny < V une
suite convergente vers xo € V, alors il existe une suite extraite (xn, )gen qui converge vers .

L’exponentiel matriciel

Nous allons examiner ici un exemple important d’application du théoreme de caractérisation
des espaces vectoriels normés complets : la définition de ’exponentiel matriciel.

Déf. 4.3.5 (Exponentiel d’une matrice) Soit A € M(n,K) une matrice carrée® avec des

coefficients dans le corps K =R ou C. Alors l'exponentiel de A est la matrice définie comme
ca :

La bonne définition de e? est tres simple & démontrer si nous utilisons le théoréme que nous
venons de prouver. Considérons, par exemple, la norme de Frobenius de A :

1/2

1Al = {2 ay ]

i=1j=1

elle est la norme Euclidienne du vecteur de K" obtenu par A via ordre lexicographique,
i.e. en mettant en séquence 'une apres autre, les lignes de A. On va prouver que la série
I, + A+ % + ‘g—f + %f + ... est convergente dans la topologie de M(n,K) engendrée par cette
norme et donc elle est convergente par rapport a toute autre norme, grace au théoreme de
Tychonov.

M(n, K) est homéomorphe a K" Euclidien, que 'on sait étre un espace normé complet,
donc, pour montrer que e est bien défini, ca suffit de montrer que la série qui définit e”
converge absolument, vu que le théoreme 4.3.7 implique la convergence simple.

La preuve de la convergence absolue est tres simple : il suffit de considérer 'inégalité
suivante |A*| < |A|¥, vérifiée par la norme de Frobenius pour tout k& € N et pour toute
matrice A € M(n,K), pour écrire

i HATH < i HAl]’“ _ ol
= k! = k!

ot on a utilisé le fait que |A| est un nombre réel > 0 et que le rayon de convergence de la
série exponentielle en R est infini.

5. L’exigence que A soit carrée vient du fait qu’on doit considérer des puissances de A, qui ne sont pas
définies, pour des raisons dimensionnelles, si A n’est pas carrée.
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4.3.3 Le théoréme de point fixe de Banach

Le résultat que 'on va discuter dans cette section est de grande importance pour beaucoup
de champs différents des mathématiques (analyse, topologie, équations différentielles, etc.).
Tout d’abord il faut rappeler la définition suivante.

Déf. 4.3.6 (Contraction) Soient (X1,d1) et (Xa,d2) deuz espaces métriques quelconque et
soit k €]0, 1[ une constante réelle. L’ application f : X1 — Xo est dite étre une contraction de
rapport k si, pour tout x,y € X1, ca vaut que :

d2(f(2), f(y)) < kdi(2,y). (4.13)

La plus petite valeur de k pour laquelle ¢a vaut (4.13) est dite étre la constante de Lipschitz
de f.

Il est immédiat de vérifier qu'une contraction est toujours une fonction continue : pour
toute valeur € > 0, fixons un élément arbitraire T € X; et considérons les éléments y € X tels
que dq(Z,y) < e, alors, par définition de contraction, da(f(Z), f(y)) < kd1(Z,y) < ke < &, car
k €]0, 1[, donc la fonction f est continue en Z. Comme Z est un élément arbitraire de X1, f
est continue sur tout Xj.

Remarque 4.3.1 A partir de la définition, il suit que la distance (dans le codomaine) des
images d’un couple d’éléments via une contraction est inférieure a leur distance initiale.
Néanmoins, ceci ne veut pas dire que nous pouvons redéfinir une contraction en demandant
seulement cette propriété, i.e. la définition ci-dessus n’est pas équivalente & demander que,
pour tout x,y € X1, x # y, do(f(z), f(y)) < di(x,y), en fait, si f satisfait cette requéte, nous
disons qu’elle est une contraction au sens faible, ou une application qui réduit les distances
entre points.

Pour comprendre la différence, subtile, entre le deux définitions, observons que si f est une
contraction au sens faible, alors, pour toute couple z,y € X1, z # y, il existe k; 4, €]0, 1] tel que
da(f(2), f(y)) < kzydi(x,y),ie. kyy n’est pas une constante, comme requis par la définition de

contraction. Les deux définitions coincident si et seulement si sup k&, , = k €]0, 1], néanmoins,
z,ye X1

cette condition n’est pas forcement vérifiée : le sup existe stirement car {k,,, =,y € X1, = # y}

est un sous-ensemble borné de R, mais il peut étre 1 et non pas strictement inférieur a 1,

comme demandé dans la définition de contraction.

Parmi toutes les contractions, celles qui ont domaine et image dans un espace métrique
complet ont la propriété splendide décrite dans le théoréeme classique suivant.

Théoréme 4.3.8 (Théoréme de point fixe de Banach) Soit (X,d) un espace métrique
complet et f: X — X une contraction en X de rapport k €]0,1[, alors f admet un seul point
fize, i.e. il existe un seul T € X tel que f(Z) = .

Preuve. Soit a € X un élément quelconque. Définissons la suite (zp,)ney © X définie par
récurrence comme ¢a :

Trog=a
LT = f(l‘nfl)a n =1
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Nous allons d’abord montrer tres simplement que si cette suite admet une limite en X, alors
cette limite est un point fixe pour f. L’unicité du point fixe sera une conséquence banale de
la définition de contraction. Nous allons vérifier & la fin que, en effet, la suite (x,)pen est
convergente, ce qui est plus compliqué a prouver.

— Sl existe X 5% = lim x,, alors T est un point fixe pour f : la preuve de cette

n—+ao0

affirmation consiste en utiliser un simple argument de continuité. En fait, en ayant déja
remarqué qu’une contraction est continue, si nous faisons tendre n vers +oo dans la
définition de la suite, i.e. z,, = f(x,_1), nous avons :

nLHJIrloo In = nLirJrrloc (@n-1) = 7= f(nLHEoo Tno1) == 7= [(2),

i.e. T est un point fixe pour f, ce qui explique I'intérét de considérer la suite définie par
récurrence (X, )neny qu’on a considéré ci-dessus.

— Unicité du point fize : solent ,y € X deux point fixes pour f,i.e. f(Z) =2z, f(y) =7,
allons démontrer que leur distance est nulle, i.e. que T = ¥, grace a la définie positivité
de la distance, en utilisant la définition de contraction :

d(z,y) = d(f(2), f(y)) < kd(z,9),
mais k €]0, 1], donc cette inégalité & du sens si et seulement si d(z,y) = 0, i.e. T = .

— Convergence de la suite : ici ¢’est ou nous utilisons ’hypothese que (X, d) soit complet,
en fait, grace a ¢a, si nous démontrons que (z,)nen est une suite de Cauchy, alors
elle sera convergente. Pour cela, nous observons tout d’abord que, pour tout n > 1 la
définition de la suite et 'hypothese que f soit une contraction permettent d’écrire

d(Tn+1,2n) = d(f(20), f(Tn-1)) < kd(Tn, Tn—1),
d’ou, par itération,
d(Zp, Tp—1)
2d(Tp—1, Tn_2) (4.14)
.. < K"d(z1,20),

d(xn+1a $n) k
k

INCINN

i.e. la distance entre deux éléments consécutifs, z,4+1 et x,, de la suite (z,)nen est
majoré par k™d(x1, o), & noter que la puissance de k est égale a 'indice le plus petit.
Soient maintenant n,m € N deux indices naturels arbitraires mais différents. Sans
perdre en généralité, nous pouvons imaginer que n < m, alors m —n = p € N et on
peut écrire m = n + p de maniere que d(xy,, Tn) = d(Tpn4p, Tn). En itérant la propriété
triangulaire de la distance, nous avons :

A(Tntp, Tn) < ATnsp, Tntp-1) + d(Tnip-1, Tngp—2) + ... + d(Tnt1, Tn).

Nous observons que tous les termes du coté droit de I'inégalité sont des distances entre
deux éléments consécutifs de la suite (z,,)nen, grace a ¢a, nous pouvons appliquer la
majoration donnée par (4.14) et écrire :

A(Tntp, Tntp—1) < kn+p_1d(3317350)

d(xn-&-p—l) xn+p—2) < kn+p_2d(331, xO)

d(Tpt1,2n) < k"d(z1, 0)
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i.e.
A(Tppy2n) < (B"TPE 4 BTPT2 4 K™Y d (21, 0)
= (kP71 P2 4+ D)E (21, 20)

= (pz_] kj) E"d(zy, xo)

j=0
40
< (Z kj) knd($1,$0),
ki>0 \
7=0
+o0
mais Y, k7 est une série géométrique de raison k €]0, 1[ et donc elle converge vers ﬁ,
j=0
par conséquent
k'ﬂ,
d(Tp4p, Tn) < ﬂd(xl,mo).
En rappelant que d(zp4p, Tn) = d(zpm, zy), m > n € N arbitraires, nous avons que
kn
d(Tm, Tp) < ﬂd(l‘l,xo) S 0,

ce qui implique que (zy,)nen est une suite de Cauchy et alors elle converge a un élément
Z € X par I’hypothese de complétude de X. O

Nous insistons sur le fait que le premier élément de la suite (x,,)nen est totalement arbitraire :
meéme s’il est choisi tres loin du point fixe Z, la suite arrivera au point fixe par la limite.
Evidemment, quand il est possible, un choix judicieux du point de départ xg permet le plus
souvent d’accélérer la vitesse de convergence de la suite.

Voyons un exercice tres intéressant proposé dans [13].

Exercice 4.1

1. Donner un exemple d’espace métrique (X, d) et de contraction f : X — X n’ayant
aucun point fixe.

2. Donner un exemple d’espace métrique (X, d) complet et d’application f: X — X qui
réduit strictement les distances, i.e. telle que d(f(x), f(y)) < d(x,y) Vz,ye X, z # v,
et qui n’admet aucun point fixe.

3. Montrer que le probleme de Cauchy

{:L'/(t) = Lsinz(t)

S0 — 1 (4.15)

possede une unique solution ¢ : [—1,1] — R.

Solution de ’exercice 4.1

Pour le point 1. et 2. il s’agit, évidemment, de mettre en défaut le théoréeme de point fixe
en enlevant une hypothese : en 1. nous considérons un espace métrique non complet, en 2. nous
considérons une application qui réduit strictement les distances, que, comme nous ’avons vu,
est une hypothese moins stricte par rapport a demander que ’application soit une contraction.
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1. Il faut évidemment considérer un espace métrique non-complet. Nous avons déja vu
dans le cours que (]0,1[,| |) n’est pas complet. Dans cet espace métrique considérons,
par exemple, la fonction f :]0,1[—]0, 1[, f(x) = %ZC, alors :

1 1 1’ |<1’ |
—x— -yl =l —y| < z|lz—yl,
Y1=5 sy Y

ey 0L 150 - S0l = 5o g

donc f est une contraction de rapport k = 1/2. Néanmoins, I’équation de point fixe pour
f,ie. f(x) = x, n’a évidemment pas de solutions en ]0,1[ car 1z = z si et seulement

2
siz=0¢]0,1[.

2. Considérons 'espace métrique (X,d) = ([0,+oo[,| |) et I'application f : [0, +o0[—
[0, +oo[ définie par : f(z) = V22 + 1. Si on fixe deux éléments arbitraires x, y € [0, +0],
alors, grace au théoréme des accroissements finis, il existe un élément & € [0, +o0[
strictement inclut entre x et y, tel que :

/ §
f@) = fly) = (@ -y f&)=(z *y)ﬁ~

Comme /2 + 1 > /&2 = £ € [0, +0], alors \/;2? < 1,ie. |f(z) — fly)| < |z —1yl,
c’est-a-dire, f décroit strictement les distances.
Néanmoins, en [0, +00[ ’équation de point fixe pour f, i.e. x = Va2 + 1, peut étre

écrite comme 22 = 22 4+ 1, i.e. 1 = 0, qui n’a évidemment pas de solutions, donc f
n’admet pas de point fixe.

3. De la théorie des équations différentielles il est connu que résoudre le probleme de
Cauchy (4.15) est équivalent a déterminer une fonction ¢ € C([—1,1]) qui satisfait
I’équation intégrale de Volterra suivant :

o(t) = ;L sin p(s)ds + 1. (4.16)

11 est instructif de vérifier cela. D’un coté, si ¢ est une solution de (4.15) alors, par
définition, ¢ est différentiable, et donc continue. En intégrant de 0 a t les deux cotés
de I’équation différentielle on obtient Sg ¢'(s)ds = %Sg sin p(s)ds, i.e. p(t) — ¢(0) =
%Sg sin p(s)ds. La condition initiale (4.15) donne ¢(0) = 1 et alors ¢ satisfait p(t) =
1¢t .

5 §osino(s)ds + 1.

De D'autre coté, supposons que ¢ satisfait (4.16), alors la fonction intégrale 3 Sé sin p(s)ds+
1 est dérivable Vt € [—1, 1], car sinop est continue et I'opération d’intégration rend
dérivable une fonction continue. En dérivant (4.16) nous obtenons ¢'(t) = 3 sin¢(t)
avec ¢(0) = 1, i.e. o satisfait (4.15).

Ce qu’on vient de vérifier, motive l'intérét vers ’espace C([—1, 1]), qui est un espace de

Banach quand on le muni de la norme || f| = sup |[f(¢)|. Considérons 'application
te[—1,1]
suivante :

FooCo(-11]) — C([-1,1])
f — F(f),
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ou F(f) est la fonction continue sur [—1,1] a valeurs réelles définie par I’expression
analytique F(f)(t) = %Sé sin p(s)ds + 1, pour tout ¢ € [—1,1]. Il est clair que, si nous
arrivons a démontrer que F' est une contraction, alors la preuve du fait qu’il existe une
seule solution du probleme de Cauchy (4.15) sera terminée.

Pour cela, considérons deux fonctions f,g € C([—1,1]) quelconques et ¢t € [—1,1]
arbitraire, alors :

P - Fo))] =

f [sin f(s) —sing(s)]ds

0

< % fot |sin f(s) —sing(s)|ds

(en utilisant la formule sinp — sing = 2sin (]92—q> cos <p—;—q>)

Jt . f(s)—g(s)  f(s)+g(s)
0 2 2

ds‘

< Jt Sinw ds

t
1fo—ﬂ%

e bt o <D
-l

En résumé : |F(f)(t) — F(g)(t)| < HfggH vt e [-1,1], donc :

[F(f) = F(g)l = sup !F(f)(t)—F(g)(t)!<%\|f—g\|,
te[—1,1]

i.e., F est effectivement une contraction et la these de I'exercice est prouvée. O

4.4 Exemples remarquables d’espaces de Banach et de Hilbert

Dans cette section on va introduire des espaces fonctionnels d’importante fondamentale en
mathématique. En particulier, on démontrera que certains de ces espaces sont de Banach et
certains autres sont de Hilbert. Une fois fait, on énoncera des théoremes de densité parmi ces

espaces.
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4.4.1 Les espaces L? et (P et leur complétude

Dans les définitions suivantes K sera soit R, soit C. Soit (X, .4, 1) un espace mesuré. Pour
tout 1 < p < +00, on définit :

LP(X, A p) = {f : X > K, f mesurable : J |f|Pdu < —i—oo} :
X

L’ensemble LP(X, A, i) devient un espace vectoriel si on définit la structure vectorielle
ponctuelle, ie. Vo, e K,Vf,ge LP(X, A, p) :

af+p6g: X — K
= (af +Pg)(x) = af(x) + Bg(x).

Cette opération de combinaison linéaire est bien définie grace a la célebre inégalité de
Minkowski % pour les intégrales (dont on assumera la preuve) :

1/p 1/p 1/p
<f|f+ngQ <(f vwa +<f|mﬂm)
X X X

de plus, la multiplication par les scalaires «,  n’affecte bien str pas I'intégrabilité de f, g et

donc la définition est cohérente.
1/p
1= ([ trean) |
X

Si on écrit :
alors les propriétés de l'intégrale de Lebesgue donnent :
— Positivité (non définie) et homogénéité :

(4.17)

[£lp =0, [Afllp = A Sl ¥f e £2(X, A ), Ae K.
— L’inégalité de Minkowski (4.17) devient I’inégalité triangulaire " pour | |, :

1+ aglp < flp+lglp, VS, g€ LP(X, A, p).

— Cependant,
|flp = 0= f =0 (la fonction nulle),

en fait toute fonction g € LP(X, A, u) nulle p.p. est telle que [|g|, = 0 et donc le fait
d’avoir une valeur nulle de | ||, n'implique pas que d’étre la fonction nulle partout
f(z)=0VxeX.

6. Par itération, on arrive & pouvoir écrire I'inégalité de Minkowski généralisée, qu’on utilisera dans la

suite :
n P 1/p n 1/p
(L[S ] )& (fmrae)™

n

7. Par itération :

fr
1

< Y el (4.18)
P k=1

k=
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Donc, | |, est une semi-norme sur LP(X, A, p). Le fait d’avoir une semi-norme ne
permet pas d’utiliser la propriété suivante (tres utile dans la pratique) : si la norme de la
différence entre deux éléments d’une espace normé est nulle, alors les deux éléments coincident,
vu qu’ils peuvent différer sur un ensemble de mesure nulle. La stratégie de passer par la norme
pour montrer I'unicité d’un objet mathématique est utilisée quand c’est difficile de prouver
I'unicité en travaillant directement avec les éléments de ’espace normé.

La solution au probleme consiste a opérer le quotient sur un sous-espace opportunément
choisi, i.e.

N ={f:X —> K, fmesurable : f =0 p.p},

I’espace quotient :

‘Lp(Xv 'A’ :u) = Ep(Xa -’47 :u)/N ‘a

formé par les classes d’équivalence de fonctions mesurables sur X, absolument intégrables en
puissance p et égales p.p, est donc un espace vectoriel normé avec norme | ||,

Grace aux considérations de 'annexe A, il est immédiat de voir que, fixé un représentant
f d’une classe d’équivalence de LP(X, A, 1), toutes les autres fonctions g qui appartiennent a
la méme classe peuvent étre écrites comme ¢a : g = f + h, ou h: X — K est nulle p.p.

Par simplicité de notation il est usuel d’identifier une fonction représentante et la classe
d’équivalence a laquelle elle appartient en les écrivant avec le méme symbole. De plus, quand
ce n’est pas important de spécifier X, A et p on écrira tout simplement LP.

Remarque 4.4.1 Soit X € K" avec la mesure de Lebesgue. Considérons deux fonctions
frge LP(X, A, u) continues sur X et différentes au moins dans le point xg € X : f(xg) # g(x0).
Par définition de continuité :

Ve >035. >0 : zeUs.(xg) = f(z) € U(f(x0)) et g(x) € Us(g(x0))

mais, par la propriété de séparabilité de K", e > 0 tel que U-(f(z0)) n U:(g(z0)) = &, i.e.
39: > 0 tel que x € Us_(xo) implique f(x) # g(z), i.e. si deux fonctions f et g, continues, sont
différentes en un point z, alors elles sont différentes aussi sur un voisinage Us_(xo) de rayon
0: > 0. Ce voisinage a une mesure de Lebesgue non nulle, et donc les deux fonctions ne sont
pas égales p.p.

Autrement dit : deux fonctions continues sur X ¢ K" ne peuvent pas étre égales
P-p- : soit elles sont la méme fonction, soit elles sont différentes sur un ensemble de mesure de
Lebesgue non nulle. Donc, deux fonctions continues de £P(X, A, i) qui sont différentes
au moins dans un point sont deux éléments différents de LP(X, A, 1), car elles sont
des représentants de deux classes d’équivalence différentes.

Si p = 2, alors on peut définir un produit scalaire sur L?(X, A, p) :

<f,g>=Lfgdu s K=R et <f,g>=fxfgdu S K = C.

Ces produits scalaires sont bien définis grace a la célebre inégalité de Holder pour les
intégrales (dont on assumera la preuve) : si p,q > 0 sont des exposantes conjugués, i.e.
% + % = 1, alors ca vaut que

1/p 1/q
f |fgl du < (f |fIP du) <J lg|? dﬂ) ) (4.19)
X X X

132




évidemment p = ¢ = 2 sont deux nombres conjugués et alors le produit scalaire introduit
ci-dessus est bien défini. La preuve qu’il vérifie les axiomes de produit scalaire est laissé comme
simple exercice, on remarque seulement que l'inégalité de Holder pour p = ¢ = 2 implique
la validité de l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour lespace L*(X, A, 1), en fait, pour toute
fge L2(X, A p) :

1/2 1/2
el = |[_sfoan < [ 1rataw < ([ 152 an) ([ 1P au) = 170l

Un cas particulier des espaces LP est celui des espaces ¢P, qui sont définis avec les choix
suivants :

— X : un ensemble dénombrable, typiquement X = Nou X = 7Z;

— A =P(X), lensemble des parties de X ;

— 4 : mesure de comptage, i.e. u: P(X) — [0,+o0], u(A) =card(A) VA € P(X) qui
a un cardinal fini et (A) = +00 si card(A) n’est pas fini.

Avec ces choix, toute fonction f : X — K, est mesurable et identifiable avec une suite
d’éléments de K, qu’on écrira (2, )nen. Donc, explicitement ® :

P(N,K) = {(xn)neN, D el < +oo}

neN

et pareil si on échange N avec Z.

Quand ce n’est pas important de spécifier N ou Z ou un autre ensemble dénombrable, on
écrira tout simplement ¢P. La structure linéaire de ces espaces est la méme des espaces LP, i.e.
elle est définie ponctuellement, et la norme de (z,,)nen € P(N, K) est :

1/p
| Ennentl, = (2 w) ,

neN

et pareil si on échange N avec Z. L’inégalité triangulaire pour cette norme est garantie par
I’inégalité de Minkowski pour les séries :

1/p 1/p 1/p
<Z | + yn|p> < (Z |:z:n|”> + (Z Iyn|p>
neN neN neN

Comme pour les espaces LP, si p = 2, on a la possibilité de définir un produit scalaire sur
2

(4.20)

(X, Yn) = Z Tpyn| st K=R et |{xn,yn) = Z Tn¥n| st K=C,

neN neN

et pareil si on échange N avec Z, ou n’importe quel autre ensemble dénombrable.

8. Les espaces £7(N, K) sont des sous-espaces vectoriels de 'espace vectoriel K := {(2n)nen, 2n € K ¥n € N}
des suite a valeurs en K muni de la structure linéaire définie ponctuellement. Pareil si on échange N avec Z,
dans ce cas on parle de suites bilatérales.
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La bonne définition du produit scalaire est garantie par 1’inégalité de Holder pour les
séries : si p,q > 0, % + é = 1, alors ¢a vaut que

Remarque 4.4.2

— Le produit scalaire de £2(N,K) est la généralisation en dimension infinie du produit
scalaire de £2(Zy) ;

— Le role des inégalités de Minkowski et de Holder dans la définition des espaces LP
et /P devrait étre clair : I'inégalité de Minkowski sert pour garantir ’existence d’une
structure linéaire et celle de Holder pour assurer la bonne définition du produit scalaire
dans le cas p = 2;

— Les normes || |, avec p # 2 ne sont pas hilbertiennes : il est possible de trouver des
exemples d’éléments des espaces LP, p # 2, pour lesquels I'identité du parallélogramme
n’est pas vérifiée.

On va maintenant démontrer que les espaces LP et /P avec 1 < p < 400, p # 2, sont
des espaces de Banach, et pour p = 2 ils sont des espaces de Hilbert.

La complétude de I'espaces L([0, 1]) a été démontré indépendamment par Ernst Sigismund
Fisher (1875-1954, mathématicien autrichien) et Frigyes Riesz? en 1907. Riesz a démontré en
1910 que tous les espaces LP[0, 1] sont complets.

Théoréme 4.4.1 (Riesz-Fisher) Pour tout 1 < p < 40, les espaces (LP(X, A, p), | |) et
(P, | |lp) sont complets.

Preuve. Riesz a utilisé ’artillerie lourde pour prouver ce résultat : le théoreme de caractérisation
des espaces vectoriels normés complets, le lemme de Fatou, I'inégalité de Minkowski généralisée,
le théoreme de convergence monotone et celui de convergence dominée sont mélangés pour
compléter la démonstration.
©¢]
Considérons une série quelconque >, fi en LP(X, A, 1), 1 < p < +00, qui soit absolument

k=0
convergente, i.e.

a0
D Ifwll, = M < +eo,
k=0

alors, grace au théoreme 4.3.7, pour montrer que LP (X, A, ) est complet, il suffit de démontrer

que Y| fx converge en norme, i.e que 35 € LP(X, A, p) telle que :
keN

— 0. (4.21)

n—+0o0
p

dife—S
k=0

9. Frigyes Riesz (1880-1956), mathématicien hongrois qui a donné des contributions d’importance énorme
dans le développement de ’analyse fonctionnelle. . .et pas que...
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Le premier pas pour déterminer la fonction S consiste a définir la suite
n
(gn)neNa gn = Z |fk|, Vn e N.
k=0

Grace a l'inégalité de Minkowski généralisée (4.18) on a que :

( L@n)pdu) Y ol = ;0 Sl

donc

M < +o0,

par hypothese)

n o0
< 0 all, < D0 I,
p k=0 k=0 (

J (gn)Pdp < MP, VneN (4.22)
X

i.e. (gn)P est une suite de fonctions monotones croissantes de fonctions intégrables et la suite
des intégrales est bornée.

Le théoréeme de convergence monotone 3.6.1 nous assure que la fonction limite ponctuelle
nETw(gn)p(x) est finie p.p. sur X, i.e. Ve € F € X et u(X\F) = 0. Nécessairement, Vx € E,

aussi la limite ponctuelle

n—+0o0 n——+0o0

o(0) = lim (o) (= tim [0,

existe finie.

0 o0 o0
Vu que, Ve e E, >, fi(z) < X |fu(x)| = g(x), la série Y| fr(x) converge p.p. sur X.
k=0 k=0 k=0

Nous allons maintenant construire la fonction S : X — K que 'on cherche :

’ﬁlo fe(z) zeFE
0 ze X\E.

S(z) =

Cette définition assure que S est mesurable, le fait que S € LP(X, A, u), i.e. que SX SPdu
existe fini p.p., est une conséquence du théoreme de convergence dominé 3.6.3 et du lemme de
Fatou 3.6.2. Pour démontrer ¢a allons considérer la suites de sommes partielles pour SP, i.e.

s =(E0) < (£ 10) = G

(gn )P est une suite positive croissante, donc

(Sn)P(z) < (9n)P(z) < Tim (gn)"(x) = ¢"(z),  VeeE. (4.23)

n——+o0

Par monotonie lirf (gn)?(z) = lim Jirnf (gn)P(z) et donc, grace au lemme de Fatou on obtient
n—+0o n——+0o

Pduy < lim Pd < lim MP = MP < +o.
Lg p< lm o X(gn) Moo

La fonction positive et mesurable gP est donc intégrable p.p. sur X, grace a cette information
et a I’équation (4.23), i.e. (S,)P < ¢gP Vn € N, on peut invoquer le théoreme de convergence
dominée pour garantir que S?, la limite p.p. de (S,,)P, converge sur X, i.e. S € LP(X, A, ).
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Pour terminer la preuve du théoreme il faut démontrer que la fonction S est celle qui
vérifie ’équation (4.21), i.e.

M-S D=2 I
k=0 k=0 k=0

ou on a évité d’écrire 'intégration sur X\ E car u(X\E) = 0. Avec les notations qu’on a utilisé,

on peut réécrire d’une maniere plus simple la condition de convergence en norme | |, de la
0

série ). fr & S comme ca :
k=0

p
— 0 < lim dp =0,
n—+o0 n—+0o0 E

p

n—+0o0

lim [IS, =S|, =0 < nETwJE|Sn—S|de=O,

il est évident que, si on démontre qu’on a le droit d’échanger 'intégrale avec la limite, alors le
résultat est vrai, vu que, dans ce cas :

lim f |Sn—S|pd,u=f lim |S, —S|Pdu = | im S, —SPdu=0.
notOJE EN+0 (S ne dépend pas de n) Jg n—>+©
Pour obtenir la possibilité d’effectuer ’échange, on observe qu’on peut écrire la majoration
suivante :

1S (@) = S(@)[P < (ISn(2)] + [S(@))P < (9(2) + g(2))" = (29(2))" = 2"(g(x))" Vx e E,

comme § gPdp < MP < +00, cette majoration assure que la suite (|Sy(z) — S(x)[P)pen vérifie
les conditions du théoreme de convergence dominée, qui garantit la possibilité d’échanger
limite et intégrale.
Q0
Ceci, comme dit ci-dessus, assure que la série Y. fi en LP(X, A, u), supposée étre absolu-

k=0
ment convergente, est aussi simplement convergente. Donc, tous les espaces LP(X, A, 1) avec

1 < p < o0 sont complets.

Comme les espaces /P sont des cas particuliers des espaces LP, le résultat vaut aussi pour
ces espaces V1 < p < 0. O

Exercice 4.2

Soit a = (@, )nen une suite de nombres réels strictement positifs, on note £2 (N, C) I'espace

vectoriel formé des suites de nombres complexes (uy, )pen Vérifiant > ap|u,|? < 4+00. Montrer
neN
que 'application définie par

<U,U>gg = Z QU Up,

neN

est bien définie sur £2 (N, C) x £2 (N, C) (c’est-a-dire que {u, v) existe pour tout u, v € £ (N, C)),
en déduire qu'’il s’agit d’'un produit scalaire.
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Solution de l’exercice 4.2
Vu que u,v € £2 (N, C), \/au et \/av appartiennent & ¢2 (N, C), alors :

<u,v>53 = Z VO Un A/ nVp, = {\/Aplin, A/QnUn g2 < +00.

neN

La sesquilinéarité et la symétrie conjuguée de (u, v>g3 descendent immédiatement des propriétés
analogues du produit scalaire de ¢?(N, C). Allons vérifier explicitement seulement la définie
positivité. Si u € £2 (N, C), alors (u, Uz = D neN anlun|? = 0 car somme de termes positifs.
Cette formule montre aussi que (u, uye =0 <= a|uy|* = 0 pour tout n € N, mais a,, > 0
pour tout n € N par hypothese, donc |u,|? =0 <= u, =0VneN, ie u= Oz O

Exercice 4.3

Soit se R, s >0 et

H?® = {u = (Up)nen € CVneN : 2(1 + n?)¥|un|? < +oo},

neN
H? est un espace de Hilbert qui apparait souvent dans la résolution des équations différentielles
a l'aide de la transformée de Fourier.
1. Montrer que H* est un sous-espace vectoriel de £?(N, C).
2. On note ¢ : H® x H® — C P'application définie par
o(u,v) := Z(1+n2)sunﬁ Yu,ve H®,

neN
sans se préoccuper pour le moment de sa bonne définition, i.e. de la convergence de la
série. Pour toute suite w = (wp)neny € H®, on définit la suite w par :
W, = (1 +n%)*w, Vn e N.
(a) Montrer que @ € ¢?(N,C) et que ca vaut :
d(u,v) = (U, V)p Yu,v e H®,

ot on a noté { , Y le produit scalaire usuel de ¢2(N, C).
(b) En déduire que ¢ est bien définie sur H® x H*, puis qu’il s’agit d’un produit scalaire
que 'on notera avec ¢ = {, Yps.
3. On veux montrer que (H* {, Ygs) est un espace de Hilbert. Pour cela, fixons une suite
de Cauchy arbitraire (um,)men dans H®.
(a) Montrer que (i), est de Cauchy dans ¢*(N,C).
(b) En déduire que (i), converge dans £2(N, C) vers une limite qu’on notera I.
(c) On définit la suite I = (I;,)nen par :

1 ~

Montrer que [ appartient & H®, que (U, )men converge vers | dans H*® et conclure.
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Solution de ’exercice 4.3

1. Pour montrer que H* < ¢?(N,C) nous allons démontrer, dans I’ordre qui suit, que
ue H = wu e (*(N,C), que H® # (J et que H* est stable par rapport aux
combinaisons linéaires de ses éléments.

Pour toute suite u = (up)neny < C ¢a vaut 0 < |up|? < (1 + n?)|u,|? pour tout n € N,
donc

2 2\s 2 2
D lun? < Y0 +n <40 = ue A(N,C).
neN neN

Evidemment, 02 € H®, et alors H® # (J. Pour terminer, soit A € C et u,v € H?, alors :
0 < Jun + Mvn|? < (Jun| + [M[a])? < 2(Jun]? + [APon ),

ol, dans la derniére inégalité, on a utilisé le fait que les modules sont des nombres réels
et que, pour tout a,be R, 0 < (a —b)? = a® + b? — 2ab = 2a® — a® + 2b> — b? — 2ab, i.e.
a? + b% + 2ab < 2a% + 2b%, ie. (a + b)? < 2(a? + b?), si on écrit a = |u,| et b= |A||vy]
on obtient la derniere inégalité écrite dans la formule ci-dessus. FEn passant aux séries
nous pouvons écrire :

Z (1 4+ n2)%|up + M, |2 <2 <Z (1 4+ n%)%un|? + [N Z (1+ nz)svnl2)> < 4w

neN neN neN

car u,v € H®, donc u+ v € H® et alors H® est bien un sous-espace vectoriel de £2(N, C).

2. (a) we A(N,C) si Y |iwn]? < +o0, mais

neN

Dl = D (14 n?) |wn|? < +oo

neN neN

car w € H®, donc w € ¢*(N, C). Soient maintenant u,v € H?, alors :

S, v) = D (140 uny = D (1402 2un(1+n2)*%v, = ) linbn = (i, Do

neN neN neN

(b) Nous avons :

$(u,v) = D (140 upvn < D) [(1+ 02 un®n| = . [(1+n?) " Pun(1 +n?)*?5,|
neN neN neN

= N fadl = @e < lulelile <+,
neN Cauchy-Schwarz

et alors ¢(u,v) est bien défini pour tous u, v € H2. Grace au fait que ¢(u, v) = (i, 0)p

nous avons que ¢ est un produit scalaire : elle est hermitienne et sesquilinéaire vu

que { , »p2 a ces propriétés et, pour la définie positivité, il suffit d’observer que, pour

tout u € H*, ¢(u) = 0 implique Y (14n2)%?u, (14 n?)¥ w0, = (i, W2 = ||, = 0,
neN

i.e. i = 0, c’est-d-dire (1+n?)¥?u,, =0 <= u, = 0 ¥n € N. Donc ¢ est un produit

scalaire complexe sur H?2 que I'on note avec ¢(u,v) = (u, v)gs.
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3. (a)

Pour montrer que si 4 = (U, )men est une suite de Cauchy arbitraire en H*®, alors
(i )men est une suite de Cauchy en ¢?(N, C) nous allons écrire la condition de
Cauchy au carré pour u :

Ve>0IN.eN : mk < N. = |upm — ulys < €%

mais |[uy, — Uk”%{s = QU — Uy Uy — Ugy s = <umk, umk>gz, et

(2.(a)

Um — ug = (1 + nQ)S/Q(um —up) = (1+ nQ)S/Qum —(1+ nZ)S/Quk = U — U,

alors [lu,, — ukH%{s = <umk,um —up g2 = (U — Uky Uy, — Uk yp2 = |[Up — ﬂkH?Q,
ce qui implique que (@, )men est une suite de Cauchy en ¢2(N, C).

/%(N, C) étant complet, la suite de Cauchy (@, )men converge vers un élément de
?2(N,C) qu’on écrit .

Considérons la suite | = [/(1 + n?)*? et démontrons qu’elle appartient & H*® en
calculant sa norme au carré en H*® :

12 = 1+ 021 = }}@*ﬁfﬁﬁJﬁr S L2 < oo,

neN neN neN

donc on a bien [ € H?.

Montrons maintenant que (U, )men converge vers [ : grace encore au résultat du
point 2. ( ) nous avons {Uy, — I, Uy, — gs = <u/m\—/ l Jm\/ )42, mais on a vu aussi
que Uy, — | = Uy, — 1 donc ¢a vaut [um, — 13 = |fm — al o 0, grace a 3(b),

i.e. (U )men converge vers [ in H®. Etant (Um)men une suite de Cauchy arbitraire
en H®, nous avons démontré que cet espace est de Hilbert. O

4.4.2 Les espaces L* et (* et leur complétude

On a volontairement laissé de coté le cas p = 00, qu’on va examiner séparément. Comme

d’habitude, soit (X, .A, u) un espace mesuré et K = R ou C. On commence par définir I’espace :

[L2(X, Ap) ={f: X > K : IMeR,M >0, tel que |f(x)| < M p.p}}

On appelle les fonctions de L*(X, A, 1) des fonctions essentiellement bornées, i.e. bornées
sur le complémentaire d’un ensemble de mesure p nulle.

Comme pour les espaces LP, on introduit la relation d’équivalence :

fvgeﬁoo<X7A7M)7 f ~4g si f:gppa

alors, ’espace quotient

LOO<X7A7 /’L) = ‘COO(X7A7 /’L)/“‘

est un espace normé ayant pour norme :

[ £l = nf{M >0 : |f(x)| < M p.p}|
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qu’on appelle supess(f) : borne supérieure essentielle de f, qui satisfait par définition :

[f @) < | fllo p-p

pour toute f € L*(X, A, u).
Le symbole || ||, dérive du fait que si 1 < p < 400 et fe LV n L™ alors :

[l = tim [ £]p-

Comme pour les espaces LP, on va faire un commentaire a part pour les fonctions continues :
si une fonction continue est telle que |f(z)| > M alors, par continuité, il existe un voisinage
de taille positif dans lequel f n’est pas bornée par M, donc une fonction continue et
essentiellement bornée est bornée tout court.

On définit aussi :

EOO(NJK) = LOO(N7P(N)’/~Lcomptage) = {(JUn)neN 2, €K VneN, dIM >0 : |xn| < M} )

i.e. {* est I’espace des suites bornées (une définition similaire est donnée si on échange N
avec Z). {* (N, K) est un espace normé avec :

[(@n)nenlco = sup |zy] |
neN

Théoréme 4.4.2 (L™ (X, A, pn), | [lo) et (P (N,K),|| [|oo) sont des espaces de Banach.

Preuve. On va développer la preuve pour L (X, A, u), le fait que £*(N, K) soit de Banach
sera une implication automatique, en tant que cas particulier de L*(X, A, u).

Il faut montrer que si (f,,)neny une suite de Cauchy d’éléments de L (X, A, ), alors elle
converge vers un élément de L™ (X, A, u).

Par définition d’une suite de Cauchy :

Ve >03IN. >0 : nym = N:. = | fon— filoo <&, (4.24)

on va |'utiliser plus tard.
Considérons les ensembles des points ou les fonctions de la suite « se comportent mal » :

A = {z e X |fe(@)] > |[frllo}, Bnm ={x € X 2 [fn(x) = fm(2)] > || fn = finlloo}
par définition de L™ (X, A, i), p(Ax) = p(Bnm) = 0 et
Vo e AL : [fe(@)] < [ felloo, Vo€ By o [fa(@) = fm(@)] < || fo = flloo-

Pour éliminer la dépendance des indices k, n, m, on va construire I’ensemble :

E=J4v (J Bum

keN n,meN

qui a mesure nulle, ©(E) = 0, en tant qu'union dénombrable d’ensembles de mesure nulle.
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On observe maintenant que

Vee E°, Yn,m = N. | fo(z) — fo(2) < | frn — fialloo < €, (4.25)
(6. (4.24)

donc (fn(x))nen est une suite de Cauchy d’éléments de K, qui est complet, par conséquent il
existe la limite ponctuelle f(z) = hI—&I-loo fn(z).
n—

L’éq. (4.25) vaut, en particuliers, si on fait tendre n — +00, donc Ve > 0 ga vaut que :
Vo B Vm > Ne <]l fule) = fn(@) |=] £(2) ~ fnle) |< e,

qui est la définition de convergence uniforme de la suite (fy,)neny © L® vers f sur E°. Un résultat
standard de I'analyse garantie que si une suite de fonctions bornées converge uniformément a
une fonction, alors méme la fonction limite est bornée, ceci implique, dans notre cas, que f est
essentiellement bornée sur E°.

Il reste tout simplement d’étendre la définition de f & une fonction f définie sur tout X
(car les éléments de L™ (X, A, u) sont définis sur tout X) en préservant la propriété d’étre
essentiellement bornée, mais cela est tres simple car ¢a suffit de poser :

f(z) sizek”
0 sizek,

comme u(E) =0, f : X — K est le représentant d’une classe d’équivalence de L*(X, A, u) a
laquelle converge la suite de Cauchy (f,,)nen et ainsi le théoreme est prouvé. O

Exercice 4.4

On considére une suite a = (ag)rez €t, pour tout u € £*°(Z,C), on appelle a = u la suite
bilatérale définie pour k € Z par :

(a*u) = Z A U— -
meZ
On pose, pour tout f € (*(Z,C), T(u) :=a*u+ f.
1. On suppose dans cette question que a = 01, la suite définie par a; = 1 et a; = 0 si
j # 1. Calculer a * u en fonction de u.

2. On suppose d’abord que a = (a)gez € ¢ vérifiant |a]; = Z lax| < 1.
keZ

(a) Montrer que (a * u) est bien définie pour tout k € Z et que a * u € £*.
(b) Montrer que T : {*(Z,C) — £*(Z,C) est une contraction.
(c) En déduire qu'il existe une unique solution u € ¢*(Z,C) de I’équation T'(u) = u.

3. On suppose maintenant que a = (ay)rez € £2 vérifiant |alz := Z lag|? < 1.
keZ

(a) Montrez & I'aide d'un exemple qu’on peut avoir a ¢ £!(Z, C).

(b) Montrer que (a * u)i est bien définie pour tout k € Z et que a * u € {*(Z,C).
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(c) En déduire que pour tout u € ¢*(Z,C), T(u) € {*(Z,C) et que si u,v € £*(Z,C),

alors |T(u) — T'(v)]o < |u—v|2.

(d) On prend maintenant a = %51 et f =1 la suite constante f; = 1 pour tout j € Z.

(e)

(f)

Calculer T'(u) en fonction de u et déterminer klim (T'(u))k-
—+00

En déduire qu’il n’existe pas u € ¢2(Z,C) tel que T(u) = u. Est-ce que ca est en
contradiction avec le théoreme de point fixe ?
Indication : il n’est pas nécessaire de déterminer u pour répondre a cette question.

Déterminer u € ¢*(Z,C) tel que T'(u) = u.

Solution de I’exercice 4.4

1. Par définition,

2. (a)

(51 * u)k = Z 5m,1uk—m = Uk—1-

meZ

Par calcul direct :

(axwp = Y amtih—m < Y, lamtg—m| < [ulo Y. lam| = |ulolals < +o0,
meZ MEeZ MEZL

car a € (1(Z,C) et u € {*°(Z,C). De plus, comme la majoration ne dépend pas de k,
la * ullo = iUIZD{(a *u)p} < [ufwlal < +o0.
S

Encore une fois, par calcul direct, on a |[T(u) = T(v)|o = |a*xu+ f—axv— f|opn =
la*u—a*v|yp, mais u — a % u est linéaire, donc, grace a ce que 'on a vu dans
la question précédente : [T'(u) — T(v)|o = [la* (v —v)| < |al1|u — v]ow. Comme
a1 < 1 par hypothese, T' est bien une contraction.

Comme ((*(Z,C),|| |«) est un espace normée (et donc métrique) complet, le
théoreéme de point fixe nous assure I'existence d’un seul élément @ € ¢*(Z,C) tel
que T'(u) = u, ie.u=a=*u+ f.

Probablement, I’'exemple le plus simple de suite a € £2(Z, C) telle que a ¢ ¢!(Z,C)
) . 0 k<O . & »
est donné par la suite a, = { | . En fait, dans ce cas, )] |ag| = >; 1 la série
£ sinon. ke k=1

o0
harmonique, que I’on sait étre divergente, donc a ¢ ¢'(Z,C). Or, . |ax|?> = 3. 1%2
keZ k=1
qui est convergente, i.e. a € £*(Z,C).

Grace aux hypotheéses que nous avons, pour tout k € Z fixé, il est possible d’appliquer
I'inégalité de Cauchy-Schwarz comme ¢a :

1/2 1/2 1/2
D lamtg—m| < (Z Iam|> (Z |uk—m|> < Jal3 (Z Iun|> = lall2/fu]2,

meZ meZ meZ neZ

ou on a utilisé un changement de variable n = k — m, avec k € Z fixé et m € Z,

donc n € Z. Comme (a *u)x = D, GpUugp—m < 2, |amUg_m| < +00, pour tout
meZ meZ
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k € Z fixé, la suite a = u est bien définie. De plus, comme dans la question 2 (a),
comme la majoration ne dépend pas de k, |axu|s = sup{(axu)i} < |la|2|ulls < +o0.
keZ

(c) T(u) = a*u+ f est somme de deux éléments de ¢*(Z,C) (f par hypothese et
a * u on vient de le démontrer), donc T'(u) € £*(Z,C). A nouveau, u — a * u est
clairement linéaire, donc, grace au résultat de la question précédente :

IT(w) =T @)oo = a*xu—axv]o=lax(u=0v)fo <|al2fu—-v]s <]u—wvls,
car, par hypothese, [af2 < 1.

(d) En utilisant le résultat de la question 1, on a (T'(u))r = “4* + 1. De plus, comme
ue ?(Z,C), Y |ug|? converge, et alors nécessairement uy T 0, ce qui implique
keZ -+
(T(u))r, — 1.
k—+00

(e) Sion avait T'(u) = u, alors on aurait uy = “4-* + 1 et, en prenant la limite pour

k qui tend vers l'infini aux deux cotés, on obtiendrait I’absurde d’avoir 0 = 1.
Il n’y aucune contradiction avec le théoreme de point fixe, car dans l'inégalité
1T (u) — T(0)]oo < |u—v]2 on wa pas |T'(w) — T(v)|z... Evidemment, comme il
n’y a pas de point fixe, 7' ne peut pas étre une contraction sur ¢*(Z, C).

(f) Une suite u € £°(Z, C) telle que T'(u) = u est une suite bornée telle que uj, = 1 +1
(il s’agit d’une suite « arithmético-géométrique »). On pose uy = vy + «, avec vi, et «
inconnue pour le moment, alors v +o = “-4 +1 = w +1,1e v =2 4+1-%
donc, en choisissant o = 2, on obtient une suite géométrique v, = v’“{ L soit, grace
A un résultat standard sur les suites géométriques, vy, = 2 Fvg, mais vg = ug — a et
a = 2, donc vy = up — 2, ce qui implique up = 27%(ug — 2) + 2. Pour tout k > 0,
27% < 1, mais, pour k < 0, 27% n’est pas borné, donc, pour avoir u, bornée, il faut
annuler son facteur, i.e. imposer ug — 2 = 0. Finalement, et on trouve que la seule
suite u € (*(Z,C) telle que T'(u) = u, i.e. le seul point fixe pour la contraction

T :(*(Z,C) — {*(Z,C), est la suite constante a 2, up = 2 pour tout k € Z. O

4.4.3 Relations d’inclusion parmi les espaces

Allons introduire I’espace fonctionnel suivant :

O(N,K) = £go(N,K) = {(zp)nen €K, INeN : 2, = 0Vn > N}|, (4.26)

i.e. suites avec un nombre fini d’éléments # 0. Evidemment, O(N,K) < *(N,K) Vp > 1.

Théoreme 4.4.3 Soient p,qe R, 1 < p < q < o, alors :

PON,K) c {(N,K) c...c P(N,K) c ... c l9N,K) c ... c {°(N,K) |
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Preuve. Vu que /°(N, K) < £}(N, K), passons tout de suite & démontrer que /7(N, K) < £*(N, K)
V1 < p < o0 : presque évident car

(Zn)nen € PP(N,K) < Z |z, [P < 400

neN

donc, nécessairement, |z, | - 0, i.e. |x,| est bornée et alors (x;,)nen € £*°(N, K).
n—+0o0

Il reste seulement a démontrer que : /P(N,K) c (4(N,K) si 1 < p < ¢ : comme |x,,| = 0,
n—+0o0
alors, en particulier, 3N € N tel que |z,| < 1, Vn = N donc |z,|? < |z,|P Vn = N et ceci

implique que :
D lzal® < D el
neN neN

donc la convergence de Y] |z, [P implique celle de }] |z,|9, i.e. &P < 4. O
neN neN

Remarque 4.4.3 La complétude d’un espace métrique de dimension infinie dépend de la
métrique que nous choisissons pour l'espace. Pour vérifier cette affirmation, nous allons
examiner la complétude de (¢%, | o), i.e. de ! interprété comme sous-espace de £* et muni
de la norme de ce dernier espace.

Exercice 4.5

Démontrer que (¢!, ||,) n’est pas complet.

Solution de I’exercice 4.5

Vu que ¢! < ¢*, pour résoudre l’exercice, ca suffit de démontrer que ¢! n’est pas un
sous-ensemble fermé de ¢* par rapport & la norme | |, i.e. qu’il existe au moins une suite
convergente (et donc de Cauchy) hors de (€1, [o).

Les éléments de ¢! sont des suites z = (5 )nen, donc une suite d’éléments de ¢! est une
suite de suites. Pour tout m € N fixé, nous allons écrire cette suite comme ga : ™ = (2))')nen.

Allons vérifier que la suite d’éléments de ¢! définie par :

0 sin=0
T, = % sil<n<m
0 sin>m,

converge en £*\ ¢!, Pour tout m € N fixé, la suite 2™ est définie explicitement comme ca :

011 ! 0,0
I 727"‘7m7 DA I )

ce qui montre que =™ € ¢! pour tout m € N fixé.
Considérons maintenant la suite x* = (x%),en définie par

" 0 sin=0

€T =
n 1 . > 1
~ sin>=1.
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Q0
Evidemment (2*)nen est bornée et donc elle appartient & %, mais [[(2*)penf1 = D) 1= 4o,
n=1

donc (z),en ¢ 1. Si nous montrons que (2™),,en converge vers z* en norme || |, 'exercice
sera résolu.
Pour cela, calculons :

1
|2™ = 2¥||loo = sup |z}’ — @3] = sup —
neN n>m n

en fait, jusqu an =m, la différence z]' — ac est nulle mais quand n > m, la différence devient

|0 — %| = =, Par définition de sup, sup L squp {1 g = 11 et donc :
n>m

m+12 m+2"

1 —
m+ 1 m—+ow

|2 — 2% o0 =

4.4.4 Relations d’inclusion dans les espaces LP

En général, il n’existe aucune relation d’inclusion parmi les espaces LP(X, A, ). En fait,
par exemple, considérons L!(R), L?(R) et les fonctions :

2B sio<x<l1 23 sizx>1
ﬂﬂ={ , M@={

0 autrement 0 autrement.

Il est clair que f € L'(R), mais f ¢ L?(R), car !°

1
1 (@)lde 1daz<+oo (@) - e —
o 243

et que g € L2(R), mais g ¢ Ll(]R), car

+00 1 9 +00 1
fR lg(x)|dz = J; %dx = 400, JR lg(x)|*dx = L %daﬁ < +00.

Nous obtenons des inclusions parmi les espaces LP en rajoutant des conditions supplémentaires.
Vu que les espaces L'(R) et L2(R) sont particulierement importants, nous examinons des
conditions, qui sont souvent vérifiées dans les applications, dans le théoréeme suivant.

Théoreme 4.4.4 Les affirmations suivantes sont vraies :
1. fe LY(R), f bornée, alors f € L*(R);

2. fe L*(R), f nulle au-dehors d’un intervalle fini, alors f € L*(R).

10. Nous rappelons que, si a > 0 et b € R, Sg I%dm < +00 et S;'OO I%dm < +00 si et seulement si @ < 1 et
6> 1.
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Preuve.

1. Si f est en LY(R) et elle est bornée, disons |f(z)] < M Yz e R, M > 0, alors :

f ()P = f @) |f @)dz < f M|f(x)|dz = M| fls < +o0,
R R R

donc f € L?(R).

2. Si f est en L?(R) et elle est nulle au-dehors d'un intervalle fini, disons f(z) = 0
Va ¢ [a,b], alors :

(z)=1 Va€[a,b]

J e = | @i = | 1@ @l = D

)

1/2 1/2
< (J dﬂ?) (J |f(93)|2d90) = Vb—a|ffz <+,
(Cauchy-Schwarz) [a,b] [a,b]

donc f € L'(R). O
L’affirmation 1. reste valide pour toute f € L*(R"), n > 1, affirmation 2. reste valide si
I’on remplace un intervalle avec une partie de mesure finie de R™.

Plus en général, dans le cas particulier ot p(X) < +00, on peut arriver a une chaine
d’inclusions tres utile.

Théoréme 4.4.5 Si (X, A, u) est un espace mesuré avec mesure finie, 1(X) < +o0, et si
q>p>1, alors :

LP(X, Ap)c...c LYX, Ap) c...c P(X,Ap) c...c LNX, A u)|

Preuve. On va vérifier la these d’abord dans le cas de L®, ensuite L' et L? (qui permet de
comprendre tres clairement ’astuce qu’on va utiliser), et enfin LP et L9.
Si f € L2(X, A, ), alors §y |f|Pdu < T |f%dpe = | f|Bu(X) < +o0, done f € LP(X, A, p).

Si feL*X, A, pu), alors

f | Fldp = f L flde < (f 12@)2(] |f!2du>2=\/u(X)|fH2<+oo.
X X inég. Holder (4.19) X X

donc f e LY(X, A, ).

Soient £ ={ze X : |f(x)]=1}et F={zxe X : |f(x)] <1}, alors X = F U F, et soit
p <gq. Alors |f(z)]P < |f(x)|? Vo € E et |f(z)]P <1Vze F.Donc, si fe L9:

j F(@)Pdp < f 1 (@)]9dps + j Ldp < f 1 (@) %y + j Ldp = [£]8 + p(X) < +o0,
X E F X X

ie felLP. O
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4.4.5 Théorémes de densité dans LP(X,A,u)

Nous commengons la description des variétés denses en LP avec les fonctions étagées.

Fonctions étagées Soit (X, A, ) un espace mesuré quelconque et K = R ou C. Une fonction
constante par morceaux sur X a valeurs en K est dite étagée ou simple. Pour tout N € N, la
définition rigoureuse de ’espace de ces fonctions est la suivante :

N
Y = {3 X > K : 3oV, eK : 5= Z a;XE;, Ei mesurable et u(E;) < +00 si a; # 0} ,
i=1

1sixeFE;
la fonction xg, = ] ' est la fonction indicatrice de E;.
Osizé¢ F;

Théoréme 4.4.6 |X = LP(X, A, u) | V1 < p < o0, ou l'adhérence est a interpréter par rapport
a la topologie de LP(X, A, ) en considérant ¥ < LP(X, A, ).

Intersections LP n L9 et /P n 9

Théoréeme 4.4.7 Soit (X, A, p) un espace mesuré quelconque et K =R ou C, alors :

LP(X
LP(X, A, 1) n LI(X, A, 1) = {LQEX’j’g V1< p,q <o,

ou, dans le premier cas, l'intersection est a interpréter comme un sous-ensemble de LP(X, A, 1)
et l'adhérence par rapport a la topologie métrique engendrée par la norme | ||, ; dans le deuziéme
cas lintersection est a interpréter comme un sous-ensemble de L1(X, A, ) et l’adhérence par
rapport a la topologie relative a la norme | |g4.

En particulier, comme les espaces / sont emboités, ¢a vaut que :

P(N,K) = ¢4(N,K) Vl1<p<gq< .

Comme avant, pour tout ¢ fixé, il faut interpréter /7 comme un sous-espace de £9 et interpréter
I'adhérence par rapport a la norme | |,.

Théoréeme 4.4.8 Pour tout pe R, 1 <p < 4w :

O(N,K) = #(N,K)|,

i.e. (O(N,K) est dense en (P(N,K) par rapport a la topologie engendrée par la norme || |,.
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Preuve. Soit (z,,)neny une suite arbitraire de /P(N, K). Considérons la suite

N Ty, Sin< N
T, =

0  sinon,

alors

+0
lzn — xﬁ“p = 2 |2y — $r]y,p = Z [zpP  — 0,
neN n=N N=to

car c’est le reste d’'une série convergente (vu que (z,)nen appartient & 2(N,K)), i.e. la densité
de (°(N,K) en (P(N,K). |

Fonctions test Soit 2 < R™ un ouvert.
Déf. 4.4.1

Cr(Q) ={f:Q2—K, [ indéfiniment dérivable sur Q et supp(f) compact en R"}

ot supp(f) = {x € Q: f(x) # 0} est dit le support de f.

Les fonctions de C°(2) sont dites fonctions test, car elles sont tellement régulieres, qu’elles
sont utilisées pour tester l'action et les propriétés de certains opérateurs « sauvages ». Les
fonctions test jouent un réle fondamental dans la théorie de distributions et dans I'analyse des
équations différentielles. La fonction identiquement nulle est évidemment une fonction test,
sinon, il n’est pas simple de donner des exemples explicites de fonctions test. Pour tout valeur
de € > 0, 'exemple canonique de fonction test sur R est donné par :

sy - [ (i) <o

0 si |z| = e.

Pour la suite nous allons avoir besoin d’un symbole simple pour dénoter la dérivée partielle

d’une fonction de n variables par rapport a un multi-indice 1 = (I1,1l2,...,1lg) € N? de longueur
1| =11 +la + ...+ lg. La notation canonique est la suivante :
ol
DY () I ) Vremrm

RPN lg
ox{'0xy ... 0

donc D'f(x) est la dérivée partielle de f en z I; fois par rapport & 1, lo fois par rapport a
x2, etc. Ce symbole intervient dans la définition d’une topologie (non banale) sur C°(€2) par
rapport a laquelle la convergence d’une suite (f,)nen de fonctions tests a la fonction test f est
équivalente a la réalisation de ces deux conditions :

— il existe un ensemble compact K < Q tel que supp(f,) € K pour tout n € N;

— VreR" VleN?: Df, () e D'f(x), uniformément.

L’espace CZ°(§2) muni de cette topologie s’écrit habituellement D(€2) et il est complet. 11 vaut
le résultat de densité suivant.
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Théoreme 4.4.9 Si on considére la tribu Borélienne et la mesure de Lebesgue, alors :

Cr () = LP(Q) V1l<p< oo,

ou, comme d’habitude, il faut interpréter C°(£2) comme un sous-espace de LP(2) et considérer
'adhérence par rapport a la topologie engendrée par la norme || |,. Par définition d’adhérence,
CL(Q) n'est pas complet par rapport a la topologie engendrée par la norme | |, va quil y a
des suites d’éléments de C°(£2) qui convergent vers des éléments de LP(Q)\CF(Q2).

L’espace de Schwartz Nous allons commencer avec le cas d’une fonction d’une seule
variable réelle pour simplicité, surtout par rapport a la notation.
Soient k,l € N et f € C*(R), alors, pour tout x € R, on écrit
df

14 (a) = 2" @)

Déf. 4.4.2 (Espace de Schwartz, n = 1) L’espace des fonctions f € C*(R) telles que

lim [f*Y(z)|=0  Vk,leN.
|z|—+00
est dit espace de Schwartz, ou espace des fonctions a décroissance rapide. La notation canonique
pour cet espace est S(R).

Un élément quelconque de S(R) est, donc, une fonction infiniment dérivable partout telle que,
si on considere sa dérivées de n’importe quel ordre et on la multiplie par n’importe quelle
puissances de sa variable, elle convergent vers 0 quand la variable tend vers +oo0. Pour vérifier
cette caractéristique, une fonction doit décroitre tres rapidement a 'infini, d’ou I’appellation
alternative des fonctions de S(R).

11 est évident que D(R) < S(R), car les fonctions test sont nulles & 'infini, mais I'inclusion
est stricte, comme le montre ’exemple le plus important de fonction a décroissance rapide, i.e.
la Gaussienne f(z) = e, qui n’appartient pas a D(R), car son support n’est pas compact.

Considérons maintenant une fonction de n variables réelles f € C*(R™). Dans ce cas, étant
donnés deux multi-indices 1, k € N, nous écrivons

fll(@) = abrabz ok Dl (2) Vo e R™.

Déf. 4.4.3 (Espace de Schwartz, n arbitraire) L’espace des fonctions f € C*(R"™) telles
que
@)l =0 ¥k leN,
[l =00
est dit espace de Schwartz, ou espace des fonctions a décroissance rapide. La notation canonique
pour cet espace est S(R™).

Par construction, S(R™) est stable par rapport a la dérivation partielle et par rapport a
la multiplication par un polynéme. Le fait que les fonctions de S(R™) (et leurs dérivées)
décroissent plus rapidement que l'inverse d’un polynome, explique pourquoi souvent on les
appelle des fonctions a décroissance plus que polynomiale.
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Comme dans le cas n = 1, D(R") < S(R™) et l'inclusion est stricte, car la Gaussienne
f(z) = e~ I#I” appartient & S(R™), mais elle n’appartient pas & D(R™).

Sur S(R™) il est possible de définir une topologie dans laquelle une suite (f,)nen de
fonctions de S(R™) converge vers f € S(R™) si fi! e f uniformément Vk,1 € N". Par

rapport a cette topologie, ’espace de Schwartz est complet.

Comme pour 'espace des fonctions test, I’espace de Schwartz apparait dans la théorie des
distributions (qui a été formalisée par Laurent Schwartz lui-méme) et dans celle des équations
différentielles en dérivées partielles.

Le fait que D(R") < S(R") et que D(R") est | |,-dense en LP(R™) implique le résultat
suivant.

Théoréme 4.4.10 Si on considére la tribu Borelienne et la mesure de Lebesgue, alors :

S@®R") = LP(RY)| V1<p<o,

en interprétant S(R™) comme un sous-espace de LP(R™) et en considérant l’adhérence par
rapport a la topologie engendrée par la norme de | ||p.

Par définition d’adhérence, S(R™) n’est pas complet par rapport a la topologie engendrée par
la norme | |, : il y a des suites de S(R™) qui convergent vers des éléments de LP(R™)\S(R"™).
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4.5

Résumé du chapitre 4

Nous avons examiné la compatibilité entre la structure topologique d’un espace vectoriel
avec produit scalaire et la structure linéaire : les opérations de somme et multiplication
par un scalaire sont continues dans la topologie engendrée par le produit scalaire, ainsi
que le produit scalaire lui-méme et la norme induite canoniquement. Cette compatibilité
est essentielle car elle permet d’échanger la limite avec les opérations ci-dessus, ce qui
est fondamentale pour la théorie et les applications.

On a vu que les espaces vectoriels de dimension finie ont tous la méme structure
topologique : celle Euclidienne.

Nous avons introduit les espaces de Hilbert et de Banach comme les espaces vecto-
riels avec produit scalaire, ou norme, respectivement, tels que toutes les suites de
Cauchy convergent dans ’espace lui-méme (complétude). Tout espace vectoriel avec
produit scalaire (resp. normé) de dimension finie est un espace de Hilbert (resp. de Ba-
nach). Tout espace de Hilbert est de Banach, mais le vice-versa n’est pas vrai en général.

Il existe une caractérisation tres utile des espace vectoriel normés complets : ils sont
touts et seulement les espaces dans lesquels les suites absolument convergentes sont
aussi simplement convergentes.

Pour toute contraction définie sur un espace métrique complet il existe toujours un
point fixe et celui-ci est unique.

Exemples d’espaces de Hilbert sont L? et ¢2, exemples d’espaces de Banach qui ne sont
pas de Hilbert sont LP et /P, avec 1 < p < 0, p # 2. L’'inégalité de Minkowski permet
de définir une structure linéaire sur tous ces espaces, celle de Holder permet de définir
un produit scalaire quand p = 2.

Les espaces /P sont emboités 'un dans I'autre avec p croissant, par contre, il n’y a pas
de relation d’inclusion en général dans les espaces LP, avec I’exception remarquable
des espaces de mesure finie, pour lesquels les espaces LP sont emboités, mais en sens
contraire des espaces P, i.e. avec p décroissant.

Pour terminer, on a montré que les espaces LP coincident avec la fermeture de nombreux

espaces fonctionnels tres utilisés, comme 1’espace des fonctions test et ’espace de
Schwartz.
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Chapitre 5

La structure géométrique des
espaces de Hilbert

Dans ce chapitre on montrera que, parmi les espaces vectoriels de dimension infinie, les
espaces de Hilbert ont la structure géométrique la plus proche de celles des espaces Euclidiens
K", qu’on a examiné dans le premier chapitre.

Cela n’est plus vrai pour les espaces de Banach de dimension infinie, qui peuvent avoir des
propriétés structurales beaucoup plus compliquées que celles des espaces de Hilbert.

La structure géométrique riche des espaces de Hilbert nous permettra d’étendre la trans-
formée de Fourier discrete a des espaces de dimension infinie avec le concept de série et de
transformée de Fourier continue.

Des ouvrages conseillés pour approfondir les sujets traités dans ce chapitre et dans les
chapitres suivants sont [1], [3], [6], [11] et [12].

Le premier pas dans ’analyse de la structure géométrique des espaces de Hilbert consiste
a étudier le concept de complément orthogonal.

5.1 Le complément orthogonal dans un espace de Hilbert et
ses propriétés

L’ensemble des vecteurs orthogonaux aux vecteurs d’un sous-ensemble d’un espace de
Hilbert joue un réle fondamental pour comprendre les propriétés géométriques de ces espaces.
Allons introduire la définition et les propriétés de cet ensemble.

Déf. 5.1.1 Soit H un espace de Hilbert et M < H un sous ensemble quelconque. Le complément
orthogonal de M en H est :

Mt ={xeH :(r,y)=0VYVye M},
i.e. M+ contient tous les éléments de H qui sont orthogonaux & tout élément de M.

Examinons ses propriétés, apres avoir rappelé que span(M) est le sous espace vectoriel de
H engendré par M, i.e. 'ensemble des combinaisons de linéaires (finies) de vecteurs de M.
Dans le théoréme qui suit on écrira (M4)+ = M+ et (M4t = ML
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Théoréme 5.1.1 (Propriétés du complément orthogonal) Soit H un espace de Hilbert
et M < ‘H un sous ensemble quelconque. Alors :

1. {OH}L =H et H' = {02}
o MMl o i0n) siOyeM

3. Mt est un sous espace vectoriel fermé de H

4. Si N € H, alors M € N = N+ < M (L reverse les relations d’inclusion entre
ensembles)

5. M < M+ (différence par rapport & la dimension finie)
6. (M)t =M+

7. MJ_J_J_ _ MJ_

8. M+ = (span M)+ = (span M)+

9. Si M =H = M+ = {034} (le complément orthogonal d'un sous-ensemble dense est le
vecteur nul).

Avant de développer la preuve on observe que le fait que M soit toujours fermé est une
propriété extrémement utile pour démontrer qu’'une variété linéaire de H est fermée : il suffit
de démontrer qu’elle coincide avec le complément orthogonal d’un sous-ensemble de H.

Preuve.

1. La propriété descend du fait que Oy est le seul vecteur de H orthogonale a tous les
autres.

2. 0y est le seul vecteur orthogonal a lui-méme.

3. M* est un sous-espace vectoriel : en fait, si z,2’ € M=+, alors (z,y) = (z’,y) = 0
Yy € M, donc {ax + Bz’ y) = alx,y)+ {z',y) = 0 Vy € M, i.e. M est un sous-espace
vectoriel car il est stable par rapport aux combinaison linéaires de ses éléments.

M+ est fermé : il faut montrer que M~ contient tous les points limites de suites en
M+, Soit (2,)ney © M+ une suite convergente (et donc de Cauchy) vers la limite z,
alors, comme M*' < H, et H est complet, z € H. Pour tout y € M, (x,,y> =0 Vn e N,
donc, grace a la continuité du produit scalaire on peut écrire :

0= lim (on,y)=C Um zn,y) = (2,9

doncz Ly Vye M, ie e M*’.
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. Comme M < N, les vecteurs de H orthogonaux aux vecteurs de IN sont aussi orthogo-
naux aux vecteurs de M (mais le contraire n’est pas nécessairement vrai) donc y € H,
y € Nt implique y € M+, i.e. Nt < Mt

. Tout vecteur de M est orthogonale & tout vecteur de M+ par définition, mais on peut
avoir aussi d’autres vecteurs de H orthogonaux & M=+, donc M < M+

. On démontrera 1’égalité des ensembles en démontrant les deux inclusions en sens inverse :
o (M)*+ < M* : cela découle de M < M et de la propriété 4.

o M+ < (M)* : il faut démontrer que y € M+ = y e (M)*. Allons traduire cela : les
éléments de M sont I'union de tous les éléments de M avec les limites des suites en M,
donc il faut démontrer que si y € M est orthogonale & tous les éléments (2, )neny © M+
d’une suite convergente arbitraire en ML, alors y & orthogonale aussi & la limite de
cette suite. Pour prouver ceci on utilise encore la continuité du produit scalaire : par
hypothese {(z,,y) =0 ¥n € N, donc :

0= lim (ony)=C Uim zn,y),

ie.y L lim z,.
n—-+0o0

. Par 5. M < Mt et, par 4., ML < M+ pour n’importe quel sous-ensemble M de

. Si maintenant on écrit N = M, on peut réécrire la derniere inclusion comme

N1t+ © N, ce qui implique, par 4., N+ € NLt+L M et donc N, sont des sous-ensembles

arbitraires de H, par conséquent les inclusions M1+ < M+, N+ < N1 impliquent

I’égalité entre un sous-ensemble de H et son complément tri-orthogonal.

n
. Considérons un élément arbitraire de span(M) : yo = >, oy, ¥i € M et o; € K
i=1
Vi = 1,...,n. Soit x € M+ quelconque fixé, alors, grace & la sesquilinéairité (ou
bilinéarité) de (, ) (selon K = C ou K = R) on peut écrire :

(ayyoy = (o, ) onyiy = Y i, i) L0
izl

ey
i1 Yi

donc = € (span(M))*, mais comme x est arbitraire, ceci implique : M+ < (span(M))*.
Néanmoins, M < span(M), donc, grace & 4., (span(M))*+ < ML, i.e. (span(M))*
M+, en plus, grace & 6., (span(M))* = (span(M))*+ = M+,

1

. M+t = (M)*+ =H* = {0y}, car le seul vecteur orthogonal & tous les vecteurs de H est
le vecteur nul. O
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5.2 Le théoreme de projection sur un convexe fermé et ses
conséquences

On va maintenant examiner une propriété géométrique trés importante qu’on connait
déja dans le cas d’un espace Euclidien : ’existence de la projection orthogonale d’un vecteur,
interprétée comme le vecteur d’un sous-espace le plus proche a un vecteur donné.

On va énoncer et prouver le résultat sur un sous-ensemble plus général qu’un sous-espace
vectoriel : un sous-ensemble convexe fermé.

Déf. 5.2.1 Un sous-ensemble S d’un espace vectoriel est dit convexe si
Ve,ye S, YA€ [0,1] : dx+ (1 —AN)y€e S,

i.e. si .S est stable par rapport aux combinaisons convezes, i.e combinaisons linéaires pour
lesquelles la somme des coefficients est 1.

Géométriquement, un sous-espace convexe peut étre caractérisé par le fait que toute couple
de points peut étre connecté via une segment de droite, tout en restant dans le sous-espace
méme. On observe que, évidemment, un sous-espace vectoriel est toujours conveze, car il est
stable par rapport a toute combinaison linéaire, et donc, en particulier, a celles convexes.

On remarque que la demi somme entre x et y, i.e. “-¥ est une combinaison convexe avec

2
A=1/2.

Théoréeme 5.2.1 Soit H un espace de Hilbert et S un sous-ensemble propre' conveze et
fermé de H. Alors, Yz € H (fixé) il existe un seul point yo € S tel que :

|z = yol = inf [z —y],
yeSs
i.e yo mainimise la distance entre x et les points de S.

Avant de donner la preuve du théoréme nous remarquons que ce résultat est vrai aussi pour
tout sous-espace vectoriel fermé de H et, donc, que le théoreme de projection sur un convexe
fermé généralise la propriété 3) du théoreme 1.6.1 aux espaces de Hilbert de dimension infinie.

Déf. 5.2.2 Le vecteur yg du théoréeme précédent est dit la projection orthogonale de x sur
S et indiqué avec : yo = Ps(x). La quantité réelle non-négative d(x,S) = |x — Ps(z)| est dite
la distance entre x et le sous-ensemble propre convexe et fermé S.

Evidemment, si z € S alors Pg(z) = z et d(x,S) = 0, donc le théoréme a un intérét quand

¢S,

Preuve.

: notons, par simplicité de lecture?, § = ing |z — y|. Nous allons démontrer I’existence de
ye

9o avec une technique non-constructive typique de I’école de Hilbert. Considérons une suite

(Yn)nen < S qui satisfait 1’équation ® :

im [~ ya] =4 (5.1)

1. Si S = H, alors le théoreme est banalement vérifié avec yo = x.
2. 0(zx, S) serait une notation plus correcte, car 4, en général, change, en général, avec x et S.
3. Par exemple, 6° < ||z —yn|? <6+ L, VneN.
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L’intérét d’examiner une telle suite est que, grace a la continuité de la norme, nous pouvons
réécrire (5.1) comme ga :

il L s e
et alors, pour démontrer I'existence de yq, il suffit de poser : yo := lirf Yn-
n—+0o0

Pour faire ¢a, on commence par observer que S est fermé et donc est lui méme complet,
alors, pour démontrer l'existence de la limite de y,,, ¢a suffit de démontrer que (¥, )nen €st une
suite de Cauchy en S.

Nous démontrerons que (yn)neny est une suite de Cauchy a ’aide de la formule du pa-
rallélogramme (1.2.4) (qui vaut car la norme est hilbertienne, cfr. théoreme 4.2.2) pour les
éléments x — y, et T — Yy, :

”

[(@ = yn) + (@ = ym) * + (= = yn) = (= = ym)|* = 200z = ya) [* + (= = y)?),

qui peut étre réécrite comme ¢a :

122 — Y — Y + [0 — yml?* = 2([(z = yu)|* + [(z — ym) [?),

ie.:
[yn = yml* = 2(1(z = yal® + |z = yml?) = 122 = g = ym|® (5:2)
mais 22 — Y — Ym = 2 ( — 3 (yn + ym)), donc (5.2) devient :

1 2
”2 T — 7(yn + ym) ) (5'3)

+ = yml?) — 4o — 5

[yn = ymll* = 2()(x — yn

mais 3(yn + ym) € S par convexité et alors Hx — S(yn + ym)H > ¢ par définition de 6, i.e.
4|z — F(yn + ym)H2 < —46? et alors I'eq. (5.3) entraine :

[y = yml? < 20|z = yal® + & — ym[?) — 407

12 = linJrrl |z — ym|? = 82, le coté de droit de I'inégalité précédente
m—+00
tend vers 0 pour n et m suffisamment grands, i.e. (y,)nen est une suite de Cauchy.

Comme lim |z —ys,
n—+00

m : il nous reste a démontrer qu'il existe seulement un yy qui satisfait I’équation (5.1). Soit
y1 un autre élément de S vérifiant |z — y1| = 0, alors, si on écrit encore la formule du
parallélogramme, mais cette fois-ci relative a = — yg et x — y1, on obtient :

@ = 90) + (@ = )l + Iz = 10) = 2 = 1) 12 = 2(J = ol + o — )
i.e.
122 — yo — w1]* + y1 — wol* = 467,

alors :

2
oty
0 < |y — yol? = 46% — ||22 — yo — 1 |? = 462 — HQ (1‘ — y2y>‘
2)

2
:4(y_wp_m+yl

2

:4y_4&_ymfm :
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Y0¥ ¢ S par convexité, et, comme 6% = infycg ||z — y|?, sirement c’est vrai

2
)go’

mais alors y; = yo. O

On observe que

que 62 < |z — 2291 et done 62 — |z — 238 |* <0, fe.

Yo t+wn
2

0< |y —yol* =4 <52 —~ ‘:v

Comme on I’a vu, I'utilisation de la formule du parallélogramme est indispensable pour effectuer
la preuve du théoreme. Vu que, par le théoreme 4.2.2, seulement les normes hilbertiennes
vérifient cette formule, la preuve que 'on vient de voir ne peut pas étre reproduite pour les
espaces de Banach. En fait, pour un espace de Banach quelconque, de dimension infinie, le
théoréme de la projection sur un convexe fermé n’est pas valide.

Le théoreme de projection sur un convexe fermé a des conséquences tres importantes que
nous détaillerons dans la suite.

Pour le moment, nous remarquons que ce théoréme nous garantit I'existence et 1'unicité
de la projection orthogonale gy, mais il ne donne aucune information sur comment
expliciter les éléments de la suite (y,),eny de S convergeant vers yg.

Il est donc intéressant d’avoir une caractérisation géométrique de yg, qui est fournie par
le théoreme suivant. Dans la section 5.3 on verra une autre application remarquable de ce
résultat.

Théoreme 5.2.2 Soit H un espace de Hilbert réel, S un sous-ensemble propre convexe et
fermé de H et x un élément fizé de H. Alors yo est la projection orthogonale de x sur S, i.e.
lx — yol|| = inf ||z — y||, si et seulement si

yesS

Vyesa <x7y05y7y0><07
i.e., si et seulement si ’angle 9 entre les vecteurs & — yo et y — yo est obtus, comme on le
montre dans la figure 5.1.
Si H est compleze, alors il faut remplacer {x — yo,y — yo) < 0 avec R({x — yo,y — yo)) < 0.
Preuve. On fera la preuve dans le cas réel, en laissant comme simple exercice de la compléter
pour le cas complexe.
: il faut démontrer que, si ||z —yol| = ing llx —y||, alors {z — yo,y — yo) < 0 Vy € H.

ye

Pour cela, considérons un y € S quelconque et utilisons la convexité de S pour garantir que
Ay + (1 —=XN)yp € S VA € [0, 1]. Ainsi, par hypothese, et grace aux propriétés de bilinéarité et
de symétrie du produit scalaire réel on obtient :
|z = yol® < llz = My + (1= Vol I* = |z — yo — Ay — )|’
=@ =y =AY —¥0) —yo — Ay — %))
=& = Yo,z — yo) — M& — Yo,y — ¥o)
= XMy = g0, — y0) +A* Y — Y0,y — Yo)
= Me—y0.9—10)
= [l — ol + A lly — voll* — 2Xz — yo,y — yo)-

4. Vu que {x — yo,y — Yoy = |z — yoll[|ly — yol| cos(F), ol ¥ est I'angle entre les vecteurs = — yo et y — yo.
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Ainsi :
Iz = yoll” < llz — yoll” + A2 ly — ol — 2Mz — y0,y — o),

si on simplifie et on divise par A €]0,1[, on obtient

2
0 < Ally —yoll” — 2¢z — y0,y — vo),
i.e.
A 2
&= Yo,y — yo) < 5 |y — ol
pour tout A de ]0,1]. Si maintenant on prend la limite par A — 0 aux deux membres de
I’'inégalité on obtient : /l\irr%)<:c — Y0,y — Yoy = {x — Yo, Y — Yo) < )l\in%)% lly — yOH2 = 0, ce qui
conclut la preuve de 'implication directe.
. il faut démontrer que, si (x — yo,y — yo) < 0 Vy € H, alors ||z — yo|| = infyes ||z — y||.
Pour cela, soit z € H fixé et yo € S tel que Yy € S,{x — xp,y — yo) < 0, alors :

lz =yl = [l — o +yo — ylI> = |z — yo — (¥ — 0)|*

==y — (U —y)z—y — (¥y—1w))
={z—y0,z —Y0) — <& — Y0, ¥ — Y0) — <Y — Y0, T — Yoy + Y — Y0, ¥ — Yo)
2 2
= llz = yoll” + ly — wol” — 2{z — yo, ¥y — vo),
ou, dans la derniere étape, on a utilisé encore la symétrie du produit scalaire réel. On a donc :

lz = yoll* = llz = yI* = 2¢&—yo,y — yo)— |y — wll* <0,
—_— Y

<0 par hypothese =0

ie. ||z —yol> < |lz—yl* Vy € S, Cest-a-dire : ||Jz — yo| = infq lz —yl. 0
ye

FIGURE 5.1 — Visualisation géométrique bidimensionnelle de la propriété vérifiée par la
projection sur un sous-ensemble convexe fermé de H.
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Le corollaire suivant montre que tout complémentaire d’un sous-espace vectoriel propre et
fermé d’un espace de Hilbert n’est pas trivial et il généralise la propriété 2) du théoreme 1.6.1
aux espaces de Hilbert de dimension infinie.

Théoreme 5.2.3 Soit H un espace de Hilbert et S un sous-espace vectoriel fermé et propre
de H, i.e. S # & et S #H. Alors St n'est pas réduit a {0y}, en fait : Ve e H, x ¢ S fixé, le
vecteur u = x — Pg(x) est non nul et il appartient a St :

Ve H\S, wu=x— Ps(zx)# 0y etuec S

Le vecteur ‘u =1 — Pg(x) ‘ est appelé « vecteur résidu » et le fait que u L S justifie pleine-

ment le nom de « projection orthogonale » pour Ps(x).

Preuve. Un sous-espace vectoriel est convexe, donc il vaut le théoreme de projection sur un
convexe fermé et alors 3 Pg(z) € S, tel que ||u|| = ||z — Ps(z)|| = ing |z —y| = 0.
S

Comme z ¢ S et Ps(z) € S, u # 0y. Si on démontre que u € S+, i.e. que (u,s) =0 Vse S,
le théoréeme sera démontré.
Pour arriver a ce résultat on commence par observer que : Vk € K, Vs € S,
lu+ ks|* = ||z — Ps(z) + ks|* = |& — (Ps(x) — ks) |* = 6* = [[u]®
|\ —
es

ol on a utilisé la définition de J et le fait que S est un sous-espace vectoriel.
Ainsi :
lu+ks||?> = |lul|* >0, VkeK,VseS,

mais :
|+ ks||* = (u+ks,u+ ks)
= (u,uy + {u, ksy + (ks,uy + (ks, ks)
= llull* + kCu, ) + ks, up + [K* |1s]|*,

on a donc que |ju + ks||> — ||ul|* = 0 si et seulement si :
ku, ) + ks, uy + |k|*||s]|*> = 0.
k étant arbitraire, on peut prendre k = (u,s)t avec t € R quelconque. Ainsi I'inéquation
ci-dessus devient :
Cu, sytCu, sy + Cu, )t (s,uy +[Cu, )42 |52 = 0
——

=(u,s)
2
= [, )PPt + [Cu, )t + [Cu, )P |5 > 0

= ([P sI?) + 2w, P >0 ViR

Il ne serait pas intelligent de simplifier [(u, s)|?, car c’est bien (u, s) qu'on veut calculer. .. Par
contre, la bonne stratégie pour terminer la preuve consiste & reconnaitre en t2 ( [(u, s)|? HSH2> +

2t|(u, s)|> une fonction polynomiale de degré 2 de la forme P(t) = at? + bt + ¢ avec :

a = [Cu, s)* s
b = 2|u, )
c =0,
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son discriminant vaut : A = b? —4ac = 4|[(u, s)|* = 0. Donc, pour que P(t) soit positive ¥t € R,
il faut que A < 0, ce qui n’est possible que si A = 0, mais

A=0 < 4/u,s)|* =0Vse S (u étant fixé car = l'est),

ie. (u,8) =0Vse S, donue St O

5.2.1 Une caractérisation des sous-espaces vectoriels fermés dans les es-
paces de Hilbert

Nous allons utiliser le théoreme 5.2.3 pour déduire une caractérisation tres utile des
sous-espaces vectoriels fermés dans les espaces de Hilbert.
On commence avec un résultat intermédiaire.

Lemme 5.2.1 Soit H un espace de Hilbert, et M un sous-ensemble quelconque de H, alors

span(M) = span(]%)li

Preuwve. Si 'on pose

S = span(M)
T = span(M)ll,

alors le théoreme 5.1.1 nous garantit que S < T, si on prouve que S < T est une condition
impossible, ¢a restera seulement S =T.

Pour cela, nous observons d’abord que S est un sous-espace vectoriel fermé de T' et que T,
en tant que complément orthogonal d’un sous-ensemble de H, il est un sous-espace vectoriel
fermé de H et donc il est lui-méme un espace de Hilbert.

Si, par ’absurde, S < T, alors on peut appliquer le théoreme 5.2.3 au couple S et T,
pour assurer qu’il existe w € T, u # Oy et u € S*. Mais ceci implique que u € S+ N T =

1 1l
span(M) " nspan(M) ~ = {0y}, ce qui est en contradiction avec le fait que u # 0. Finale-

11
ment, on a bien : span(M) = span(M) . O

On a maintenant toutes les informations pour prouver une caractérisation tres utile des
sous-espaces vectoriels fermés dans les espaces de Hilbert : les sous-espaces vectoriels
fermés sont précisément ceux qui coincident avec leur complément bi-orthogonal.

On remarque la puissance de cette caractérisation : elle permet d’analyser une propriété
topologique (la fermeture, qui fait référence a la convergence des suites), qui peut étre tres
compliquée a examiner directement, via I’analyse de ’orthogonalité, et donc du produit scalaire.

Théoreme 5.2.4 Soit H un espace de Hilbert, et M un sous-espace vectoriel de H.

1. M+ = span(M)

2. (37 = art]

3. M est un sous-espace vectoriel fermé de H si et seulement si M = ML+,
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Preuve.

1. Comme M est un sous-espace vectoriel, M = span(M). De plus, grace a la propriété 8.
du théoreme 5.1.1 : M+ = span(M)* = WL. Alors, le lemme précédent implique :
M = span(M)LL = span(M).

2. On vient de démontrer que M+ = span(M) et on sait que M = span(M), donc M = M*+,

3. On va montrer la double implication :

. on sait du point 1. que M = ML mais si M est fermé alors M = M, et donc
M= M+t

:si M = M+, alors M est automatiquement un sous-espace vectoriel fermé en tant que
complément orthogonal de M. O

Corollaire 5.2.1 Soient H un espace de Hilbert et M, N deux parties quelconques de H.
1. Ca vaut que :

(M UN)=MtANt

2. Si, de plus, M et N sont deur sous-espaces vectoriels fermés de H, alors :

(M A N)* =span (ML U NL)|. (5.4)

Preuve.

1. Allons prouver les deux relations d’inclusion :

(M UN)* € M+ ANt :soit 2 € (M UN) et y € M, alors y appartient aussi &
M U N, donc {x,y)=0,ie. € M. Si maintenant on prend y € N, le méme argument
montre que x € N+. Mais alors x € M+t et z€ Nt ie. x € Mt A NL.

MLt ANt (MUN):soit we Mt A NL alorsze MY et e NL. Siye M UN,
alors y € M ou y € N, mais dans les deux cas {z,y) = 0, i.e. z € (M U N)™.

2. La relation que 'on vient de déterminer vaut pour toutes parties de H et donc aussi

pour M+ et Nt dans ce cas la 1. devient : (ML UNJ‘)J_ c M+ A N (: )
th. (5.2.4

span(M) nspan(N) = M n N car M et N sont supposés étre sous-espaces vectoriels
fermés! Si maintenant on passe a I'orthogonal on obtient :

(M AN = (M*OND™ = span(ML U NT)

th. (5.2.4)
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5.3 Sous-ensemble polaire et bipolaire d’un espace de Hilbert

Dans cette section nous allons retrouver le résultat sur la caractérisation d’une partie
fermée d’une espace de Hilbert d’une maniére alternative qui passe par I’analyse d’un concept,
celui de I’ensemble polaire, qui a une grande importance dans la théorie de 'optimisation
convexe.

Déf. 5.3.1 (Polaire et bipolaire) Soit H un espace de Hilbert et M une partie non vide

quelconque de H. L’ensemble polaire de M, noté avec M° est le sous-ensemble de H défini
5

par® :

M :={xeH : Vye M, R(z,y))<1}={zreH : SB]\B Rz, y)) < 1}

Le bipolaire de M est le polaire du polaire, i.e.

M :=(M°) ={heH : Ve M°, R({h,z)) <1} ={heH : sup R(h,x)) <1}.
xeM°

Le résultat contient des propriétés remarquables du polaire et du bipolaire. Avant de
I’énoncer, nous rappelons la définition suivante.

Déf. 5.3.2 (Enveloppe convexe fermé) L’enveloppe conveze fermé d’une partie M de H
est l'adhérence de l’intersection de toutes les parties convexes de H qui contiennent M. Il est
le plus petit sous-ensemble convexre fermé de H qui contient M.

Théoreme 5.3.1 Soit H un espace de Hilbert et M une partie non vide quelconque de H.
1. M° est un sous-ensemble convezre fermé de H qui contient le vecteur nul O .
2. M coincide avec l'enveloppe convexe fermé C de M U {0y}.
3. Si M est une partie convexe de H qui contient Oy, alors M = M*.

4. Si M est un sous-espace vectoriel de H, alors M° = M*.

Preuve.

1. Le fait que M° contient Oz est évident car (0z,y) = 0 < 1 pour tout y € M. Pour vérifier la
convexité, considérons A € [0,1] et x1,x2 € M°, alors, grace a la linéarité a gauche du produit
scalaire :

R(Cer + (1 Naz,y)) = MR((en, 1)) + (1= MRz, 9)) < A+ (1—A) = 1,

ce qui montre que M° est convexe. Ca reste seulement & démontrer la fermeture, pour cela nous
observons d’abord que, pour tout y € H fixé, I'application ¢ : H — R, z — ¢y (z) := R((z,y))
est continue. Si l’on écrit :

Hy =6, (] — o0 411} = {w e H : R((a,p)) < 1},

5. Evidemment, la partie réelle &8 du produit scalaire peut étre éliminée si ‘H est un espace de Hilbert réel.
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alors H, est un sous-ensemble fermé de H en tant qu’image réciproque d’un sous-ensemble
fermé de R (rappeler que | — 00, +1] est fermé vu que son ensemble complémentaire en R est
|1, +00[, qui est ouvert). Par définition, les éléments de M° doivent appartenir & H, pour tout

ye M,ie M°= () Hy et donc il est fermé en H car il est intersection de parties fermées de
yeM
H.

2. Montrons les inclusions opposées.

: nous allons d’abord montrer que M < M. Pour faire ¢a, remarquons tout

d’abord que M* = () H,. Puis, supposons y € M et x € M° arbitraires mais fixés, alors,
xeM®
en particulier, z € H,, i.e. R({(z,y)) < 1 mais, comme R({(z,y)) = R({y,z)), ca vaut aussi

Ry, z)) <1, i.e. y€ H,. Grace a larbitrarité de z € M°, ye () Hy = M. Mais alors :
xeM®
yeM = ye M™,ie. M < M™.

Grace a 1., M, en tant qu’ensemble polaire, est convexe, fermé et il contient {0z}, mais,
comme on vient de le voir M © M™, et alors M est un ensemble convexe, fermé qui il
contient M U {0%}. Vu que C, l'enveloppe convexe fermée de M u {0y}, est le plus petit
sous-ensemble convexe de H qui contient M U {0y}, surement il est contenu en M.

: le fait d’avoir souligné que Oy € C est utile dans cette étape de la preuve. En fait,
grace au théoreme 5.2.2, pour tout x € H ca vaut

R((z — Pex, 0y — Fex)) <0 <= R((z — Pex, —Fex)) <0 = R((z — Few, Pex)) = 0,

et, pour tout y € M, ¢a vaut aussi R((x — Pex,y — Pex)) <0, i.e. R((x — Pex,y — Pex)) < e
pour tout € > 0, i.e., par linéarité du produit scalaire,

R((x — Pex,y — Pex)) = R((x — Pex,y)) — R((x — Pex, Pex)) <,
c’est-a-dire, vu que € + R((x — Pex, Pcx)) est un nombre réel > 0,

Rz — Pex, y))

R = Pew,y)) < &4 R((w = Pew, Pew)) <= —pr—p "posy < b

qui peut étre réécrit comme ¢a :

xr — Pex
< b b
§R<<e+a%<<a:—Pcax,ch>>’y>> boovwedve=0

i.e. Pélément z(x) := €+§R(<$:1€S;Pc$>) € M° pour tout = € H.

Vu que ce résultat vaut pour n’importe quel x € H, nous pouvons ’appliquer quand
x € M*, dans ce cas, par définition, nous avons R((z, z(z))) < 1, i.e.

w2 =R ((» e ) <!

Rz, x — Pex)) < e + R((x — Pex, Pex)) = ¢ + R((Pex,x — Pex))

d’ou

ce qui donne
R((x — Pex,x — Pex)) <e «— |z — Pez|?* <e Ve>0,
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mais ¢a est possible si et seulement si x — Pex = Oy, i.e. x = Pex, mais comme Pex € C, x € C.
On a alors prouvé que € M* = z€(, ie. M* (.

3. D’apres 2., si M est une partie convexe de H qui contient Oy, alors M est le plus petit
convexe fermé qui contient M. Or, si M est convexe, aussi M est convexe et, de plus, il est le
plus petit fermé qui contient M. Par conséquent, M = M.

4. Montrons les inclusions opposées.
: évident car si 2 € M, alors, pour tout y € M, (x,y) =0 < 1, donc z € M°.

M° < M*|: soit z € M°, on doit démontrer que = € M1, i.e. que {x,yy =0 VYy e M. Pour
faire ca, on utilise le fait que M est supposé étre un sous-espace vectoriel de H : si y € M,
alors aussi ty € M Vt € R\{0}. Vu que x € M° et ty € M, ¢a doit valoir que

Rz, ty)) <1 = tR({z,y)) < 1Vte R\{0} < R({z,y)) =0 VYye M,

si H est un espace de Hilbert réel on a terminé la preuve. Si H est complexe, nous devons
démontrer que aussi la partie imaginaire du produit scalaire est nulle. Pour cela, utilisons
le théoreme 1.1.2 qui garantit que I((z,y)) = R((z,iy)), donc F((z,y)) = R({z,iy)) = 0
car nous avons démontré avant que R({(z,z)) = 0Vz e M et z = iy € M quand y € M si
M est un sous-espace vectoriel complexe. En conclusion, (z,y) = 0 Yy € M et alors z € M+. O

Les propriétés 3. et 4. du théoreme précédent impliquent la propriété 2. du théoreme 5.2.4,
i.e. M = MY, en fait, d’'un coté, M° = M=+, donc, si on répete deux fois Popération du
polaire on obtient M* = M+, mais M* = M, donc M = M+

5.4 Le théoréme de la projection (orthogonale) dans un espace

de Hilbert

Allons maintenant & énoncer et démontrer le plus important corollaire du théoréeme de la
projection orthogonale sur un convexe fermé.

Théoréme 5.4.1 (Théoréme de la projection orthogonale) Soit H un espace de Hil-
bert sur K =R ou C. Soit S un sous-espace vectoriel propre et fermé de H. Alors :

H=Sd®S,

ie.YreH,Ise S, Ite St 1 x =s+t, et cette décomposition est unique, i.e. si :

r=s+1 s=¢
, ., avec s, s’ €S, t,t' e ST, alors : ,
r=s5+t t=1.

Si S n’est pas un sous-espace propre, alors on a la décomposition triviale H = H @ {0x}.
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Preuve. Soient x € H, fixé, Ps(x) € S le projeté orthogonal de x sur S et u le vecteur résidu :
u =z — Ps(x) € St. Grace au théoreme précédent, on peut décomposer z ainsi :

x = Pg(x) +x — Ps(z) .
e
es €St

Il reste maintenant a prouver qu’une décomposition comme celle ci-dessus est unique. Considérons
les décompositions : = s+t et . = s’ +t', avec s,s' € S, t,t' € S, alors s+t = s + 1/, i.e.

s—s =t —t,
M~
€S est

S et S+ étant des espaces vectoriels, ils sont stables par soustraction, d’ott le résultat entre
accolades. Or,ona: S3s—s =t —te S+ maisalors s —s'e SnStett' —teSn St
mais S N S+ = {0y} et ainsi, nécessairement, s’ = s et t = t. O

Observation importante : a la lumiere de ce théoreme, ’écriture z = z — y + y, qui
peut sembler triviale, assume une signification bien plus profonde quand on peut prouver que
y = Psx, S sous-espace fermé de H. En fait, dans ce cas, comme conséquence immédiate du
théoréme de la projection et de Pythagore, on obtient la formule ||z||> = ||l — y||* + ||ly||?, qui
est extrémement utile pour la théorie et pour les applications des espaces de Hilbert.

Voyons un exercice dans lequel on applique les résultats qu’on vient d’apprendre.

Exercice 5.1

Soit 2 un sous-ensemble borné de R™ et considérons I’ensemble M des fonctions f: Q — R,
f € L*(Q), constantes p.p. Démontrer que :

1. M est un sous-espace vectoriel fermé de L?(2).

2. Vf € L?(Q), la projection de f sur M est la fonction constante p.p. et égale a la
moyenne de f sur 2, i.e. ca vaut que : Py f = ﬁ §o f(@)dx, |2 = m(Q), m : mesure
de Lebesgue sur R™.

3. Le complément orthogonale de M en L?(Q2) est donné par les fonctions h de L?(12) &

moyenne nulle, i.e. {o h(z)dz = 0.

Solution de ’exercice 5.1

1. On peut caractériser M comme le sous-espace vectoriel de L?(Q2) engendré par la
fonction constante 1(z) = 1 p.p. sur Q. Comme il y a un seul générateur, M est
isomorphe a R, qui est fermé.

2. Soit f € L?(f2), alors, grace au théoréme de la projection, si on écrit f = f— Py f+ Py f,
nous avons que f — Py f € M*. Soit alors g un élément de M tel que : g(z) = ¢ # 0
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p-p- sur €2, calculons le produit scalaire entre f — Py f et g

0={f—Puf ar2q

= J (f(z) — Py f)g(x)dx (Ppf e M = const. p.p., donc on interprete Py f € R)

:f o dx—J(PMf) ff dx—c(PMf)J dx

—c (L fz)dx — (PMf)IQ!> ,

i.e., vu que ¢ # 0,

1
Pyf= |QJQ f(x)dx

3. Soit h e M+ quelconque, alors, par définition : (h, g) r2(q) = 0 Vg € M. Prenons encore
g(x) = ¢ # 0 p.p., alors

0 =< g = JQ h(z)g(x)dx = cfﬂ h(z)dx, Vk € R,

donc i, h(z)dz = 0.

Gréce a ce que l'on vient de prouver et au théoreme de la projection orthogonale, nous pouvons
représenter d’une maniére unique toute fonction f e L?(Q), Q < R” tel que m(Q) < +oo,
comme ¢a :

f={Ha+h,

ot {f)q est la fonction constante sur € et égale & la moyenne de f sur Q et h e L*(Q) telle
que <(hyq = 0. O

5.5 Systemes orthonormés et bases hilbertiennes

Nous avons vu, dans les chapitres 1 et 2, que la présence d’une base orthonormale dans un
espace Euclidien permet de calculer facilement les composantes des vecteurs et de caractériser
les opérateurs de projection orthogonale. De plus, avec le choix de la base de Fourier, on a pu
définir les coefficients de Fourier et la transformée de Fourier discrete.

Nous allons voir ici quelles sont les conditions qu’il faut rajouter pour étendre tout ca aux
espaces de Hilbert de dimension infinie. On commence par une définition.

Déf. 5.5.1 (s.o.n) Une famille orthonormale d’éléments d’un espace de Hilbert est dite un
systéme orthonormale (ou orthonormée) et écrite s.o.n.

On va analyser les s.o.n. dans les espaces de Hilbert dits séparables, qu’on va définir ci-dessous.

Déf. 5.5.2 Un espace de Hilbert H est dit séparable s’il existe un sous-ensemble E < H
dénombrable et dense en H : card(E) = Ng, E = H.
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Les espaces de Hilbert séparables sont ceux qui apparaissent dans la grande majorité de cas,
nous donnerons un exemple d’espace de Hilbert non-séparable dans la section 5.5.3. L’avantage
principal de travailler avec les espaces de Hilbert séparables est contenu dans le théoreme
suivant.

Théoreme 5.5.1 Tous les s.o.n. d’un espace de Hilbert H séparable et de dimension infinie
sont dénombrables.

Preuve. Soit M un s.o.n infini de H. Comme H est séparable, il existe un sous-ensemble F < H
dénombrable et dense en H : E = H.

Grace a la caractérisation 2. de la densité donnée dans la définition 4.1.4, nous pouvons
garantir que, fixé un élément x € M quelconque et fixé arbitrairement € > 0, Ju, € F tel que
| — ug|| < e. La preuve sera complete si on démontre que la correspondance définie par la

fonction
10 M — FE

x — (x) = uy
est injective, en fait, si c’est le cas, M est en correspondance bijective avec (M) € E qui est
une partie infinie d’un ensemble dénombrable, et donc dénombrable elle-méme.

Soit alors y € M quelconque mais tel que y # z, et u, € E tel que |z — uy| < ¢ pour tout
€ > 0 arbitraire mais fixé. Vu que x # y sont deux points distincts arbitrairement choisis
dans M, I'injectivité de ¢ correspond au fait que «(x) # 2(y), i.e. uy # u,. Pour démontrer ca,
observons que, comme z et y appartiennent a un s.o.n, leur distance vaut v/2 et alors nous
pouvons écrire

\/§=H:):—y”=H:J:—ux+uy—y+ux—uyH

oS e + ly =yl e — g
inég. triang.

< 2e + |Jugp — uy,

fLe. [uy —uy| > V2 —26. V2 -2 >0 <= e < +/2/2, donc, il suffit de fixer £ €]0,/2/2],

[uy — uy| > 0 pour avoir u, # uy. O

Ce théoreme explique pourquoi, dans la suite, on utilisera une valeur discrete n € N ou Z
pour indexer les éléments d’un s.o.n. dans un espace de Hilbert séparable.

Convention : dorénavant, un espace de Hilbert H sera toujours implicitement considéré
séparable, sauf si autrement spécifié.

Les deux plus importantes propositions relatives aux s.o.n sont 'inégalité de Bessel et le
théoreme de Fischer-Riesz.

5.5.1 L’inégalité de Bessel et les coefficients de Fourier

L’expansion d'un vecteur v € K", n < 400, par rapport a une base orthonormale (u;)}",

n
s’écrit v = v, Up Yup, ol (v, u,) sont les composantes de v dans cette base. De plus, ¢a vaut
i=1

n
I'identité de Plancherel : [[v]|? = Y. |[{v, u,)|?. Si on veut qu'un s.o.n d'un espace de Hilbert
i=1
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‘H de dimension infinie soit I’extension d’une base orthonormale, alors il faut que, pour tout
élément = € H, la suite ((x, un))nen soit décroissante vers 0 quand n — +00, sinon la série

> {x,unyu, ne pourra pas étre convergente! Le résultat suivant nous assure que ceci est
neN
toujours vrai, ce qui n’est pas toujours garanti est la validité de 'identité de Plancherel. ..

Théoréme 5.5.2 (Inégalité de Bessel) Soit (up)ney € H un s.o.n dans un espace de
Hilbert H. Alors, Vx € H ¢a vaut :

D K un)l? < |, (5.5)
neN

plus précisément, l’écart entre les deux membres de linégalité peut étre quantifié comme ¢a :
2

lzl* = > K, unl® =

neN

T — Z Ty U yup,

neN

(5.6)

. . 2 IR .

Preuve. Si on prouve que Iécart ||z|* — 3] [(z,u,)|? est égal & une norme au carré, qui est
neN

> 0, 'inégalité de Bessel sera automatiquement démontrée.

Pour simplifier la notation, écrivons A, = (x,u,) <= A\, = {uy, ) ¥n € N et considérons
N € N quelconque. Par calcul direct, nous avons :

N N
T — Z Anln Z Anln,

En appliquant la sesquilinéarité aux deux termes intermédiaires, et le théoréme de Pythagore
généralisé au dernier terme, nous pouvons réécrire I’'égalité ci-avant comme ¢a :

N 2
T — Z AnUn,
n=0

mais, grace aux définitions de ), et A, et au fait que ||u,||> = 1 pour tout n, la derniére égalité
devient :

2 2

N N
= H‘TH2 - <‘7:7 Z )‘nun> - <Z )\numm> +
n=0 n=0

N o N N
= [ = > A, un) = Y AaCum, @) + Y Aalun|?,
n=0 n=0 n=0

N 2 N N N N
T — Z Mttn|| = [z]* = 2 AnAn — Z AnAn + Z Anl? = ||z - 2 A,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
i.e.
N N 2
2
HQ;H - Z ’<x7un>|2 =T = Z<x7un>un
n=0 n=0

Comme on n’a pas posé des restrictions sur IV € N, cette égalité vaut pour N arbitrairement

grand, i.e. )

lzl* = > Ke, unl® =

neN

T — Z (X, up Yty

neN

Nous allons maintenant généraliser la définition de coefficients de Fourier donnée dans le
chapitre 2.
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Déf. 5.5.3 (Coefficients de Fourier généralisés) Les scalaires {x,u,) € K sont dits les
coefficients de Fourier généralisés de x par rapport au s.0.n (un)nen €t ils sont écrits comme

ca :

#(n) = <a:,un>‘ Vn e N.

On peut donc reformuler I'inégalité de Bessel en disant que, pour tout x € H, la suite

T = (in)neN
appartient a /2(N,K) et que
|Z]2 < |z Ve H.

Nous observons aussi que, nécessairement, la suite des coefficients de Fourier est une suite
décroissante vers (. Pour des espaces de Hilbert ou z est identifiable avec une fonction,
I’analyse de la vitesse de décroissance des coeflicients de Fourier donne des informations tres
intéressantes sur la régularité de x.

L’équation (5.6) donne Pestimation de I’écart entre ||z|? et |]|o” et, réécrite avec la notation
qu’on vient d’introduire, implique immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 5.5.1 Soit H un espace de Hilbert et (up)neny un s.o.n. quelconque de H. Alors :

2
z— ) &mun| = [z —[2[27,
neN
en particulier, >, Z(n)u, converge vers x si et seulement si |Z]2 = ||x|.

neN

5.5.2 Le théoréme de Fischer - Riesz

Le théoreme (fondamentale) suivant est souvent appelé théoreme de Fischer-Riesz dans la
littérature, par exemple dans le livre classique [7].

Théoréme 5.5.3 (Fischer - Riesz) Soit H un espace de Hilbert, (un)neny un s.o.n de H et
(kn)nen une suite de scalaires de K =R ou C.

1. Alors,

Z knuy converge (en norme | | de H) <= Z kn|? converge (en K),

neN neN

ie. > kpuy, converge <= (kp)nen € £2(N,K).

neN

2. Si > kpu, converge vers la somme x, i.e. x = Y. kpuy, alors :
neN neN

kp = {x,uny = Z(n)

l? = kal?,

neN

et

i.e. Uinégalité de Bessel devient 1’égalité de Plancherel ||z]|? = 3 [(z, un)|? = ||]2>.
neN
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Preuve.

1. On doit vérifier que I’étude de la convergence de Y. knu, et de ) |k,|? sont équivalents.
neN neN
Pour cela on utilise le fait que H et K sont complets, donc la condition de Cauchy est nécessaire

et suffisante pour la convergence des suites, en rappelant que la série Y k,u, est la suite
neN

N
(SN)Nen = ( > knun> des sommes partielles.
NeN

n=1
N
La condition Cauchy pour Sy = > kyu, est :
1

n=

ZT: kntn

Ve>03K. >0 :r>s>K. = |S, — S| = <.
n=s+1
T r 2
Vuque | > kpup| <e < > kpug|| < €2 = §, car 'inégalité concerne deux nombres
n=s+1 n=s+1

réels positifs, on peut re-définir la condition de Cauchy pour (Sy)nen comme ga :

ZT] knun,

n=s+1

2

Vo>03dK5>0 : r>s> Ky — <.

Maintenant on utilise ’orthogonalité des wu,, pour développer la norme au carré en utilisant le
théoreme de Pythagore généralisé et le fait que |u,| =1VneN:

T 2 T T T
Z knun Z Hknun”2 = Z |kn|2H“nH2 = Z |kn|27
n=s+1 n=s+1 n=s+1 n=s+1

mais alors la condition de Cauchy pour la suite des sommes partielles de la séries Y k,u,
neN
peut etre reécrite comme :

.
Vo0>03K;>0:r>s=>K; = Y |ka|? <6,
n=s+1

mais celle-ci est la condition de Cauchy pour la suite des sommes partielles de la séries Y. |ky|?,
neN
donc I’étude de la convergence des deux séries est équivalent.

2. Supposons la convergence de la séries Y, kpu,, vers la somme z, alors, par la continuité
meN
du produit scalaire :

<.%',’U,n> = <Z kmumyun> = Z km<um; un> = 2 kmém,n = kn;
meN meN meN
Vn e N, dou : z = > {(x,upyun, = >, &(n)uy,. Le fait que 2. implique que 'inégalité de

neN neN
Bessel devient 1'égalité de Plancherel est une conséquence immédiate du corollaire (5.5.1).

Alternativement, nous pouvons le démontrer avec la continuité de la norme :

I = Y34z, unyunl® = 3 Kay wn)Pllun|® = 3 Kz un)l® = [2]2°.

neN neN neN
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Corollaire 5.5.2 Soit H un espace de Hilbert et (up)nen un s.o.n de H. Alors, la série

> &(n)uy, est toujours convergente (par rapport a la norme || | de H).
neN

Preuve. Grace a I'inégalité de Bessel, (#(n))nen € £2(N,K), i.e. Y] |#(n)|? est convergente en
neN
K, mais alors, grace au théoreme de Fischer-Riesz, la série > Z(n)u, est convergente en H. O
neN

Exemple remarquable : montrons un cas explicite de série Y Z(n)u,, étant (up)peny un
neN
s.o.n dans un espace de Hilbert H, qui converge vers un élément y € H, y # x.

Prenons : H = L?[—7, 7], un(t) = # sin(nt), n € N et t € [—m,m]. On peut vérifier que
(un)n € N est un systeme orthonormal pour H. Soit z(t) = cos(t), alors, par calcul direct :

Z z(n)uy, = Z i(fr cos(t) sin(nt)dt) sin(nt),
n=1

neN -

mais " _cos(t)sin(nt)dt = 0 car c’est 'intégrale sur un domaine symétrique d’une fonction
impaire, donc

Z z(n)un = i 0-sin(nt) = 0,
neN n=

1
ou 0 est la fonction identiquement nulle sur [—7, 7], qui, évidemment, est différente de la

fonction cos(t), donc >, Z(n)u, # .
neN

5.5.3 Les caractérisations d’une base hilbertienne

L’exemple que 'on vient de voir montre qu’un s.o.n. quelconque dans une espace de Hilbert
‘H n’est pas suffisant pour garantir la convergence en norme de la série des coefficients de
Fourier de x € H multipliés par les éléments du s.o.n a x lui-méme.

On peut se demander d’une maniere naturelle s’il existe une condition qui assure la
convergence.

Dans la section 1.5, on a vu que, en dimension finie, cette condition est que le s.0.n. soit une
base orthonormale, i.e. un systéme maximal de vecteurs unitaires linéairement indépendants et
orthogonaux, ol « maximal » veut dire qu’il n’existe pas un autre vecteur unitaire orthogonale
aux vecteurs de la base considérée.

Cette propriété caractérise les « bases » aussi dans le cas d’un espace de Hilbert de dimension
infinie, mais dans ce cas on utilise une nomenclature différente.

Déf. 5.5.4 (s.o.n.c) Soit (up)ney € H un s.o.n. d’un espace de Hilbert H. Si (tun)nen n'est
pas une partie propre d’un autre systéme orthonormal de H, i.e. s’il n’existe pas un autre
vecteur unitaire orthogonal aux vecteurs (up)nen, alors on l'appelle un systéme orthonormal
complet (s.o.n.c. dorénavant), ou total, ou base hilbertienne.

Remarquablement, la propriété d’étre une base hilbertienne, dans le sens qu’on vient de
définir, est équivalente & 5 autres propriétés, comme on le voit dans le résultas suivant, qui
généralise le théoreme 1.8.2 aux espaces de Hilbert de dimension infinie.
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Théoréme 5.5.4 Soit (un)neny un systéme orthonormé d’un espace de Hilbert H. Les affir-
mations suivantes sont équivalentes :

1. (up)nen est une base hilbertienne

2. {z,upy = 2(n) = 0Vn e N < x = 0y, i.e. Oy est le seul vecteur orthogonal a
tous les vecteurs d’un s.o.n.c. (ou, le seul vecteur x € H qui a coefficients de Fourier
généralisés tous nuls sur un s.o.n.c. de H est le vecteur nul)

3. span((un)nen) = H, i.€. (un)nen génére un sous-espace vectoriel dense en H

4. Vx e H :
x = Z<x, Up YUy, = Z z(n)uy, Expansion en série de Fourier généralisée
neN neN
5. Ve,yeH :
{x,yy = Z<a:, Up ) Un, Y) =<2, DN K) Identité de Parseval
neN
6. YreH :

|z)|? = Z |, un))? = |22 Identité de Plancherel.

neN

Preuve. On procédera de la maniere suivante : 1. = 2. = 3. = 4. = 5. = 6. = 1.

(1. = 2.) : par labsurde, si 1. est vrai et 2. non, alors 3z* € H, z* # 0y tel que :
%

(x*,upy = 0 Vn € N, mais alors le vecteur u* = W est un vecteur unitaire et L a tous les
x

éléments de (uy)nen et donc (u*, (uy)nen) serait un s.o.n plus grand que (uy,)nen, ce qui est
contraire a la totalité de (uy)pen.

1
(2. = 3.) : 2. = (Un)nen)t = {0y} = (span((un)neN)) = {0y}, grace a la pro-
priété 8. du théoréme 5.1.1, si on prend le complément orthogonal aux deux cotés on obtient

SN N
(span((un)neN)> = {OH}l = H, mais alors H = (span((un)neN)) = span((un)nen),
grace au théoreme 5.2.4.

(3. = 4.) : considérons x, calculons les produits scalaires avec (u,)nen et écrivons la

série Y, (x,un)yuy,, quon sait étre convergente vers un certain y € H, on doit utiliser la
neN
3. pour démontrer que y = z. La deuxieme partie du théoreme de Fischer-Riesz assure

que {x,up) = (y,up,) Yn € N, ie. (x —y,upy = 0, Vn € N, ie. 2 —y € ((un)nen)t =

(oo # = (Ou iy =
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(4. = 5.) : on considere z,y € H quelconques et on écrit leurs séries de Fourier généralisées :

grace a 4. on a :
T = Z<$>Un>un Y= Z Y, Ui )Um

neN meN

donc

<:E, y> = <Z<x,un>un, Z <ya um>um>a

neN meN

Par continuité du produit scalaire et sa linéarité :
@y = D2, uny (i, Y Yy Um Vi),
neN meN
puis, par continuité du produit scalaire et sa sesquilinéairité :
@) = D0 D@ n) sty (i iy = > <, ) (i, YD Gy
neNmeN neN meN

le. :

<l’, y> = Z<x’ un> <un7 y>

neN

(5. = 6.) : ca suffit de considérer y = x en 5. : [z|? = (z,2) = 3 (&, up )} un, ) =
neN
2., un )5 Un ) = ZN [, un) [
ne

neN

(6. = 1.) : par 'absurde, si 6. est vraie et 1. non, alors Ju* € H, |u*| =1 et (u*,uy) =0

Vn € N, on aurait alors Y| [{u*,u,)|*> = 0, ce qui est contraire & 6. car elle dit que
neN

3 Ku*, un)l? = Ju*|* = 1. O

neN

Observation importante sur la propriété 4. : 'expansion en série de Fourier généralisée
sur une base hilbertienne est ’extension du théoreme de décomposition d’un vecteur sur une
base orthonormale dans un espace Euclidien de dimension finie d, comme le montre le tableau
suivant.

K< ‘H : Espace de Hilbert
Base orthonormale : (u;)i—1_ 4 Base hilbertienne : (uy,)nen

d
Expansion : Vo € K 2 = Y {(z,u;)u; | Série de Fourier : Ve e H x = . (&, up)u,
i=1 neN
Composantes : (x,u;) Coefficients de Fourier : (z, u, )

La généralisation de la base canonique de l'espace £2(Zy) qu’on a introduit dans la section
2.1 est la base hilbertiennes canonique de H = ¢%(Z,K) donnée par les vecteurs (ex)rez,
ek(n) = 5k,n YneZz:

(e = (1,0,0,...), e2 = (0,1,0,...), ...).

L’orthonormalité est évidente, la complétude descend, par exemple, du fait qu’il est immédiat
de voir que le seul vecteur orthogonal a eq, es, ... est le vecteur nul.
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Théoreme 5.5.5 Tout espace de Hilbert H admet une base hilbertienne.

Preuve. Notons avec O la collection de toutes les familles orthonormées de H. O est un
ensemble ordonné par inclusion. Si ® < O est linéairement ordonné, alors la réunion de tous
les éléments de ® est un extréme supérieur. Le lemme de Zorn [11] garantit qu’il existe un
élément maximal en O. O

Exemple d’un espace de Hilbert non-séparable. Nous rappelons que nous avons impli-
citement assumé que 'espace de Hilbert du théoreme 5.5.4 soit séparable, donc, tout espace
de Hilbert qui ne vérifie pas une des propriétés qui caractérisent une base hilbertienne est
non-séparable. Utilisons, en particulier, la propriété 2. du théoreme 5.5.4 pour montrer un
exemple d’espace de Hilbert non-séparable. Définissons I’espace suivant :

H={fR->K:3JE;cR, card(Ey) <N : f\Ef € 2(N,K) et f‘R\Ef = Op\g, }

i.e. 'espace constitué par toute fonction f définies sur R a valeur en K, qui s’annule partout
sauf sur un sous-ensemble fini ou dénombrable E¢ de R et telle que la suite (finie ou infinie)
f:E; — K est carré sommable.

‘H est un espace vectoriel, par rapport aux opérations linéaires définies ponctuellement,
qui peut étre muni du produit scalaire suivant :

o= D, flglx) fgeH,

zeErnEy

bien défini vu que la somme est, par définition de H, soit une somme finie, soit une série
convergente (évidemment, si K = R lopération de conjugaison devient l'identité). Il est simple
de vérifier que H est un espace de Hilbert par rapport a la topologie induite par ce produit
scalaire.

Supposons, par 'absurde, que H est séparable, alors toute base hilbertienne est dénombrable.
Soit alors u = (up)neny une base hilbertienne de H sous I’hypothese de séparabilité et soit
U := |J Uy, ot les ensembles U,, © R Vn € N sont tels que u,|;; € £*(N,K) et Unlp\p, = Or\U,

neN
Si on montre qu’il existe un élément f, de H qui est orthogonal a tout u, et qui n’est pas la

fonction identiquement nulle sur R, alors on montre que la propriété 2. du théoreme 5.5.4 ne
vaut pas, cette contradiction implique que H ne peut pas étre séparable.

Pour construire un tel élément, observons que U est la réunion d’ensembles dénombrables
ou finis, donc lui aussi est soit dénombrable soit fini. Alors, il suffit de considérer un point
quelconque z € R\U et définir f,, : R — K comme ¢a

fu(x)Z{l six ==

0 sinon,

pour avoir un élément de H tel que (uy, fi,) = 0 ¥n € N, mais f # Og.

Le fait que toutes les bases hilbertiennes d’un espace de Hilbert séparable H de dimension
non-finie soient dénombrables ne doit pas faire penser que H lui-méme a une dimension
dénombrable en tant qu’espace vectoriel.

174



C’est-a-dire, si on oublie que H est un espace de Hilbert et qu’on le traite simplement
comme un espace vectoriel, alors sa dimension est, par définition, le cardinal d’une base au
sens algébrique, i.e. un sous-ensemble B < H d’éléments linéairement indépendants de H tel
que tout élément de H peut étre obtenu comme combinaison linéaire finie d’éléments de la
base B. En fait, ca vaut le théoreme suivant, dont on assume la preuve.

Théoreme 5.5.6 Si le cardinal commun des bases hilbertiennes d’un espace de Hilbert H
(séparable ou non) est Ny, i.e. dénombrable, alors la dimension de H en tant qu’espace vectoriel
ne peut pas étre inférieure a Ny, i.e continue.

Comme conséquence du théoréme, les espaces de Hilbert séparables ont, au moins, le cardinal
du continu en tant qu’espaces vectoriels, i.e. un systéme maximal de vecteurs linéairement
indépendants a, au moins, le cardinal du continu! Demander 'orthonormalité rajoute la
contrainte que la distance entre les éléments de la base doit étre 1/2, qui fait descendre le
cardinal au dénombrable.

Néanmoins, il faut souligner encore une fois qu’avec une base hilbertienne on peut recons-
truire tout élément d’un espace de Hilbert via série de Fourier généralisée dans le sens de la
norme hilbertienne, ce qui est bien différent de la possibilité de reconstruire tout élément a
travers d’'une combinaison linéaire finie.

Ceci montre que c’est une base hilbertienne 'objet le plus adapté a donner une « pa-
ramétrisation » d’un espace de Hilbert via les coefficients de Fourier généralisés, et non pas
une base dans le sens des espaces vectoriels.

La raison est qu’une base hilbertienne possede des propriétés qui la rendent compatible
avec la riche structure géométrique de ’espace de Hilbert générée par le produit scalaire, par
contre une base dans le sens vectoriel classique tient en considération seulement sa structure
linéaire.

A cause de cette différence, certains auteurs introduisent la nomenclature suivante.

Déf. 5.5.5 (Dimension orthogonale) Soit H un espace de Hilbert. On appelle dimension
orthogonale de ‘H le cardinal commun de toutes les bases hilbertiennes de H.

Il est clair que la dimension orthogonale coincide avec celle ordinaire pour un espace de Hilbert
de dimension finie, mais ceci n’est plus vrai en dimension infinie.

5.5.4 Isomorphismes entre espaces de Hilbert

1l nous reste a discuter une derniére propriété qui montre I’analogie entre espaces de Hilbert
et espaces Euclidiens de dimension finie : [’existence d’un prototype pour ces espaces.

Nous avons vu que la dimension d’un espace vectoriel V' de dimension finie d est suffisante
pour le caractériser a un isomorphisme pres. En fait, nous savons que, une fois qu’on fixe une
base quelconque de V, la correspondance I : V — K% qui associe & chaque vecteur v de V ses
composantes (en Kd) par rapport & la base choisie est un isomorphisme. C’est dans ce sens
que K% est le prototype des espaces vectoriels sur K de dimension d < +0o0. Pour les espaces
de Hilbert (séparables) de dimension infinie, le prototype est £2(N, K).

Pour rendre rigoureuse cette affirmation, on doit d’abord définir le concept d’isomorphisme
entre espaces de Hilbert. La présence du produit scalaire implique une modification dans la
définition canonique d’isomorphisme entre espaces vectoriels.
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Déf. 5.5.6 (Isomorphisme entre espaces de Hilbert) Soient H et H' deux espaces de
Hilbert sur le méme corps K. La transformation U : H — H' est un isomorphisme d’espaces
de Hilbert si :

1. U est linéaire
2. U est bijective

3. U préserve le produit scalaire, i.e.
W), Uy =<z, yyn Vo,yeH.
La requéte 3. implique (dans le cas particulier x = y) que U préserve les normes, i.e.
U@y = Nl Vo eH.
Ceci implique aussi :

U(@) = U@l = U@ =)o = o -yl Vo,yeh,
i.e. U préserve les distances, on dit dans ce cas que U est une isométrie.

Nous observons que la propriété de préservation de la norme implique que |U(z)|y =
0 < |z|n = 0, mais alors, grace a la définie positivité de la norme, ceci est équivalent &
U(z) =0y < x =0y, i.e. ker(U) = {0y} et donc U est injective.

Nous pourrions alors redéfinir un isomorphisme U entre espaces de Hilbert comme une
transformation linéaire, qui préserve le produit scalaire (donc injective) et surjective. En réalité,
demander la linéarité serait redondant, comme montré par le résultat suivant.

Théoréme 5.5.7 Soient V, V' deux espaces vectoriels, de dimension finie ou infinie, sur le
méme corps K avec produit scalaire. Si la transformation U : V — V' est surjective et préserve
le produit scalaire, alors elle est linéaire.

Preuve. Vx,y,z€ V et Va,B e K :

0=0,2) = Caw + By — aw — By, 2) = aw + By, ) — alw, 2) = Ky, 2)
U presjrve ) <U(Oéﬂ’j t 5y)’ U(Z)> B 04<U($), U(Z)> - B<U(y), U(Z)>

= (Ulax+ By) — alU(x) = BU(y),U(2)).

(linarité ¢ 5)

Comme U est surjective par hypothese, si on laisse varier z € V, U(z) représente tout élément
de V', donc, U(ax + By) — aU(x) — BU(y) est orthogonal & tous les éléments de V', i.e.
U(ax + By) — aU(z) — U(y) = Oy, d’otlt :

Ulax + fy) = aU(z) + BU(y)  Vz,yeV, Va,BeK,

U est linéaire. O

La définition d’isomorphisme entre espaces de Hilbert peut étre reformulée comme ci-
dessous.
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Déf. 5.5.7 (Définition alternative d’isomorphisme entre espaces de Hilbert) Soient
H et H' deux espaces de Hilbert sur le méme corps K. La transformation U : H — H' est un
isomorphisme d’espaces de Hilbert si :

1. U est surjective

2. U préserve le produit scalaire.

Etre isomorphe est une relation d’équivalence dans I’ensemble des espaces de Hilbert sur le
méme corps K, en particulier ¢a vaut le théoréme suivant (dont on assumera la preuve).

Théoréme 5.5.8 H,H' : espaces de Hilbert sur le méme corps K. H est isomorphe a H' si
et seulement si la dimension orthogonale de H est la méme de H'.

5.5.5 (?(N,K) comme prototype des espaces de Hilbert séparables de di-
mension infinie

Lemme 5.5.1 Soit (uy)nen une base hilbertienne de H, alors, pour toute suite (kp)nen de
2(N,K) il existe x € H tel que : (kn)nen = ({2, Un))nen-

Preuve. Pour tout x € H, (kn)nen = ({2, un))nen appartient & £2(N,K) grace a 'inégalité de
Bessel. Inversement, si (kp)neny € £2(N, K), alors, grace a 1. du théoréme de Fischer-Riesz,

> knuy converge, mais comme (up)ney €st une base hilbertienne de #, la convergence est
neN
vers z, et alors la 2. du théoreme de Fischer-Riesz garantit que (ky)nen = ({&, Un))neN- O

Théoreme 5.5.9 Si l’espace de Hilbert H a dimension orthogonale dénombrable Xg, alors H
est isomorphe a (*(N,K).

Preuve. Soit (uy)nen une base hilbertienne dénombrable de H. Considérons Iapplication :

U: H — #(NK)
. — Uz) = (2, un))nen-

U est surjective grace au Lemme 5.5.1. U préserve le produit scalaire grace a l’identité de
Parseval, en fait :

e,y e H oo (aym = @ un) Cunyy) = ) un) (ysuny = U @), Uy)eng)-

neN neN

5.6 La base hilbertienne de Fourier en L2

L’exemple le plus connu, et le plus important dans les applications, de base hilbertienne
est la base de Fourier, qu’on va définir ci-dessous dans le cadre de I’espace de Hilbert L? avec
des choix différents du domaine des fonctions carrés intégrables.
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5.6.1 L*[—7, 7] ou L?[0,27]

Commencons avec H = L?[—m, 7] ou L%[0,27] et K = C, alors :

est un s.o.n.c dit la base hilbertienne de Fourier de L2[—m, 7| ou L2[0,27]. A noter que ce

s.o.n.c. compleéte le s.o.n. % sin(nz), n € N qu’on avait utilisé pour démontrer que, pour les

s.0.n., la convergence de la série de Fourier généralisée (en norme hilbertienne) vers I’élément
qui définit les coefficients de Fourier généralisés n’est pas assuré.
L’orthonormalité est simple & prouver, en fait (considérons L?[—7, 7], pour L?[0,27] la
preuve est la méme) :
Qi Uy = U (T) U () dx eMre "My =
—T

ei(n—m)ac dz.

Tor ), 21 )_,

— Sin =m, alors "% = 0 = 1 et donc (tn, up) = |un|? = 1;
— Sin # m, alors, en écrivant y = i(n — m), on peut réécrire le produit scalaire comme
b ) )
cecl :

1

i yx 1 yr|T=" 1
Qs Uy = Py edr = — [e¥"]7 "

_ i(n—m)m _ i(m—n)m] _
- 27y T 2mi(n —m) le ¢ =0

En résumé, (up,um) = dpm, ce qui prouve 'orthonormalité. La preuve que le systeme soit
complet est beaucoup plus compliquée et on ’assumera.
L’expansion en série de Fourier ici s’écrit :

vaLQ[_ﬂ-aﬂ-] D f= Z<f>un>una

neZ

£ 1 " —inT
(fruny = f(n) = Vor ). (z)e”""dz,

est I'n-iéme coefficient de Fourier de f. On souligne que la convergence de la série doit étre
interprétée comme c¢a :
J‘Tl'
—T

Déf. 5.6.1 Soit H = L?[—n, 71| ou L%[0,2x]. L’application :

2
dr — 0.

N—+00

N

fx)= Y f(n)un(z)
n=—N

F=": H — *ZC)

A~

o= (f(n)nez-

est dite transformée de Fourier sur H = L*[—n, 7] ou L?[0,27].

On observe que F' coincide avec la transformation qui implémente l'isomorphisme entre
L?[—m, 7] et son prototype ¢*(Z,C)!
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La base hilbertienne de Fourier de L?([—m, x]) et L?([0,27]) peut étre écrite en termes de

fonctions réelles :
1

to = Jor
cosp(x) = % cos(nz), mneN
sing (z) = \% sin(nz), mneN,

il faut observer que ’exponentiel complexe avec parametre n € Z est remplacé par deux
suites réelles avec parametre n € N ce qui n’est pas surprenant grace a la formule de Euler
e = cos ¥ + isin .

Cette base a I'avantage de ne pas présenter 1'unité imaginaire et, en plus, le développement
en série de Fourier d’une fonction :

— paire est fait avec ug et cos,
— impaire est fait avec sin,,,

en fait, supposons [ paire, alors f(n) = ﬁ Siﬁf(:v) sin(nz)dx = 0 Vn, car f(x)sin(nz) est
impaire et [—m, 7] est un domaine symétrique. Une considération analogue vaut dans le cas de
f impaire.

5.6.2 L*T)

Le choix de considérer 'intervalle [—7, 7] ou [0, 27] a été motivé seulement par le fait qu’il

est tres simple de démontrer orthonormalité du systéme (\/%eim)nez. Néanmoins, toutes les

propriétés qu’on a énoncées pour ce systéme de fonctions restent valides si on change [—, 7]
ou [0, 27] avec n’importe quel intervalle de taille 27.

De plus, les propriétés restent valides si on considere des fonctions définies sur tout
Iintervalle réel, i.e. f: R — C, mais 2m-périodiques. Pour formaliser cela, allons a définir un
espace de Hilbert tres utile :

LY(T) = { f:R—C, f mesurable, f(z+2m) = f(z) ,JQW\f(x)\zdx < +oo}/ ~
0

ou, comme d’habitude, f ~ g si f = g p.p. Par périodicité, I'intégration peut étre faite sur
n’importe quel intervalle de taille 27.

Le symbole T représente le tore 1D, qui peut étre identifié avec la circonférence unitaire.
Toute fonction f : R — C 27-périodique peut étre identifiée avec une fonction définie sur T
grace au diagramme suivant :

R—f>C

/i

p: R — T
x — (cosz,sinz),

iS]

T

f:R — C 27-périodique, f : T — C, f(p(z)) = f(z).
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L?(T) est isomorphe & L2[0,27] ou L?[—7, 7] via I'application qui réalise la restriction de
feL*T), f:R— C, alintervalle [0,27] ou [—7, 7] (ou n’'importe quel intervalle de taille
27) :

I: LXT) — L2[0,2n]
foo—= 1f = flogm ou flinm-

grace & I on peut transporter le s.o.n.c. de Fourier de L2[0,27] ou de L?[—m, «] sur L?(T) :

1 .
(e’m> : base hilbertienne pour L*(T),
nez

Vor

et étendre la définition de la transformée de Fourier sur L?(T).

Déf. 5.6.2 La transformation :

F=": L¥T) — ¢*Z,0)

~

f — Ff=1/

Ff(n) = f(n) = ({fund)nez = (\/% S(Q)ﬂ f(2)e™"% dx) ez est dite transformée de Fourier sur
L3(T).

On sait que cette transformation est un isomorphisme entre espaces de Hilbert et que :

1 flle@e) = > K, und? = |1 fll L2 ()-
ne

5.6.3 L%[a,b]

Si au lieu d'une fonction 27-périodique on doit gérer une fonction f € L?[a,b], a,b € R,
a < b, alors il faut changer le s.o.n.c de Fourier pour avoir des fonctions (b — a)-périodiques.
L’astuce consiste tout simplement en multiplier la variable de f par une quantité opportune,
la pulsation, qui rend f une fonction (b — a)-périodique. On définit :

— T =b—a : période

— v = % : fréquence

o | :
— w = 27v = 7 : pulsation

et on observe que
@+ T) — coslwn(z + T)] + isinfwn(z + T)] = cos[wnz + wnT] + i sin[wnz + wnT]
2 2
= COS [wna} + gnT} + isinfwnx + %nT] = cos|wnx + 2mn| + isinfwnz + 2mn]
WNT

= cos(wnx) + isin(wnz) = "™,

donc x — "™ est une fonction T-périodique. Gréace a ces considérations, on peut démontrer
qu'un s.o.n.c de L%[a, b] est donné par 'ensemble de fonctions :

Up: |a,b] — C
1 2mni =2

T o u(z) = z=e""be, nel.

S]
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dans le cas complexe, et

to = b—a
cosy (2) = 4/ 52 cos (27m%) , neN
sing, (z) = % sin (27771%) , meN,

dans le cas réel.
Dans le cas particulier de 'espace de Hilbert L?[¢, /], on peut écrire les bases hilbertiennes

de Fourier comme ceci )
i L
- 7mnl n E Z

dans le cas complexe, et

cosy(z) = \/%cos (tn%), neN
siny, (z) = \/%sin (Wn%) , meN,

dans le cas réel.

5.6.4 Série de Fourier réelle
Si on utilise la base hilbertienne réelle de L?(T), i.e

neN
neN,

alors I'expansion en série de Fourier réelle pour tout élément f € L?(T) est la suivante

f(t) 04 2 an, cos(nt) Z by, sin(nt) |,
L(r) 2 =

avec
! fo(t)dt — 3 ;f f)dt = {f)r (moyenne de f)

ag = —
1
= J:E f(t) cos(nt)dt

T
1 .
- J f(t) sin(nt)dt Vn=12,...
sont dits coefficients de Fourier réels de f

Vn=1,2,...

Les coefficients ag, an, by, n = 1,2
L’égalité doit bien siir étre interprétée dans le sens de L?(T), i.e

Z by, sin(nt) )]
N—+00

n=1

.Lr [f(t) (C;O + 2 an cos(nt)
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I’expression

N
Sn(t) = ) 0 4 Z an, cos(nt) Z n sin(nt)

n=1

est dite polynéme trigonométrique d’ordre N. Sy est une fonction 27-périodique, comme
les éléments de L?(T).

Pour comprendre la présence de la constante % dans les coefficients de Fourier réels on va
considérer, par exemple, ’expansion de f par rapport au systeme de cosinus :

+oo

Z(f, = cos nt)>7 cos(nt) = < f f(t cos(nt)dt) cos(nt),
n=1

la méme considération vaut pour le systeme de sinus et pour la constante.

La constante % est incorporée dans la définition des coefficients de Fourier pour permettre
d’identifier % avec la moyenne de f et donc pour pouvoir interpréter la série de Fourier réelle
comme la superposition entre la moyenne de f et des combinaisons d’ondes harmoniques avec
fréquence croissante, en particulier :

— t+— ay cos(t) + by sin(t) est dite harmonique fondamentale ;
— t > ay cos(nt) + by sin(nt) est dite harmonique d’ordre n.

Un diapason peut émettre un son « pur », i.e. constitué par la seule harmonique fondamentale,
par contre la grande majorité des instruments musicaux produit des sons qui peuvent étre
décrits par une série de Fourier, i.e. une superposition d’harmoniques avec fréquences multiples
d’une fréquente fondamentale.

Grace au théoreme de la projection orthogonale et a 'identité de Plancherel on peut dire
que l'erreur quadratique moyenne (i.e. la norme L?) entre f et le polynome trigonométrique
d’ordre N est :

N
EN=JT[f() Sn(t)] dt—ff b2t — 7 [ao Z +b?]

comme Fny — 0, ca vaut que :
N—+o0

ﬁrf(t)th =7 [C;O - 7;1 (a2 + bﬁ)] ,

qui est une identité entre une intégrale et une série numérique tres utile pour déterminer 1'une
grace au calcul de 'autre.

Si on considere L?[a,b] et on écrit T = b — a, et w =
hilbertienne de Fourier réelle est :

1 2 2
{\/T,q/Tcos(wnt),@/Tsin(wnt), n=123,.. } )

par rapport & cette base hilbertienne, I’expansion en série de Fourier de f € L?([a,b]), f
(T-périodique) est :

2

7, alors on sait que sa base

f(t) L2[:a,b] B + nzl ay, cos(wnt) Z by, sin(wnt),
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avec !

b
% = ;L f(t)dt = <f>[a7b] (moyenne de f)

b b
— ;L f(t) cos(wnt)dt, by, = ;L f()sin(wnt)dt  Vn=1,2,...

Les polynomes de Fourier dans ce cas sont des fonctions T-périodiques.

Exercice 5.2

La famille (ej, : [—7,7] — C)pez des exponentiels non-normalisés (e (t) := e“’“t)kEZ est

une base hilbertienne de L?[—m, 7] si on muni cet espace du produit scalaire défini par

{frgd0 = 5= §7_ f(a)g(x)da

1. Ecrire la série de Fourier associée & la fonction ¢ : [—m, 7] — C, t — cos(3t) — sin(5t).
2. Soit N* = N\{0}. Soit (¢ : R — R)en+ la famille définie par : ¢y (t) = sin(kt).
(a) Soit f e L?[0,7] telle que § f(¢)yy(t)dt = 0 Yk € N* et soit

ft) sio<t<m
o) = 70 0

—f(=t) st —w<t<O.
Montrer que §" _g(t)e~**dt = 0 Vk € N*.

(b) Montrer que (%Z)k)k:eN* est un systéme complet de L?[0, 7] muni du produit scalaire
{f,9) = SO x)dz, i.e. une famille, non-orthogonale, d’éléments de L?[0, 7] telle
que

span((Yx)kens) = L[0, 7] < (span((¥x)kervs)) ™ = {Or2p0.q}
< (fhry =0V f € L*[0,27],Vk € N* = f = 0r2p0,0)-

3. Construire une base hilbertienne de L?[0, 7] & partir de la famille ().
4. Utiliser le résultat obtenu au point précédent pour déterminer une suite de coefficients

+00
réels (ay)ren+ telle que Y. apthy = 1 (égalité dans le sens de L2[0,7]).
k=1

5. En utilisant I'identité de Plancherel, montrer la validité de la formule suivante :

7'('2

2kz+1 S8

M+

Solution de I’exercice 5.2

1. Nous allons réécrire ¢ comme ca :

21 ( Hit + e—5it)’
(3

ie. ¢ = L(es + e—3) — 5:(e5 — e—5), olt I'égalité est dans le sens de L*[—, 7], est la
série de Fourler de la fonction ¢ par I'unicité de la décomposition.
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2. Etudions les deux points séparément.

(a)

Par calcul direct :
T ) 0 ) s )
J g(t)e *dt = f —f(=t)e *at +f f(t)e *tdt,
—TT —T 0

si on change la variable dans la premiére intégrale s = t ds = —dt, on obtient
Sgw —f(=t)e~*dt = S?r f(s)eksds = {5 —f(s)e'*sds = {5 —f(t)e'*'dt et alors

| gttt = | "~ penan s [ pwe e = | e - ear
- 0 0 0
grace a la formule de Euler pour le sinus, nous avons :
J g(t)e *dt = —QiJ f(t)sin(kt)dt = —2if f®)r(t)dt =0
—T 0 0

par définition des fonctions .

D’apres le point précédent, {g, ey = % S:r g(t)e *tdt = 0 Yk € N*, allons vérifier
que ca vaut aussi pour k = 0 et pour k € —N* ou —k € N* :

(g, 0 = (g,€0) — % f_ (cos(—3t) — sin(—5¢))dt — % f_ (cos(3t) + sin(5t))dt

1 (sm@n° eostn® )
o\ 3 |, 3 )
1 s
(g,e_k) = f cos(3t) + sin(5t))e—ktdt + — 5 j (cos(3t) — sin(5t))e~iktdt
T Jo

= f cos(3t) + sin(5t))e*tdt + f cos(3t) — sin(5t))e*dt
1 [ )

= f (cos(3s) — sin(5s))e” " ds + —— 5 J —(cos(3s) + sin(5s))e~*ds
7r

: I .
= (cos(3t) — sin(5t))e”*dt + — J (cos(3t) + sin(5t))e~*tdt
2 0 2 J_,

E<g,€k> = OVkEN*,

done, {(g,ex) = 0 Yk € Z et, comme (e},)rez est une base hilbertienne de L?[—n, 7],
g = 0p2[_r x]- Mais, par sa définition, g = Op2[_r ] si et seulement si f = Op2[0 ],
i.e. ce que l'on devait vérifier pour prouver que (1g)gen+ €st un systéme complet de
L?[0,].

3. Le fait que (¢)pen+ est un systeme complet de L2[0, 7] nous permet de trouver
une base hilbertienne du méme espace tout simplement en examinant les propriétés
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d’orthonormalité de ce systéme. Pour tout n,m € N* :

)y oy = fﬁ sin(nt) sin(mt)dt (t — sin(nt) sin(mt) est paire)
0

= ;J sin(nt) sin(mt)dt

—T

1 eznt _ e—znt ezmt _ e—zmt "
Cr i 2i

2
= _1 JW (eint o efint)(eimt - efimt)dt
8],
1 int —int\ ([ —imt _ imit
=—— | (&M —e ") (e7imt — etmt)dt
8).,
2w
= _§<en €—n,€—m — €m>0

a1 (<€na €m0 — {€ns €m0 — {e—n; €m0 + {€—n,em)o)
)0 sin#m
-4(=1-1)=7% sin=m,
donc || = 4/F Vn € N* et alors (ﬁwonem est une base hilbertienne de L2[0, 7].

. Nous allons interpréter 1 comme la fonction constante 1 € L2[0, 7], 1(t) = 1 Vt € [0, 7]
et nous allons la décomposer sur la base hilbertienne (ﬁwn) - de L?[0, 7] que I'on
ne

vient de déterminer :

1= Z<1 \[@MO\/?T/% = Z<17%¢k>¢k,
=1

ce qui montre que 1 = Z ay Vi, avec

k=1
2 2 (™. 2 r 2 i
ax = (1, 2oy = FL sin(kt)dt = = [~ cos(k)]f = —[1 - (-1)*],
0 Kk pai
Le. la suite cherchée est : ap = { , Palr o
—& K impair

. L’identité de Plancherel pour 1 donne :

Ji: <1a\/zl/1k> 2

mais |12 = {§ 1dt = 7 et (1, \/%zm = +/5ay, dott

-i-OO7r ) +OO7T 4 2 1 400 1 7T2
=S ghwal= 55 (3) @i = Lary v

k=0 k=0

1% =
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5.6.5 Convergence ponctuelle de la série de Fourier réelle : le théoréeme de
Dirichlet

La communauté mathématique a initialement été tres sceptique vis-a-vis de la série de Fou-
rier : il était considéré absurde qu'une série dont les termes sont des fonctions trigonométriques,
et donc infiniment dérivables, pouvait approcher des fonctions non dérivables ou, pire encore,
non continues. De plus, Fourier n’a pas pu prouver des résultats de convergence pour sa série.

En fait, les résultats de convergence en norme qu’on a discuté dans les sections antécédentes
sont venu apres et, en tout cas, ils ne sont pas suffisantes pour garantir la convergence ponctuelle
de la série. Les premieres conditions de ce type ont été découvertes par le mathématicien
allemand Dirichlet ¢ (Diiren 1805 — Géttingen 1859) en 1829. La démonstration constructive
de Dirichlet a une grande importance dans ’analyse de Fourier, le lecteur intéressé peut
consulter [14].

Ici nous nous limitons a citer d’une maniere rigoureuse le théoreme de Dirichlet. Pour cela,
on va introduire une notation et deux définitions. La notation est la suivante : si ¢y est un
point de discontinuité d’une fonction f réelle de variable réelle, alors on écrit les limites a
droite et a gauche comme ceci :

ftg) = lim f(t), f(ty) = lim f(t).

totd t—ty

Déf. 5.6.3 (Fonction de Dirichlet) Soit f : R — R. On dit que f est une fonction de
Dirichlet si elle vérifie les trois conditions suivantes :

1. f est T-périodique, T € RT ;

2. f est continue par morceauz, i.e. il existe seulement un nombre fini de points dans

lesquels f n’est pas continue;

3. Pour tout tp € R, N _
fltg) = L)) (5.7)

i.e. en tout point tg € R, la valeur de f en tg est la moyenne de la limite a droite et de
la limite a gauche de f en tg.

La condition (5.7) dit que la valeur en ¢ est la moyenne de la limite & droite et de la limite &
gauche de f en ty. Cette condition est trivialement vérifiée en tout point ou f est continue.
C’est seulement aux éventuels points de discontinuité de f que cette condition est non triviale.

Déf. 5.6.4 (Dérivée généralisée) Soit f une fonction de Dirichlet et to € R. On dit que f
posséde une dérivée généralisée a droite en ty s’il existe (finie) la limite :

lim f(to+h)— f(t5)

h—07t h

)

de la méme maniere, on dit que f posséde une dérivée généralisée a gauche en ty si’il existe
(finie) la limite :
. flto+h)— flty)
lim
h—0— h
6. C’est dans 'effort de démontrer la convergence ponctuelle de la série de Fourier que Dirichlet a donné la
définition « moderne » de fonction comme correspondance univoque entre deux ensembles.
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On peut finalement énoncer le théoreme de Dirichlet.

Théoréme 5.6.1 (Théoréme de Dirichlet (1829)) Soit f une fonction de Dirichlet et
to € R. Si la fonction f possede des dérivées généralisées a droite et a gauche au point iy,
alors la série de Fourier réelle évaluée en ty converge vers f(to).

Les conditions du théoreme sont dites « conditions de Dirichlet » et sont seulement suffisantes
mais pas nécessaires pour la convergence ponctuelle de la série de Fourier réelle. Trouver
des conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence ponctuelle de la série de Fourier
reste un probléme toujours ouvert. Néanmoins, heureusement, les conditions de Dirichlet sont
vérifiées par la grande majorité des fonctions qu’on rencontre dans les applications pratiques.

Il faut souligner que, si on élimine la requéte (5.7), alors la série de Fourier converge vers
flto) = f(tS);f(ta) ]

Une observation finale relativement aux possibles conséquences du manque de continuité
de f : le grand mathématicien russe Kolmogorov (Tambov 1903 — Moscow 1987) a construit
en 1923 une fonction avec de discontinuités pathologiques qui font que sa série de Fourier est
divergente en chaque point !

5.6.6 Le phénomene de Gibbs et les sommes de Cesaro

L’énoncé du théoreme de Dirichlet ne doit pas faire penser que le comportement de la série
de Fourier dans un voisinage d’une discontinuité d’une fonction soit « réguliere ». En fait, a
chaque fois qu’on approche la discontinuité d’une fonction, des oscillations, dite de Gibbs,
apparaissent. Méme en augmentant la quantité de coefficients de Fourier les oscillations restent.
Si une fonction f est de Dirichlet, alors les oscillations a gauche et a droite de la discontinuité
se compensent et leur moyenne coincide avec la valeur de f dans la discontinuité.

On peut démontrer que ’écart entre la valeur de la fonction f et la valeur du polynome
trigonométrique Sy dans un voisinage proche comme 'on veut d’une discontinuité reste
proche du 18% méme quand N — +oo. L’étude du phénomene de Gibbs a des subtilités
mathématiques non-triviales et il est hors du but de ce cours. Pour connaitre les détails du
phénomene de Gibbs un excellente référence est [14].

Nous nous limitons a montrer, dans la figure 5.2, I'effet de Gibbs pour la fonction créneau.

Il y a la possibilité d’éliminer les oscillations de Gibbs si on considere, au lieu de la somme
usuelle, une sommation dite de Cesaro (Naples, 1859 — Torre Annunziata, 1906), dans laquelle
on opere de moyennes des sommes partielles qui ‘lissent’ les oscillations de Gibbs.

5.6.7 La vitesse de convergence a 0 des coefficients de Fourier

On commence avec un résultat général.

Lemme 5.6.1 (Riemann-Lebesgue) Soit f € L'[a,b], alors :

b
lim ff cos(nt)dt = lim ff sin(nt)dt = lim Jf(t)emtdtzo

n— -+ n—+0o0 n—+0o0 a

L’interprétation géométrique du lemme de Riemann-Lebesgue est que la fonction f(t) cos(nt)
ou f(t)sin(nt) oscille avec une fréquence tellement élevée, quand n — 400, que les valeurs
autour de la moyenne se compensent et donc 'intégrale converge vers 0.
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FIGURE 5.2

Le phénomene de Gibbs pour la fonction créneau (courtoisie de Eric Lugon).

Un corollaire immédiat du lemme est que les coefficients de Fourier de la série de
Fourier d’une fonction f € L'[a,b] (et (b — a)-périodique, bien siir), décroissent vers 0
quand n — 400.

Le théoréme suivant montre que la régularité de f a un impact important sur la vitesse de
décroissance des coefficients de Fourier.

Théoréme 5.6.2 Soit f: R — R une fonction :

— de classe CP([a,b]), i.e. f dérivable p fois sur [a,b] avec p dérivées continues;

— (b — a)-périodique ;

— qui posséde des dérivées généralisées égales dans les extrémes de lintervalle [a, b].
Alors, les coefficients de Fourier de f, an,bn, n=1,2,... vérifient :

1
ap, by =0 <np> )

i.e., ils décroissent vers 0 plus rapidement que #
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Ce résultat est trés important car nous dit que si f est « bien lisse », alors on peut I"approximer
avec précision méme en considérant tres peu de coefficients de sa série de Fourier.

Par contre, si f n’est pas trop lisse, alors la convergence vers 0 des coefficients de Fourier
de f est lente et il faut considérer une grande quantité de coefficients de Fourier pour avoir
une bonne approximation de f.

Le vice-versa est vrai aussi sous des hypothéses opportunes qu’on n’a pas le temps de
discuter. Le concept le plus important a retenir c’est que plus la convergence vers 0 des
coefficients de Fourier d’une fonction est rapide, plus la fonction est lisse.

Preuve.

On considere seulement les coefficients a,,, la preuve est identique pour les coefficients b,,. De
plus, par simplicité, on développe la preuve dans le cas b = w, a = —, car on peut toujours se
ramener a ce cas avec la transformation linéaire de variable suivante :

b+a b—a
t) = + t
W=t 5
en fait s(m) = b et s(—7) = a.
Avec cette convention, on intégre par parties ’expression des a,, n = 0,1,2,..., avec
u = f(t) et dv = cos(wnt)dt, donc du = f'(t)dt et v = = sin(wnt).
On obtient :
L@ sinmt))", — — [ f@ysinmnde= = [ f@)cos (I +nt)ar
an = — sin(n -— sin(n = — cos(=+mn
"o I v T ™m J_. 2 ’
car sin(nm) = sin(—nm) = 0 et cos (£ + a) = —sin(a) Ya € R.

En procédant encore une fois a l'intégration par parties on obtient :

an = % {:L [f’(t) sin (2 + nt)]:r - Tllf; F7(t) sin (g + nt) dt} :
mais le premier terme dans les accolades est nul car, par hypothese, f/(—7) = f/(r), donc
[f’(t) sin (g + nt)]; — f/(n)sin (g + n7r> — f/(—7)sin (g - m)
= '(7) [sin (g + n7r) —sin (g - m)]
= f'(n) [sin (g + n7r) _sin (7 —n+ 2n7r)]
= () [sin (g + n7r) _ sin( + mr>] 0.

Par ailleurs, on peut réécrire le deuxieme terme dans les accolades comme ceci :

_ - ” _ // _ //
J G sm<2+nt dt J 1 cos<2+2+nt dt J it cos<2 2+nt>dt

or,

= — J () cos -2+ nt) dt.
™m
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En résumé, une intégration par parties de a,, amene a 1’expression

T y T
. ¢ (— t) dt,
an = —- _Wf()cos 5 7

deux intégrations par parties de a,, ameénent a 1’expression

1

Gy, =
™2

f”( ) cos <2 2+ nt) dt,

si on integre de a, p fois par parties, on arrive a I’expression

anzi f ()Cos(g-p—l—nt)dt.

nP

D’une facon analogue, on trouve
1 4 LT
by, = P fﬂ FP) (1) sin (5 P+ nt) dt.

On observe maintenant que, grace aux identités trigonométriques cos (% + a) = —sin(a) et
sin (3 + a) = cos(a), Va € R, les intégrales

f f cos(— p+nt)dt Ep = — J f sm(— p—i—nt)dt

sont, par définition, les coefficients de Fourier de la fonction f®) au signe prés. Par hypothése
f®) est continue sur [—, pi] et donc, comme le domaine [—, 7] est compact, f?) € L?[—x, 7]
et donc, grace au lemme de Riemann-Lebesgue, ses coefficients de Fourier convergent vers 0
quand n — 400, or &, —> O et &, — 0 0, mais alors

n—aoo n—
En En
ap = — 0, bp=— — 0,
nP n—owo nP n—wo
. 1
i.e. an, by, =0 (ﬁ) O

Ce résultat a été utilisé par A. Krylov (1863-1945) qui I’a mis & la base de sa méthode
d’amélioration de la convergence des séries de Fourier pour des fonctions avec de discontinuités.

5.6.8 Transformée de Fourier en L?(T) et translation

Allons analyser maintenant la relation entre translation et transformée de Fourier pour
une fonction f € L?(T). Le résultat sera qualitativement identique & ce qu’on a déja vu dans
le cas de la transformée de Fourier discrete dans la section 2.7.2.

Théoréme 5.6.3 (Transformée de Fourier et translation) Soit f € L*(T), alors :

1. Siga(z) = f(z —a), a€ R, alors : g,(n) = e" ™ f(n), Vn e Z
2. Si gi(z) = e** f(2), k € Z, alors : §i(n) = f(n—k), Vn € Z.
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Preuve. On va faire seulement la preuve pour 1., car la preuve pour 2. est analogue. Il s’agit
d’un calcul direct qui utilise I'invariance de la mesure de Lebesgue par translations :

f( )efin:cdx

R ™ flr—a
ga(n) - <ga7u7’b> - L m
_ 2ra f(x) —in(z+a)

f(z) _mina [T @)
B Ame d(x +a) = Jo o
_ e—inaf(n)‘

e—znx dm

Déf. 5.6.5 L’ensemble {|f(n)\, ne Z} est dit le spectre (d’amplitude) de f € L*(T).

| f(n)| représente I'importance de ’harmonique de fréquence n, i.e. "*, dans la reconstruction

de f, ce qui peut étre compris grace a la formule : f = > f (n) f;g
nez 2

La propriété qu’on vient de prouver montre que le spectre de f donne des informations
sur la présence de certaines fréquences en f, mais pas sur leur « position » ! En fait, le signal
translaté g,(z) = f(z — a) a le méme spectre que f, car [ga(n)| = |f(n)].

La théorie des « ondelettes » permet d’obtenir des informations localisées par rapport a
leur fréquence et a leur position.
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5.7 Résumé du chapitre 5

e Nous avons étendu les propriétés des espaces vectoriels avec produit scalaire de dimen-
sion finie aux espaces de Hilbert.

e Un role important dans cette extension est joué par le complément orthogonale a un
sous-ensemble ou sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert.

e Le résultat clé pour I'extension de la structure géométrique des espaces Euclidiens de
dimension finie & la dimension infinie est le théoréme de projection sur un sous-ensemble
convexe fermé d’un espace de Hilbert. Dans la preuve de ce théoréeme on utilise d’une
maniére essentielle la formule du parallélogramme, ce qui implique la nécessité d’avoir
une norme hilbertienne, d’ici I’exigence d’un espace de Hilbert pour la validité du
théoreme.

e Quand le convexe fermé du théoréme ci-dessus est aussi un sous-espace vectoriel, alors la
différence entre le vecteur projeté et la projection appartient au complément orthogonal
du sous-espace, comme en dimension finie, et ceci permet d’étendre le théoreéme de
projection orthogonale aux espaces de Hilbert de dimension infinie.

e Le théoreme de la projection orthogonale est utilisé pour donner une caractérisation
tres utile des sous-espaces vectoriels fermés des espaces de Hilbert : ils sont ceux qui
coincident avec leur complément bi-orthogonal.

e Nous avons examiné les systeémes orthonormés (s.o.n) dans les espaces de Hilbert
séparables, i.e. ceux qui possedent au moins un sous-ensemble dénombrable et dense.
Un s.o.n d’un espace de Hilbert séparable est dénombrable. Tous les espaces de Hibert
qu’on examinera seront supposés séparables sans devoir le spécifier.

e Si on veut qu'un s.o.n (u,)pen soit la généralisation d’une base orthonormée pour
un espaces de Hilbert H de dimension infinie, alors on doit garantir que, pour tout
x € H, la suite des coefficients de Fourier (Z(n) = {x, un))nen soit décroissante vers 0,

sinon 'expansion Y| (x, u, yu, ne pourra pas étre convergente. L’inégalité de Bessel
neN
assure cela, comme conséquence du fait que la suite des coefficients de Fourier relatifs

4 un s.o.n. quelconque d’un espace de Hilbert appartient & ¢2. Néanmoins, I'inégalité
de Bessel dit que l'identité de Plancherel n’est pas forcement vérifiée pour un s.o.n
quelconque, car, en général, ca vaut que >, [{z, u,)|?u, < |z[?.
neN
e Le théoreme de Fischer-Riesz dit que ca vaut I’identité de Plancherel quand la série

> {x, up yu, converge vers x et on a vu, avec un contre-exemple, que ceci n’est pas
neN

assuré pour un s.o.n quelconque. La condition qui assure la validité de I'’expansion sur
> &, up yuy, est que le s.o.n (uy)pen soit complet, i.e. qu’il ne soit pas une partie propre
neN

d’un autre s.o.n de H. Les s.0.n complets s’écrivent s.o.n.c ou bases hilbertiennes.
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e Il est possible de caracteriser une base hilbertienne (uy,)neny avec cing conditions
équivalentes : le fait que le seul vecteur orthogonale a tous les éléments d’une base hil-
bertienne est le vecteur nul; le fait que le sous-espace engendré par la base hilbertienne
soit dense en H ; la possibilité d’opérer I'expansion en série de Fourier généralisée;
I'identité de Parseval et celle de Plancherel.

e Un isomorphisme d’espaces de Hilbert est une transformation surjective et qui préserve
le produit scalaire. On a vu que préserver les produits scalaires implique 'isométrie et
donc l'injectivité et le mélange entre surjectivité et préservation du produit scalaire
implique la linéarité. Tous les espaces de Hilbert séparables sur le méme corps sont
isomorphes entre eux, en particulier, le prototype d’un espace de Hilbert séparable de
dimension infinie sur le corps K est £2(N,K). Ce résultat est 'extension & la dimension
infinie du fait que K" est le prototype de tous les espaces vectoriels de dimension finie
n sur K.

e La série et la transformée de Fourier usuelle sur les espaces L?([a,b]) sont définies
comme un cas particulier de la théorie qu’on a développé avant, la particularité étant le
choix d’une base hilbertienne donné par des exponentiels complexes, ou par un systéme
de cosinus et sinus (plus une fonction constante). Ceci vaut aussi pour les fonctions
définies sur tout R mais périodiques.

e Comme pour les suites de £2(Zy), aussi pour les fonctions de L? ci-dessus, le spectre de
Fourier (I’ensemble des modules des coefficients de Fourier) est invariant par translation,
ce qui amene a l'exigence de développer une théorie fréquentielle localisée. A cette
exigence répond la théorie des ondelettes.
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Chapitre 6

Les opérateurs linéaires bornés dans
les espaces de Hilbert

Une fonction A: V — W, V et W espaces vectoriels normés sur le méme corps K, est dite
opérateur linéaire entre V et W si

Vo, B e K, Alax + fy) = aA(z) + BA(y),  Vr,yeV,

pour simplifier la notation, dans la suite parfois on pourra omettre la parentheése et écrire
simplement Az au lieu de A(z). V est le domaine de A et ’ensemble

Im(A)=A(V)={yeW : JzeV : y=Az} W

est le codomaine ou I'image de A, W est 'ensemble d’arrivé de A.
Allons voir des exemples basiques :

1. L'opérateur identité :id : V — V, id(x) = 2 Vz € V et 'opérateur nul : 0 : V — V,
0(z) =0y VzeV.

2. L’opérateur de dérivation : il est défini sur un espace de fonctions différentiables
qui peut changer selon 'application a laquelle nous sommes intéressés. Pour avoir un
. s P s d
exemple concret considérons l'opérateur de dérivation premiere : Dy f(t) = (TJ;@) = f'(t),
un domaine bien défini pour Dy pourrait étre dom(Dy) = {f € L?[a,b] nC'[a,b] : f'€
L?[a,b]}, a < b constantes réelles, alors :

Dy : dom(Dy) < L?[a,b] — L>*[a,b]
f —> Dif.
De méme, on peut définir 'opérateur
arf
=—2(t)=f
(1) = ™)

sur le domaine dom(D,,) = {f € L?*[a,b] n C'[a,b] : f™ e L?[a,b]}, a < b constantes
réelles, i.e. :

Dy, f(t)

D, : dom(D,) < L*[a,b] —> L?[a,b]

Les opérateurs de dérivation partielle sont définis d’'une maniere analogue.
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3. L’opérateur d’intégration : il est typiquement défini on considérant une fonction,
dite « kernel » (noyau, en francais), k(s,t), k € L*([a,b] x [a,b]), a < b constantes
réelles, alors I'opérateur d’intégration avec kernel k est

Ty : L?[a,b] — L*[a,b]
oo Tif, onTif(s) = § k(s,t) f(t)dt.

4. Les opérateurs linéaires en dimension finie. Soit A : K* — K" un opérateur
linéaire et soit (uq, ..., u,) une base orthonormée de K". Tout = € K" peut étre écrit
n

> AjAu;. Donc :
=1

comme z = Y Aju;, avec \; € K Vj et, par linéarité, Az =
“ i

Jj=

<A:U,u]-> = Z )\j<AUj,’LLZ'> = Z Oéij)\j, Vi = 1, ey, (6.1)

=1 =1

ol : a;; = (Auj,u;). Ceci montre que l'action de A est completement déterminée
par la matrice d’élément (y;); j—1,..n €et, vice-versa, pour toute matrice d’éléments
(@ij)ij=1,..n, la formule (6.1) définit un opérateur linéaire sur K".

Ce que l'on vient de rappeler dans le dernier exemple est la célebre relation entre opérateurs
linéaires sur K" et matrices n x n avec éléments en K. Vu que K" est le prototype de tous les
espaces vectoriels V' de dimension n sur K, on peut dire que la théorie des opérateurs linéaires
sur les espaces vectoriels de dimension finie est, essentiellement, une théorie de matrices.

On verra que pour les opérateurs linéaires dits « continus » on peut encore exprimer leur
action via une matrice, mais cette fois-ci, la matrice a une nombre infini (dénombrable) de
lignes et de colonnes.

L’examen de la continuité d’un opérateur linéaire définit entre deux espaces vectoriels normés
V et W est motivé a cause de la présence d’une topologie engendrée par la norme. Si V et W
ont une dimension finie, le probleme a une solution tres simple : tout opérateur linéaire défini
sur un espace vectoriel normé de dimension finie est continu.

Néanmoins, on verra dans la section 6.2.1 que si V' a une dimension infinie, alors un
opérateur linéaire, méme tres simple, peut ne pas étre continu.

Dans les sections suivantes on examinera les principales propriétés des opérateurs linéaires. En

particulier, on montrera que, pour eux, la propriété d’étre continu et celle d’étre borné sont
équivalentes.
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6.1 Les propriétés fondamentales des opérateurs linéaires bornés
entre espaces vectoriels normés

Allons commencer par introduire les définitions formelles d’opérateur continu et borné.
(V| |v) et (W] |[w) seront deux espaces vectoriels normés fixés.

Déf. 6.1.1 Soit A:V — W un opérateur linéaire.

— A est continu en eV si
Ve>030:>0 : ||z —xo|y <d: = [|Az — Axo|w = |A(z — zo)||w < e.
— A est continu sur V si A est continu en tout élément de V.

— A est borné si Ice R, ¢ = 0, tel que :
|Az|lw < clzlv Vo eV,

, tout vecteur x € V est transformé par A dans un vecteur Ax dont la norme en W
est magjorée par un multiple positif de la norme de x en V.

Comme pour les fonctions définies sur les espaces métriques, on peut caractériser la
continuité d’un opérateur linéaire a travers de son interaction avec les suites.

Théoréme 6.1.1 L’opérateur linéaire A .V — W est continu en xg € V si et seulement si

v(xn)neNC V7 Tp —> Ty = Axn - Ax[),
n—+ao0 n—-+aoo

i.e. !

V(zn)neny <V, Hxn—xOHV — () = HAxn—AxOHW — 0.
—+00 —+00

Avant d’analyser en détail les propriétés des opérateurs linéaires continus, allons montrer
que tout opérateur linéaire continu sur un espace de Hilbert peut étre représenté
par une matrice infinie : on va utiliser le méme argument de ’exemple 4. vu précédemment,
i.e. soit H un espace de Hilbert, A : H — H un opérateur linéaire continu et (uy,),en une base

hilbertienne de H. Alors, pour tout x € H, x = . {(x,up)u, et, grace a la continuité et a la
neN
linéarité de A :

Av = <Z<$ Un>un> contmulte) Z A <.T Un>un

neN

Z &y up YAty

hnearlte
De plus, grace a la continuité du produit scalaire :

(Ax, Uy = <Z<$, Up ) AUy, Uy ) = Z<Aun,um><$, Uy = Z AUy U, ), VmeN,
neN neN neN
ol Oy, = (AUp, U, donc la matrice infinie d’éléments (mn)n,men est la représentation de
lopérateur linéaire continu A par rapport a la base hilbertienne (uy,)nen.

Différemment que dans la dimension finie, il n’est pas simple de savoir quand une matrice
infinie correspond & un opérateur linéaire borné, c’est a cause de cette difficulté que les matrices
infinies ne sont pratiquement jamais utilisées pour ’étude des opérateurs linéaires dans les
espaces de Hilbert.

Le théoreme suivant permet de simplifier remarquablement ’analyse de la continuité des
opérateurs linéaires.
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Théoreme 6.1.2 Soit A:V — W un opérateur linéaire et xog € V un élément fixé quelconque.
Alors, A est continu en xg si et seulement si A est continu sur tout V.

Ce théoreme garantit qu’il suffit de prouver la continuité d’un opérateur linéaire dans un
seul point (choisi arbitrairement) pour garantir la continuité sur tout l’espace vectoriel de
définition.

Preuve.
: trivial, car si A est continu sur V, alors, par définition, A est continu dans tout point de V'!

: soit A continu en xy. Pour démontrer que A est continu en V' on doit prouver que la
continuité de A en xg implique sa continuité en tout élément arbitraire x € V. Soit (2, )neny < V,

x, — x,on doit démontrer que ceci implique |A(zy,) — A(z)] — 0.
n—s+00 n—>-+o0

Observons que la suite (x, — = + Zg)nen converge vers xy car (T)pe N converge vers z,

donc grace a la continuité de A en 1z, ¢a vaut A(z, — x + x0) = A(zp), c’est-a-dire,
n——+aoo0
|A(zy, — x4+ x0) — A(z0)| = 0 mais, grace a la linéarité de A, |A(x, —z + o) — A(xo)| =
n——+0o0

|A(ea) — A(z) + AberT — Abrs)]| = |A(ea) — A2)| 0. 0

Donc, pour vérifier la continuité! (ou...le manque de continuité!) d’un opérateur linéaire
AV — W il suffit de la vérifier en un point quelconque de V. Ce point est souvent Oy, le
vecteur nul de V', car ce choix permet de simplifier les calculs dans beaucoup de cas.

Allons utiliser tout de suite cette propriété dans la preuve d’un théoreme qui montre la
relation entre opérateurs linéaires continus et bornés.

Théoreme 6.1.3 Un opérateur linéaire A : V. — W est borné si et seulement s’il est continu.

Preuve.

A borné = A continu < A continu en Oy . Soit (xy)pey € V, 2, — Oy, ie. |2,y = 0,
n—+0o0 n—-+0o0

mais A est supposé étre borné, donc Ic € R™ tel que :

— = <
Az, = A0y | = [Avallw < claaly | = 0.

donc on a démontré que pour toute suite (xy)pey € V, 2, — Oy, Az, — A(Oy), ce qui
n—+00 n—+00

correspond a la continuité de A en Oy, et donc sur tout V' grace au théoréeme précédent.

A continu < A continu en Oy = A borné. Ici c’est utile de considérer la définition originale
de continuité et de 'expliciter en zg = Oy :

Ve >0 3(55 >0 : Hl’ — OVHV < 55 = HAI' —AOVHW <ég,

i.e.
Ve>036.>0 : |z|yv <6 = |Az|w < e.

1. On rappelle que, pour un opérateur linéaire, la continuité et la continuité uniforme sont deux conditions
équivalentes.
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Comme D'expression ci-dessus est valide pour tout &, on a la possibilité de considérer € = 1.
Allons écrire par simplicité 6.1 = K > 0. Avec ces choix, ’hypothese de continuité de A en
0y donne lieu a 'implication :

||y < K = |Azx|lw < 1, (6.2)

qui s’approche de la définition d’opérateur borné.

Tout ce qui reste a faire est de construire un x particulier qui satisfait (6.2) et qui nous
permet de manipuler l'inégalité |Az|y < 1 afin d’arriver & montrer que A est borné.

Pour faire ¢a, considérons un nombre réel positif 0 < ¢ < K, comme ¢ca K — o > 0, et un
élément y € V' quelconque.

Analysons la norme du vecteur (K — o) —4— :

lyllv
Y K-o
(o) =Tl = K -0 <K,
lyllv Iy lyllv
ie. (K — U)W est un vecteur de V' avec norme strictement inférieure a K, alors la relation
(6.2) implique
Y K—-o 1
i (w=op)] <t Tl <1 o= [Aulw < g luly-
lyllv / lyllv 4
Comme y € V est arbitraire et K — o > 0, on peut poser ¢ = ﬁ et obtenir la définition de

A borné :
lAy|w < cllylw VYyeV.

O
On peut donc utiliser les adjectifs borné et continu d’une maniere équivalente
pour les opérateurs linéaires entre espaces vectoriels normés.

Ci-dessus on a voulu spécifier I’espace vectoriel dans lequel on considére la norme, néanmoins,
pour rendre la notation plus simple, dans la suite on évitera cette spécification et on écrira
tout simplement le symbole | ||.

198



6.1.1 La continuité des opérateurs linéaires définis sur un espace vectoriel
normé de dimension finie

Le résultat suivant montre que tout opérateur linéaire défini sur un espace vectoriel de
dimension finie est continue (et donc borné).

Théoréeme 6.1.4 Si V est un espace vectoriel normé de dimension finie N et W est un
espace vectoriel normé (de dimension quelconque), alors tout opérateur linéaire AV — W
est borné (et donc continu).

Preuve. L’espace V' étant de dimension finie, toutes les normes sur V' sont équivalentes grace
au théoreme de Tychonov (4.2.3), donc, il suffit de démontrer que A : V' — W est continu par
rapport & une norme particuliere, pour le démontrer pour toutes les autres normes.

Pour cela, soit (ui,...,uyn) est une base de V, on peut écrire tout x € V comme z =
N N
> Tplp, T, € K, et considérer sur V' la norme suivante : [|z|| = || D) zpun|| = sup  |zpl.
n=1 n=1 n=1,....N

La linéarité de A et I'inégalité triangulaire impliquent alors :

N N N N
|Az|| = || A (Z xnun> H = (1D zndun || < D Al = > [aal | Aug |
n=1 n=1 n=1 n=1
N N N
<Y sup faa|[Aunll = [ sup faa| | [ D [Auall) = D Aul ) 2,
n=1n=1...N n=1,....\N n—1 déf de|z| n=1
ce qui montre que A est borné, i.e. continu. O

Il n’y a, donc, pas de problémes de continuité quand on considere des opérateurs linéaires
définis sur des espaces vectoriels normés de dimension finie, indépendamment de la dimension
de l’espace image. Comme on va le voir dans la suite, la situation est bien différente si la
dimension du domaine de I'opérateur linéaire est infini.

6.2 Lanorme opératorielle, la convergence des suites d’opérateurs
et les algebres de Banach

Déf. 6.2.1 Soit A:V — W,V # {0y}, un opérateur linéaire borné. On définit la norme
opératorielle de A de quatre maniéres différentes (mais équivalentes) :

|A| =inf{c > 0: [|[Az| < ¢|z|, Ve e V} =N (6.3)
|A| = sup [Az| = N, (6.4)
|zl<1
IA] = ||Sh1p1 |Az|| = N3 (6.5)
Azx
4] = sup 1240, (6.6)
w20y |
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Pour un opérateur non borné A on écrira ||A|| = +o0 et, évidemment, pour 'opérateur nul 0
¢a vaut 0] = 0. La définition ci-dessus est bien posée grace au théoreme suivant.

Théoréme 6.2.1 Les quatre définitions ci-dessus coincident?.

Preuve. On va montrer que N1 < Ny < N3 < No < Np ... de la droite vers la gauche. Dans
toutes les preuves on utilisera le fait que, par définition, le sup d’un ensemble est le plus petit
des majorants de I’ensemble lui-méme.

Ny < Nip | : par définition de Ny, i.e. (6.3), on peut écrire |Az| < Nj|z| Yx € V, donc, en
particulier, pour les vecteurs z tels que ||z|| < 1 c’est vrai que |Az| < Nip, i.e. N1 est un
majorant pour I’ensemble {|Az|, x € V, ||z|| < 1}. Par définition, le sup est le plus petit des

majorants d'un ensemble, donc Ny = sup [|Az| < Ny.
|z<1

: considérons z € V' tel que |z| = 1 et la suite 2, = (1 — 1) 2, n > 1. D’un c6té :
|lzn| = (1= 2) lz| = (1= 1) <1 et donc |Az,| < sup |Ay| = No. Si on passe & la limite

lyl<1
on obtient : lim ||[Az,| < lim Ny = Ny. De lautre coté, il est évident que z,, — x et
n=ioo o n—>+00
alors, par la continuité de A et de la norme : lim ||[Az,| = |A lim z,| = ||Az|.
n—>+00 n—+00

Si on mélange les informations qu’on a obtenu on peut écrire |Az| < Na, i.e. Ny est un
majorant pour 'ensemble {|Az|, x € V| |z|| = 1}. La quantité N3 est définie étre le sup de
cet ensemble, i.e. le plus petit majorant, par conséquent N3 < Ns.

: considérons x € V, xz # Oy, alors H Tal H =1et HA

HA — lA=z] |A=z]
[T

Tl donc T < Nj, i.e. ¢ est un majorant pour ’ensemble {Hﬂ%ﬁu, rzeV, x# OV}.
Vu que Ny est le sup de cet ensemble, i.e. le plus petit des majorants, alors Ny < Ns.

= N3, mais

. pour tout z # 0y, A2l < Ny, or |Az| < Nyg|z| mais, par définition de N; ga

Iz

vaut que Ny < Ny. O

Remarque 6.2.1

1. Dans la définition |Al = inf {¢ = 0: |Az| < ¢||z|, Yz € V}, il faut faire attention a la
spécification Vx € V' : sans cette condition la norme de A serait trivialement nulle pour
tout opérateur linéaire, car A0 = 0. Par contre, le fait de considérer tous les vecteurs
transformés Az, z € V', permet a la norme de A d’étre # 0 (sauf, bien str, quand A est
l'opérateur identiquement nul).

2. Nous soulignons aussi la différence entre 1’expression [|A[, qui représente la norme
opératorielle de I'application linéaire A : V. — W et I'expression ||z||, qui représente
la norme d’un vecteur x € V. Certains auteurs utilisent un symbole différent pour la
norme opératorielle, comme, par exemple, || A||, mais nous utiliserons le méme symbole,
ie. | |-

2. Une cinquieme caractérisation de la norme d’un opérateur borné est possible si V.= W = H, espace de
Hilbert, cfr. formule (6.19).
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Allons maintenant vérifier que la norme opératorielle est bien définie sur ’ensemble des
opérateurs linéaires de V' a W et que cet espace est stable par rapport aux opérations linéaires
définies ponctuellement, i.e. (A + B)x = Az + Bx et (e¢A)x = aAx, pour tout a € K et pour
tout z e V.

— Définie positivité : évidemment ||A|| = 0 pour tout opérateur borné A grace a la déf.

(6.3), de plus, grace a la déf. (6.6), |A| = sup Hﬁiﬁ‘” = 0 si et seulement si |[Az| =0
r#0y

Ve e V, & # 0Oy (si x = Oy alors Az = 0 par linéarité). Donc, grace a la définie
positivité de la norme de W, |A| =0 <= Az =0 Vx eV, ie. si et seulement si A
est Vopérateur nul 0(z) =0 Vz e V.

— Homogénéité : conséquence directe de I'homogénéité de la norme de W, en fait Vo € K,
en utilisant, par exemple, la déf. (6.5) on obtient

laAl = sup adz| = sup |af|Az] = |af sup |Az] = [af|A],
J|=1 =1 =1

l.e.

laA] = of[4]|  Vaek. (6.7)

— Inégalité triangulaire : on observe que, comme conséquence de la définition (6.3), on
peut écrire :

Az <[ A][=]] ¥zeV, (6.8)

donc, en utilisant ceci et I'inégalité triangulaire de la norme de W, pour toute couple
d’opérateurs A, B : V — W et pour tout x € V' on peut écrire

[(A+ B)z| := [Az + Ba| < ||Az| + | Bz| < [Allz] + |B[l=] = ([Al + [ Bz,

ce qui implique, grace a la déf. (6.3), que

1A+ B| < |A] + B} (6.9)

L’inégalité (6.9) et '’homogénéité (6.7) montrent que ’ensemble des opérateurs linéaires
bornés est stable par rapport aux combinaisons linéaires et donc il est un espace vectoriel
lui-méme, qui devient normé grace a la norme opératorielle.

Déf. 6.2.2 On écrit avec le symbole B(V, W) espace vectoriel normé des opérateurs linéaires
continus de V-a W avec norme opératorielle. St V.= W, on écrit simplement B(V').

Dans la littérature mathématique on utilise la lettre B pour « bounded » (borné, en anglais).
Une autre notation souvent utilisée est L(V, W).

La définition suivante est une conséquence immédiate du fait que B(V, W) est un espace
vectoriel normé.

Déf. 6.2.3 (Convergence dans B(V,W)) Une suite d’opérateurs bornés (Ap)neny < B(V, W)
converge vers ['opérateur borné A € B(V,W) si :

1An = Al — 0,

n—+0oo

ot |A, — A| est la norme opératorielle de la différence entre A, et A.
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Exercice 6.1

Utiliser la définition (6.4) pour prouver qu'une condition nécessaire de convergence pour
une suite d’opérateurs de (A, )neny < B(V, W) vers A € B(V,W) est que

hrfoc [(Ap, — A)z| =0 Vxe B(0,1). (6.10)
Solution de ’exercice 6.1

Pour obtenir cette condition, on commence par observer que, vu que le sup est un majorant
d’un ensemble, ¢a vaut que

|All = [[Az| vz e B(0,1)

B(0,1):={zeV : |z| < 1}. (6.11)

L’inégalité (6.11) implique | A, — A| = ||(An, — A)z| Vz € B(0,1), donc, s’il existe au moins
un z € B(0,1) tel que lir}rl [(A, — A)x| > 0, alors lil}rl |An, — Al > 0 et on ne peut pas
n——+00 n—+000

avoir la convergence de la suite (A;,)nen vers A. La propriété (6.10) est donc nécessaire pour
la convergence de (Ap,)neny < B(V, W) vers A e B(V,W). O

Dans le cas V' = W on peut rajouter une troisieme opération sur B(V'), le produit :
(AB)(z) := (Ao B)(z) = A(B(z)) Yz eV,

i.e., le produit en B(V') correspond a l'opération de composition fonctionnelle entre opérateurs
linéaires. On observe que :

[(AB)z| = |A(Bz)| (B s vecs [All Bz < [A[[Bz] vz eV,

x : vecteur de V)

et donc, grace a la déf. (6.3),

[1AB] < |A]|B]] (6.12)

et ainsi, en prenant A = B, |A?| < ||A|?, en itérant ces considérations on arrive & la formule :
A"l <[Al*]  vneN.

Par conséquent, B(V) est stable par rapport a 'opération de produit défini ci-dessus, donc
B(V) est une algébre associative normée avec unité, ou I'unité est 'opérateur identité.

Nous rappelons qu'une algébre 2L sur le corps K est un espace vectoriel sur K muni d’une
opération binaire - : A x 2l — 2, communément appelée produit, compatible avec les opérations
linéaires, ce qui est équivalent a dire que - est bilinéaire, i.e. pour tout a,b,ce A et k€ K ¢ca
vaut :

)-c=a-c+b-ceta-(b+c)=a-b+a-c;
— (ka) -b=Fk(a-b), a-(kb) = k(a-b).

Théoréme 6.2.2 Soit (V,| |) un espace vectoriel normé quelconque, alors, les opérations de

somme, produilt par un scalaire et produit dans l’algébre B(V') sont continues par rapport a la
norme opératorielle.
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Preuve. Le théoreme 4.2.1 s’applique aussi dans le cas de I’algebre B(V'), donc la somme et
le produit par un scalaire sont continues, la seule preuve qui reste a faire est celle relative
a la continuité du produit opératoriel. Si (A, )nen et (Bp)nen sont deux suites d’opérateurs
de B(V) convergentes vers A € B(V) et B € B(V), respectivement, i.e. |4, — A| e 0,

|B,—B| — 0,alorsil faut démontrer que A, B, — AB,ie.que|A,B,—AB| — 0:
n—>+00 n—>-+00

n——+aoo
|AnBp — AB| = | An(Bn — B) + (An — A) B| " < ) [Anll[Bn = Bl + | An = Al B — 0.

a

La présence d’une norme sur B(V, W) géneére une topologie et ceci ameéne d’une maniere
naturelle a se demander sous quelles conditions cet espace est complet. Le résultat suivant
donne une condition suffisante pour la complétude de B(V, W).

Théoréme 6.2.3 Soient V,W deux espaces vectoriels normés. St W est complet alors B(V, W)
est complet.

Avant de montrer la preuve, on souligne que, en particulier, le théoréme vaut pour
B(H) ou B(Hi,Hz2), si H,Hi,Hs sont des espaces de Hilbert.

Preuve. Soit (Aj,)nen une suite de Cauchy d’opérateurs de B(V, W), i.e. :
Ve>0 IN.>0: Vm,n= N : [|[A, — An| <e,

pour prouver le théoréeme il faut démontrer que (A;)neny converge en B(V, W) en utilisant
I’hypothese de complétude de W.
On commence par observer que Vx € V fixé, ca vaut que

Vm,n > N, : |Apz — Apz| < ||An — An|z| < |z, (6.13)

et donc, grace a larbitrarité de e, (A,2)nen est une suite de Cauchy en W.
Par hypothese, W est complet, donc il existe lim A,z € W et cela permet de définir
n—o0

lopérateur limite A associé a la suite (A )pen :

AV — W

x — A(x)= lim A,x.
n—+00

On va démontrer que (A, )nen converge a A en norme opératorielle et que A € B(V, W), ceci
terminera la preuve.
On commence par observer que VYn > Ng, ca vaut :

[An(2) = A@)| = |An(z) = lim Ay (z)] = lim [[An () = Am(2)] < : elll,

(continutité | ||) m—+00 (6.13
(6.14)
ou dans la derniere inégalité on a utilisé le fait que m tend vers +o0, donc stirement m > N..
Par conséquent,
Ve>03dN. >0 : n>N. = |4, — A| = sup [(A, — A)z| = sup |An(z) — A(2)| <&,

lzl=1 |zl|=1
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i.e. (Ay)nen converge vers A en norme opératorielle.
Il reste simplement & vérifier que A € B(V,W). Soit = € V quelconque, alors, comme
I'inéquation (6.14) vaut pour tout n > N, on peut écrire :

|Az] = Az — An.x + An.x| < Az — An.x| + | An 2] 6T ell + | AN ],

ie. |Az| < (e + |An.|D|lz]| Vz € V, et donc A est borné. O

Déf. 6.2.4 (Algebre de Banach) Une algébre 2 sur le corps K est une algébre de Banach
st les propriétés suivantes sont vérifiées Va,b,ce A :

— A est une algébre associative, i.e. a-(b-c) = (a-b)-c;

— A, en tant qu’espace vectoriel, admet une norme || || par rapport a laquelle il est un

espace de Banach ;
— la bl < lal[ {|o]].

Grace a ce qu'on a vu avant, si V' est un espace de Banach, B(V') est une algebre associative
avec unité et compleéte par rapport a la norme opératorielle, et donc B(V') est une algebre de
Banach avec unité. Evidemment, pour tout espace de Hilbert H, B(H) est une algébre de
Banach avec unité.

Allons maintenant présenter une propriété tres importante du noyau des opérateurs de

BV, W).

Théoréme 6.2.4 Soient V,W deux espaces vectoriels normés et soit A € B(V,W), alors
ker(A) est un sous-espace vectoriel fermé de V.

Preuve. Soit (v, )nen < ker(A) une arbitraire suite convergente, il faut démontrer que sa limite,

v = lim wy,, reste en ker(A). A est borné donc continu et alors lim Av, = A( lim wv,) =
n——+00 n—+00 n—+00
Av, mais Av, = 0 Vn € N car v, € ker(A), donc Av = lirJrrl 0 = 0, ce qui implique que
n—-+0o0
v € ker(A). O

Pour montrer 'utilité remarquable de ce théoreme, allons ’exploiter tout de suite dans le
prochain exercice pour montrer que le théoréme de la projection sur un sous-espace
vectoriel propre et fermé n’est plus valide sans I’hypothése de complétude.

Exercice 6.2
Soit T' I'opérateur linéaire (en fait une fonctionnelle linéaire) définit par :

T: (2(N,C) — C
= (Tp)nen — T(z)= > nxfl.

1. Montrer que T' est continue.

n+1
neN

vectoriel propre et fermé de ¢2 (N, C).

2. Soit F = {(xn)neN e?(N,C) : Y In = 0}. Montrer que F est un sous-espace
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3. Montrer qu'il existe u € £2 (N, C) tel que F = {u}" et en déduire 'expression explicite
de F*.

4. On rappelle (cfr. déf. (4.26)) que £° (N, C) est le sous-espace vectoriel de £2 (N, C) formé
des suites (2,)neny nulles & partir d’un certain rang, que ’on munit de la topologie
induite par ¢? (N, C). Soit G = F n ° (N, C).

(a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel propre et fermé de £° (N, C).

(b) En rappelant la formule (5.4), démontrer que le complément orthogonal de G' dans
(N, C), i.e. GLo := G+ n (0 est réduit au vecteur nul : G = {00y}

(c) En déduire que °(N,C) n’est pas complet dans la topologie héritée de

2(N,C).
Solution de I’exercice 6.2
1. Notons avec u = (up)nen la suite définie par u,, = - +1 Vn € N, évidemment appartenant
a /2(N, C). Pour tout x € £?(N,C) ¢a vaut :
T(x)| = Tpl T, U < z||u
T@)] = |5 wnmmg| = [ D | = )l < el
neN neN

donc T est borné, avec ||T| < |ul, i.e. continu.

2. Par définition, F' = ker(T') et donc il est un sous-espace vectoriel fermé de ¢2(N, C),
vu qu’on vient de démontrer la continuité de 7. Un exemple d’élément de ¢?(N, C)

qui n’appartient pas & F est le premier vecteur de la base canonique de £2(N,C), i.e

1 = (1,0,0,...), vu que >, 6714(:11) = 1 # 0. Par conséquent, F est un sous-espace

neN

vectoriel propre et fermé de £2(N, C).

3. Si u est défini comme dans la question 1. alors il est évident que
F={zelP(N,C) : (z,u) =0} = {u}*,

donc F+ = {u}++ ( 24 span{u}, mais span{u} = {n+1’ A€ (C} est un sous-espace
5.2.4

vectoriel mono-dimensionnel, et donc il est fermé, par conséquent span{u} = span{u}
1 _
et F- = {21, xeC}.

4. (a) Avec un moment de réflexion on peut comprendre que G peut étre écrit explicitement
comme ¢a :

G=FnN,C)={(zn)pen, INEN : 2, =0V¥n > N et Z =0},

n+1

ce qui montre que G = ker T| ON,C)> mais comme la restriction d’un opérateur
linéaire continue est continue elle-méme, G est un sous-espace vectoriel fermé
de °(N,C). Pour démontrer que G est propre, il suffit de considérer encore e; :

e1 € /°(N, C), mais Z £l n) 3 #0.
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(b) Nous avons :

G0 =G n L'(N,C) = (F n (N, C))* n £°(N,C)

o span(F+ U O(N,C)L n (°(N,C),

mais nous avons vu (cfr. th. 4.4.8) que (°(N,C) est dense en ¢*(N,C), donc
O(N,C))*t = {020y} qui est déja inclus en F* en tant que sous-espace vectoriel
de ¢*(N, C), mais alors

span(F+ U (O(N,C)L) = span(F1) = FL = Ft = { i TR c} :
n

car F- est fermé et grace au résultat de la question 3. Alors,

A
Gt = {n+17 e (C} NN, C) = {00}

o . A
car évidemment la suite 35 ¢ (N, C).

(c) G est un sous-espace vectoriel propre et fermé de /°(N, C) muni de la topologie héritée
par /2(N, C), néanmoins on vient de démontrer que G+, le complément orthogonal
de G en /°(N, C), est réduit au seul vecteur nul, mais ceci est en contradiction avec
le résultat du théoreme 5.2.3 (un corollaire du théoréme de la projection sur une
partie propre convexe fermée d’'un espace de Hilbert) qui dit que le complément
orthogonal d’un sous-espace vectoriel propre et fermé d’un espace de Hilbert n’est
pas réduit au seul vecteur nul. Il est clair que la seule hypothese qui est mise en
défaut est la complétude de (°(N, C) par rapport & la topologie héritée de ¢?(N, C).

a

Voyons maintenant comment un opérateur linéaire continue entre deux espaces vectoriels
normés interagit avec les suites de Cauchy.

Théoréme 6.2.5 Soient V et W deux espaces vectoriels normés quelconques, A € B(V, W)
et (xn)neny < V' une suite de Cauchy, alors (Axy)nen est une suite de Cauchy en W.

Preuve. Par hypothese : Ve > 03N, > 0: Vn,m > N : |z, — x| < €. Considérons maintenant
(Azp)nen, et analysons ||[Az, — Az, | = |A(zy — z0)| < |All|lzn — zm| < |Ale,Yn,m = N;.
Grace a larbitrarité de €, (Azy,)nen est une suite de Cauchy d’éléments de W. o

Ce résultat peut aider a prouver la complétude d’un espace vectoriel normé, comme on le
montre dans I’exercice suivant, qui peut étre vu comme la suite de ’exercice 4.2.

Exercice 6.3

Nous rappelons que, fixé une suite a = (a,)nen de nombres réels strictement positifs, on
note

2 (N,C) = {ueCV : ) ayun|* < 400 — Vaue (N,C)}.

neN
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Dans l'exercice 4.2 on avait vérifié que

e = Y, anunn et ull = Y anlun,|?
neN neN

sont un produit scalaire et une norme sur ¢2 (N, C).

1. Montrer que 'opérateur

lq - €¢21 (N7 (C) — (2 (N7 (C)
U — Za(u) = \/au = (\/@un)neNa

est linéaire, continu, de norme égale a 1 et bijectif. Expliciter 'opérateur inverse de 1,
et vérifier qu’il soit continu et de norme égale a 1.

2. En déduire que ¢2 (N, C) est un espace de Hilbert.

3. Soit a et b deux suites de nombres réels strictement positifs telles que a, ! O(by).
n——+0o

Montrer que /7 (N,C) = ¢2 (N,C) et que cette injection est continue.

Solution de I’exercice 6.3

1. La linéarité suit d’un simple exercice d’écriture : si u,v € £2 (N,C) et A € C, alors
1(u+ Av) = ya(u+ ) = y/au + A\/av = 1(u) + \e(v). Examinons la continuité : pour
tout u € £2 (N, C), 2(u) € £2 (N, C) et sa norme vaut

lta(Z = ) Vanual® = Y anlunl® = Julf; <= Jra(w)]e = ulZ
neN neN
ce qui montre la continuité de 1, et le fait que sa norme soit unitaire. Nous terminons
avec la bijectivité : observons que 'opérateur
jl/a D2 (N,C) - 63 (N,(C) 1 .
v = zl/a(v) = el = (ﬁvn)neNy
est bien défini car a > 0 et v/y/a € (2(N,C) < +/av/y/a = v e (?(N,C). De plus, il

est tel que Jji g © 1q : €2 (N,C) — €2 (N, C), j1/q © ta(u) = %u =u Yu e 2 (N,C); vice-

versa, pour tout v € £2 (N, C), 14 0 ji/q : £2 (N,C) — £2 (N, C), 14 0 j1/4(v) = %v =,

Le. J1/q ©ta = tdpz(nc) €t 2 © J1/a = idpy ). Donce, 1, est bijectif avec inverse ji/,,
évidemment continu lui aussi et avec norme unitaire car

lia@E = X5 —loal? = [0l <= liya(®)le = o]z Yoe #(N,C). (6.15)

2. Grace a la continuité de 7, et au théoreme 6.2.5, 1, transforme des suites de Cauchy
de (2(N,C) en suites de Cauchy de ¢*(N, C). Soit alors (u)men une suite de Cauchy
quelconque d’éléments de ¢2(N, C), 14 ((tm)men) est une suite de Cauchy de £2(N, C),
que 'on sait étre complet, donc 3L € £2(N, C) tel que 2o ((tm)men) — L, i.e.

m——+0o0

0= lim [w((um)men) — Ll = lim Hjl/a(la((um)meN) - L)HE%

m—+00 (6.15) m—+00

= lim 71/a © %a((um)men) = jija(D)lg = Hm|(um)men — jija(L)lez

J1/a linéaire m—+0o0

i.e. (tm)men converge en 3 (N, C) vers j;/,(L), et alors £2(N, C) est un espace de Hilbert.

207



3. Nous devons démontrer que, si a, = O(by), alors u € £ (N,C) = (2 (N,C), i.e

n—+ao

D bnlun|? < 400 = > anfun|* < +o0,
neN neN
pour tout u € £3 (N, C). Par définition, ay, = O(by,) si et seulement s'il existe C; > 0
n—+0o0

et N € N tels que, pour tout n = N c¢a vaut a, < C1b,.
Pour arriver a démontrer ce que 'on veut, il n’est pas compliqué de voir qu’il faut
multiplier les deux cotés de I'inégalité précedente par lu,|?, en obtenant a,|u,|? <

C1bp|un|? pour tout n = N, i.e. +ZOO anlun? < Cq Z bn|un|?. La somme des premiers

N termes, den =0an =N = ivest finie, donc 11 ex1ste stirement une constante

Cy > 0 suffisamment grande telle que Nil anlun|? < Co Z bn|un|?, mais alors il suffit

de considérer C' := max(Cy,Cy) > Onlggur avoir ZN an\un\ <C ZN bn|un|?, ce qui
ne

montre que, si u € £2 (N, C), alors u € 2 (N, C). De plus, l'inégalité précédente peut étre
réécrite comme [uf?, < Clul|?, et alors I'injection canonique ¢ : £ (N,C) < /3 (N, C)
a b

vérifie [ o(u)] 2 < \/EHUHZIQJ pour tout u € £2 (N, C), i.e. elle est bornée, et donc continue.
O

On termine cette section avec un résultat extrémement utile qui permet de caractériser
I’égalité entre opérateurs continus sur un espace vectoriel avec produit scalaire de dimension
quelconque avec I’égalité de leur action sur les vecteurs a l'intérieur d’un produit scalaire.

Théoréeme 6.2.6 Soient A,B : V — W deux opérateurs linéaires définis sur un espace
vectoriel avec produit scalaire de dimension quelconque, alors :

A=B < (x,Ay) ={x,By) Vr,ye H — {(x,Azx)={x,Bzx) VYreH.

Preuve. Prouvons d’abord la premiere équivalence. Par linéarité de A ¢a vaut que (z, Ay) =
(x,Byy Vz,y e H <= {(x,(A— B)y) =0 Yz,y € H. Fixons un élément y € H quelconque
et écrivons u = (A — B)y € H, alors (x,u) = 0 Vz € H est vrai si et seulement si v = 0, i.e.
(A—B)y=0VyeH,ie A— B =0, mais alors A = B.

La preuve de la deuxiéme équivalence est analogue : il suffit de considérer u = (A — B)x
au lieu de u = (A — B)y. O

6.2.1 Un exemple (classique) d’opérateur linéaire non borné sur un espace
vectoriel de dimension infinie

Malgré le fait qu’on va s’occuper seulement des opérateurs linéaires bornés sur un espace
de Hilbert, il est impératif de montrer au moins un exemple d’opérateur linéaire non borné :
on va vérifier qu'une des plus simples opérations, celle de dérivation, faite sur la plus simple
des bases hilbertiennes, celle de Fourier, ne donne pas lieu a un opérateur borné!

En fait, soit u,(x) = \/%ei”f”, (n € 7Z), la base hilbertienne de Fourier de L?[0,2n].

Considérons l'opérateur de dérivation premiere sur ’espace vectoriel (de dimension infinie)
engendré par la base hilbertienne de Fourier de L?[0, 27] :
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D : span((up)nez) — L2[0,27r]
Un — Dun:%Unu

ol %un(:ﬁ) = \j%re”w, qui est intégrable en module carré sur [0, 27].

On montera que la norme de D n’est pas finie. Pour calculer sa norme, on peut choisir la
définition (6.5) de norme opératorielle, i.e.

|DIl = sup [ Dunl,

Junl=1

mais la condition |u,| = 1 ne détermine aucune contrainte car tout élément u,, de la base
hilbertienne de Fourier de L?[0,27] a norme unitaire, donc ||D| est simplement le sup de
Pensemble de valeurs | Du,| par rapport & I'indice entier n, i.e. :
9 1/2
da:) ,

2m 2 1/2 2

J dx = sup |zn|2f

0 nez 0
| D|| = sup |in| = supn = +0,

ce qui implique que 'opérateur de dérivation définit ci-dessus n’est pas borné, et, donc, pas

continu.

1
2T

in e inx
V2T

inT
e

neZ

|D[ = sup || Du|| = sup (
nezZ

l.e.

neZ neZ

6.3 Inversibilité des opérateurs linéaires

Dans P’exercice 6.3 nous avons pu apprécier I'importance de ’analyse de 'inverse d’un
opérateur linéaire. Dans cette section nous allons examiner en profondeur ce sujet.

Déf. 6.3.1 Soient V,W deux espaces vectoriels normés sur le méme corps K et soit A:V —
Im(A) € W linéaire. L’opérateur inverse de A est l'opérateur A=! : Im(A) € W — V tel que
Ve eV,
A7l Im(A) W — V
Az — A71(Az) = 2.

Si A=V existe, on dit que A est inversible.

Pour tout z € V, ¢a vaut que A~}(Az) = z et que A(A~1(Ax)) = A(x), donc l'inversibilité de
A peut étre définie d’'une maniere équivalente avec les conditions

AT o A=idy et Ao A7 = idyya).

Dans le cas particulier W =V et Im(A) = V, l'inversibilité de A est équivalente & 'existence
d'un opérateur A~ : V — V tel que :
Ao A7 = A7 o A =idy.
Si A:V — V, on utilise le symbole GL(V') pour dénoter [’ensemble des opérateurs linéaires

continus et bijectifs avec inverse continue, qu’on appelle I’ensemble des éléments réguliers
de V.

Dans le théoreme suivant on rappelle des propriétés élémentaires de l'inverse (les preuves
sont identiques a celles déja connues dans le cas de dimension finie).
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Théoréme 6.3.1 Soient V.W deux espaces vectoriels normés et soit A: V — Im(A) € W
linéaire.

1. Si A™1 existe, alors il est unique.
2. Si A7 eziste, alors il est un opérateur linéaire.

3. A~ existe si et seulement si ker(A) = {0y}, i.e. condition nécessaire et suffisante pour
Vinversibilité de A sur son image est que son noyau soit réduit au vecteur nul de V.

Preuve.

1. Supposons que By, By : Im(A) € W — V soient deux opérateurs inverses de A, alors :
Bl = Bl Oidlm(A) = Bl o (AOBQ) = (Bl OA) OBQ = Z.dIm(A) OBQ = BQ.

2. Pour tout wy,we € Im(A) et ke Kon a:

A7 N wy 4 kws) = AT (AAT (wy) + kAAT (wy))
(linéarité de A)
= ATPA(AT (wy) + kA (wg))
= A7 (wy) + kAT (wg).

3. Nous savons qu’il est possible définir I'inverse de A sur son image si et seulement si A
est injectif. Vérifions que cela est équivalent a ker(A) = Oy. D’un coté, si Ax = Oy, alors
r = A 'Ax = A0y = Oy par linéarité de A~!, donc si A~! existe, le noyau de A est
réduit au vecteur nul de V. Vice-versa, supposons ker(A) = {Oy} et soient z1,z2 € V tels
que Az = Axg, alors Azx; — Azg = Oy, i.e. par linéarité de A, A(z1 — x2) = Ow, mais si
ker(A) = {0y} alors 1 — z2 = Oy, i.e. 1 = z2, ce qui prouve l'injectivité de A. O

La condition ker(A) = {0y} est nécessaire et suffisante pour 'inversibilité d’un opérateur
linéaire sur son espace image Im(A) en dimension finie et infinie. De plus, en dimension finie,
I'inverse d’un opérateur linéaire, s’il existe, il est toujours borné.

Par contre, en dimension infinie, la condition ker(A) = {0y} n’implique aucune relation
entre la continuité de A et celle de A~ : A peut étre borné et avoir un inverse non
borné ou, vice-versa, A peut étre non borné avec un inverse borné! Un exemple
classique de cette situation est donné par les opérateurs de dérivation et d’intégration.
Voyons un exemple explicite : soit A : £2(N,K) — ¢2(N,K) I'opérateur linéaire défini par
A(z1,22,23, ..., Tpy...) = (T1,22/2,23/3, ..., Zn/n,...), 1.e. A((Tn)nen*) = (Tn/N)penx. A
est borné et ||A|| < 1, en fait, pour tout z = (2, )nery € £2(N,K) :

2
JazZ = 3 0 S = g2
62 2 ~ n @2-

n
neN neN

L'opérateur A=!: 2(N,K) — 2(N,K), A ((yn)nen*) = (nYn)nen* est évidemment I'inverse
de A. Néanmoins, A~! n’est pas borné : pour le vérifier, il suffit de considérer 1’élément
général de la base canonique de ¢2(N,K), i.e. e, = (0,0,...,1,0,0,...) avec 1 dans la position
n, et d’observer que, d'un coté |e,|lz = 1 Vn € N et, de 'autre coté, |4~ te, |2 = n, donc
J A1) = sup | A~ enllp = +or.

neN
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Il existe une caractérisation tres utile de 'inversibilité bornée d’un opérateur linéaire. Il
faut souligner que cette caractérisation vaut indépendamment de la continuité de I'opérateur,
ceci est tres utile dans les applications.

Théoréme 6.3.2 (Inversibilité bornée d’un opérateur linéaire) Si V et W sont deux
espaces vectoriels normés et si AV — W est un opérateur linéaire (non nécessairement
borné), alors IA™! € B(Im(A), V) si et seulement si 3pu > 0 tel que |Az| = plz| Yo e V.

Preuve.

: supposons que 34~ € B(Im(A), W), alors, par définition 3m > 0 tel que Yy € Im(A) :
|A=Yy| < m|y|. Comme A est inversible et y € Im(A), 3x € V tel qu'on peut écrire y = Az,

donc |A7'Az| < m|Az|, ie. |[Az| = — |z| et, comme y est un élément arbitraire de
D m

——

(el =u>0

Im(A), l'inégalité vaut pour tout = € V.

: vice-versa, soit |Az| = p ||x|| Yz € V, alors, en particulier, si x € ker(A),
(>0)

| Az = 0] = 0= pf P |z| =0 < & =0y = ker(4) = {Ov},

i.e. 3JA71 : Im(A) — V. Ca reste & démontrer que A~! est borné. Pour tout y € Im(A) tel
que z = A~y alors : [Az| > pla| = |AATy| > plATNy| = |y| > plATYy] =
|A=Yy| < iHyH, Vy € Im(A), i.e. A~! est borné. O

L’interprétation de la condition du théoreme est la suivante : tout d’abord, le fait que
|Az| = p|z| permet de garantir que le noyau de A est réduit au seul vecteur nul. De plus,
I'inégalité ||Ax| = p|z| est inversée par rapport a celle qui définit un opérateur borné, elle est
donc bien adaptée pour permettre a 'opérateur inverse de A d’étre borné!

Une conséquence immédiate du théoreme qu’on vient de voir est qu’'un opérateur linéaire
AV — W satisfait les deux conditions : A€ B(V,W) et 3 A~ € B(Im(A), V) si et seulement
s’il satisfait la condition :

3a,b>0, a<b : |alz] < |Az| <blz|| VeeV,

i.e. la norme de tous les vecteurs de V', transformés par l'action de A, est bornée par la
norme du vecteur lui-méme multipliée par deux constantes positives. Cette considération a une
conséquence importante sur les images des opérateurs linéaires bornés définis sur les espaces
de Banach.

Théoreme 6.3.3 Soit V un espace de Banach et W un espace vectoriel normé quelconque.
Soit A e B(V,W). Si A est inversible avec inverse borné, alors Im(A) est un sous-espace
vectoriel fermé de W.

Preuve. Grace au théoréme 6.3.2, la condition 3A~! € B(Im(A), V) est équivalente &

Ja >0 : ||z| <a|Az| VYxeV,
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il faut démontrer que cette condition implique que Im(A) est fermé, i.e. que si (Y )nen <Im(A)
est telle que y, LY alors y €eIm(A). Comme y,, elm(A), alors il existe (x)neny < V tel
n——+aoo

que y, = Az, Yn € N, donc :

|20 — Tl < a||A(zn — zm)ll = |Azn — Azm || = [lyn — Ymill — 0,
n,m——+0o0
car (Yn)nen est une suite convergente, et donc elle est de Cauchy, mais alors aussi la suite

(zn)nen est de Cauchy et, comme V' est de Banach, il existe z € V' tel que x, 2 Grace
n——+ao0

a la continuité de A on obtient :

Ar=A lim z,= lim Az,= lim y, =y,
n—+00 n—+00 n— -+

i.e. y elm(A). O

On termine cette section avec une deuxieme condition suffisante pour la continuité de
I'inverse d’un opérateur linéaire. Pour cela on a besoin d’un résultat intermédiaire qui est I'un
plus importantes théoréemes de I’analyse fonctionnelle (on assumera la démonstration, qui est
une conséquence d’un autre théoreéme trés important : le théoreme de catégorie de Baire).

Théoréme 6.3.4 (Théoréeme de Banach-Schauder - application ouverte) SoientV et
W deux espaces de Banach. Si A € B(V,W) est surjectif, alors A est une application ouverte,
i.e. A transforme sous-ensembles ouverts de V' en sous-ensembles ouverts de W .

Théoréme 6.3.5 (Théoréme de I’inverse continu en espaces de Banach) SoientV et
W deux espaces de Banach. Si A € B(V,W) est bijectif, i.e. ker(A) = {0y} et A est surjectif,
alors A= € B(W,V), i.e. A~! est continu.

Preuve. On rappelle que la caractérisation topologique de la continuité est la suivante : une
fonction entre deux espaces topologiques est continue si et seulement si la contre-image de
tout sous-ensemble ouvert est un ouvert. Par définition, les contre-images de A~! sont les
images de A, donc A~! est continu si et seulement si toute image via A d'un ouvert est ouvert,
mais ¢a est garanti par le théoréeme de Banach-Schauder. O

Le théoreme de I'inverse continu permet de caractériser les opérateurs qui appartiennent a
I’ensemble GL(V') pour un espace de Banach V' quelconque.

Théoréme 6.3.6 (Caracterisation de GL(V)) Soit V' un espace de Banach et GL(V)
Uensemble des éléments réguliers de l’algébre de Banach B(V') (bijections linéaires avec inverse
continu). Pour un opérateur A € B(V') les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Ae GL(V).
2. 3 un opérateur linéaire B définit sur tout V tel que : BA =idy et AB = idy.

Le cas échéant, B est unique et B = A™1.

Preuve.

Si A e GL(V), alors ca suffit de considérer B = A~! pour prouver I'implication.
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L’hypothese BA = idy implique que ker(A) = {0}, i.e. que A est injectif. En fait,
si, par ’absurde = # 0 et Az = 0, alors BAx = 0, ce qui est en contradiction avec le fait que
BAx = idy(x) = x # 0. De plus, 'hypothese AB = idy implique que Im(A) = V, en fait,
pour tout = € V ¢a vaut A(Bx) = AB(z) = idy(x) = x, donc tout = € V peut étre vu comme
le transformé d’un élément de V, i.e. Bz, via A, i.e. A est surjectif. Donc I'existence de B tel
que les deux hypothéses BA = idy et AB = idy sont valides implique que A est une bijection
linéaire et que Vo € V, B(Az) = x, i.e. B= A~'. Donc A est borné par hypothese, inversible
et surjectif, grace au théoréme de l'inverse continu B = A~! est continu, et alors A € GL(V).

Il reste & démontrer 'unicité : soient B et B’ deux opérateurs qui vérifient la 2., alors
Al =A"'AB et A~ = A"1AB' et donc A~' = B = B'. O

Evidemment, si A € GL(V), alors aussi A~' € GL(V) et si A, B € GL(V), alors AB €
GL(V) car (AB)™! = B7*A7! vu que ABB™'A~! = idy et B"'A™'AB = idy. Donc, GL(V)
est stable par rapport au produit et a I'inversion et son élément unité est idy, i.e. GL(V) est
un groupe.

Déf. 6.3.2 Le groupe GL(V') est dit le groupe général linéaire de V.

6.4 L’espace dual d’un espace de Hilbert et le théoreme de
représentation de Riesz

Reconsidérons B(V, W), ou V, W sont deux espaces vectoriels normés. On a vu que B(V, W)
est un espace de Banach par rapport a la norme opératorielle si W est un espace de Banach.
Allons considérer le cas particulier dans lequel W est le corps K sur lequel V' est défini en tant
qu’espace vectoriel.

Comme K = R ou C est complet, B(V,K) est un espace de Banach, qu’on appelle le dual
de V et qu'on écrit V* (parfois dans la littérature mathématique on trouve la notation V'
pour 'espace dual). On appelle les éléments de V* les « fonctionnelles linéaires bornés
sur V ».

On peut se demander comment le processus de « dualisation » de V' peut s’itérer. En fait, il
est possible de démontrer que, pour tout espace de Hilbert H, la dualisation est une involution,
ie. H* ~H , ou ~ est un isomorphisme entre espaces de Hilbert. H** est appelé le bidual
de H.

Ceci n’est plus vrai pour les espaces de Banach, ceux qui ont la propriété d’étre isomorphes
a leur bidual sont dits espaces de Banach réflexifs. Les espaces de Banach LP(X, A, u)
sont réflexifs pour 1 < p < oo, mais L'(X, A, u) et L®(X, A, 1) ne le sont pas.

Chaque fonctionnelle ¢ € V* transforme un élément de V' en un scalaire de K, la notation
pour représenter cette transformation est la suivante :

p: V. — K
r o p(z) ={p,T),

la notation {p, z) vient du fait que si V est un espace de Hilbert, alors toute fonctionnelle
linéaire continue ¢ € V* agit sur les vecteurs de V' comme un produit scalaire! Cette affirmation
est la these d’un célebre résultat de Riesz qu’on énonce et démontre ci-dessous.
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Théoréme 6.4.1 (Représentation de Riesz) Soient H un espace de Hilbert sur K = R
ou C, et H* le dual de H. Alors :

T: H — H*

r — T

T.: H — K
y — Tu(y) =2
est un isomorphisme entre H et H* interprétés comme espaces de Banach, i.e. T est bijective,
préserve les normes et :

— si K =R, alors T est linéaire;

— st K =C, alors T est anti-linéaire.

La fonctionnelle T, est dite le « représentant de Riesz » de x en H*.
Avant de donner la preuve, allons comprendre la raison de I’anti-linéarité dans le cas

K = C. On commence a analyser 'opération de somme :

T: H — H*

1+ X2 +—— T1+T2)

TCC1+$2 : H — C
y o Doy, (y) =y w1 +22) = Y, 21) + <y, w2) = Ty (y) + Ty (),

donc |1y, 42y = Ty + Ty ‘
On considere maintenant I'opération de produit par un scalaire k € C :

T: H — H*
kx — Ty,

Tiw: H — C

Par conséquent,

T: H — H* T: H — HF
r1+xy — Ty +T,, kxr — kT,

ceci explique pourquoi 1" est anti-linéaire si K = C. Bien évidemment, si K = R cette distinction
n’existe plus et T est linéaire.

Le théoreme de représentation de Riesz est appelé comme ¢a car il permet de représenter
toutes les fonctionnelles linéaires continues sur un espace de Hilbert via des produits scalaires,
en particulier, pour toute fonctionnelle linéaire continue o sur H = L?(X, A, ) existe un seul
8lément f e L*(X, A, p) tel que ¢ = Ty avec :

Tp: L*(X,A,p) — K i
g — Ty(9) =g, f) =Sy gfdp.
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Plus en général, on sait que tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie est isomorphe
a /2(N,K), qui a un produit scalaire défini par une série.

Ces observations expliquent pourquoi, dans les applications de ’analyse fonction-
nelle 4 des problemes concrets, les fonctionnelles linéaires continues sont tres
souvent représentées par des sommes finies, des séries ou des intégrales!

Une derniere observation avant de passer a la preuve du théoreme : si on considere le
produit scalaire « a la physicien », i.e. anti-linéaire par rapport a la premiere entrée et linéaire
par rapport a la deuxieéme, alors la définition de T, devient : T, (y) = {(x,y).

Preuve. Ayant déja examiné le caractere linéaire ou anti-linéaire de T', on commence la preuve
par vérifier la bonne définition de T, i.e. que T est une fonctionnelle linéaire bornée sur H.
Soient o, B € K, y,y1,y2 € H :

— T, est linéaire? :

Tr(ayr + By2) = {ay1 + By2, z) = aly1, ) + B{y2, z) = aTx(y1) + BT (y2)-

— T, est borné. Pour prouver ¢a, on observe que ||T,(y)| = |T:(y)| car T,(y) € K! Donc :

ITe(y) = [Ta(y)] = Ky, )] < [zl (6.16)
(Cauchy-Schwarz)

Le fait que T soit un opérateur linéaire borné entre les espaces de Hilbert H et K nous
autorise a calculer la norme opératorielle de T,.. C’est par rapport a cette norme que 1" est une
isométrie, i.e. | Ty = |zlly Vo € H. On va éliminer tout de suite le cas banal du vecteur
nul : si x = Oy alors Tj,, est la fonctionnelle nulle car Ty, (y) = (y,04) = 0 Yy € H, donc :
03] = 0 = | Ty, .

Soit donc x € H, x # 0z, on va prouver que ||T,| < |z| et que |z|| < |T.||, dans cet ordre.

— | T| < |z| : grace & (6.16) on peut écrire || T (y)|| < |z||ly| Yy € H, donc

|Te]l = sup |Ta(y)] < sup [z]|y] = |z].
lvll=1 lyll=1

— |lz|| < || T%| : Pastuce ici consiste a écrire

2
z|* ={x,x = T.(x = T.(x)| = |Ty(x < T |x|,
ol = o) = Te) = IR@I = IR@) ST

x

mais comme |z|| # 0, on peut diviser par |z| le premier et le dernier membre de
I'expression ci-dessus, en obtenant |z| < |7%|.
En résumé, ||T;|| = |z| Vx € H, donc T est une isométrie et, par conséquent, T" est injective.

La derniere étape de la preuve consiste en démontrer que 1T’ est surjective, i.e. que pour
tout ¢ € H* il existe un x € H tel que ¢ = T,.. L’argument utilisé par Riesz pour démontrer la
surjectivité de T' est particulierement élégant.

Tout d’abord, si ¢ est la fonctionnelle identiquement nulle 0, alors ¢ = Tj.

Soit alors ¢ une fonctionnelle non-identiquement nulle et analysons son noyau :

3. Si on avait définit T, (y) = {x,y), alors on aurait Ty (y), i.e. Tu(ayr + By2) = alz,y1) + Blx,y2) =
aTx(y1) + BTx(y2), i-e. Ty serait une fonctionnelle anti-linéaire. Par conséquent, on ne peut pas échapper a
Pantilinéarité, soit de T', soit de T}.
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— 0y € ker(p) par linéarité de ¢, donc ker(p) # & ;

— vu que ¢ # 0, il existe au moins un vecteur de H qui n’est pas annulé par ¢, i.e.
ker(p) # H;

— comme on l'a vu dans le théoreme 6.2.4, ker(y) est toujours fermé.

Par conséquent, ker(p) est un sous-espace propre et fermé de H, grace a cette observation
on peut utiliser le théoréme 5.2.3 pour assurer que ker(¢)* # {0}, i.e. il existe au moins un
u # Oy, u € ker(p)*.

Nous observons maintenant que, comme ker(¢) n ker(p)t = {0y} et comme u # Oz,

u ¢ ker(yp), pour tout y € H il est bien défini le vecteur z = y — %u.
z € ker(¢p), en fait, par linéarité, p(z) = ¢(y — %u) = - /@—é%p/&u/)/ = 0, en résumé :

{u € ker(p)*

z=9y— ggggueker( ),

d’ou :
0= Gy = = E8u ) = Gy = E ) = G — E0 P
o) = 2y = 0 wyen

]

Par conséquent, pour tout vecteur u € ker(go)L, u # 0y, le vecteur x = %u, est tel que

o) =y, ) = Tu(y), Vy € H,

i.e. ¢ = T,. Ceci montre que T est surjective et ¢a termine la preuve. O

Pendant la partie finale de la preuve, en réalité, on a prouvé intrinsequement un résultat
encore plus fin : le complément orthogonal du noyau d’une fonctionnelle linéaire
bornée sur un espace de Hilbert H est une droite en .

Corollaire 6.4.1 Soit H un espace de Hilbert et ¢ € H*, ¢=0. Alors ker(p)’ est un sous-
espace vectoriel mono-dimensionnel de H, i.e. dim(ker(o)*) = 1. Un générateur de cet espace
est le vecteur résidu x — Pier oz, 0t x € H est tel que ¢ = T, via isomorphisme de Riesz.

Preuve. Dans la partie finale de la preuve du théoréme de représentation de Riesz on a démontré
que si @ n’est pas la fonctionnelle identiquement nulle, alors, pour n’importe quel u € ker(p)*,
u # Oy, x ”75"2) u est le vecteur de H qu’on identifie avec ¢ via la formule ¢ = Ty.

Si, par I’absurde, ker(¢)* a dimension supérieure & 1, alors il existe au moins un autre
générateur, disons v/ # u, v’ # Oy, u' € ker(p)t, u et ' linéairement indépendants. Vu
que ker(p)t est un espace vectoriel, on peut appliquer ’algorithme de Gram-Schmidt pour
orthonormaliser le couple (u,u’) et obtenir le couple (4, @') € ker(p)* x ker(¢)*, |a| = |@] = 1
et « L 4. Allons définir les vecteurs




qui sont eux-mémes orthogonaux, donc on peut utiliser le théoreme de Pythagore pour estimer
la norme au carré de leur différence :

lo = a'? = Jlz + (=2)|* = |2 + [2']* = le(@)*|a)* + (@) *a'|* > 0,

car p(u), p(u') et les normes de @ et de @’ sont # 0. Par conséquent, x # 2’ et alors on aurait
deux vecteurs différents de H, x et 2/, associés & la méme fonctionnelle p € H*, ce qui est en
contradiction avec I'injectivité de la transformation de Riesz.

De plus, vu que = = %u et u € ker(p)t, = ¢ ker ¢ et alors le théoréme 5.2.3 nous assure
que le vecteur résidu de la projection orthogonale de = sur ker ¢, i.e. £ — Pier o2, appartient a

ker(p)*. O

Remarque 6.4.1

A la lumiere de ce qu’on vient de discuter, on peut expliciter 'inverse de la transformation de

Riesz comme ca :
T-': HY — H

Y T_l(‘»@):x:\

ott u # 0y est un vecteur quelconque de ker(p)*. Vu que dim(ker(p)t) = 1, pour vérifier
que la définition soit bien posée, la seule chose qu’il faut faire est de vérifier que, si k € K,
k # 0, alors le vecteur x associé & ¢ via u’ = ku (en tant qu’élément arbitraire du sous-espace

mono-dimensionnel ker(p)+) est le méme :

;o) Eew) kel e

xr = u =

= = u = U= U=z
/]2 [ ul? Vet )2 ful? ’

donc la définition de 7' ne dépend pas du choix du vecteur u # 0y € ker(p)*.

6.4.1 Le produit scalaire induit sur le dual d’un espace de Hilbert

Dans le théoreme de représentation de Riesz nous avons vu qu’un espace de Hilbert H
et son dual H* peuvent étre identifiés comme espaces de Banach, vu que I'isométrie de la
transformation T fait appel seulement & la norme de H et de H*. Néanmoins, nous pouvons
aller encore plus loin et les identifier en tant qu’espaces de Hilbert.

Pour faire ca, on doit tout d’abord introduire un produit scalaire sur H*. Ceci peut étre
fait grace a I'isomorphisme de Riesz T': H — H* : toute fonctionnelle linéaire bornée de H*
est I'image d’un vecteur de H et, vu qu’on sait comment faire le produit scalaire en H, il n’y
aura aucune ambiguité si on définit le produit scalaire sur H* comme ¢a :

(o, hypw 1= (T, T~ )y, Yo, e H*.

Le fait que T préserve la norme, garantit que cette définition de produit scalaire est
compatible avec la structure d’espace de Banach déja existant sur H*. En fait, si ¢ = T}, i.e.
@ est la fonctionnelle qui peut étre identifiée avec 'image du vecteur x € ‘H via T, alors :

lel? = <T™HTe), TH(T)) = <z, 2) = |al* = | Tx|%,
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ol la derniere égalité est une conséquence du théoreme de représentation de Riesz.

La compatibilité entre la structure d’espace vectoriel avec produit scalaire et espace vectoriel
normé complet implique que H*, muni du produit scalaire induit par I’isomorphisme de Riesz
T, est lui-méme un espace de Hilbert et, comme ¢a, 7" devient un isomorphisme (anti-linéaire)
entre les espaces de Hilbert H et H*.

Le théoreme de représentation de Riesz est I'un des résultat les plus importantes de
I’analyse fonctionnelle. Dans les deux sections suivantes, nous allons examiner une extension
de ce résultat (le théoreme de Lax-Milgram) et une conséquence extrémement significative : la
possibilité d’associer sans ambiguité & chaque opérateur de B(H) un opérateur, dit adjoint,
qui va jouer un role fondamental dans I'analyse des opérateurs de projection et unitaires.

6.5 Formes bilinéaires, sesquilinéaires et formes quadratiques
associées

Le concept de forme quadratique associée a une forme bilinéaire, ou sesquilinéaire, aurait
pu étre introduit dans le chapitre 1, nous avons décidé de traiter seulement maintenant ce
sujet parce que le lien entre opérateurs linéaires bornés dans les espaces de Hilbert et formes
quadratiques amene directement a la définition d’opérateur adjoint, que 'ont verra dans la
section 6.6.

Déf. 6.5.1 (Forme quadratique) Soit ¢ : V xV — R (resp. ¢ : V x V. — C) une forme
bilinéaire (resp. sésquilinéaire) sur l’espace vectoriel réel (resp. complexe) V. La fonction
D:V >R, resp. ®:V — C, définie par restriction de ¢ sur la diagonal de V x V, i.e.

P(x) := ¢(z,x)
est dite la forme quadratique associée a ¢.

Si nous rajoutons la requéte de définie positivité et symétrie (resp. symétrie conjuguée), ¢
devient un produit scalaire { , ) et, dans ce cas, ®(x) = {(z,z) = ||z|? pour tout ve V, i.e. ®
est le carré de la norme canoniquement associée a ¢. Cette observation explique pourquoi ®
est dite forme quadratique.

Venons-en maintenant au concept de forme bornée.

Déf. 6.5.2 Si (V,| |) est un espace vectoriel normé, alors la forme ¢ : V x V. — K que l'on
suppose étre bilinéaire si K = R et sesquilinéaire si K = C est dite bornée s’il existe une
constante k > 0 telle que :

@@z, )l < m|zlyl,  VYo,yeV.
Le cas échéant, la norme de ¢ est définie par la formule :
18] := inf{m >0 : |p(z,y)| <m|z||y], Vz,y € V}

Comme pour le cas des opérateurs de B(H), la norme de ¢ peut étre réécrite avec une formule
équivalente et tres utile :

ol = = sup  o(x,y),
=y =1

qui entraine

oz, )l < el )l lyll, — Vo,yeH.
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Déf. 6.5.3 (Formes quadratiques bornées et leur norme) Si (V,| |) est un espace vec-
toriel normé, alors la forme quadratique ® est dite bornée s’il existe une constante k > 0 telle
que :

|®(z)| < k|z|?, VreV.

La norme d’une forme quadratique bornée est définie par
|®| := inf{k > 0 : |®(z)| < k|z|?, Yz eV}
Comme pour la norme de ¢, nous avons la possibilité de réécrire la norme de & comme ca :

|| := ﬁlf)l |®(z)],

ce qui entraine

|o()| < [@]lz]?,  VzeV. (6.17)

2 Comme pour le produit scalaire et sa norme, la formule de polarisation qui permet de décrire
completement une forme bilinéaire (sesquilinéaire) via sa forme quadratique associée.

Théoréme 6.5.1 Soit ¢ une forme bilinéaire (resp. sesquilinéaire) sur V et soit ® sa forme
quadratique associée. Alors, pour tout x,y eV :

Ap(z,y) = ®(x +y) — D(z —y),
respectivement :

Ap(z,y) = (z +y) — P(x —y) +iP(z + iy) — iP(x — iy).

La preuve est identique a celle déja vue dans la section 1.2.1 ol nous avons souligné que
seulement la bilinéarité ou la sesquilinéarité de la forme ¢ interviennent dans la démonstration
de la formule de polarisation.

Le résultat suivant, corollaire immédiat de la formule de polarisation, donne une condition
équivalente a celle du théoreme 6.2.6 pour les formes bilinéaires ou sesquilinéaires.

Corollaire 6.5.1 Soient ¢1 et ¢po deux formes bilinéaires ou sesquilinéaires sur V. Alors :
1 =gy = D1 =y, ie. P1(z,y) = ga2(z,y) V2, y €V = ¢1(z,2) = do(x,2) Vz €V,

i.e. I’égalité des formes quadratiques est nécessaire et suffisante pour caractériser l’égalité des
formes auzquelles elles sont associées.

Allons examiner une conséquence importante de ce corollaire.

Théoreme 6.5.2 Une forme sesquilinéaire ¢ : V x V — C est hermitienne si et seulement si
sa forme quadratique associée ® est réelle, i.e. P(x) e R Ve V.
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Preuve. Allons prouver les deux implications :
: soit ¢ hermitienne, i.e. ¢(x,y) = ¢(y,x) Va,y € V, alors
O(x) = o(2,7) = $(@,7) = B(x),  VzeV,

i.e. ® est réelle.

: supposons maintenant que ®(z) = ®(z) et allons définir une forme sesquilinéaire

¥ : V xV — C de la maniere suivante : ¥(z,y) = ¢(y,x). Si on démontre que ¢ = ¢, on
prouve que ¢ est sesquilinéaire. Pour cela, examinons la forme quadratique W associée a 9 :

U(e) = 9z, 0) = 3(@) = B(z),  VaeV,

mais, grace au corollaire 6.5.1, ¥ = ® implique ¢ = ¢. O

Comme cas particulier du théoreme qu’on vient de prouver, nous avons que si une forme
sesquilinéaire ¢ est positive, et donc réelle, elle ne peut que étre hermitienne. Cette considération
donne une ultérieure justification a la définition de produit scalaire complexe qu’on a donné
dans le chapitre 1.

Dans le théoréme suivant on examine la relation entre la bornitude d’une forme bilinéaire
ou sesquilinéaire ¢ et celle da sa forme quadratique associée.
Théoreme 6.5.3 Une forme bilinéaire ou sesquilinéaire ¢ sur un espace vectoriel normé
(Vi 1) est bornée si et seulement si la forme quadratique associée ® est bornée. De plus,

— si ¢ est réelle, alors : ||¢| = ||P| ;

— s1 ¢ est complexe, alors sa norme est contenue dans l'intervalle de valeurs entre la
norme de ® et son double : || < ||| < 2|P|.

Preuve. Nous allons prouver la premiere inégalité en considérant une forme bilinéaire réelle ou
sesquilinéaire complexe.

‘ [®] < [|¢]l, ¢ réelle ou complexe‘ : par définition on a

[®] = sup [®(z)| = sup |¢(x,2)] <  sup |o(z,y)| = [4],
=1 Jel=1 (#) 2| = [yl =1

ot (%) est du au fait que la borne supérieure est calculée sur un ensemble de valeurs plus
grand. Si ¢ est bornée, alors aussi ® est bornée et la premiere inégalité vaut.

‘ o] < ||®], ¢ bilinéaire réelle‘ : supposons maintenant que ® soit bornée, alors, par la formule

de polarisation on a
o) = 310G +3) = b =)l < JIl(le+yl? + |z =yl
< 216120l + I51) = S1olll® + 51?)
en ayant appliqué la formule du parallélogramme ||z + y||* + ||z — y||* = 2(||z||* + ||ly||*). D’ot :

1 2 2
[o] = sup  Slo(zy)l < sup [@[([lz]I" +[ly[7) = |2
lel=lly=1 =y =1
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Donc @ bornée implique ¢ bornée et ¢a vaut que |¢| < [®].

‘ 6] < 2||P|, ¢ sesquilinéaire complexe‘ : supposons que ® soit bornée, alors, encore par la

formule de polarisation on a
1 , . . .
|6z, y)l = 11®(z +y) = Bz —y) +i®(z +iy) —i®(z — iy)|
1 . )
< lollz +yl + o = yl* + o+ iyl* + |2 — iy]?).

(6.17)

Par la formule du parallélogramme dans ce cas : ||z + iy||* + ||z — iy||* = 2(||z||* + |iy|?) =
2 2 2 2 . ;

2([lel” + 1il* Jyl*) = 2([lzl” + llyllI"), done [z + yl* + & — y|* + |z + iy[* + |2 — iy|* =

4(||:c||2 + ||yH2) et alors 2 2
6la )| < [0](lal> + Iy1P).

ce qui implique :

2 2
ol = sup |p(z,y)| <  sup | @[([l=]]” + llylI) = 2] L]
lzll=llyll=1 lzll=llyll=1
Donc @ bornée implique ¢ bornée et ¢a vaut que || < 2|®|. 0

Si une forme sesquilinéaire (complexe) ¢ est aussi hermitienne, alors nous savons que
sa forme quadratique associée @ est réelle. Le théoreme que I'on vient de démontrer nous
assure ’égalité des normes de ¢ et de ® quand ¢ est une forme bilinéaire réelle (et donc
aussi @ est réelle). Ces considérations nous amenent naturellement vers I'idée qu'une forme
sesquilinéaire (complexe) hermitienne pourrait avoir une norme coincidente avec celle de sa
forme quadratique (réelle). Le résultat suivant nous confirme que c’est effectivement le cas.

Théoréme 6.5.4 Si une forme sesquilinéaire ¢ : V. x V. — C, ou (V,|| ||) est un espace
vectoriel normé, est bornée et hermitienne, alors |¢| = ||®|.

Preuve. Nous avons vu que l'inégalité |®| < [¢] est toujours valide. Il faut tout simplement
montrer la validité de 'inégalité opposée quand ¢ est hermitienne.
Considérons encore la formule de polarisation

1

Sz, y) = 1 (D +y) = Bz —y) +i®(x + iy) — i®(z — iy)),

vu que P est réelle, la partie réelle des deux cotés vaut :

R(6(x,9) = 3(@(x +y) — 2 —y))

grace a I’éq. (6.17) et a la formule du parallélogramme nous pouvons écrire la majoration
suivante :

1 1
[R(o( ) < gI@(le +yl* + |2 =y ") = S22l + [y]*). (6.18)
Si 6 € [0, 27 est tel que ¢(z,y) = |(z,y)|e, alors, par linéarité & gauche de ¢ :

0< [p(z,y)| = e “p(z,y) = (e ?x,y),
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ie. qﬁ(e*w:):, y) est une quantité réelle positive, donc elle coincide avec sa partie réelle et aussi
avec son module, d’ott : |¢(z,y)| = |R(¢(e~z,y))|. En utilisant 1’éq. (6.18) on obtient :

1

- SI@N(z ] + y1*) = @]

o] =  sup |o(z,y)| = sup [R(p(e Vx,y))| <  sup
lz||=(ly[l=1 lzl|=lyll=1 llz[|=ly]

a

Venons maintenant a I'importante relation entre formes bilinéaires ou sesquilinéaires
bornées définies sur un espace de Hilbert H et opérateurs de B(H) avec deux résultats qui
seront essentiels pour définir '’adjoint d’un opérateur borné.

Théoreme 6.5.5 Pour tout A € B(H) fizé, la forme bilinéaire sur (si H est réel) ou sesqui-
linéaire (si H est complexe) ¢4 sur H définie par

(bA(J;?y) =<A£L’,y> ou (Z)A(xay) =<$,Ay>
est bornée et ¢ca vaut que |4l = |A].

Preuve. Considérons la définition ¢4(x,y) = (Az,y), la preuve relative a l'autre définition est
analogue. Observons que :

[pa(z, y)| = [(Az, )l < [Az[lyl < [Allzllyl, Vv, yeH,
(Cauchy-Schwarz) (6.11)

donc ¢4 est bornée et

[l =~ sup fdalz,y)l <  sup [Alfz]]y] = [Al,
lel=llyll=1 lel=llyl=1

donc @4l < |A|. Allons maintenant prouver 1’égalité des normes en démontrant que [|A] <
| al. Pour cela, observons que ¢4(x, Ax) = (Ax, Az) = ||Az|? = 0 et alors ¢a vaut aussi que
|Az|? = |¢pa(z, Ax)|, donc, vu que ¢4 est bornée :

|Az[* = |¢a(z, Az)| < |palz]] Az].

Si Az # 0, alors on peut diviser les deux cotés de 'inégalité précédente par ||Az| en obtenant
[Az| < |@all|x|. Si Az = 0, alors I'inégalité |Az| < |¢pal|z| s’écrit 0 < |@al|z| ce qui est
trivialement vrai. Par conséquent, 'inégalité |Ax| < ||¢al||x| vaut sans aucune contrainte et
alors nous pouvons écrire :

| Al = sup [Az]| < sup [¢alllz] = [¢al,

llzll=1 llzll=1

Le. [A] < @all o

Si nous écrivons Bily(H), resp. Sesqp(H), pour indiquer I'espace vectoriel (par rapport
aux opérations linéaires définies ponctuellement) des formes bilinéaires, resp. sesquilinéaires,
bornes sur H, alors la correspondance

B(H) — Bily(h) B(H) — Sesqy(h)

ou

A +— ¢a ’ A — ¢a



est une inclusion isométrique.

La correspondence définie par B(H) 3 A — ¢4 € Bily(H) est linéaire, par contre, celle
donnée par B(H) 3 A — ¢4 € Sesqp(H) est linéaire si 'on définit ¢p4(z,y) = (Ax,y) et
antilinéaire si 'on définit ¢4 (z,y) = (x, Ay).

Grace a 'isométrie, nous pouvons rajouter une autre caractérisation de la norme d’un
opérateur A € B(H).

Corollaire 6.5.2 (Cinquiéme caractérisation de la norme d’un opérateur de B(H))
Pour tout A € B(H) ¢a vaut :

[Al = sup  [{Az,p)l|. (6.19)
lel=llvll=1

Le résultat suivant dit que 'application qui associe un opérateur borné a une forme
bilinéaire ou sesquilinéaire bornée n’est pas seulement une inclusion isométrique, mais elle
est aussi surjective, i.e. toute forme bilinéaire ou sesquilinéaire bornée sur un espace de
Hilbert H est définie par un et un seul opérateur de 5(H). En résumé : la correspondance
opérateur borné <« forme bilinéaire ou sesquilinéaire bornée est un isomorphisme
isométrique.

Théoreme 6.5.6 Soit H un espace de Hilbert sur K = R, C. Pour toute forme ¢ : HxH — K
bilinéaire, si K = R, ou sesquilinéaire si K = C, bornée il existe un unique opérateur B € B(H)
tel que ¢ = ¢p, i.e. ¢ca vaut :

¢(z,y) =(Br,yy  ou  ¢(x,y) =z, By),  Vr,yel.

Preuve. Pour fixer les idées, nous allons considérer la définition ¢g(z,y) = (x, By), la preuve
pour l'autre définition est completement analogue.

Injectivité : le théoreme précédent garantit que, pour tout B € B(H), ¢p(z,y) = {(x, By)
est une forme bilinéaire ou sesquilinéaire bornée. Soient maintenant By, By € B(H) tels que
¢ = ¢B, = ¢B,, 1.e. ¢(z,y) = {(x,Bry) = {x, Bay) Vx,y € H, alors, grace au théoreme 6.2.6,
By = Bs.

Surjectivité : fixées arbitrairement une forme bilinéaire ou sesquilinéaire ¢ : H x H — K et
un élément y € H, 'application

¢y: H — K
x> y(x) = o(x,y)

est évidemment une fonctionnelle linéaire bornée sur H, i.e. ¢, € H*. Gréace au théoreme de
représentation de Riesz, il existe un seul élément &, € H tel que ¢, = T, = T'(§,), ou T est
I'isomorphisme de Riesz et T¢, € H* est le représentant de Riesz de &, € H, dont I'action sur
n’importe quel x € H 'on sait est définie par T¢ (z) = {(z,§,).

En résumé, Vz,y € H, ca vaut que ¢(x,y) = ¢y(x) = (x,§,), et alors la surjectivité que
I’ont cherche sera prouvé si nous montrons que ’application

B: H — H
y —— By:=¢,
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est un opérateur linéaire borné sur H, vu que, dans ce cas ¢a vaut ¢(z,y) = {(z, By) Y,y € H.
Soient x,y1,y2 € H et a1, as € K quelconques, alors :

<377 §a1y1+o¢2y2> = ¢(x7 a1y + a2y2) = ail(ﬁ(xu yl) + OTQ@MSC’ yQ)
= 071<33= §y1> + 072<a:, €y2><xv Oélfy1> + <$, a25y2>
= <JJ, a1€y1 + 042§y2>7

ce qui montre la linéarité de la correspondance H 3y +— &, = By € H.
Pour montrer que B est borné, observons que, comme ¢ est bornée, il existe k > 0 tel que

Kz, By)| = [¢(z,y)| < klzlly|  Vz,yeH,
grace a arbitrarité de x, I'inégalité vaut aussi quand x = Ay, i.e.
|By|* = KBy, By)| < k| Byllyl ~ VyeH,

d’ou |By| < k|y|| Yy € H tel que By # 0, et quand By = 0 l'inégalité |By| < klly| est
trivialement vraie, donc ¢a vaut |By| < k|y|| Yy € H, i.e. B est borné. O

6.5.1 Le théoréeme de Lax-Milgram et ses conséquences

En 1954 P. Lax et A.N. Milgram en 1954 ont donné une preuve simple et élégante d’une
conséquence remarquable du théoreme précédent, qui généralise le théoreme de représentation
de Riesz a formes bilinéaires ou sesquilinéaires.

Une des hypotheses nécessaires pour ce résultat est définie ci-dessous.

Déf. 6.5.4 (Forme coercive ou V-elliptique) Soit (V.|| ||) un espace vectoriel normé, une
forme bilinéaire ou sesquilinéaire ¢ : V xV — K, K = R ou C est dite coercive ou V -elliptique
s’il existe une constante K > 0 telle que :

®(z) = K|z|?, VreV.

Evidemment, un produit scalaire sur V' est une forme coercive, car, dans ce cas
O(x) = (x,2) = |z|* = K|z|? Vz e V avec 0 < K < 1

Un exemple moins évident : si z € C([0,1],R) est telles que II[liIl] z(t) > 0, alors la forme
te|0,1

bilinéaire
¢: L%[0,1] x L?[0,1] — R
(z,y) — p(z,y) = §y 2 (OF(t)2(t)dt
est coercive car

f |lz(t)|?2(t)dt >J |z(t)]* min z(¢)dt = min z( f lz(t)|?dt = K|z|?,
te[0,1] te[0,1]

ou K = min z(t).
te[0,1]
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Théoréme 6.5.7 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert sur K = R ou C et soit
¢ : HxH — K une forme bilinéaire, si K = R, ou sesquilinéaire, si K = C, bornée et coercive.
Alors, pour toute fonctionnelle bornée ¢ € H* existe un seul élément u, € H tel que :

() = o, up), Vo e H.
Preuve. Grace au théoréme 6.5.6 nous savons qu'il existe un opérateur A € B(H) tel que :
oz, y) = (x, Ayy,  Va,yeH. (6.20)

De lautre c6té, le théoreme de représentation de Riesz garantit que, pour toute fonctionnelle
linéaire bornée ¢ € H*, il existe un seul élément T1(p) € H, out T est I'isomorphisme de
Riesz, tel que :

o(x) = (o, T (), Vo eH. (6.21)

L’idée pour démontrer le théoreme passe par une simple comparaison des équations (6.20)
et (6.21) : en fait, si opérateur A : H — H est un isomorphisme, alors il existe un unique
élément de H, que l'on écrit u, € H car il dépend de ¢, qui satisfait Au, = T~1(p), mais
alors :

z) = (x,T7! = xr, Au = T, Up), Ve eH,
o) = @I = ) = dla,)
i.e. la these du théoreme de Lax-Milgram.

Allons alors démontrer que A est un isomorphisme. L’injectivité est une simple conséquence
de la coercivité, en fait :

0< K[z|* < @(2) = ¢z, 2) =z, Az) = [z, Az)| o S ] [ Az,

(x,Az)=0 auchy-Schwarz

d'ott : |z < % ||Az|| pour tout = # 0, et pour = = 0 I'inégalité vaut trivialement, donc elle
vaut pour tout x € H. Ceci entraine que A est injectif : en fait, étant donnés x1,z9 € H
arbitraires, la condition Azq = Axs implique, par linéarité, que A(x; — x2) = 0, mais alors
H:L‘l . IQH < % HA(xl — l‘g)” =0, ie x| = 9.

La surjectivité de A, i.e. le fait que Im(A) = H, est légerement plus compliqué & démontrer.
Le premier argument a utiliser passe encore par l'inégalité que l'on vient de démontrer.
Précisément, soit (x,)neny © H une suite quelconque d’éléments de H, alors (Ax,)pen <
Im(A) est une suite arbitraire d’éléments de 'image de A. Supposons que cette suite soit
convergente en H, i.e. qu’il existe y € H tel que : ||Ax, — y| e 0, en particulier, en tant

que suite convergente, (Az, )nen est de Cauchy, i.e. pour tout € > 0 3N, € N tel que n, m > N,
implique ||Az, — Az, < &, mais alors ¢a vaut aussi [z, — 2| < % |42y, — Azy|| < € pour
tout n,m = N, i.e. si (Axy)nen converge en H, alors (x,)nen est une suite de Cauchy en
H. Vu que H est complet, (x,)neny converge elle-méme en H, i.e. il existe x € H tel que

lim |lx, — x| = 0. A est borné et donc continu, par conséquent,
n—+00

+00

A ( lim ||z, — xH) = lim Az, — Az| =0,
n—+00 n—

mais alors, par 'unicité de la limite dans un espace métrique, on obtient y = Az € Im(A), i.e.
Im(A) est un sous-espace vectoriel fermé de H car il contient les limites de toutes ses suites.
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La fermeture de Im(A) nous permet d’utiliser le théoreme 5.2.3 qui établit que, si, par
labsurde, Im(A) est un sous-espace vectoriel propre de H, alors il existe un vecteur non nul
¢ € H\ Im(A) orthogonal a Im(A), i.e. (¢, Ay) = 0 Yy € H. En prenant y = £ on obtient

0=1(¢A5) =26 > K[¢*>0,

coercivité

car £ # 0 et K > 0, d’ou 'absurde. O

Le théoreme de Lax-Milgram est tres utilisé dans la résolution des équations différentielle
en dérivées partielles (EDP) exprimés sous forme variationnelle. Grossierement, 1'idée consiste
a réécrire une EDP sous la forme de minimisation d’une fonctionnelle exprimée par une
intégrale et chercher ce que 'on appelle la solution au sens faible de 'EDP sous la forme d’un
minimiseur de la fonctionnelle.

Dans ce type de démarche, un corollaire presque immédiat du théoreme de Lax-Milgram
(souvent cité comme une partie intégrante du théoréme lui-méme) est extrémement utile.

Corollaire 6.5.3 (Lax-Milgram cas symétrique) Soient :
— H un espace de Hilbert réel;
— peH*;
— ¢ : H xH — R une forme bilinéaire bornée, coercive et symétrique ;
— & :H — R la forme quadratique associée a ¢.

Alors, le vecteur u, € H tel que p(x) = ¢(x,uy,) Vo € H est le seul élément de H qui minimise
la fonctionnelle linéaire

i.e. 3 u, € H tel que :

Jo(up) =min J,(r) <=  u, =argminJy,(z).
reH zeH

Preuve. Allons perturber la fonctionnelle J, autour de u, avec un vecteur w € H quelconque :

Jo(up +w) = ;gb(uso +w, up +w) — @(uy + w)
1005, 105) + 6ty ) + 0w 105) + 6w, )] = plus) — p(w)

1

(¢ Symjtrique) 5[(;5(“('07 u@) + 2¢(U<p, U)) + (b(w’ 'IU)] - (p(uﬂﬁ) - @(U))

1 1
= ) g, up) — Sa(ucp) + §¢(w7w) + ¢(w7“<p) —o(w)

1
(2 Uy, Up) — P(uy) = J(u,) and uy, satisfait p(w) = qﬁ(w,u@))

= J(up) + 52(w)

K
> J(u J+lel® = (),
(¢ coercive) v 2 (5 lw[2=0) ’
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ie. J(up) < Jy(uy +w) Yw € H, donc uy, est le seul minimiseur de J. 0

Vu qu’un produit scalaire réel est une forme bilinéaire bornée, coercive et symétrique, et
que sa forme quadratique associée est la norme au carré (exprimé typiquement sous une forme
intégrale), ce résultat garantit que, pour toute fonctionnelle réelle de la forme :

Lo o
Tolw) = 51l — o(a),
ol ¢ € H*, il existe un seul minimiseur u, € H.

Le théoreme de Lax-Milgram et sa version symétrique sont a la base des méthodes aux
éléments finis, 'idée est la suivante : si ¢ n’a pas une expression simple, alors chercher
directement le minimiseur (solution faible d’'une EDP) u, dans I’entier espace de Hilbert #
peut étre tres compliqué, dans ce cas on approche le probleme en cherchant une suite ug(on)
dans H,,, un sous-espace de dimension finie de H (d’ou le nom ‘éléments finis’).

Dans le cas ou ¢ est symétrique et définie positive, ugl) est la projection orthogonale de u
sur H, au sens du produit scalaire défini par ¢.

Une fois définie une base (typiquement orthonormée) (h;)? ; de Hr, le probléme se ramene

a la résolution du systéme linéaire Aufpn) =b, ou A = ¢(hj, h;) et by = p(h;).

Terminons cette section avec ’observation que le théoreme de Lax-Milgram que 'on a
présenté peut étre obtenu comme corollaire d’un théoreme démontré par J.L. Lions et G.
Stampacchia en 1967 dans le cadre des inégalités variationnelles.

6.6 L’opérateur adjoint et ses propriétés

Dans cette section nous allons examiner une conséquence tres importante du théoreme de
représentation de Riesz et des résultats que 'on vient d’examiner dans la section précédente : la
possibilité d’associer a A un autre opérateur, dit « adjoint », qui a une importance fondamentale
dans la théorie et dans les applications de I'analyse fonctionnelle.

Considérons un opérateur A € B(H), alors, grace au théoreme 6.5.5, la forme bilinéaire
ou sesquilinéaire définie par ¢(z,y) = (x, Ay) est bornée. Grace au théoreme 6.5.6, il existe
un unique opérateur borné B tel que, pour tout z,y € H, ¢a vaut ¢(z,y) = (Bx,y), d’ou :
(x,Ay) = ¢(x,y) = (Bzx,y). Avec les mémes arguments, en sélectionnant les options alterna-
tives dans les théoremes 6.5.5 et 6.5.6, on arrive a I’équation : (Az,y) = ¢(z,y) = {x, By)
Va,y e H.

L’opérateur B a un symbole et un nom spécifiques.

Déf. 6.6.1 Soit A € B(H). On appelle opérateur adjoint de A, et on lécrit avec? AT,
Vopérateur At € B(H) tel que :

(Alz,y) = (z,Ay)| et [(Az,y)={(2,Aly)| Vr,yeH.

L application T : B(H) — B(H), A — Al est dite adjonction.

4. L’origine du symbole f, dagger en anglais, poignard en frangais, vient de la relation étroite entre
lopérateur adjoint A et I'opérateur transposé ou dual A*, pour plus d’information le lecteur est invité &
consulter I’appendice B. Un autre symbole trés utilisé est A*.
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Théoréme 6.6.1 L’adjonction est un automorphisme antilinéaire de B(H), en fait elle vérifie
les propriétés suivantes : pour tout A, B € B(H) et k € K,

1. (A+B) = A" + Bt

2. (kA)T = kAT

3. (AB)' = BT At

4 ()1 = 4

5. |ATA| = JAP, |AAT| = |AT|?

6. |AT] = |A].

Preuve.

L. et 2. : conséquences immédiates de la sesquilinéarité du produit scalaire complexe (si
I'espace de Hilbert est réel, bien sur k = k, comme conséquence de la bilinéarité).

3. : {(AB)'z,y) = {x, ABy) = (AT, By) = (BT ATz, V,y € H, d’ot1 la 3.

4.2 vu que AT = (AN, (ATTz,y) = (AN)Tz,y) = (@, ATy) = (ATy,2) = (y, Az) =
(Ax,y) Y,y € H, d’ou la 4.

5. : montrons d’abord que |A|? < |ATA|| : soit = € H, ||z|| = 1, alors

| Az|? = (Az, Ax) = [{Az, Az)| = [(AT Az, z)| o | AT Az||z] = | AT Az|

auchy-Schwarz
<[ ATA|z] = |AT 4],
donc, vu que |A|* = sup |Az[?, |A]* < |ATA|.
Montrons maintenan“c‘xl;le |ATA|| < |A|?. Commencons par observer que, pour tout
z,y € H, |z| = |ly| =1 ¢a vaut que

R(Aw, Ay) < /(R(Az, Ay))? + (Im({Ax, Ay))? = [(Az, Ay)]
< | Az | Ay[ < JAllz01Ally] = |AI%.

Cauchy-Schwarz

(6.22)

Si (A Az, y) = [(AT Az, y)|e?’, 9 étant la phase de (AT Az, y), alors

R 3 (AT Az, )| = e V(AT Az, y) = (AT Az, ey,
i.e. (ATAz, e™y) e R et donc (AT Az, e™y) = R(AT Az, ey) 6<22 1A]2, vu que ey =
1. Grace au fait que (AT Az, y) = (AT Az, e”y) on peut écrhEe' : )

AT Az, )| < A2, Va,yeH, |z] = [y = 1. (6.23)

Prenons maintenant un & € H quelconque et utilisons cette derniere inégalité pour
estimer la norme de ATA¢ :

Ade] = — 2 L ataepiel = — L1 oatac aia
1A' ALl = g g4 AIEl = g e ¢A A6 AT A0l
L1 ¢ Alag
= —|[(ATAg, ATA — lataS ’
[T Ag] Je |4 46 AHADNEN = (AT T gy | 1]
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. , . f o .
si on écrit x = ﬁ ety = ﬁ et on observe que ces deux vecteurs sont unitaires, alors

on peut utiliser 'inégalité (6.23) pour écrire | ATAE| < || A|?[£], pour tout & € H, ce qui
implique que |ATA| = SUp|¢|=1 |ATAE| < ||A|%. Dout ||ATA| = |A|? VA € B(H). Si on
écrit B = AT, alors B € B(H) et |BTB|| = |B|?, i.e. |ATTAT| = | AT|?, mais ATl = A,
donc ||AAT| = |AT||? pour tout A € B(H).

6. : d’un coté on a

JAI> _ JAT]A]
JAI* = |ATA| < AT)]A] = ar S a4l < | AT,
(6.12) 1Al IA]
de 'autre coté
Af2_JA]AT)
AT|2 = |AAT|| < |A]|AT H < ATl < A
IAT* = [[AAT| o IA[]AT] = AT A = 1AM < [ Al

a

Un corollaire immédiat des propriétés 1. et 6. est que I’adjonction T : B(H) — B(H) est
une fonction continue, en fait, supposons que (A4, )nen © B(H) soit une suite de B(H)
convergente vers A € B(H), i.e. |A, — A o 0, alors :

n—

6_ n—+ao0

| 45" = AT| = (40 = AT = |4, —A] — 0.
(1) ©)

L’algebre de Banach B(H) munie de l'opération d’adjonction devient une C*-algebre,
comme formalisé ci-dessous.

Déf. 6.6.2 (C*-algebre) Une algébre de Banach 2L est dite C*-algébre s’il est possible définir
sur 2 une involution, i.e. une transformation j : A — A telle que, Ya,be A et Vk e C :

1. jla+0b) = j(a) +j(b)
2. j(ka) = kj(a)

3. j(ab) = j(b)j(a)

4. j(j(a)) = a.

La théorie des C*-algebres est tres importante dans I’analyse fonctionnelle et ses applica-
tions, néanmoins, une discussion des C*-algebres est hors du but de cet ouvrage.

Allons examiner les opérateurs qui sont « insensibles » par rapport a ’adjonction, dans le
sens que ils sont I'adjoint d’eux mémes, ces opérateurs sont tres utilisés et c’est pour ¢a qu’on
leur donne un nom spécifique.

Déf. 6.6.3 (Opérateurs auto-adjoints ou hermitiens) A € B(H) est dit un opérateur
auto-adjoint (a.a.) ou hermitien si AT = A, i.e. si:

(Az,y) = (x,Ay),  Va,yel.
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Pour avoir une idée de I'importance des opérateurs auto-adjoints, ¢a suffit de dire que
les observables physiques de la mécanique quantique sont représentées par des
opérateurs auto-adjoints définis sur un espace de Hilbert.

Deux opérateurs auto-adjoints remarquables sont : ATA et AAT.

Théoréme 6.6.2 Soit A e B(H), alors ATA et AAT sont auto-adjoints.
Preuve. 11 suffit d’appliquer les propriétés (AB)' = BYAT et AT = A, en fait :
(ATA)T = ATATT = ATA
et
(AANT = ATTAT — AAT,

a

Dans le théoreme suivant on montre sous quelles conditions la propriété d’étre auto-adjoint
est stable par rapport aux opérations de l'algebre B(H). Avant d’énoncer le résultat, on
introduit la notation suivante : YA, B € B(#H) on définit 'opérateur [A, B] = AB — BA, dit le
commutateur entre A et B. On dit que A et B commutent si [A, B] = 0, l'opérateur nul,
dans ce cas : AB = BA.

Théoréme 6.6.3 Soient A, B e B(H), A, B auto-adjoints, alors :

— aA + BB est auto-adjoint si et seulement si o, B € R ;

— AB est auto-adjoint si et seulement si [A, B] = 0.

Preuve. La premieére propriété est une conséquence tres simple de la propriété 2. de I'adjonction

et de la sesquilinéairité du produit scalaire. Allons démontrer la deuxiéme.

: AB a.a., ie. AB = (AB)', alors (AB)" = BfAT = BA, donc AB = BA.

,B a.

: Yo,y € H ca vaut : (ABz,y) = (Bx, Aly) = (x, Bl Aly) L (x, BAy) "

,B]=0
{x, ABy), donc AB = (AB)T.
a

Allons voir un exercice dans lequel on va appliquer plusieurs résultats qu’on a vu jusqu’ici.

Exercice 6.4

Soient (u)neny un s.o.n. dans espace de Hilbert H, (Ap)peyn € C et A:H — H,
Az = Z An T, Up YU, VeeH.
neN

1. Démontrer que si la suite (A, )nen est bornée, alors A € B(H) ;

2. Calculer I’adjoint AT de A. En déduire une condition nécessaire est suffisante pour que
'opérateur A soit anti-autoadjoint, i.e. A+ AT = 0;

230



3. On considere, pour tout n € N, 'opérateur A,, défini par
n
Apx = Z A, ug yug, .
k=0

(a) Pour n € N; calculer Apuy,y1 — Aupyr. En déduire une condition nécessaire pour
qu'on ait A, — A dans B(H).

n—+0o0

(b) En supposant que lim )\, = 0, prouver que A, — A dans B(H).
n—4o0 n—+00

Solution de I’exercice 6.4

1. Vu que (up)nen un s.o.n. dans l'espace de Hilbert, le théoreme de Fischer-Riesz 5.5.3 ga-
rantit que la bonne définition de Az, i.e. la convergence de la série (en H) > Az, up Yy,

neN
est équivalente & la convergence de la série (en C) . [A\o(z,un)|> = 3 |An|?{2, un)|?.
neN
Si (An)nen est une suite bornée, i.e. sup [\,| = M < +oo, alors, > [A\u{x,un)|? <
neN neN

M?||z|? < +o0, grace a I'inégalité de Bessel (5.5).
Analysons maintenant la bornitude de A :
2

|Az|? = = 2 e, wnyun|® = 3 [Aal e, un)l?,

(th. Pythagore) N N

Z AT, Up Yty

neN

et on peut utiliser encore la bornitude de (A,)nen et 'inégalité de Bessel pour écrire
|Az| < M|z|, Vo € H, mais alors |A|| = sup ||Az| < M, ce qui montre que A € B(H).

|| =1

2. Soient x,y € H, alors

<A1‘,y> = Z >\n<$yun><un, y> ={% Z >\n<unyy>un> ={ 7T, Z )\n<yaun>un>7

neN neN neN

par conséquent ATz = 3 N, (&, upHu,, Vo € H.

neN

Par continuité on peut écrire (A + ANz = Y (A, + \y) (2, up)up, donc A + AT est
neN
I'opérateur nul si et seulement si A\, + A\, = 0 Vn € N. En écrivant A\, = a, + ib,,

an,b, € R ¥Yn € N, on voit que la condition A, + A, = 0 est équivalente & a,, = —a,
Yn e N, i.e. a, = 0 ¥n € N, tandis qu’on n’a aucune contrainte sur b,. Par conséquent,
A est anti-autoadjoint si et seulement si A, € ¢{R pour tout n € N, i.e. \,, est une suite
imaginaire pure.

3. (a) En utilisant les faits suivants :
lun| =1,  {ug,unt1) =0 VneN, k#n+1,

on déduit que Apuny1 =0, Aupyr1 = Apr1une1 Vn € N. Par conséquent, grace au
résultat 6.10, nous pouvons écrire :

|An = Alsae) = [(An = Aungil = [Ansa|  VneN,

i.e., une condition nécessaire pour que lim ||A, — Aljgz) =0est lim A, =0.
n——+00 n—+00
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(b) Calculons, pour tout n € N et z € H,

2

o0
}: An<$,Uk>Uk

k=n+1

00 2
[ Ane— Ax| = = 3 b |<x,uk>|2<(ksup |Ak|) ]2,

k=n+1 >n—+1

grace a l'inégalité de Bessel. Par conséquent |[A;,, — Al gz) < SuPgsp1 [Akl, V7 € N
En utilisant le fait que lirf An = 0, on obtient donc bien que
n—+0o0

Jim A = Aflsay = 0.

Venons maintenant a la norme d’un opérateur auto-adjoint.

Théoréme 6.6.4 Soit A€ B(H) un opérateur auto-adjoint. Alors :

Al = HSlHlf)l [(Az, )|

Preuve. Par simplicité, écrivons :

sa = sup [(Az,z)|.
|z]=1

s4 < |A|]|: par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a que
KAz, z)| < |z Az| < | Al |z]?,
donc

sa = sup [(Az,z)| < sup [A]|z]* = |A],

|l=1 ll=1

et alors s4 < |4].

|A| < sa|: nous allons utiliser le fait que, Vz € C, z + Z = 2Re(z) pour écrire Va,y € H

AR((Aw, ) = 45[(Aw, ) + T, ] = 2[(A, ) + (g, AD)]

Par calcul direct, on peut vérifier que ca vaut 1’égalité suivante :

2[(Ax,y) + (y, Ar)] = (A(x + y), =z + y) — (A(z — y), © — y),

donc
IR Az, ) = Az +y),z+y) — (Alz —y),z — y)
2 T+y T+y 2 T —Y r—vy
= |z +y|*C(A ) — ||z —y|*CA )
AT el ™ A e T el

<o +ylPsa+ o —yl*sa = salle + yl?* + |z — yI?) 120 sa2(]l]* + lyl*),
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Le. R((Az,y)) < 3sa(llz|?* + |y|*) Yo,y € H. Vu la validité de I'inégalité pour chaque couple
de vecteurs de #, nous pouvons considérer, en particulier, le couple z, z ot z = ey, ¥ € R
quelconque. Comme | z| = |y, I'inégalité précédente devient

R((Az,e"y)) < %SA(II%‘H2 + ly1?). (6.24)

Utilisons maintenant un argument similaire a celui qu’on a déja utilisé dans la preuve de
la propriété 5. de I'adjonction, i.e. écrivons (Az,y) = [(Az, ydle™, ¥ étant la phase de (Ax,y),
alors

R > ’<A$,y>| = 67W<A$,y> = <A$7 ei§y> ( = ) §R(<A$, eiﬂy>)7

car réel

donc |[(Az, )| = R((Ax, e™y)) et alors I'inégalité (6.24) peut étre rééerite comme ca :

1
Az, )l < Ssallel® + y]®).

]

Allons introduire dans cette inégalité le vecteur y = TAz] Azx. Dans le co6té de gauche on
obtient :
||l || ||l 2
[{(Az, y)| = [{Az, Az)| = [(Az, Az)| = |Az]* = ||| Az],
| Az| | Az] | Az]

tandis qu’a droite on a :

=/

1
[ Aa]? [Az]?) = Ssallal® + [2]*) = saf=[?,

2

1 1
oAzl + lyl*) = Ssallel? +

donc, Vo € H ca vaut |z||Az| < sa|z|?, et, si x # 03, alors |Ax| < sa|x|, d’ot :

A.’IJ €T
141 = sup 122l g, gup 12l
a0y ] 20y, |17

en définitive |A| < sa. O

Le théoréme suivant montre une propriété des opérateurs adjoints fondamentale dans la
théorie de I'optimisation.

Théoréme 6.6.5 Soit Ae B(H), alors :
ker(4) = (Im(A")t et Im(AT) = (ker(A))*,

donc

H = ker(A) ®Im(AT) et H = ker(A") ®@Im(A).

Preuve.

ker(A) < (Im(A"))1 | : soit 2 € H quelconque et y € ker(A), alors Ay = 0y et donc on peut

écrire
0 =z, 00) = (z, Ay) = (ATa,y),
i.e.y L Atz Vo e H, comme Im(AT) = {ATz, 2 € H}, cela implique que y € (Tm(AT))+.
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(Im(A"))L < ker(A) | : soit y € (Im(AT))*, alors (ATz,y) = 0 Vo € H, mais (ATz,y) = (&, Ay),
donc {(x, Ay) = 0 Vx € H, i.e. Ay = 03, mais alors y € ker(A).

Par conséquent : ker(A) = (Im(A"))+ = (Im(Af))+, mais alors, si on opere encore une fois
le complément orthogonale : ker(A)* = (Im(A))*+ = Im(AT). On observe que considérer
I’adhérence de Im(AT) est indispensable, car ker(A)* est un sous-espace fermé de H et Im(A")
ne l'est, en général, pas.

Les décompositions orthogonales de H en somme directe de sous-espaces sont une conséquence
immédiate du théoreme de la projection orthogonale. |

Terminons avec I'analyse de la relation entre l'inversion et ’adjonction. Nous rappelons de
la section 6.3 que, si V est un espace de Banach, alors GL(V') est son groupe général linéaire,
i.e. le groupe des opérateur linéaires continus et bijectifs avec inverse continue.

Théoréme 6.6.6 Soit H un espace de Hilbert et soit Ae GL(H). Alors At est inversible et :

1. ¢ca vaut :

(4h) " = @

i.e. pour les opérateurs de GL(H) les opérations d’inversion et d’adjonctions commutent
entre elles : linverse de ’adjoint est l’adjoint de l'inverse;

2. si, en plus, Ae GL(H) est auto-adjoint, alors A~' est autoadjoint.

Preuve.

1. T faut prouver que, pour tout = € H, (A~1) ATz = AT(A=1)Tz = 2. Pour cela, considérons,
Ve,ye H :
{y, (AN ATz) = A7y, ATz) = (AA7 "y, 2) = (y, @)
(, ANA™2) = (Ay, (A7) 2) = (A7 Ay, 2) = (y, ),
d’oti, grace & (6.2.6) (A~1)TATz = AT(A")Tz = 2.

2. Conséquence immédiate de la propriété 1. : si A = AT, alors A=! = (A~ HT.

6.7 Les opérateurs de projection orthogonale dans un espace
de Hilbert

On a déja rencontré les opérateurs de projection orthogonale dans un espace de Hilbert H.
On veut, d’'un coté, généraliser le concept de projection et, de 'autre coté, caractériser les
projections orthogonales. L’opérateur adjoint sera fondamentale pour arriver a ce résultat.

Pour avoir une idée claire et simple du concept d’opérateur de projection, non nécessairement
orthogonale, imaginons d’étre dans un espace Euclidien de dimension finie, par exemple R? et
de projeter un vecteur dans la direction d’'un autre vecteur.

Imaginons d’itérer le processus, i.e. de vouloir « projeter la projection », il est clair que cette
opération n’a aucun effet sur le vecteur projeté. Cette propriété est prise comme définition du
concept de projection®.

5. Beaucoup d’auteurs utilisent la définition projection oblique pour la distinguer du concept, plus
restrictif, de projection orthogonale.
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Déf. 6.7.1 Soit A € B(H), A est un projecteur, ou un opérateur de projection, s’il est
idempotent, i.e. A2 = A.

La présence d’un produit scalaire en H permet de cibler une projection particuliere, celle
orthogonale. Les résultats du chapitre 5 ont montré que la complétude de H par rapport a la
topologie engendrée par le produit scalaire permet de donner deux définitions équivalentes de
projection orthogonales.

Déf. 6.7.2 Soit H un espace de Hilbert et S un sous-espace vectoriel propre et fermé de H.
La fonction :
Ps: H — S
r = PS(x)a

ou : |z — Ps(z)| = ing |z —yl|, i.e. Ps(z) est ’élément de S qui minimise la distance a x € H
ye

par rapport & la norme induite par le produit scalaire de H, est dite opérateur de projection
orthogonale sur le sous-espace S.

D’une maniére équivalente, si on considére la décomposition de H suivante : H = S@® S+ et
Vécriture x = o' + 2", avec x € H, ' € S, " € ST, alors lopérateur de projection orthogonale
Pg est défini via Ps(x) = .

Allons voir un exemple de projecteur. Soit H = L?[—a, a], avec a € R munit de la tribu de
Borel et de la mesure de Lebesgue. On peut démontrer que les fonctions paires et impaires sont
orthogonales pour le produit scalaire de L?[—a,a]. On a ensuite la décomposition suivante :

flz) + fl=2) | f(2) = f=2)

fz) = ;
partie paire partie impaire

donc, le projecteur de f € L?[—a,a] sur le sous-espace P < L%[—a, a] des fonctions paires est
défini par Pp f(z) = W et le projecteur sur le sous-espace Z < L?[—a, a] des fonctions

impaires est définit par Prf(x) = W

Examinons les propriétés de 'opérateur Pg :

1. | P = Ps| (idempotence). Vo € H, on a: PZ(x) = Ps(  Ps(z) )= Ps(z). Donc
——
€S, par définition

Ps est bien un projecteur.

2. | Ps|g = idg|. C’est évident : I'élément Pg(x) € S qui minimise la distance a x € S est

lui méme. Autrement dit, si x = 2’ € S alors, Ps(x) = Pg(z') = /.

3. Ps est un opérateur linéaire continu. Soit x; = 2} + 2{ € H , avec 2} € S et
o e St et xg = ab + 2l € H, avec 1 € S et 28 € S*. Pour tout o, e K on a :

/ / " "

axy + Bre = axy + By + axy + Py

esS est
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et donc,

Ps(axy + Bre) = axi+ B
aPs(x1) + fPs(z2),

Pg est donc un opérateur linéaire. Pour montrer qu’il est continu, on montre qu’il est
borné : si x = 2’ + 2 € H quelconque, avec 2’ € S, z” € S+, alors, par le théoréme

2 2 2 .
de Pythagore, |z|? = [a/* + |2”|* et ||Psz|* = [|2'|* < ||| + [|2”]|* = [|=]]?, i.e.
| Psall < llz]) ¥z e #.

. Pg est une fonction 1-lipschitzienne, i.e :

|Ps(z) = Ps(y)l < |z —yl, Vo,yeH.

11 suffit de remarquer que Va,y € H, la projection de = — y, i.e. Pg(z — y) et le vecteur
résidu (x — y) — Ps(x — ) sont orthogonaux, car I'une appartient & S et 'autre & S+,
donc on peut appliquer le théoreme de Pythagore pour écrire :

|(z = y) = Ps(z — y) + Ps(a —y)|

|(2 =) = Ps(z = y)|* + [ Ps(z = y)|?
|Ps(z = y)|?
|Ps(x) = Ps(y)|-

On retrouve ainsi : |Ps(z) — Ps(y)|| < |z —y|, Yx,y € H.

2
|z =yl

\Y

. Les projecteurs orthogonaux non banals ont norme unitaire :

1si5 # {0
T A
0siS = {0y}

Si § = {0y} alors Ps = 0 et donc sa norme est 0. Sinon, vu que Pgs est borné,
| Psz| < ||z|| Yx € H, ie. IPszl 1 Wz e H. Mais, si S # {04}, alors il existe T € S,

[E3

T # Oy et Pst = 7, ie. |Psz|| = ||z, e 152l — 1. Alors, ||[Pg|| = sup szl — 1.
[E] oD Tal

Im(Pg) = S| Evident, par définition de I'opérateur de projection.

ker Pg = S+ | On montre la double inclusion :

xeker Ps = Pg(x) =0et 0Ly, VyeS, donc ze St

re St = 1z =0+ = Ps(zx)+ Pgi(x), par unicité de la décomposition orthogonale,
donc Ps(x) = 0, et alors z € ker Pg.

. Une conséquence immédiate des deux propriétés précédentes et du théoreme de la
projection est :

‘7—[ = Im(Ps) @ ker(Ps) ‘ V.S sous-espace fermé de H.
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9.

10.

11.

‘Ps + Pg1 = idy‘ (décomposition de I'identité). C’est évident. Pour z € H quel-

conque, on a toujours la décomposition x = 2/ +x” avec 2’ = Pg(x) et 2" = Pgi(x). On
a donc Ps(z) + Pgi(z) = (Ps + Pg1)(z) = 2’ + 2" = x, Vo € H. Comme conséquence
immeédiate on a que :

’P3L =idy — Py ‘ V.S sous-espace fermé de H.

Pour tout = € H, le vecteur résidu de la projection de z sur S est obtenu via Pg1 =
(idy — Ps)(z) = v — Ps(x).
Caractérisation du sous-espace de projection :

)

|S={weH: Ps(x) =a} = {weH:|Ps@)]| = =]}

c’est-a-dire, les éléments de S sont les points fixes de Pg en H, qui peuvent se caractériser
eux-mémes pour étre les éléments de H qui ont une norme égale a celle de leur projection
sur S. La caractérisation est une conséquence immédiate de I'idempotence, il faut
simplement vérifier 'équivalence : Ps(x) = z <= |Ps(z)| = |z :

: évidemment, Pg(z) =z = |Ps(x)| = |z|.

: on pose a nouveau H 3 x = 2’ + 2" avec Pg(x) = 2/, alors
IPs@)l = el = IBs@)° = e = |o/[" =]’ + 2"

— P = o + o (car o L)

= | =0

<= 1" =0 (propriété de la norme)

—

x =’ (par I'écriture de ),

on a donc ||Ps(x)|| = |z| = = = 2’ = Ps(z).

Pg = P; (auto-adjoint). Pour le prouver on utilise deux fois le théoreme de la

projection, sur te Hetsurye H:ax =o' +2", y=y +y", o',y €S, 2"y e S+ :
(Psz,yy =2y +y") =& y) + &g’y = (o — 2" y) = (. yf) — 5575 = (2, 0),

mais 3y’ = Psy et donc : (Psx,y) = (x, Psy) Vz,y € H.

Parmi les propriétés qu’on vient d’examiner, il y en a deux qui caractérisent les opérateurs
linéaires bornés comme projecteurs orthogonales.

Théoréme 6.7.1 (Caractérisation « algébrique » des projecteurs orthogonales) Soit
A e B(H). Les affirmations suivantes sont équivalentes.

1
2
3
4

A est un projecteur orthogonale

ATA=A

ATA = AT

A est auto-adjoint et idempotent, i.e. AT = A et A2 = A.
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Preuve. La boucle logique suivante : 1. = 2. = 3. = 4. = 1. démontrera le
théoreme.

1. — 2.|: A est un projecteur orthogonale, donc AT = A et A2 = A, alors ATA = AA =
A% = A.

:si ATA = A, alors (ATA)T = AT mais on sait que ATA est auto-adjoint, donc
(ATA)T = ATA = AT

:si ATA = AT, alors (ATA)T = AT = A, mais ATA est auto-adjoint, donc
(ATA)T = ATA = A. Néanmoins, par hypothese, ATA = AT, donc AT = A, ie. A est auto-
adjoint. En utilisant encore une fois de I'hypothese de départ ATA = AT, le fait que A soit
auto-adjoint implique que A% = A, i.e. A est idempotent.

4. = 1.|: soit A € B(H) auto-adjoint et idempotent, on doit démontrer que A est un
projecteur orthogonale. Par définition, un projecteur orthogonale projette sur un sous-espace
vectoriel fermé, donc il faut tout d’abord démontrer que Im(A), le sous-espace candidat & étre
«le lieu » de la projection, est fermé, étant données les hypotheses du théoreme.

On montrera que la continuité et l’idempotence d’un opérateur linéaire A impliquent la
fermeture de son image, ce qui est remarquable, car I'idempotence semble ne pas avoir une
relation évidente avec le concept de fermeture d’un sous-espace vectoriel.

Soit (zn)neny < Im(A) une suite convergente a zg € H, il faut démontrer que g € Im(A).
Comme chaque x, € Im(A), alors, Vn € N, il existe &, € H tel que z, = A, et donc
on peut réécrire ., xg comme A&, xg. La continuité de A implique que

n—+
A%¢, Axg, mais A2 = A, donc A&, Azxg. Mais alors on a A, Axg et
n—-+00 n——+00 n——+00
A&, —> o, I'unicité de la limite implique que Axy = xo, i.e. g € Im(A), donc Im(A) est
n—-+a0
fermé.

La propriété AT = A ici intervient pour aider I'idempotence afin de montrer que A projette et
il le fait d’une maniere orthogonale. Pour prouver cela, allons essayer d’écrire une décomposition
orthogonale de H relative a Im(A) : pour tout = € H considérons z = Az + (x — Ax), alors
Az € Im(A) par définition, il faut démontrer que x — Az est orthogonale & tout vecteur de la
forme A&, e H :

(A€, x — Ax) = (&, AT (z — Az)) = (& Alx — Ax)) = (€, Ax — A%x) o & Ax — Az) = 0,

a.a.

donc z — Az € Im(A)* et alors A = P4y grace au théoréme de la projection orthogonale. O

Exercice 6.5
Soit E < ¢3(N,C) I'ensemble :

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel fermé de ¢?(N, C).

2. Décrire explicitement E* et déterminer opérateur P : £2(N,C) — E de projection
orthogonale sur E. Déterminer ||Pg| et P;.
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. Soit & = (zn)nen € £2(N, C) tel que :
1 sin=0
Ty =
0 sinon,
calculer la distance entre x et le sous-espace E, i.e. § = in{; {llz — yll}-
ye
. Soit A : £2(N,C) — (2(N, C) I'opérateur défini par

—x1 sin=0
(A($0,$1,1‘2, .. ))TL = { !

Tn sinon.

Déterminer |A| et AT. (Indication : calculer A(0,1,0,0,...)).

. Montrer que A% = A et déterminer Im(A). L’opérateur A est-il une projecteur orthogo-
nal?

Solution de I’exercice 6.5

. Montrons d’abord que E est un sous-espace vectoriel de £2(N, C) : considérons A € C
quelconque et x,y € E arbitraires, alors, vu que la structure linéaire de ¢?(N, C) est
définie ponctuellement, ¢a vaut que

zi=Ar+y= ()\xn)neN + (yn)neN = ()\l“n + yn)n€N7

donc zg = A\xg+yo et 21 = Ax1+y1, et alors 20+21 = AMzo+21)+ (yo+y1) = A-0+0=10
car x,y € E, ce qui montre que E est fermé par rapport aux combinaisons linéaires de
ses éléments.

Pour montrer que F est fermé nous allons utiliser une stratégie trés pratique quand il
y a des contraintes d’annulation, comme dans le cas de I’équation xg + x1 = 0. L’idée
consiste a identifier cette contrainte avec la condition qui définit le noyau
d’un opérateur linéaire continu entre espaces vectoriels normés, que I'on sait
étre un sous espace vectoriel fermé du domaine de l'opérateur grace au théoreme
(6.2.4). Dans notre cas, il est simple d’identifier la somme des opérateurs de projec-
tion sur la premiere et deuxieme composante, i.e. A := Py + P, : /?(N,C) — C,
A(z) = Py(z) + Pi(z) = zp + 1, comme l'opérateur linéaire continu (en tant
que somme d’opérateurs linéaires continus) entre deux espaces de Hilbert tel que
ker(A) = {x € ((N,C) : Az =0 <= 9+ 21 =0} = E, ce qui montre la fermeture
de F.

. Du a la contrainte x¢g + 1 = 0, nous pouvons écrire une suite x € E comme c¢a :
(wg, —g, T2, x3,. .. ), bien sir tout en respectant le fait que = € £2(N, C), ceci implique
que la base hilbertienne canonique de /2(N, C), i.e. e = ((1,0,0,...),(0,1,0,...),...)
peut étre utilisée pour construire une bases hilbertienne de £ comme ¢a :

&:=((1,-1,0,...),(~1,1,0,...),(0,0,1,0,...),...)
et donc : B+ = {ye ?(N,C) : (y,é,) = 0VYneN}.
Soit Y= (y07ylay27' . ) € 62(N7 (C)a alors
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— n=0:{y,é0)=yo—y1+0+ -+ =1yo—y1 nul si et seulement si yg = y1

—n=1:{y,é1)=y0—y1 +0+ -+ = —yo + y1 nul si et seulement si yy = y;, comme
pour n =0
— n=2:{y,é2)=0+0+1y2+0+--- = yy nul si et seulement si yo = 0,

il est clair que, pour tout n = 2, {y, €,) = yn, qui est nul si et seulement si y,, = 0. Par
conséquent, le seul vecteur y € £2(N,C) qui est orthogonal & tous les éléments de la
base hilbertienne é de E est y = (yo,¥0,0,...), i.e.

E* = {(y,4.0,0,...), ye C}.

Pour déterminer 'opérateur de projection orthogonale sur E nous allons utiliser le
théoreme de la projection : (2(N,C) = E @ E*. 1l suffit de décomposer le vecteur
arbitraire z = (2, )nen € £2(N, C) dans la somme de deux vecteurs, I'un qui appartient &
E est autre & EL. Pour faire ¢a nous observons que, donné z = (zq, 21, 29,...), 2 € E
si les deux premicres composantes sont 'une inverse de lautre, et z € E+ si les deux
premieres composantes sont égales et elles sont nulles a partir de la troisieme, alors

z = (20, 21, 22, 23,...) = (a, —a, 22, 23,...) + (b,0,0,0,...),

a+b=z
b—a =z,
qui a comme solution a = (29 — 21)/2 et b = (20 + 21)/2, i.e.

20— 2 20 — 2 zo+ 21 20+ 2
20,211,225+ ) = 0 1,— 0 1,22,... + 0 1, 0 1,0,0,... ,
2 2 2 2

avec les conditions :

avec le premier vecteur dans E et le deuxiéme en EL, donc

20— 21 20— 21
PE(307317227--->:< y— ,2’2,‘-->

2 2
est ’expression explicite du projecteur orthogonal sur E. Finalement, sans faire un
seul calcul, nous pouvons assurer que Pg a norme unitaire, |P¥|| = 1, en tant que

projecteur orthogonale, et aussi que P]g = Pg, car les projecteurs orthogonaux sont
auto-adjoints.

. Soit = (Zn)nen 1élément de £?(N, C) tel que :
1 sin=0
Ty = ]
0 sinon
Comme E est un sous-espace vectoriel fermé de £2(N, C), la distance entre z et E est

bien définie grace au théoreme de la projection. Pg(x) représente le vecteur de E le
plus proche de z, donc cette distance est égale & 6 = |z — Pr(x)| 2.

Po(e) = Pe((1,0,...)) = (150—1500> - (;—;o>

11
2 272
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4. Tout d’abord nous observons que xy n’intervient pas dans ’action de A, donc

—x1 sin=0

A(zo, x1,72,...) = A(yo, r1,22,...) = { Vyo € C.

T sinon

En particulier cela vaut pour yg = 0, par conséquent nous pouvons restreindre ’action
de A sur les éléments de £?(N, C) de la forme suivante = (0,21, x2,...). Avec cette
spécification, par calcul direct nous obtenons :

| Az| g2 =\/( )2+ 23 + 23 + \/2:cl+m2 \/2x1+2m2
<\f\/02+m1+x2 o= V2|z]pe.

Cette majoration implique que la définition (6.3) de norme opératorielle dans notre cas
devient :

JA| = inf{0 < ¢ < V2 : |Az|pe < c|z|e Yz = (0,21,29,...) € *(N,C)}.

L’inf est le sup de I’ensemble de minimiseurs, donc, si on trouve un vecteur z € £?(N, C)
pour lequel |Az|, = +/2, la norme de A sera obligatoirement /2. En suivant la
suggestion, nous allons calculer

IA0,1,0,.. )2 = |(=1,1,0,... )]z = /(=1)2+ 12402 + ... = V2,

et alors |A| = v/2.

Passons au calcul de AT. Pour tout z, 3 € £2(N, C) (ici on ne considére pas nécessairement
x de la forme (0,21, x2,...)) ¢a vaut :

<A1’,y>g2 = <(—.T1,x1,[1}‘2, .. ) (y07y17y27 s )>€2 = _$1%+ $1ﬁ + .’EQ@ + -
=200+ 21(y1 — Yo) + 2275 + -+ = {x, (0,91 — Yo, y2,...)) = (x, ATy),

et alors I'opérateur adjoint de A est :
AT(y) :(Ovyl_y()ay27) Vye€2(N,C)

5. On a A%z = AAx = A(—x1,71,29,...) = (—21,71,22,...) = Ax pour tout = €
?%(N,C), donc A est idempotent. De plus, il est clair que Im(A4) = E, ou E est le
sous-espace définit au début de 'exercice. Donc, A est un opérateur de projection sur E,
néanmoins, |A|| = /2 # 1 et pour ca il ne peut pas étre un projecteur orthogonal ! Par
conséquent, A est un opérateur de projection oblique sur E. Ci-dessous, nous montrons
explicitement la différence de ’action de A et Pg :

Az = (—z1,21,T2,...) opérateur de projection oblique sur £

To— T To— T
Ppx = ( 0 5 ! ,— 0 5 ! , L9, .. ) opérateur de projection orthogonale sur FE.

a
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6.7.1 Les opérateurs de multiplication bornés et leur relation avec les pro-
jecteurs orthogonaux

Nous allons voir une application concrete du dernier théoreme et, en méme temps, nous en
profitons pour introduire une nouvelle catégorie d’opérateurs linéaires tres utilisés.

Déf. 6.7.3 Soit H = L*(X, A, i) et ge L*(X, A, n). L'opérateur de multiplication par g est
défini par :
My: LXX,Ap) — LXX, A p)
/ — Myf=Ff-g,

ot f-g(z) = f(x)g(z) Vo e X (multiplication ponctuelle).

Allons examiner les propriétés de M, :

— M, est borné Vg e L*(X, A, ) :

|My f15 = L |f(2)g(@)Pdp(z) < L <gsﬂg)r(> Ig(w)|2> [f(@)Pdu(z) = |gl% 1 f15 < +oo,

donc® || M, ]2 < |g]lo et alors M, € B(L*(X, A, pn)) Vg e LP(X, A, u).

— Vg,h e L*(X, A, n), grace a la commutativité du produit ponctuel, les opérateurs
de multiplication commutent, i.e. M M;, = M,M,, i.e. [M,, M| = 0.

— ker(My) = {f e L*(X, A, ) : My(f) = f-9="0p2x,4,} Sion définit ensemble
Ny, ={zeX : g(zx) =0},

il est clair que (f-g)(x) = 0 Va € Ny, par conséquent, comme g(z) # 0 Vo € N, = X\ Ny,
pour avoir obtenir la fonction nulle sur X via le produit f - g il faut tout simplement
demander que f soit nulle sur N, (se rappeler que f est une classe d’équivalence de
fonctions égales presque partout). En résumé :

ker(My) = {f e L*(X, A, p) : f(z) =0Vze N, Y|

— Examinons I'inversibilité de M, : pour rendre le noyau de M, soit banale, il faut que le
seul élément de ker(M,) soit la classe d’équivalence dans laquelle appartient la fonction
identiquement nulle, mais cela correspond & demander que p(Ny) = 0, car, dans ce cas

1(N,) = n(X) = u(Ny) = p(X) done ker(My) = {f € L3(X, A, ) + f(x) = 0 p.p}.
— Si u(Ny) = 0, alors il existe 'opérateur inverse de My : My~ : Im(M,) — L*(X, A, u)
ﬁ sig(x) #0

qui peut étre caractérisé a I’aide de la fonction X : X - K, 1(z) =49

g g 0 sinon.
Par définition, Im(M,) = {he L*(X, A, p) : 3f € L*(X, A, ) : h = My(f) = f-g}, il
est clair que +-h = A< . f.g = f, cette simple observation nous permet de caractériser,

g 9(x)
a la fois, Im(M,) et 'action de M, ' :

1
Im(M,) = {he L*(X, A, p) : ;-heLQ(X,A,,u)} et |M,'= M|
g

6. Il est possible de démontrer que, si (X, A, 1) est un espace mesuré avec mesure o-finie, i.e. X = | Ay,
keN

olt fu(Ay) < +00, alors | Mgz = | g]e-

242



— Calculons I'adjoint de M, : Vf,h e L*(X, A, ), g € L*(X, A, n),

QL. = (M) = (fghy = | )@ h@du(o) = | (501 @) iduta)
= <gf7h> = <M§f7h>u

ie. Mg = My |, grace au théoreme 6.2.6.

— Calculons Mg :
Mg2f = Mg(Mgf) = Mg(fg) = f92 = Mnga vf € LQ(X7A7,U')7 g € LOO(X7A7N)

Donc I'opérateur linéaire borné M, est auto-adjoint et idempotent si et seulement si :
g = g et g> = g. La premiére condition impose que g soit une fonction & valeurs réelles,
la seule fonction a valeurs réelles qui est égale a son carré est une fonction qui prend
seulement les valeurs 0 et 1, i.e. la fonction indicatrice d’un sous-ensemble mesurable
de R™, qui est certainement un élément de L*(X, A, p).

En résumé : l'opérateur de multiplication M, est un opérateur de projection
orthogonale si et seulement si g = xg, £/ < X mesurable. M, est inversible si
et seulement si p(E€) # 0, i.e. u(F) # u(X).

Indépendamment de I'inversibilité, calculons I'image de M, ,, : la condition qui détermine
ce sous-espace est x% ~he L*(X, A, 1), mais, par définition, X%(CL‘) =0 Vze X tel que
xe(z) =0, i.e. Vz € E€ et, dans ce cas, x% ~he L*(X, A, 1). Quand x € E, XiE(x) =1,
et donc la condition définitoire de Im(M,) devient h € L?(E, A, u).

En conclusion, pour tout ensemble mesurable E < X, 'opérateur de multiplication et de
projection orthogonale M, , est, explicitement,

MXE : LQ(X,AHLL) - LQ(E7A7/'L)

flx) zeFE

f — MXEf = ( ) .

0 sinon.

6.7.2 La réalisation géométrique des opérateurs de projection orthogonale
via systemes orthonormés

On a maintenant la possibilité de démontrer une autre analogie entre les espaces de
Hilbert et les espaces Euclidiens en dimension finie : la réalisation géométrique des projecteurs
orthogonaux sur un sous-espace vectoriel engendré par une famille orthogonale, déja examiné
dans le chapitre 1.

Rappelons que le projecteur orthogonal d’un espace vectoriel pré-hilbertien V' de dimension
finie n dans un sous-espace vectoriel S de dimension s est :

x) = Z<ﬂ:,ui>ui,
=1

ol (u;)5_; est une base orthonormale quelconque de S.
Dans un espace de Hilbert on a le résultat suivant.
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Théoréme 6.7.2 Soit A€ B(H), A # 0. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. A est un projecteur orthogonale
2. Il existe un 5.0.n7 (un)nen en H tel que

Az = Z<m,un>un Vo e H.

neN

Le cas échéant, A projette sur le sous-espace fermé span(u,, n € N).

Preuve.

1. = 2.|: on commence par observer qu'un projecteur orthogonale A est surjectif si et
seulement s’il est l'opérateur identité. En fait, la condition Im(A) = H implique, par les
propriétés 6. et 7. des projecteurs orthogonaux, que Im(A)+ = ker(A) = {0y}, donc, grace a
la propriété 8., ¢a vaut : Az = x Vo € H, i.e. A =idy. Dans ce cas, tout s.o.n.c. (uy)neny de H
réalise A car, d'un c6té, Ax = z et de 'autre coté, grace au théoreme 5.5.4 de caractérisation

des s.o.n.c, on peut écrire x = Y, (&, up)u,. Vu que un s.o.n.c est, en particulier, un s.o.n.
neN
Iimplication 1. = 2. quand Im(A) = H est vraie.

Soit alors A un projecteur orthogonale tel que Im(A) < H, i.e. Im(A) est un sous-espace
vectoriel fermé (par définition de projecteur orthogonale) et propre de H, et donc il est
lui-méme un espace de Hilbert inclus proprement en .

Soit (up)nen un s.o.n.c quelconque de Im(A). Vu nos hypotheses, (uy,)nen st seulement
un s.o.n. (et non pas, en général, un s.o.n.c) de H. Pour tout y € Im(A) ¢a vaut la décomposition :

Y=Yy tn)tin,
neN

mais Im(A) = {Az, x € H}, donc, en utilisant le fait que A, en tant que projecteur orthogonale,
est auto-adjoint :

Ax = A s Un s Un = )A n/Un, v Ha
x Z< T, Uy YU Ao Z<x Up YU x €
neN neN
mais comme A est I'identité Im(A) et u, € Im(A) Vn € N, alors Au,, = u,, donc :
Ax = Z<m,un>un, Ve eH,
neN

i.e. le projecteur orthogonale A est réalisé sur le s.o.n. (up)nen de H comme décrit dans le
point 2.

: pour toute couple x,y € H, soit (up)neny un s.o.n. de H tel que :
Ar = Z <x>um>um7 Ay = Z<yvun>una

meN neN

alors, par la continuité du produit scalaire,

(o, Ay) = @, Y Cuuny = 3 Tty uny = 3 undoins -

neN neN neN

7. On rappelle que, malgré que 'on écrive (un)nen, le s.o.n. peut étre fini, i.e. avoir seulement un nombre
fini de u,, # 0.
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Mais, en utilisant encore la continuité du produit scalaire, comme déja vu dans la preuve de
I'identité de Parseval (théoreme 5.5.4),

G, ATAyy = (A, Ayy = O3 oty 3 tyuny = 33 o )y ) i )
meN neN meN neN
= Z Z <$7 Um> <un7 y> 5n,m = Z <l’, Un> <un, y>,
meN neN neN

donc (x, Ay) = (x, ATAy) Vx,y € H, i.e. A= ATA grace au théoreme 6.2.6. La caractérisation
algébrique des projecteurs orthogonaux, théoréme 6.7.1, permet de dire que A est un projecteur
orthogonale.

Supposons que 1. et 2. soient vérifiés, alors :
1. = Im(A) = ker(A)* et ker(A) = Im(A)*;

2. — Im(A) < span(u,, n € N), évident, et que ker(A) < (span(u,, n € N))*,
ce qui n’est pas totalement évident : pour x = Oy c’est vrai, soit = € ker(A), = #

N
Oy, alors Az = 0 = > {z,upyu, = lim > {(x, u,)u,, mais les vecteurs u, sont
neN N—+oo 2]
linéairement indépendants car orthogonaux, donc, pour tout N € N, la combinaison
N
linéaire >’ (x,uy yu, est nulle si et seulement si les coefficients {x,u, ) sont nuls, i.e.
n=1

z € (Un, n € N)* = (span(u,, n € N))* = (span(u,, n € N))*, grace aux propriétés
du complément orthogonale.

En résumé : d'un coté Im(A) < span(uy,, n € N), de I'autre ker(A) < (span(uy, n € N))*,
donc span(u,, n € N) C ker(A)+ = Im(A), i.e. Im(A) = span(u,, n € N). O

Remarque : dans la preuve du théoréme on a pu voir que tout s.0.n (uy, )pen de Im(A) permet
de réaliser un projecteur dans le sens défini par le théoreme. Cela veut dire que, malgré que
chaque terme de la somme peut étre différent, ’action globale de 'opérateur sera la méme
pour tout s.0.n (Up )nen de Im(A).

Voyons une application remarquable de ce résultat avec ’exercice suivant, qui montre
comment on peut trouver la meilleure approximation linéaire d’une parabole sur un intervalle
réel grace a la théorie de la projection orthogonale dans les espaces de Hilbert.

Exercice 6.6

Soient f(z) = 1 (fonction constante et égale & 1) e g(x) = x deux éléments de L?[0,1].
Calculer :

1. L’angle ¥ entre f et g.
2. Leur distance en L?[0,1].

3. La projection Py de la fonction h € L2[0,1], h(z) = 22, sur 'espace W = span(f, g).
Interpréter ce résultat.
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Solution de I’exercice 6.6

1. L’angle entre f et g est calculé a partir de la définition de produit scalaire : {f, g) =
11l llg]l cos(¥), donc il faut calculer {f, gy, [ fl, llg] :

1 271
<fag>:J;) xdr = |:$2:|0 = %7

= ([an)” =1 to= ([ #am) " - ([;D .

en conclusion, cos(d) = Hj”ﬂllgzll = @, donc ¥ = F.

2. La distance :

i(t.9) =17 - o1 = ([ 70) - o010 "l ([[0-ore) ”2
() g
5o V33

3. La projection sur W : utilisons la caractérisation de la projection qu’on vient de voir.
Il faut construire une base orthonormée de W, pour cela on utilise la procédure de
Gram-Schmidt en commencant par la fonction f, qui est un générateur de W et qui,
en plus, a norme unitaire. Le deuxieme (et dernier) élément de la base orthonormée de

W sera alors :
i(z) = LB =S @) T3
lg(x) =<y f @I ||z =35
1 1
-

1/2 1
[Eaye) - (Gl6
r—— | dx =lz|lz—2 —,
0 2 3 2 0 24/3
donc §(z) = 2v/3 (z — 3) et la base orthonormée cherchée est B = (1,4/3 (22 — 1)). La
projection orthogonale de h(z) = 22 sur W est alors :

Pywh = <ha f>f + <h,§>§,

w

malis
1/2

par calcul direct on obtient (h, f) = 1 et (h, §) = %, donc :

+\g§\/§(2x—1):x—1.

L =

L’interprétation du résultat est la suivante : les fonctions [0, 1] e 1 et [0,1] — = sont
9

les générateurs de I’espace W des fonctions linéaires (les droites!) définies sur I'intervalle
[0,1]. En fait, toute fonction linéaire ¢ : [0,1] — K peut s’écrire comme £(z) = o + Sz,
z € [0,1] et o, 8 € K, mais o + Sz = af(z) + Bg(x) Vx € [0,1], donc £ = af + Bg!
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La fonction [0, 1] — 22 est une parabole définie sur le méme intervalle. Par définition
g

de projection orthogonale,

Pwh = argmin ||h —w||,
weW

i.e. Pyyh est 'élément de W qui a la distance L? minimale entre h et les droites, on
peut affirmer que la droite d’équation y = z — % est la meilleure approximation de la
parabole d’équation y = 22, dans le sens de la norme L?, sur l'intervalle [0,1].

O
Dans la figure 6.1 on peut voir le graphe de cette approximation.
1 T T T T T T T T
/
e
08 y .//”_
S
e
e
08 - /,}.6'( i
= 04| - ~ . B
0z~ ,/'/. ,’ E
_— -;"(::i:r------
P - |
a2 L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 o7 08 09 1
x
FIGURE 6.1 — La droite d’équation y = x — % (en bleu) est la meilleure approximation de la

parabole d’équation y = 22 (en rouge) par rapport & la norme hilbertienne de L?[0,1].

Terminons avec une liste de propriétés des opérateurs de projection orthogonale (pour les
preuves, consulter par exemple [1]). Pour tout A, B € B(H), on écrit

[A, B] = AB — BA,

[A, B] est dit le commutateur de A et B. Si [A, B] = 0, Uopérateur nul, i.e. AB = BA, alors
on dit que A et B commutent.

Soient R et S deux sous-espaces vectoriels fermés de ’espace de Hilbert H et Pgr, Ps les
opérateurs de projection orthogonale sur R et S, respectivement.
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Théoréme 6.7.3 (Somme de projecteurs orthogonaux) Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

1. Pr + Ps est un projecteur orthogonal ;
2. PRPS = PSPR = 0;
3. Pr(z) =0VxeS et Ps(x)=0VYreR;

/. RLS.

De plus, si Pr + Ps est un projecteur orthogonal, alors il projette sur R+ S, le sous-espace
somme de R et S.

Théoréme 6.7.4 (Produit de projecteurs orthogonaux) Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

1. PrPs est un projecteur orthogonal ;
2. PgPgr est un projecteur orthogonal ;
3. |[Pr,Ps] =0;

4. R=(RnS)®(RnSY);

5. 9=(RnS)® (Rt n S).
St PrPg et PgPgr sont des projecteurs orthogonauz, alors ils projettent sur R n S.

Théoréme 6.7.5 (Différence de projecteurs orthogonaux) Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

1. Pr — Pg est un projecteur;

2. PrPs = PsPr = Ps ;

3. RnS=S5,ie ScR.

Si Pr — Pg est un projecteur orthogonale, alors il projette sur R n S*.

Théoréme 6.7.6 (Mélange de somme, différence et produit de projecteurs) Si
[Ps, Pr] =0,

alors Pr + Pg — PrPs est un projecteur orthogonal qui projette sur span(R U S).
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6.8 Les opérateurs isométriques et unitaires

Dans cette section on va déterminer les propriétés des opérateurs isométriques et unitaires
dans un espace de Hilbert de dimension infinie, ainsi qu'une caractérisation algébrique et
géométrique de ces opérateurs. L’opérateur adjoint va jouer encore une fois un role fondamentale
dans la caractérisation algébrique, tandis que pour celle géométrique les protagonistes seront
les s.o.n et les bases hilbertiennes.

Dans les espaces vectoriels V' de dimension finie, un opérateur linéaire qui conserve le
produit scalaire, i.e. A:V — V, (Azx, Ay) = {(x,y), Vz,y € V conserve aussi la norme des

vecteurs (¢a suffit de considérer z = y), i.e. |Az| = ||z|| V2 € V. Pour démontrer que ¢a vaut
aussi l'inverse, considérons la formule de polarisation® (1.2.5), Va,y € V :
1 2 2 . 2 2

@y =1 (le+yl? =z = yl” +illo +iyl® i o - iy)?)

et allons remplacer x,y par Az, Ay, en utilisant, en plus, la linéarité de A :
1 2 2 . NS N
Aw, Ay) = 7 (IA@ +YIP ~ 4@ = I + i A + iy)|* = i1 A — iy) )
mais on a supposé que A conserve la norme, donc :
1 ) . . .
(Ar, Ay) = 7 (la+ 9P = o =yl +ille + iyl =i lle = iy]*) = ).

La norme génere canoniquement une distance, ou métrique : d(x,y) = |z —y||, c’est pour ¢a
qu’un opérateur qui préserve le produit scalaire ou la norme est dit isométrique. Le seul vecteur
qui a norme nulle est le vecteur Oy, donc un opérateur A isométrique ne transforme jamais
un vecteur non nul, qui a norme > 0, en 0, i.e. ker(A) = {0y}, donc dim(ker(A)) = 0 et alors,
grace au théoreme de nullité + rang, dim(Im(A)) = dim (V). C’est-a-dire, un endomorphisme
isométrique en dimension finie est automatiquement surjectif.

En un espace de Hilbert de dimension infinie c’est encore vrai que l'opérateur A € B(H)
conserve le produit scalaire si et seulement s’il est isométrique, mais il n’est plus vrai qu'un
opérateur A : ‘H — H isométrique est toujours surjectif. Un contre-exemple est offert par
lopérateur A € B(H) défini par : Au,, = ugy, ol (U )nen est une base hilbertienne quelconque de
H. Evidemment, A est isométrique, mais Im(A) = span(ug, k€ N, pair) € H, ou I'inclusion
est stricte car (ug, k € N, k pair) n’est pas un s.o.n. complet, car sous-ensemble propre de
(un)nEN‘

Ces considérations justifient les définitions suivantes :

Déf. 6.8.1 L’opérateur A: H — H est dit :

— isométrique, si (Ax,Ay) = {(x,y), Y,y € H, ou, d’'une maniére équivalente, si
|Az| = [z, Vo e H ;

— wunitaire, si A est isométrique et surjectif.

Calculons la norme d’un opérateur isométrique :

|All= sup |Az| = sup |z] =1,
J=|=1 =1

comme un opérateur unitaire est aussi isométrique, on peut dire que : la norme des
opérateurs isométriques et unitaires est 1.

8. On considere le cas complexe ici, le cas réel est encore plus simple.
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Exemples basiques d’opérateurs unitaires. Considérons R" avec la tribu borélienne et
la mesure de Lebesgue. Fixé un élément a € R” tout opérateur de translation

T,: L2(R") — L2(R")
f — T,f, onT,f(z) = f(x —a), Yx e R,

est unitaire, en fait il est évidemment bien défini, linéaire, et isométrique grace a I'invariance
de la mesure de Lebesgue par rapport aux translations. En plus, il est surjectif, car pour tout
élément g € L%(R™) il suffit de considérer f € L2(R"), f(z) = g(z + a) Yo € R", pour avoir
Taf =g

Soit maintenant R € O(n) une matrice de rotation de R™, ou O(n) est le groupe orthogonale
de dimension n, i.e. le groupe des matrices carrés R de dimension n orthogonales, i.e. telles
que Rt = R~!. Tout opérateur de rotation

Tr: L*(R") — L2*(R")
f —> Trf, ou Trf(x) = f(Rx), Vx € R",

est unitaire, grice au fait que le Jacobien de la transformation, i.e. le déterminant de R, a
valeur absolu 1 et donc les intégrales qui permettent le calcul de la norme de Trf et de f
sont égales. De plus, il est surjectif car pour tout élément g € L?(R") il suffit de considérer
f e L*(R"), f(x) = g(R'z) Yz € R™, pour avoir Trf = g.

On souligne, comme cas particulier d’opérateur de rotation, le cas de la matrice inverse
de l'identité : P = —1I, dans ce cas Tpf = fp, avec fp(x) = f(—=x). Tp est dit opérateur de
parité.

6.8.1 Les caractérisations des opérateurs isométriques et unitaires

On présente ici des résultats qui donnent une caractérisation tres utile des opérateurs
isométriques et unitaires.

Théoréme 6.8.1 (Caractérisation algébrique des opérateurs isométriques) A € B(H)
est un opérateur isométrique si et seulement si ATA = idy.

Preuve. Soit A isométrique, alors Va € H :

(ATAz,0) = (Aw, Az) = ||Az]|* = Jlz|* = (z,2),

A isométrique

ie. ATA = idy.
Vice-versa, si ATA = idy, alors, Va,y e H :

<A.’L‘, Ay> = <ATA1'3 y> = <l’, y>)

i.e. A préserve le produit scalaire et donc il est isométrique. O

Cette caractérisation a une conséquence tres utilisée, par exemple, dans la théorie de
I'optimisation.

Théoréme 6.8.2 Soit A € B(H) isométrique, alors AAT est un projecteur orthogonale.
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Preuve. On utilise le théoreme de caractérisation algébrique des projecteurs orthogonaux : vu
qu’on sait déja que AAT est auto-adjoint pour tout A € B(H), il faut tout simplement vérifier
que AAT est borné et idempotent.

1. AAT borné : Vo € H ca vaut

|AATz| = JAAT)| = ATe] < ||AT|| 2]l = Al 2] =

A isométrique |A[=1

|-

2. AAT idempotent : (AAT)? = AAT(AAT) = A(ATA)AT = A4,
At A=idy

AAT projette sur son image, qui peut étre caractérisée d’une maniére trés simple.

Théoréme 6.8.3 Soit A € B(H) isométrique. L’image du projecteur orthogonale AAT est
Im(A), donc l'image d’un A € B(H) isométrique est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Preuwve. 11 faut prouver que Im(AAT) = Im(A). On commence par observer que, en général,
VA, B € B(H), ¢a vaut que Im(AB) < Im(A) et Im(AB) = Im(A) si et seulement si B est
surjectif, en fait :

Im(A)={yeH : JxeH : Az =y}, Im(AB) ={zeH : Jxelm(B) : Az =y},

ce qui montre que Im(AB) = Im(A) si et seulement si B est surjectif, sinon, les images de A
sont non inférieures a celles de AB.

Si on prend B = A', alors Im(AAT) < Tm(A) VA € B(H). Soit maintenant A isométrique,
i.e. ATA =idy et y e Im(A), alors 3z € H tel que :

y = Az = A(ATA)z = AAT(Ax),

i.e. y e Im(AAT), d’ott ImA < Im(AA"). Par conséquent, Im(AAT)=Im(A).
Comme AA' est un projecteur orthogonale, on sait que son image est fermée, donc Im(A)
est fermée pour tout opérateur isométrique. O

Le fait que un opérateur isométrique ait une image fermée peut étre démontré méme
directement avec une preuve tres similaire a celle du théoreme 6.3.3.

Si A est unitaire, i.e. isométrique et surjectif, alors Im(AAT) = Im(A) = H et alors
AAT = idy.

Grace au fait que ker(A") = Im(A)* on a immédiatement des conditions suffisantes pour
garantir I'inversibilité ou pas de 1’adjoint d’un opérateur de B(H).

Théoréme 6.8.4 Soit Ae B(H).
— Si A est isométrique non surjectif, alors ker(A") = Im(A)* # {0y}, i.e. At nlest pas
inversible.
— Si A est unitaire, alors ker(AT) = HL = {0}, i.e. AT est inversible.

A la lumiére de ces résultats, reprenons l'exemple de opérateur Au,, = ua, ol (U )nen est
un s.o.n.c de H. Comme |[Auy| = |uzn| =1 = ||u,|, A est isométrique mais non unitaire, car
Im(A) = span(uy, k pair) < H.
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Calculons A' : (A, Uy = {Up, Atu,,), mais (A, um) = (U2n, Um) = O2n.m, €t alors on
peut écrire (up, ATu,,) = O2n,m., 1.€.

im=2n
ATumz U s?
0 sim # 2n.

L

I3

On voit que ker(AT) = span(u,,, m impair) = Im(A)*, ce qui confirme les résultats ci-dessus.
Allons voir maintenant une caractérisation algébrique encore plus fine des opérateurs
unitaires.

Théoréme 6.8.5 (Caractérisation algébrique des opérateurs unitaires) A € B(H), les
affirmations suivantes sont équivalentes :

1. A est unitaire
2. A est inversible et A= = At € B(H)
3. ATA = AAT = idy
4. AV est unitaire.
Preuve.

1. = 2.|: on sait que si A est unitaire, alors A est injectif, i.e. inversible sur son image,
mais, par définition, A est surjectif, donc il est bijectif et inversible sur tout . Pour démontrer
que A~ = A on va écrire :

(ATAz,y) = (Az, Ay) = (z,y), Va,yeM
donc ATA = idy (ce qui montre que AT est I'inverse gauche de A) et alors :
Al = AT(AA7Y) = (ATA) AT =idy A~ = A7

i.e. AT = A= 1l reste seulement & prouver que AT = A~! est borné : comme A est surjectif,
Jy € H tel que x = Ay, et, par unitarité : |z| = |Ay| = |y, i-e. |z]| = |y et alors :

|ATz| = [A™ 2| = A7 Ay| = |ly| = =] Ve,

ce qui implique que |[A~!| = [AT| = sup |lz]| = 1.
[l =1

2. — 3.|:

A=A — ATA= A4 =idy,

et aussi

At = A7 — AAT = AA7! = idy.

: de AAT = idy on obtient : (x, AATy) = (x,y) Yo,y € H, mais (x, AATy) =
(ATz, ATy), donc (ATz, ATy) = (x,y) Vo,y € H, i.e. AT est isométrique. I reste & prouver que
AT est surjectif, pour cela on utilise I'autre identité, ATA = idy, qui implique

Al(Ay) = (ATA)y = idy(y) = y, Yy € H,
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i.e. VyeH 3¢ = Ay € H tel que AT¢ =y, i.e. AT est surjectif.

\1. = 4. = 1.\ : nous avons démontré que, donné un opérateur unitaire (quelconque),
son adjoint est unitaire aussi. Donc, si on fait I’hypothése que AT soit un opérateur unitaire,
alors AT est unitaire, mais A" = A, donc AT unitaire implique A unitaire. O

Ce résultat a comme conséquence qu’on peut étudier I'unitarité d’un opérateur A via celle
de son adjoint, qui, parfois, peut étre une tache plus simple.

Nous soulignons dans le corollaire suivant le résultat sur la norme de l’adjoint et de I'inverse
d’un opérateur unitaire.

Corollaire 6.8.1 Si A€ B(H) est unitaire, alors |A|| = |AT| = |A7Y = 1.

Ecrivons avec U (H) Vensemble des opérateurs unitaires sur un espace de Hilbert H. Si
A, B € U(H), alors, par calcul direct, on peut vérifier que AB € U(H). Le théoréme qu’on
vient de démontrer nous permet de dire que si A € U(H) alors A~F = AT e U(H), i.e. U(H)
vérifie les axiomes de groupe par rapport a la loi de composition d’opérateurs.

Déf. 6.8.2 On appelle U(H) le groupe unitaire de H. U(H) coincide avec le groupe des
automorphismes de H : Aut(H).

Allons voir des applications de la caractérisation des opérateurs unitaires.

Soit H = L*(X, A, ) et ge L®(X, A, ), on a vu que I'opérateur de multiplication par g
défini par :
My: L*(X,Ap) — L3X,Ap)
f — Mgf = f 9,

ou f-g(x) = f(x)g(x) Vx € X est linéaire et borné. De plus, on sait que MgT = Mgy, donc
MgMg = Myz = Mgz, et alors Mg]\fg;r = idy si et seulement si Mgz = idy, mais cela est
équivalent & demander |g|?> = 1, i.e. que dans la classe d’équivalence de g il y a au moins
un représentant, qu’on écrira encore avec g par simplicité, de la forme g(x) = eth(@) avec

h : X — R mesurable.

Allons appliquer te théoreme qu’on vient de démontrer pour vérifier que : V(up )nen s.0.n.c de
‘H, Vopérateur U défini comme ¢a
Uup, = (—i)"up,

est un opérateur unitaire. Utilisons la caractérisation algébrique UTU = UUT = idy : d’'un
cOté, par définition,
Uty Uy = (i, Uty ), (6.25)

de l'autre coté

Uty up) = (1) Up, Up) = (—1)" (i, Up ) = <un,Wun> (635) (i, UTun> Vn e N,

donc Ufu,, = (—1)"uy, et alors

UlUu, = UNUuy,) = (=) Uy, = (—1)"(=)"upn = |(—=1)" 2t = un,
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et
UU Ny, = U(UNw,) = U(=i)"uy = (=) (=) uy = (=) Pun = uy

comme (U )nen est s.0.10.c, le fait que UTU = UUT soient l'identité sur tout élément u,, peut
étre étendu a tout H, en fait, pour tout z € H ¢a vaut « = Y, {2, up u, et, par la linéarité
et la continuité de UTU et de UTU on peut écrire :

UlUz = Z<x,un>UTUun = Z<w,un>un =z,

neN neN

et pareil pour UUTz, i.e. UTU = UU' = idy et ceci montre que U est unitaire.

Comme en dimension finie, les opérateurs unitaires permettent d’établir une relation
d’équivalence entre opérateurs, formalisée dans la définition suivante.

Déf. 6.8.3 Deuz opérateurs A, B € B(H) sont unitairement équivalents s’il existe un opérateur
unitaire U € B(H) tel que : A= UBU™.

Nous n’avons pas 'opportunité de discuter des propriétés de I’équivalence unitaire, nous nous
limitons a dire que I’équivalence unitaire préserve les propriétés des opérateurs, comme la
continuité, I'inversibilité, le fait d’étre auto-adjoint et les propriétés spectrales.

6.8.2 Relation entre opérateurs isométriques et unitaires et systémes or-
thonormsés

La derniere propriété des opérateurs isométriques et unitaires qu’on veut discuter est
leur interaction avec les s.o.n. et les s.o.n.c. des espaces de Hilbert. En dimension finie, les
opérateur isométriques et unitaires coincident et ils transforment bases orthonormales en bases
orthonormales. En dimension infinie ceci n’est plus vrai en général.

Théoréme 6.8.6 (Caractérisation géométrique opérateurs isométriques) A € B(H)
est isométrique si et seulement s’il transforme tout s.0.n.c (up)nen de H en un s.0.n (At )peN.
Preuve.

: pour tout s.0.n.c (un)nen de H, grace a l'isométrie de A on peut écrire
(A, Aty = (Up, Um) = Opom Vn,m e N,

donc (Aup)pen est s.o.n. de H.

s soit A€ B(H), (up)nen est s.omn.c de H et (Auy)pey un s.o.n de H. Il faut prouver que
A est isométrique.

D’un coté, le fait que (up)nen soit un s.o.n.c implique que, pour tout = € H ¢a vaut la
décomposition en série de Fourier généralisée x = > {(x, up)u, et I'identité de Plancherel

) ) neN
|z |* = ZNK%%N :
ne
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De l'autre coté, grace a la continuité de A, nous pouvons écrire Az = >, {x, u,yAuy,, de
neN
plus, 'hypotheése que (Auy,)nen soit s.o.n. de ‘H nous permet d’invoquer la deuxieéme partie du

théoreme de Fischer-Riesz 5.5.3 pour dire que?

1Az]* = Y] K, un)l?,

neN

i.e. ||Az||? = ||z|*, donc A est isométrique. O

Pour les opérateurs unitaires ¢a vaut un résultat encore plus fort.

Théoréme 6.8.7 (Caractérisation géométrique des opérateurs unitaires) A e B(H)
est unitaire si et seulement s’il transforme tout s.o.n.c (up)nen de H en un s.o.n.c (Aup)nen-

Preuve.

: A unitaire est isométrique, donc, grace au théoréme précédent, (Auy)nen est un s.o.n. I
faut seulement démontrer que (Auy,)nen est complet. Pour cela, on utilise une des propriétés
qui caractérisent une base hilbertienne : comme on I’a vu dans le point 2. du théoreme 5.5.4,
si (x, Au,y = 0 Vn € N implique x = 0y alors (Auy,)nen est un s.o.n.c. Comme A est surjectif,
il existe y € H tel que x = Ay, donc la condition (x, Au,) = 0 Vn € N devient :

VneN : (Ay, Au,y = (y,u,) =0,
A unitaire
mais comme (up)neN st un s.o.n.c de H, y = 0y, ce qui implique z = A0y = Oy, et alors
(At )nen est s.on.c de H.

: grace au théoreme précédent, on peut garantir que, si A transforme tout s.o.n.c (uy)nen
de H en un s.o.n.c (Auy)neny de H, alors A est, au moins, isométrique, donc ga reste seulement
a démontrer la surjectivité.

Pour cela, on a vu que I'image d’un opérateur isométrique est fermé, i.e., par linéarité,
Im(A) = span(Auy,, n € N) = H, car (Auy)nen est s.o.n.c par hypothese, donc A est surjectif,
ce qui implique que A est unitaire. O

Terminons la section avec un simple exercice qui met en relation les opérateurs unitaires et les
projecteurs orthogonaux.

Exercice 6.7

Soit H un espace de Hilbert. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.
Suggestion : montrer que 1. <= 2. et 2. < 3.

1. A€ B(H) est auto-adjoint et unitaire.

2. L’opérateur P = %(A + idy) est un projecteur orthogonal.

9. Explicitement, la deuxiéme partie du théoréme de Fischer-Riesz dit que, donné un s.o.n (v, )neny dans un

espace de Hilbert H, si la série Y. k,v, converge vers y € H, alors ¢a vaut |ly|®> = 3. |kn|?, dans notre cas :
neN neN

y = Az, vy, = Au, et ky, = (x,upn).
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3. 1l existe deux sous-espaces vectoriels fermés et orthogonaux Hi et Ho de H tels que
H = H1DHs et il existe un opérateur A € B(H) tel que, pour tout = = 1 + x2, z; € H;,
ca vaut : Ar = x1 — zo.

Solution de I’exercice 6.7

Commengons avec I’équivalence 1. < 2.

: par hypothese, A est auto-adjoint, i.e. A = AT, et unitaire, i.e. AT = A~! mais
alors A = A ! et donc A2 = AA = AA~! = idy. Utilisons ¢a pour montrer que P = %(A+id7.[)
est auto-adjoint et idempotent, ce qui impliquera qu’il est un projecteur orthogonal :

1 1
PTzi(AJridH)T = =

lindairité de 2

1
(AT +id}) = 5 (A +idy) = P

1 1 1
P? = (A + 24+ idy) = 7 (idy + 2A + idyy) = 5 (A +idy) = P,

2. = 1.|: si ¢ca vaut 2. alors on peut écrire A = 2P — idy avec P projecteur orthogonal,
démontrons que A est auto-adjoint et unitaire :

Al =2P" —idl, = 2P —id), = A
ATA = ATA = (2P —idy)? = 4P? — 4P + idy = 4P — AP + idy, = idp, — AT = A7%
Analysons maintenant 1’équivalence 2. < 3.

2. = 3.]: si ca vaut 2. alors on sait que H = Im(P) @ ker(P), donc H; = Im(P) et
Ha = ker(P). De plus, écrit H 3z = 1 + 2, 1 € Im(P) et xg € ker(P),

Pa— 2y ot P(z) — %(A +idy) (@) = %(Ax b+ ),

ie. x1 = %(Aac + x1 + x2), et alors Az = 221 — 1 — 22 = 1 — X2.

3. = 2.|: supposons que 3. soit vérifiée. P(x) = %(Aa: +x) = %(xl — g+ 21 + x2) = 21
pour tout x € H, donc P, par définition, est le projecteur orthogonal Py, grace a I'hypothese
que Hi et Hs sont orthogonaux et fermés.

O

6.9 La transformée de Fourier sur S(R"), L}(R") et L*(R")

La transformée de Fourier sur L?(R"™) est I’exemple le plus important d’opérateur unitaire
sur L2(R™) par rapport & ses applications dans la physique théorique, la théorie des équations
différentielles et le traitement des signaux, pour ne citer que trois champs d’application.

Malgré ca, la construction de cet opérateur n’est pas simple car L2(R") n’est pas I'espace le
plus naturel pour la transformée de Fourier. L’environnement le plus adapté a la transformée
de Fourier s’avere étre 'espace de Schwarz.

Plusieurs constructions de la transformée de Fourier sur L?(R") sont disponibles dans la
littérature, la plus courante, celle que 'on va adopter ici, consiste a définir la transformée
de Fourier sur ’espace de Schwarz, pour pouvoir souligner ses propriétés remarquables, et
apres a opérer une extension & L?(R") via une procédure limite. A coté de ce résultat, nous
montrerons aussi une formule explicite qui passe par 1'utilisation de la base hilbertienne de
Hermite de L?(R™).
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6.9.1 Un espace invariante par la transformée de Fourier : I’espace de
Schwarz

Allons d’abord définir la transformée de Fourier sur l'espace de Schwarz S(R™) pour
n = 1,2 et apres on va généraliser la définition pour n arbitraire (fini).

Déf. 6.9.1 La transformée de Fourier sur S(R) est l'opérateur linéaire suivant

foo— F(f) = f, o fw) = o §g fl@)e ™ dm(x),

ou m est la mesure de Lebesque sur R et w € R. L’anti-transformée de Fourier, ou transformée
de Fourier inverse sur S(R) est l'opérateur linéaire suivant

fooe () = o oou: fla) = b G f@)e dm(w).

Plus en général, la transformée de Fourier sur S(R™) est l'opérateur linéaire suivant

F: SR — SE®R") )
oo F(f) =, 0 f(w) = Gm San fl2)e P dm(@),

n

ot m est la mesure de Lebesque sur R", w € R™ et {w,z) = > wix; est le produit scalaire
k=1

FEuclidien en R™. L’anti-transformée de Fourier, ou transformée de Fourier inverse sur S(R™)

est l'opérateur linéaire suivant

F: SR") — SER") ]
foo= F(f)=F, ot f(2) = gam Spn f(@)e D dm(w).

Pour vérifier que les définitions sont bien posées, il faut vérifier que les intégrales existent et
que f et f sont des fonctions a décroissance rapide. L’existence des intégrales est immédiate si
on consideére que S(R™) = LY(R") et donc

J.

et pareil pour I'anti-transformée de Fourier. Le fait que f et f soient des fonctions & décroissance
rapide peut étre vérifié en itérant la dérivation sous signe d’intégrale et le théoreme d’intégration
par partie.

Flw)e

dm(z) = fn |f(x)|dm(x) < +o0,

Dans la table suivante on résume les plus importantes propriétés de la transformée de
Fourier pour une fonction f € S(R), a,b,c€ R, a # 0.
Observations importantes :

— F transforme le produit pour une constante en la division par la méme constante (a un
coefficient pres);

— F, comme la DFT, transforme la translation de la variable initiale en le produit par un
exponentiel complexe ;
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Fonction originale f € S(R) ‘ Transformée de Fourier f € S(R) ‘

f(ax) o/ (%)
f(z —b) ‘M’f (w)
flax —b) |;TE (%)
et f(x) flw—c)
f'(z) iwf(w)
f"(z) —w?f(w)
o (iw)" f ()
(—iz)" f (2) E%if(g)
e—c’z? Le_%
cV/?2

— F transforme la dérivation n-ieme en le produit par une puissance de iw. Cette
propriété est tres importante pour transformer les équations différentielles en équations
algébriques ;

— F transforme une Gaussienne d’écart-type 1 en une Gaussienne d’écart-type 1. Si la
Gaussienne n’a pas écart-type 1, alors a opére une inversion de 1’écart-type : une
Gaussienne avec un écart-type petit, i.e. avec valeurs bien localisées autour de sa valeur
moyenne, est transformée par F' en une Gaussienne avec un écart-type grand, i.e. avec
valeurs bien étalées par rapport a la moyenne, et vice-versa.

On veut démontrer la propriété : f/(w) = iwf(w).

Preuve. On commence par observer que pour f: R — C, f € S(R), alors f(z) — 0. On

écrit la transformée de Fourier de f” :

f e "“dy = (par parties)

+00 )
D - o | )i

+00

f(:z:)e_i“’zdzz:

ﬁ\ ﬁ\

=0—

—~

—iw)

= iwf(w).

L
O

Le fait que la Gaussienne d’écart-type 1 soit invariante par rapport a la transformée de
Fourier n’est pas un résultat intuitif, donc c’est utile de le démontrer. On va avoir besoin de
deux lemmes.

Lemme 6.9.1 Ca vaut :



2
Lo +o00 _zZ
Preuve. On écrit I = S_OO e 2 dx, alors :

+oo o oo 2 oo oo
I’ = J e” zdx - f e” Zdy = J f e 2@ ) dady.
% % (th. Fubini) J_on J_oo

Si on passe en coordonnés polaires (p, ), p € [0,+0), ¥ € [0, 27) et on rappelle que le Jacobien
en coordonnés polaires est p, on obtient :

+00 21 p2 27 +00 pQ
I2=f J e2pdpd19=J dﬁj e 2 pdp
0 0 0 0
p2 +0o0
=27 |:—€_2:| =21 [—e™® + €] = 2m.
0

Donc I = /2. O

Lemme 6.9.2 Ca vaut :

TO (@riw)? TO 2
e 2 dx = e 2dzx.
—00 —0o0

La preuve utilise le calcul des résidus de ’analyse complexe.
Maintenant on peut démontrer que :

z2 w?

e 7 (w)=¢€ 2.

Preuve.
—_—
_z? 1 TO 2
e 2 (w) = J e ze "“dx
2 —0o0
2
w
e 2 f+oo —iwT ﬁd
= e ze ez dx
2 2 L/
e T T 21 J—o
2
w
e 2 o 2242wz —w
= e 2 x
vV 2T —0
2
w
e 2 + (z+7,w)2
= e 2z dx
V 2 —0
2
e~ [T _ﬁd
= e 2dx
Lemme 6.9.2 /27 J_
_u? 5
e 2 \/7 w
= 2r=e" 2.
Lemme 6.9.1 +/27
O
2.2 1 ,i
Pour démontrer la propriété d’inversion de ’écart-type, i.e. que e~ ¢ % — e 42 nous allons

2

Ia &

utiliser une technique alternative a celle précédente (qui, bien str, pourrait étre également
utilisée).

259



Cette technique passe par la résolution d’une équation différentielle : en fait, si f(x) = 6*02‘”2,

alors f'(x) = —2c%xf(x), donc f' + 2c2xf = 0 et, compte tenu des propriétés f'(x) — iwf(w),
ja
—izf(x) — f’(w) et du fait que 2c?zf = i2c¢?(—izf), en appliquant F aux deux cotés de
F

I’équation différentielle précédente on arrive a écrire :
iwf(w) +i2¢2f (W) =0 —= wf(w)+ 22 f (w) = 0. (6.26)

Nous avons obtenu une équation différentielle en variables séparables'® par rapport a f La
technique canonique de résolution de ce type d’équation différentielle passe, d’abord, par la
recherche de solutions constantes f (w) = C € R Yw € R, ce qui implique f’ (w) =0 VYw e R,
donc (6.26) devient w f (w) = 0 qui peut étre vérifiée pour toute w € R seulement quand
f (w) = 0, donc la seule solutions constante de 1’équation différentielle (6.26) peut étre la
fonction identiquement nulle. Néanmoins, cette fonction n’est pas coherente avec le fait que

A~

f(0) # 0, en fait :

f(0) e 0%y

Vi)
= — x
dét. de f(0)! V2 Rf( )
1 1 2.2

[ d - —Cc°r d

V2T J]R J(@)de V2T JRe v

1 2 1 1

= | evra L Vo ———

1/ 27TC\/§ J]R ¢ 4 Lemme (6.9.1) 4/ 27TC\/§ " C\/§

donc, f (0) = 0 n’est pas une solution de (6.26). Supposons alors f (w) # 0 et allons chercher les
solutions non constantes de (6.26) avec la technique de séparation des variables, i.e. écrivons
I’équations comme ceci :

flw _ w
flwy 2%
par intégrations des deux cotés : log |f(w)| = —% +logC, C > 0, ou log C est la constante

arbitraire issue de l'intégration, elle est écrite comme ¢a car, si on prend ’exponentiel aux
deux cotés, on obtient

w2 2 2

w A w

)| =e a8~ Cemiz f(w) = £Ce a2,

ie. f(w) = Ke 12, K € R\{0}. Il suffit maintenant d’observer que K = f(0) = ﬁ, comme

2
vu ci-dessus, pour arriver a la solution f (w) = (j\i@e—r?.

Les propriétés de la transformée de Fourier définie sur S(R™), que l'on va résumer dans
le tableau suivante (ou c € R, ¢ # 0, a,b € R", k € {1,...,n}), suivent directement de celles
du cas n = 1 avec des changements plutot évidents dans la technique de démonstration et,
notamment, avec ’application du théoreme de Fubini pour le calcul d’intégrales multiples.

Terminons cette section en citant le résultat qui justifie I'intérét privilégié que I'on réserve
a lespace de Schwarz dans la théorie de la transformée de Fourier (et qui justifie aussi le nom

de F).

10. Nous rappelons qu’une équation différentielle par rapport a la fonction y(¢) est dite en variables séparables
si elle peut étre écrite comme y'(t) = f(y(t)) - g(t), ot f et g sont deux fonctions continues.

260



Fonction originale f € S(R") ‘ Transformée de Fourier f € S(R™) ‘

f(cx) al (%)
F(z —b) e f(w)
f(ex —b) o (9)
el f () flw—a)
Oy, f () iwi f (w)
oz f(x) —wi f(w)
Oy, f(x) (iwk)" f(w)
i) @) %, 7(w)
6_% e_HwTH
o—2lal? Lo pe:

Théoréme 6.9.1 La transformation F est un isomorphisme linéaire de S(R™) en lui méme
et sa transformation inverse est F' : F' = F~1. De plus, si on interpréte f € S(R™) comme
une fonction de L*(R™), alors : | f| = | f| Vf € S(R") = L*(R™).

Donc, I'espace de Schwarz est invariant par rapport a I’application de la transformée de Fourier
F . qui a une formule intégrale explicite, qui posséde une inverse donnée par F et qui conserve
la norme des fonctions a décroissance rapide quand on les interprete comme des éléments de
L?(R™). Dans aucun autre espace fonctionnel de dimension infinie la transformée de Fourier a
toutes ces propriétés a la fois.

En fait, on va voir tout de suite que, en L'(R) on doit renoncer & I'invariance de 1’espace,
et donc & I'inversibilité de I'opérateur linéaire sur tout I’espace, tandis que en L?(R) on doit
renoncer a la formule intégrale explicite.

6.9.2 Extension de la transformée de Fourier de S(R") a L!(R") : le théoréme
de Riemann-Lebesgue

Les éléments de I'espace de Schwarz sont des fonctions trop régulieres pour étre exhaustives,
surtout par rapport aux applications.

Il est donc impératif de s’intéresser a I’extension de la transformée de Fourier a des espaces
de fonctions moins régulieres comme L!(R) et L?(R). Dans cette section on va considérer
L'(R) : par rapport a cet espace, il vaut le célebre résultat qui suit.

Théoréme 6.9.2 (Théoréme de Riemann-Lebesgue) L’opérateur F' de la section 6.9.1
peut étre étendu d’une maniére unique a l’opérateur lin€aire ingectif et continu définit de la
maniere suivante

Fi: LYR") — Co(R" )
/ — F1(f) =, ou: Fif(w) = WSR” f(@)e @ dm(x).

Le méme énoncé vaut pour lextension de F a L*(R™) avec la formule intégrale correspondante,
i.€.

F: L'RY) — Co(R™) )
fooo— R(f) = 0b: Pif(e) = Gas S f@)Endm(w).
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On rappelle que Co(R™) est I'espace des fonctions définies et continues sur R™ qui tendent
vers 0 a l'infini muni de la norme | flo = supgepn | f(2)]-

Observations :

— Le théoreme de Riemann-Lebesgue garantit que la formule intégrale de la transformée
de Fourier reste valide pour les éléments de L'(R"), ce qui est trés important car les
fonctions absolument intégrables au sens de Lebesgue sont énormément plus répandues
dans les applications que celles a décroissance rapide.

— L’injectivité de F; permet son inversion sur I'image Fy (L' (R")) < Co(R™), mais pas sur
L'(R™). Un contre-exemple classique quand n = 1 est fourni par la fonction indicatrice
de I'intervalle [~1,1] en R, i.e. x[_1,1) : elle appartient & L'(R), mais, par calcul direct,

on obtient
. 2 sinw
Fi(xj—11) (W) = \/; ; (6.27)

W

qui, bien sir, appartient & Co(R), mais elle n’appartient pas a L'(R)...en fait elle
appartient & L?(R)... Par conséquent, [}, qui est défini sur tout L'(R), n’est pas
I'inverse de F3.

6.9.3 Extension de la transformée de Fourier a un opérateur unitaire sur
L*(R") : la transformée de Fourier Plancherel

La technique classique pour étendre FalrL? (R™) consiste en 'utilisation de ce théoreme
fondamentale de I’analyse fonctionnelle, qu’on énonce et démontre apres la définition d’extension
d’un opérateur linéaire.

Déf. 6.9.2 (Extension d’un opérateur linéaire) Soient E,V,W des espaces vectoriels
sur le méme corps K et soit E un sous-espace vectoriel de V. Soit A : E — W un opérateur
linéaire. On dit que Uopérateur linéaire B : V. — W est une extension de A sur V si la
restriction de B a E coincide avec A, i.e. si Ax = Bx Vx € E.

Théoréme 6.9.3 (Théoréme d’extension d’un opérateur linéaire borné) Soient E et
F deux espaces vectoriels normés, avec F' espace de Banach. Soit A : Dy € E — F un
opérateur linéaire borné, ou D4 est un sous-espace vectoriel de E. Alors, il existe seulement
un opérateur linéaire A avec les propriétés suivantes :

1. le domaine de A est l’adhérence de D4 en E : D4 = Dy

2. A est continu : Ae B(Da,F);

3. |Al = | A
Cet opérateur est défini comme ¢a : soit (xn)neny © D4 une suite quelconque d’éléments qui
converge vers x € Dy, alors

A: DycE — F

T — |Az = lim Az, |
n—+o0
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Preuve. Soit z un élément quelconque de Dz = D 4, alors, par définition, il existe une suite

(Tn)nen < Dy telle que x = 111413 Zn. (Tn)nen, €n tant que suite convergente, est de Cauchy
n——+0o

et, vu que A est continu, aussi la suite (Az,)neny © F est de Cauchy, grace au théoreme 6.2.5.

Comme F' est un espace de Banach, il existe y = lim Az, par conséquent, 'opérateur

n—+0o0

A:Djy — F, Az = lim Az, est bien défini et linéaire, car il est défini via I'opération de

n—+00

limite, qui est linéaire.
De plus, A ne dépend pas de la suite qui converge vers x, en fait, si (z],)neny € F est une

autre suite telle que z = lim x/,, alors
n—+0o0

1_i£100 |Az,, — Azl || (Continuité | |)

| lim Az, — lim Azl | =
n—+00

n— -+
= lim |A(z, —2})| < hm |A|l|xn — 2| (A borné)
n—-+00
= Al tim e, — 2] = HAH | lim (2n —a)| (Continuité | |)

= A ] tim an— lim 2l = [A]le— 2] =0.

Evidemment, tout z € D4 peut étre identifié comme la limite de la suite constante x, = x
Vn € N, donc, vu I'indépendance de la définition de A par rapport & la suite choisie, Az = Ax
V€ Dy, i.e. la restriction de A & D4 est A et, inversement, A est une extension de A sur Dy.

Le fait que A soit un opérateur borné sur D4 peut étre vérifié en considérant la limite de
I'inégalité < |A|l|zn], en fait, la limite préserve la relation d’ordre, i.e.

S [ Az,| < lim Az

et, par la continuité de la norme on a

| lim Az, | <[A]] lm 2| < [Az] < |A]]],

pour tout z € D4, i.e. A est borné, i.e. continu.
Démontrons maintenant que toute autre extension de A a D4 coincide avec A. Soit B une
autre extension borné de A sur Dy, alors, pour tout x € D 4, il existe une suite (xy,)neny < D4,

telle que x = lirf x, et, par définition de A et grace a la continuité de B on a
n—-+0o0

Az — Bx = lim Az, —B( lim xn) = lim Az, — lim Bz, = lim (Az, — Bz,).
n—-+0o0 n—+0o0 n—+0o0 n—+0o0 n—+0o0

Pour tout n € N, z,, € D4 et, comme B est une extension de A, par définition Bz, = Ax,
Vn e N, alors Az, — Bz, =0 Vn € N et donc Ax — Bx = lim (Az, — Bx,) = lim 0 =0,

n—+00 n—+00
ie. A= B.

I1 nous reste & démontrer seulement que l’extension est isométrique, i.e. que |A| = |A].
Nous avons déja vu que ||Az| < || Al ||z|| pour tout = € D4, donc

[A]l = sup [[Az]| < sup [l ] = Al

llzll= |[=

alors, si on démontre que HAH > ||A||, on aura prouvé l'isométrie de l'extension. Ceci est
immeédiat si on considere la définition de norme opératorielle suivante :

A=sup{”(‘j|”, xeDA\{oE}}/su (1) o e pagos)} = ai,
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vu que Az = Az Vo € Dy et que Dy < Dy, d’ott ||A]| = ||A| et le théoréme est completement
démontré. ]

Grace au théoréme d’extension et au fait que S(R”) = L?(R"™), nous pouvons étendre la
transformée de Fourier de ’espace de Schwarz & L?(R") via la formule limite du théoréme
d’extension, comme formalisé dans le résultat suivant.

Théoreme 6.9.4 Les opérateurs F etk qui définissent la transformée et l’antitransformée
de Fourier sur S(R™), respectivement, peuvent étre étendus d’une maniére unique a deux
opérateurs unitaires F et F sur L*(R"), de plus F = F~',

L’opérateur F est dit transformée de Fourier-Plancherel et il est défini comme ¢a :
500t (fr)nen < S(R™) une suite quelconque d’éléments de S(R™) qui convergent vers f € L>(R™),
alors

F: L*R") — L*R")
;oo F() = lim fa,

n

et :
F~': L*R") — L%*R")

;oo F(f)= 1m f,

Donc, la transformée de Fourier-Plancherel F' sur L?(R") a les propriétés (essentielles!)
d’étre un opérateur linéaire unitaire (et donc continu) et d’avoir I'opérateur unitaire F~—!
comme inverse.

Ce qui rend moins naturel d’examiner la transformée de Fourier dans L?(R™) par rapport
a S(R") est la manque d’une formule intégrale valide pour tous les éléments de L?(R™). Une
solution partielle a ce probleme est fourni par le théoreme suivant.

Théoréme 6.9.5 Si f € L'(R") n L2(R"), alors F = Fy et , i.e. pour les fonctions qui
appartiennent ¢ L'(R™) n L?(R") la formule intégrale de la transformée de Fourier reste
valide.

Heureusement, comme on I’a vu dans la section 4.4.4, parmi les fonctions de L!(R™) n L*(R")
on a les fonctions bornées de L' (R™) et celles de L?(R") qui s’annulent hors d’un sous-ensemble
compact, que ’on rencontre souvent dans les applications.

6.9.4 Relation entre transformée de Fourier-Plancherel et base hilbertienne
de Hermite

Une base hilbertienne trés importante de L?(R) est celle de Hermite, définie comme ¢a :

(_1)71 %12 d"

—z2
Up(T) = —F/——=—=€2" —e 7 |
() NN dz™

Il est possible de démontrer que les fonctions u, sont a décroissance rapide, donc leur
transformée de Fourier est obtenue via 'application de la formule intégrale, i.e.

rzeR, neN.

Fuy(w) = \/127- JR U (z)e” % dm(z)

N Gl Je_iw“%x“ﬁe”zdm(x)
\/27‘&'«/2”71!\/? R dz™ '
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Avec des simples manipulations algébriques, il est possible de démontrer que :
Fuy, = (—i)"up, neN,

et donc F’ coincide avec 'opérateur unitaire introduit dans la section 6.8.1. Grace a la continuité
de F', on peut écrire :

Ff= Z (—=1)"{fy un)un |, Vf e L?(R), (up)nen : s.o.n.c de Hermite.

neN

6.9.5 La transformée de Fourier et la convolution

Nous dédions une section a part aux propriétés de la transformée de Fourier par rapport a
la convolution, vu 'importance et I'utilité (théorique et appliquée) de ces propriétés dans les
mathématiques. Une référence tres complete par rapport ce sujet est offerte par le livre [10].

Nous allons définir la convolution et, apres avoir discuté ses propriétés basiques, nous
allons prouver la propriété la plus connue et plus importante de la transformée de Fourier en
L'(R™) par rapport & la convolution : le fait que la transformée de Fourier modifie le produit
de convolution en le produit ponctuel des transformées (a un coefficient pres).

Déf. 6.9.3 Soient f,g: R™ - R, la convolution entre f et g est la fonction f + g définie par :

(Feo)@ = | Je—nalamy).  VaeR

toutefois que l'intégrale existe dans le sens de Lebesgue.

Théoréme 6.9.6 (Propriétés basiques de la convolution) Les propriétés suivantes sont
vraies :

1. Si f e LY(R") et g e L®(R™) ou vice-versa, alors la convolution est bien définie ;

2. Si f,ge L*(R™), alors la convolution est bien définie et, en général, est un élément de
L*(R™);

3. Si f,ge L*(R™), alors la convolution est bien définie et appartient a L' (R™), qui devient

une algebre de Banach par rapport a la convolution ;

4. St le produit de convolution est défini, alors :
— fx(ag+ Bh) =af =g+ Bf =h (linéarité) ;
— fxg=g= [ (commutativité) ;
— fx(g=h)=(f=*g)=h (associativité).

Preuve. Nous allons prouver seulement les deux premieres propriétés, la preuve des propriétés
suivantes est laissé comme exercice.

1. Si fe LY(R") et g e L®(R"), alors

| e =l < lalle [ 17 = wlam(s) = lglol 1

grace a l'invariance par translations de la mesure de Lebesgue.
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2. Si f,g € L?>(R"), alors, par I'inégalité de Holder (4.19) :

[ 1ot < ([ 1@ wPanw) ([ o) = 1ol

n

encore une fois grace a l'invariance par translations de la mesure de Lebesgue.

Théoréme 6.9.7 (Convolution et transformée de Fourier en L') Soient f,g e L'(R"),
alors la transformée de Fourier vérifie cette propriété :

[rg=@n)"2f 4.

Preuve. Nous écrivons tout simplement la définition de convolution et de transformée de
Fourier et nous appliquons deux fois le théoreme de Fubini, avec une petit astuce algébrique
au milieu :

Te) = gz | ([ 760 = st ) e
- (gﬂl)n/z J N y)g(y)e P dm(x)dm(y) (Fubini)
= (27:)”/2 f - flz —y)g(y)e =YV dm(x)dm(y) (Astuce algébrique)
B (27T1)"/2 J W T y)e T g(y)e Y dm(x)dm(y)
_ (%1)”/2 = e () f gy)e P dmy) - (Fubin

=(t=x—y, dn(t) = dn(z —y))

= (27T)n/2f(w) - g(w), Yw e R™.

1

= (277)”/2 (27r)n/2

J g(y)e W dm(y)
Rn

a
Si nous inversons la transformée de Fourier sur I'image Fj(L!(R")) < Cyx(R"), alors nous
trouvons f * g = (2)™2(f - §), que l'on trouve souvent écrite sous la forme suivante

(f-9)" =@m) 2] «g. (6.28)
Nous allons utiliser cette formule dans la section 6.11.
La convolution est une opération stationnaire, i.e. elle commute avec la translation, comme

dans le cas discret. En fait, si on fixe s € R et g € L'(R), alors on peut définir 'opérateur de
translation a droite R, et I'opérateur de convolution avec g, T, comme cela :

Rf(t) = f(t—s), Tof(t) = (f*g)(t) = fRﬂt ~ 2)g(x)d,
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alors, pour tout t e R :
RT,f(t) =Tyf(t—s) = fR fit—s—az)g(x)dx = JR Rif(t —z)g(x)dx = TyRs f(t).

Nous avons déja vu dans le cas discret (cfr. section 2.9.6) que 'opération de convolution avec
la fonction Gaussienne produit le floutage d’un signal. Nous avons la possibilité de comprendre
ce résultat sous un autre point de vu. Pour cela, on commence par considérer la « fonction

impulsion » suivante :
L 0<t<e
I (t) =9:

0 autrement

si f e LY(R), alors

(f * Ig)(t) = ij(t — x)IE(l‘)dx _ é La f(t _ x)dl”,

si maintenant on opere le changement de variable uw = ¢ — z, on obtient du = —dz et les
extrémes inférieur et supérieur de l'intégrale par rapport a la nouvelle variable u deviennent ¢
et t — e, alors

(i) = [ sdu=1{ =P

t t—e

i.e. la moyenne de f dans l'intervalle [t — &, ¢], qui a taille e.
Une Gaussienne G, , de moyenne p et écart-type o, est une version « lisse » de I'impulsion
I, qui tend vers 0 rapidement hors de U'intervalle [p — o, u + o], donc :

f # G0 ~ moyenne locale de fen [ —o,p+0]|

Dans la section 2.9.6 on avait vu que l'explication du floutage dans le domaine fréquentiel
était le fait que le multiplicateur de Fourier correspondant & la convolution avec la Gaussienne
était un filtre passe bas. Ici on a I'explication de 'effet de floutage dans le domaine originale
du signal f : en fait, apres la convolution avec une Gaussienne, chaque valeur de f en t est
replacée par une approximation de la moyenne locale des valeurs de f, le parametre qui gere
la localité est I’écart-type de la Gaussienne.

Une autre propriété de la convolution, cruciale dans les applications & la théorie des
équations différentielles, est la possibilité de « faire tomber » la dérivée d’une convolution sur
un des deux facteurs selon notre nécessité, comme montré par le résultat suivant.

Théoréme 6.9.8 Soient f € C(R") avec dérivées partielles bornés et g € LY(R™), alors
fxgeC(R™) et :
On, (f 2 g9) = (On. f) * 9, Vk=1,...,n.

De la méme maniére, si g € C(R"™) avec dérivées partielles bornées et f € L*(R™), alors
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Preuve. Les hypotheses du théoreme garantissent la possibilité de passer la dérivation sous le
signe d’intégrale, donc Vk =1,...,n :

ark( f<x—y>g<y>dm<y>)— o 1= 0)a ) dm(y) = [ (0o fa =) gly)dm(y),
N

Rn n

vu que seulement f dépend de z, i.e. 0y, (f * ¢g) = (g, f) * g. La deuxieéme formule est une
conséquence de la propriété commutative de la convolution, qui permet d’échanger les roles de
fetdeg. O

6.9.6 Convolution et transformée de Fourier en L? : le probléme de la
localisation de la transformée de Fourier

Une généralisation de I’équation (6.27) permet de souligner une limite importante de la
transformée de Fourier. Pour formaliser cette affirmation nous avons besoin de citer le résultat
suivant [10], qui dit que la transformée de Fourier du produit de des éléments de L?(R") est
proportionnel a la convolution de leurs transformées de Fourier.

Théoréme 6.9.9 Si f,ge L*(R"), alors

Fg=(0n)f«q|.

Imaginons d’étre intéressés par le spectre de f € L?(R) seulement dans le voisinage d'une
valeur de tg. Avec une translation on peut toujours supposer que tg soit ¢ = 0. L’idée la plus
simple, mais (comme on le verra de suite) incorrecte, pour localiser ’analyse du spectre de
f(t) consiste a le « tronquer », i.e. a le multiplier par la fonction créneau de taille 27

1 silt|<T
x(t)={ i

0 autrement,

11

ot 27T est la taille du voisinage d’intérét. Vu que x € L?(R), grace !l au théoreme 6.9.9, la

transformée de Fourier du signal tronqué f(t) = f(¢)x(t) est f(w) = 1/v27f(w) * X(w), ol

_ L. /)2 LH(WT) = Zsinc w
©) = 7 275D - Lot

sint
t

F@) = = (Fw) »sinc(w))
i.e. le spectre du signal tronqué est proportionnel a la convolution entre le spectre
du signal initial et le sinus cardinal de wT.

Cela montre que nous ne pouvons obtenir des informations localisées précises sur le signal
original tout simplement en le tronquant. Ceci est une des difficultés liées a la localisation
de I'analyse en fréquence d’un signal dans 'analyse de Fourier. La théorie des ondelettes [9],
développée surtout a la fin des année 1980, donne des outils trés puissants pour contourner ce
probleme.

=<y

ou la fonction sinc, R 5t — sinc(t) = , est dite sinus cardinal. Donc,

11. Cet argument n’est pas valide si f € L'(R) car la formule du théoréme 6.9.9, dans ce cas, serait valide
seulement si f et ¥ appartiennent & L'(R), mais, comme on I'a vu dans la section 6.9.2, x ¢ L'(R).
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6.10 Le théoreme d’échantillonnage de Shannon, Nyquist et
Whittaker

Le théoréeme de Shannon, Nyquist et Whittaker, I'un des plus importants de la théorie des
signaux, dit que, lorsqu’une fonction f a un spectre borné, comme précisé dans la définition
suivante, nous pouvons la reconstruire a partir d’un ensemble discret d’échantillons.

Déf. 6.10.1 On dit que la fonction f : R — C est un signal continue a bande limitée s’il
existe Q € RT tel que : )
flw)=0 Vijw| > Q.

Le concept de signal a bande limitée est de grande importance dans les applications, en fait,
méme si f n’est pas a bande limitée, les senseurs humains le sont toujours!

Par exemple, le systeme visuel humain n’est pas capable de percevoir les fréquences d’une
onde électromagnétique comme lumiere quand la fréquence d’oscillation est inférieure a 400
THz et supérieure & 800 THz, T=« Tera=10'? ». Le systéeme auditif humain peut percevoir les
sons comme ondes de variation de la pression de 'aire, quand elles ont une fréquence entre
20Hz et 20KHz, K=« Kilo=10? ».

Les signaux visuels et auditifs passés au cerveau pour étre interprétés sont, donc, deux
exemples extrémement importantes de signaux a bande limitée.

Théoréme 6.10.1 (Théoréme d’échantillonnage de Shannon-Nyquist-Whittaker '?)
Soient :

— f:R — C un signal ¢ bande limitée : I € R™ tel que f(w) =0 V|w| > Q.

— f : continue et CY(R) par morceaus.
Alors, f est completement déterminée par ses échantillons dans les points t,, = gn, n € Z, en

fait ¢ca vaut la formule suivante :

ft) = 2 f (%n) sinc(Qt — 7n) |, (6.29)

neZ

et la convergence de la série est uniforme.

Il y a plusieurs preuves du théoreme d’échantillonnage, notamment une qui utilise la
formule de sommation de Poisson (Pithiviers, 1781 — Paris, 1840), ici on propose une preuve
alternative a la méthode de Poisson que 'on peut trouver dans [4], page 118.

Preuve. On va utiliser la série et la transformée de Fourier de f . Pour cela, on doit interpréter
f comme une fonction 2Q-périodique quand on écrit sa série de Fourier et comme une fonction
& support limité en [—Q, Q] quand on calcule sa transformée de Fourier. Donc, on souligne
que pour reconstruire f on utilise une extension en copies périodiques de son spectre.

Grace aux hypotheéses, f e L*[-9Q, Q] et donc on peut développer f en série de Fourier :

fw) =Y e = Y g, (6.30)

keZ keZ
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20\ Q 20

Q

ou dans la derniere étape on a utilisé la définition d’anti-transformée de Fourier de f, i.e. f,
calculée en —Gk et on a inclut en ¢ le facteur de normalisation de la série.
Donc on peut réécrire la série de Fourier (6.30) comme ceci :

f(w):;;z\gﬁ (k) (n—kik—n),;z\g (gn) e

et cette série converge uniformément car f est continue et C' par morceaux.
On calcule f(t) via transformée de Fourier inverse de f(w) :

ﬂﬂ=\éﬁ&f@k“%w

w)e™tdw

f(w):()zww|>9 E J—Q i
1 @ m ™ —g Twn zw
:wmfgg%%z(9@6 e

1 T & i Q=
‘%xz%@ﬁj " dw,

ol, dans la derniere étape, on a pu échanger la série et I'intégrale grace au fait que la série
converge uniformément. On s’intéresse maintenant a ’intégrale :

Q wtmn & Q) —1mn (e . tQ —mn
dw = cos | w——— | dw +1 sin [ w——— | dw,
_Q —Q Q _Q Q

la deuxieme intégrale est nulle car la fonction sinus est impaire et le domaine d’intégration est
symétrique, par contre la fonction cosinus est paire et donc on obtient :

Q Q tQ—mn Q
. —rn Q-
[ et Mw:2fc%(tg;m>muzgkm&;£z)]
—-Q 0 Q 0

Qsim (Qif5mn) _onsin (192 —mn)
tQ —7n tQ—mn

(6.31)

En introduisant ce résultat dans ’expression de f(¢) en (6.31), on obtient :

f(t)zz% <%n>% Zf( )Sinc(tﬂfwn),
nes

et, comme déja souligné, la convergence de la série est uniforme. O
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6.10.1 La fréquence de Nyquist : « aliasing » et « oversampling »

Vu que la fonction sinus cardinal est toujours la méme pour chaque signal f, ce qui
caractérise univoquement f est la suite d’échantillons f (671)

On observe que la période d’échantillonnage des valeurs de f qui apparait dans la formule
du théoréme est : T' = &, donc la fréquence d’échantillonnage de la formule du théoréme, dite
fréquence de Nyquist est écrite comme vy, est vy = % = %

On veut maintenant comparer la fréquence de Nyquist avec la fréquence maximale du
signal f : on rappelle qu'on est parti de I’hypothese que f soit un signal a bande limitée
avec pulsation maximale (2, alors la fréquence maximale vy, de f est définie par la relation
Q) = 2TVmax, 1.€. Vmax = %

Si on compare la fréquence d’échantillonnage de Nyquist vy avec la fréquence maximale
Vmax du signal f on obtient : vy = 2vpyax, i.€. le théoreme d’échantillonnage vaut si et
seulement si la fréquence d’échantillonnage est (minimum) deux fois la fréquence
maximale du signal f!

Si on échantillonne avec une fréquence inférieure a celle de Nyquist, alors on obtient un
phénomene connu avec le nom de aliasing, qui correspond a des erreurs dans la reconstruction
du signal. Les erreurs sont dues au fait que, comme on I’a vu dans la preuve, on doit considérer
une extension périodique du spectre de f, la fréquence de Nyquist vy est la fréquence (minimale)
correcte pour pouvoir reconstruire f et pour éviter de « déborder » dans une période adjacente
du spectre! Une fréquence d’échantillonnage inférieure introduit des informations parasites
qui viennent des périodes spectres adjacentes a gauche et a droite.

Pour terminer, on observe que le terme général de la série du théoreme converge vers 0
comme % quand n — +00, qui est une convergence plutot lente. Pour augmenter la vitesse de
convergence, par exemple a # on peut augmenter la fréquence d’échantillonnage avec une
technique connue comme sur-échantillonnage (oversampling).

6.11 Application de la transformée de Fourier a la résolution
d’équations différentielles en dérivées ordinaires et par-
tielles

Le comportement de la transformée de Fourier en relation aux dérivées permet d’obtenir
des techniques tres efficaces pour résoudre certains types d’équations différentielles. Pour
comprendre 'idée générale, on commence avec un exemple donné par une équation différentielle
ordinaire (EDO).

6.11.1 Un exemple de EDO résolue avec la transformée de Fourier
Soient y,g: R — R, 3,9 € L'(R), y deux fois différentiable, on considére 'EDO suivante :
y'(t) —y(t) = —g(t)  VteR

Si on applique la transformée de Fourier aux deux cotés, grace a sa linéarité on peut écrire :

i.e.



l.e.
1

“Trad
Grace aux propriétés de la transformée de Fourier, on a rendu 'EDO une équation algébrique
dans le domaine fréquentiel! Si on connalit la transformée de Fourier de g, alors on a résolu
I’EDO dans 'espace de Fourier.

Néanmoins, 'EDO initiale a été formulée par rapport a la variable ¢, donc il faut revenir a
la représentation originale en appliquant la transformée de Fourier inverse aux deux cotés de
la derniere équation en utilisant la propriété (6.28) :

Q(w) (w) (Solution dans le domain fréquentiel).

1 N 1 1 v
J Yty =ylt) = | — g t) = t t) | . .32
G0 =90 = | 0| 0= = ((152) ©eo0). G2
Par calcul direct il est possible de vérifier que :
— 2 a
e~ M) = ma2 +w?’
donc, si on considere a =1 :
T 1
—eltl =
2¢ () 14+ w?’
et alors :
1 s
1) = —— = s gt ,
v(t) = 2=y [e e o)
i.e.

Si on sait calculer 'intégrale (ceci dépend de ’expression analytique de g), alors on peut
déterminer explicitement y(t), sinon on peut en tout cas approximer sa valeur.

Les étapes de la résolution de une EDO via transformée de Fourier sont donc :

1. Transformer ’EDO dans I’espace fréquentiel en appliquant la transformée de Fourier
aux deux cotés de ’équation ;

2. Résoudre 'EDO algébrique dans I'espace de Fourier;

3. Appliquer la transformée de Fourier inverse pour obtenir la solution de 'EDO dans la
représentation originale ;

4. Typiquement, la solution dans ’espace de Fourier est donné par un produit, alors la
solution dans la représentation originale est écrite avec une convolution.

Pour pouvoir utiliser cette technique, les coefficients des dérivées doivent étre constantes et les
fonctions doivent étre intégrables.
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6.11.2 Transformée de Fourier et EDPs

La technique de la transformée de Fourier est encore plus efficace quand on ’applique
aux EDP : équations différentielles en dérivées partielles. Pour fixer les idées, on considere
seulement des fonctions du type suivant : u = u (¢, z) ou u = u(t,x,y, z), ou t est la coordonné
temporelle et x ou (x,y, z) sont coordonnées spatiales 1D et 3D, respectivement. On suppose
toujours implicitement que u € L'(R?) ou u € L'(R*), respectivement, et, bien siir, que u
soit dérivable un nombre suffisant de fois pour pouvoir écrire 'EDP correspondante. Dans
des cas moins réguliers, d’autres types de solutions doivent étre cherchées, c’est aussi a cause
de ¢a que plusieurs types de convergence doivent étre considérées. Dans 'appendice C nous
discutons un apercu de ce sujet.

Pour simplifier la notation, on écrit :

ou 0 ou

%:Um, W:umxv E:uh

Les propriétés de la transformée de Fourier par rapport aux dérivées partielles sont les
suivantes :
— Si la variable d’intégration de la transformée de Fourier est x, alors

ﬂ;(taw) = iwﬂ(t,w), u/\m(t,w) = _w2ﬂ(t?w)>
~ 0 . — 2
wy(t,w) = &u(t,w), U (t,w) = ﬁu(t,w),

les deux premieres formules sont attendues, pour obtenir les autres deux il faut observer
que, comme u € L'(R?), alors on peut échanger 1'ordre de dérivation et d’intégration :

1 TP 0u (t,x) 0 1 oo , 0
) —WET gy t —WT g0 — 5 (t
o f_oo pn e T Ero J_OO u(t,x)e T 6tu( W),
et pareil pour wuy.

— Si la variable d’intégration de la transformée de Fourier est ¢, alors

U (r,w) = wi(z,w), ug(r,w) = —w%(x,w),
_ _ 02
Uy (x,w) = %u(aﬁ,w), Uge (T, w) = @u(x,w).

— Ces considération peuvent étre étendues a u(t,x,y, z).

6.11.3 Résolution de PEDP de la propagation de la chaleur avec la trans-
formée de Fourier

On considere le probléme de Cauchy pour u € C2(R?) n LY(R?) et ¢ € C*(R) n L' (R) défini
par :

ur = Uz,  Vr e (—oo,+0),Vte (0,+m), a e RT
u(0,2) = ¢ (z) Vre(—w,+0),t=0
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— u(t,z) : température d'une barre 1D & l'instant ¢ et dans le point x;
— w(t, ) : vitesse de changement de la température a U'instant ¢ et dans le point z;

— Uy (t,z) : concavité du profile de la température & 'instant ¢ et dans le point x
(la dérivée seconde est par rapport a la variable spatiale, donc ga serait incorrect
d’interpréter u,, comme une accélération) ;

— (z) : concavité initiale du profile de la température dans le point x.

Si on écrit la dérivée seconde discrete (avec un pas Ax) par rapport a x, on peut comprendre
qu’elle définit la comparaison entre la température en x a 'instant t et celle des voisins au
méme instant, en fait :

u(t,x + Ax) — 2u(t, x) + u(t,r — Ax)
(Az)?

Ugy (t, T) ~

2 u(t,z + Az) + u(t,z — Ax)
température I;T)yenne voisins

Donc, ’équation u; = a’uy, dit que :

— si u(t, x) est inférieure a la température moyenne des voisins, alors u,, > 0 et donc
ug(t, 2)(= a®uzz) > 0 et cela signifie que la température en z augmente dans le temps :
les voisins cedent un peu de leur chaleur a x pour arriver a I’équilibre thermique ;

— dans le cas contraire, u;(t, 7)(= a?uy,) < 0 et la température en = baisse dans le temps :
x céde un peu de sa chaleur aux voisins pour arriver a I’équilibre thermique.

— La constante positive a? est une caractéristique du matériel dite « coefficient de diffusion
thermique », plus o est grand, plus rapidement la barre arrive & I’équilibre thermique.

L’équation de la chaleur est utilisée dans beaucoup d’autres domaines, par exemple en
traitement d’images pour lisser les imperfections et en mathématiques financieres dans le
modele de Black-Scholes-Merton.

Pour résoudre ’équation de la chaleur, on calcule la transformée de Fourier (en intégrant
par rapport a la variable z) des deux cotés :

2 B 0 . 2 92~
u(t, ) = Qug(t,x) —  —u(t,w) = —a“wu(t,w).

ot

La condition initiale dans I’espace de Fourier devient : %(0,w) = $(w). On a donc transformé
la EDP dans une EDO :

{ut(t,x) = Qg (t, ) - {gtﬁ(t,w) = —a2W?u(t,w)
u(0,z) = p(x) u(0,w) = o(w),

en fait w est une constante par rapport a la variable ¢, donc I’équation a%ﬂ(t, w) = —a?w?i(t,w)
est ordinaire.
On rappelle que la solution du probleme de Cauchy :

{y’ = —ky
y(0) = o

274



est : y(t) = yoe ¥ et donc, dans notre cas :

u (t, w) = @(UJ) : e—a2w2t = cﬁ(w) : e—(a2t)w2 (Solution dans 'espace de Fourier).

On doit maintenant appliquer la transformée de Fourier inverse pour revenir a la solution dans
la représentation originale. Grace a 1’éq. (6.28) on obtient :

ult, ) = (@(w) . e*<a2t>w2) ()

- —5obl@) s () (n),

2 2 . < a1
a“)w” egt une Gaussienne par rapport & w, donc on peut utiliser la

mais p(z) = p(z) et e
propriété :

w? 2

5 5 1
TiZ = c\/2e 7 (W) = e 22Y

— 55 1
22

e~ (w) = —=e
c\/Q

1 2 _ 1

4c? 42t

du sens de considérer seulement la détermination positive de la racine, car la détermination

négative change du signe a la température). On peut finalement écrire :

qui dans notre cas ¢a donne : =a’t, or ¢ et alors ¢ = ﬁ (physiquement, ¢a a

(6—(a2t)w2> v (tvx) = \/§ e 1%t = 1 e 4a?t

204/t an/2t

et alors la solution de 'EDP de propagation de la chaleur est :

_ (z=y)?

1 +00
u(t,r) = —— e 4a%t dy |
(t, ) a\/ﬁfoo e(y)dy

Pour certaines expressions de ¢(z) on peut intégrer exactement et obtenir une expression
analytique pour u(t, x), plus en général, on peut seulement approximer u(t,x).
C’est intéressant d’observer que, comme ’expression standard d’une Gaussienne est :

alors ¢ = av/2t, i.e. 0% = 202t : la variance de la Gaussienne qui apparait dans la solution
de 'EDP de la propagation de la chaleur n’est pas fixe, mais augmente linéairement avec le
temps ¢.

Cela veut dire que le support de la Gaussienne devient de plus en plus large au fur et a
mesure que le temps avance, ce que est parfaitement cohérente avec le fait que, quand ¢ — +0,
la barre arrive a 1’équilibre thermique, et donc la température est uniforme partout.

Ce qu’on vient de démontrer nous permet de comprendre encore plus en profondeur la
technique classique de convolution avec une Gaussienne en traitement de signaux, qu’on a vu,
par exemple, dans I’opération de floutage d’une image numérique.

En fait, si on identifie ¢(y) avec 'intensité originale d’un pixel quelconque y dans une
image numérique, et u(t,z) avec U'intensité de I'image flouté a l'instant ¢ et dans un pixel fixé
de position x, on peut interpréter la convolution d’une image avec une Gaussienne comme une
étape du processus d’échange d’intensité entre x et ses voisins, ou cet échange suit la méme loi
de la propagation de la chaleur.
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De plus, comme la propagation de la chaleur est un processus irréversible, on ne peut pas
penser de pouvoir inverser de maniere simple ’effet de floutage obtenu par convolution avec
une Gaussienne.

Une derniere observation relative a la dimension spatiale du probléme : ’application de la
technique qu’on vient de voir nécessite que x soit variable entre et —oo et 400, pour résoudre
des problemes avec x variable dans un intervalle borné il faut utiliser d’autres techniques : la
transformée de Fourier sinus et cosinus et la transformée de Laplace.

6.12 Résumé du chapitre 6

e Les opérateurs linéaires entre espaces vectoriels normés sont continus dans un point
quelconque si et seulement s’ils sont continus partout si et seulement s’ils sont bornés.
Tous les opérateurs linéaires définis sur un espace vectoriel de dimension finie sont conti-
nus (et donc bornés), ceci n’est plus vrai, en général, l'espace de définition de 'opérateur
n’a pas une dimension finie, comme le montre ’exemple classique de 'opérateur de
dérivation défini sur 'espace vectoriel engendré par le s.0.n.c de Fourier sur L2[0, 27].

e Pour les opérateurs linéaires bornés on peut définir une norme, avec 4 définitions
équivalentes, qui rend l’ensemble B(V, W) des opérateurs linéaires bornés entre les
espaces vectoriels normés V' et W un espace vectoriel normé lui-méme. En particulier, si
V = W, alors on peut définir la composition des opérateurs définit un produit en B(V)
par rapport auquel B(V') devient une algebre associative normée avec unité (I’opérateur
identité). De plus, si W est complet, alors B(V, W) est complet, en particulier, si
V =W = H, espace de Hilbert, alors B(#) est une algebre de Banach avec unité, i.e.
une algebre normée associative, avec unité, complete et telle que ||AB|| < || Al || B

VA, B e B(H).

e Le noyau d’'un opérateur borné est toujours un sous-espace vectoriel fermé du domaine
de l'opérateur. Si le noyau est réduit au seul vecteur nul, alors 'opérateur est inversible,
mais son inverse peut ne pas étre borné. Il existe une caractérisation tres simple, et tres
utile, de l'inversibilité bornée d’un opérateur A : V' — W, non nécessairement borné :
lexistence de p > 0 telle que |Az| = plz|. Si V est un espace de Banach et cette
condition est vérifiée, alors Im(A), 'espace image de A, est fermé. Dans les applications
on pourra utiliser la fermeture de ker(A) (A continu) et de Im(A) (sous les hypotheéses
ci-dessus) pour caractériser un sous-espace fermé : il suffit de démontrer qu’il coincide
avec le noyau ou 'image d’un opérateur linéaire qui satisfait des hypotheses opportunes.

e Le dual d’un espace vectoriel quelconque V sur le corps K = R ou C est I'espace
vectoriel V* des fonctionnelles linéaires définies sur I'espace vectoriel lui-méme. Si
I’espace est normé alors il est naturel de demander la compatibilité avec la structure
topologique engendrée par la norme, i.e. que les fonctionnelles soient continues, alors
V* = B(V,K). Comme K est complet, V* est toujours complet, méme quand V ne
I’est pas. Dans le cas d’un espace de Hilbert H, le théoréeme de représentation de Riesz
nous assure que H et H* sont isomorphes grace a la transformation qui associe a
chaque = € H la fonctionnelle T, qui implémente le produit scalaire, i.e. T, (y) = (y, x)
Vy € H. Ce théoreme nous donne la possibilité de définir ’adjoint AT de tout opérateur

276



A € B(H) via la relation (A'z,y) = (x, Ay) Vx,y € H. Si A = AT on dit que A est
auto-adjoint. Deux exemples d’opérateurs auto-adjoints sont ATA et AAT.

L’adjoint d’un opérateur linéaire borné est un opérateur tres important dans la théorie
et dans les applications. Nous pouvons avoir un apergu de son importance grace au
théoreme qui donne la caractérisation d’un opérateur de projection orthogonale sur
un espace de Hilbert : A € B(H) est un projecteur orthogonale, sur Im(A), si et
seulement si A est auto-adjoint A = AT et idempotent A2 = A. Ce résultat permet,
par exemple, de démontrer que les opérateurs de multiplication sur L?(R") sont des
projecteurs orthogonaux si et seulement s’ils multiplient par la fonction indicatrice
d’un sous-ensemble mesurable de R™. Il existe une représentation géométrique tres
importante des projecteurs orthogonaux : A € B(H) est un projecteur orthogonale si

et seulement s'il existe un s.o.n (up)ney dans H tel que Ax = Y (&, up)up, YV € H.
neN
On voit que cette explicitation du projecteur est ’extension, en dimension finie, de la

réalisation des projecteurs orthogonaux en dimension finie.

L’adjoint intervient aussi dans I'analyse des opérateurs isométriques et unitaires. Un
opérateur A € B(H) est isométrique s'il préserve la norme (ou, d’une maniere équivalente,
le produit scalaire), un opérateur unitaire est un opérateur isométrique et surjectif.
Les deux catégories d’opérateurs ont une norme unitaire. Le lien entre opérateurs
isométriques et projecteurs orthogonaux est donné par le résultat suivant : si A € B(H)
est isométrique, alors AAT est un projecteur orthogonal. Si A € B(H) est isométrique,
alors Im(A) = Im(AA") et, vu que AAT est un projecteur orthogonal (car A est supposé
étre isométrique), Im(AAT) est fermée, par conséquent, I’espace image d’un opérateur
isométrique est toujours fermé. Vu que ker(A) = Im (A)*, si A est isométrique mais
non surjectif, alors Tm(A) # H, donc Im (A)* # {0%} et alors AT n’est pas inversible.
Par contre, avec le méme argument, on voit que si A est unitaire, alors A est inversible.

Comme pour les opérateurs de projection orthogonale, on peut donner une caractérisation
algébrique des opérateurs isométriques et unitaires via l'adjoint : A € B(H) est
isométrique si et seulement si ATA = idy, tandis que A € B(H) est unitaire si et
seulement si ATA = AAT = idy, dans ce dernier cas A est inversible et A=1 = AT,
de plus, on peut démontrer que A est unitaire si et seulement si AT I’est. Ce résultat
a comme conséquence qu’on peut étudier I'unitarité d’un opérateur A via celle de
son adjoint, qui, parfois, peut étre une tache plus simple. Venons-en a la réalisation
géométrique des opérateurs isométriques et unitaires : A € B(H) est isométrique si et
seulement s’il transforme des bases hilbertiennes en s.o.n, tandis que A € B(H) est
unitaire si et seulement s’il transforme des bases hilbertiennes en bases hilbertiennes.
Ceci montre une différence importante par rapport a la dimension finie.

La transformée de Fourier, f(z) — f(w) = W Sn f(z)e~““® dz est un outil uni-
versellement utilisé en mathématiques pures et appliquées. L’espace le plus naturel
pour définir cette transformation est celui de Schwarz, dans lequel la transformée de
Fourier a la formule intégrale écrite ci-dessus, et elle est un isomorphisme isométrique
par rapport & la norme héritée par L2(R"). Si on veut étendre la transformée & un
espace de fonctions moins régulieres, par exemple & L!(R™) ou L?(R™), on doit renoncer
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A quelques propriétés. Sur L!(R™) on renonce & I'inversibilité sur 1’espace entier, car
I'image est Co(R™), mais on garde la formule intégrale, sur L?(R™) on perd la formule
intégrale, remplacée par une formule limite, mais on garde le caractére isomorphe de la
transformation, en fait I'extension de la transformée de Fourier sur L?(R") définit un
opérateur unitaire F' € B(L%(R")). Une formule explicite pour cet opérateur unitaire

est permise grace a la base hilbertienne de Hermite : Ff = Y (—4)"(f, up yu,. Pour
neN
terminer, on souligne que, & une constante pres, la transformée de Fourier de la convo-

lution de deux fonctions de L!(R") est le produit ponctuel des transformées.

Nous avons terminé avec le théoreme d’échantillonnage de Shannon-Nyquist-Whittaker,
qui permet de reconstruire un signal a bande fréquentielle bornée a partir d’'un ensemble
suffissmment dense, mais fini, d’échantillons du signal et en présentant des applications
de la transformée de Fourier a la résolution d’équations différentielles, notamment, a
celle de la chaleur, en étudiant celle sur laquelle Fourier a développé sa théorie.
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Annexe A

L’espace vectoriel quotient

Le concept d’espace vectoriel quotient est essentiel en mathématique et, selon ’opinion de
I’auteur, il est parfois traité d’une maniere trop superficielle dans les livres d’algebre linéaire.
C’est pour ¢a que 'on va dédier une annexe a la définition et a l'interprétation de ’espace
vectoriel quotient.

Déf. A.0.1 Une relation d’équivalence ~ définie sur un espace vectoriel V (de dimension
quelconque) sur le corps K est dite compatible avec la structure linéaire de V' si :

v~v, w~w = o+ Bw~ar + B, Va, 5 € K.

Le cas échéant, la classe d’équivalence de 0, le vecteur nul de V', est un espace vectoriel Z (vu
qu’elle est stable par rapport aur combinaisons linéaires et contient 0) qui est dit noyau de la
relation d’équivalence.

Comme cas particulier de la définition nous pouvons considérer w = w’ =v et a =1, 8 = —1,
ce qui implique :
v~v = -V ~0 = v-0v e’

Vice-versa, siv —v' € Z,ie.v—v' ~0 < v—v ~ v —v et du fait que v ~ v/, on obtient,
grace a la compatibilité de ~ avec la structure linéaire de V : v — v’ + 0/ ~ v — v/ + 7/, i.e.
v~

En résumé : v ~ v/ <= v —v € Z, ce qui nous dit qu’une relation d’équivalence
compatible avec la structure linéaire d’un espace vectoriel est univoquement déterminée par
son noyau, qui est un sous-espace vectoriel de V. Cette observation nous permet de reverser le
processus : donné un sous-espace vectoriel quelconque W de V, si 'on définit

Vet = v—0veW Yo, v eV,

alors ~ est une relation d’équivalence en V compatible avec sa structure linéaire
et avec noyau W'!

Par symétrie, v ~pp v/ == v ~pp v = v —v e W et ca veut dire qu’il existe w € W
tel que v/ —v = w, i.e. v/ = v+ w, dong, la classe d’équivalence [v]y & laquelle v € V appartient
est le sous-ensemble de V' donné par

i

’[U]W=U+W={U+w cwe W}
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que 'on appelle une sous-variété linéaire et que ’'on interprete géométriquement comme la
translation du sous-espace W a travers du vecteur v.

Nous observons que si v € W, alors la translation de W via v, par linéarité, ne modifie pas
W. W, en tant que sous-espace vectoriel de V', contient le 0, donc, si v ¢ W alors la classe
d’équivalence v + W ne contient pas le 0 et donc elle ne peut pas étre un sous-espace vectoriel
de V.

Le lemme suivant est indispensable pour la définition d’espace vectoriel quotient et il sera
utilisé souvent dans la suite.

Lemme A.0.1 Soit V un espace vectoriel quelconque, vi,v2 € V et W un sous-espace vectoriel
de V. Alors, égalité vi + W = vo + W waut si et seulement si W1 = Wo =W et vy —vo e W.

Preuve.

[<]:s0it v1 —va =wp € W =W = Wa, alors va = v1 —wy et :
v+W={v+w:weW}, vo+W={v+w—wy : we W},

mais, évidemment, W ={w : we W} ={w—wy : we W}, donc vy + W = vy + W.

: vice-versa, soit v1 + W1 = vy + Wh, alors, par définition de sous-variété linéaire
v1 — v + Wi = vy — v + Wy = Wh, dong, si wyg = v; — v, on obtient wyg + W7 = Wa.
Comme W5 est un sous-espace vectoriel de V, il contient 0, mais alors aussi wy + W7 contient
0, i.e. —wg € W1 et alors wyg € Wy car aussi Wi est un sous-espace vectoriel. Mais alors,
opérer la translation des vecteurs de Wi avec wy, qui est un vecteur de Wi, ne change par le
sous-espace, i.e. wg + Wi = W1, mais comme wy + W1 = Ws, on arrive a Wy = Wy = W et
wy = v1 —vg € W1 = W. Ce qui termine la preuve de I'implication directe, et donc du lemme.
O
L’interprétation du lemme est la suivante : chaque sous-variété linéaire est univoque-
ment déterminée par un seul sous-espace W, dont la sous-variété est la translation.
De plus, aussi le vecteur qui opeéere la translation est univoquement déterminé, a
moins de la somme avec un vecteur de W.

Nous pouvons finalement donner la définition d’espace vectoriel quotient et prouver que la
définition est bien posée.

Déf. A.0.2 (Espace vectoriel quotient (ou facteur)) Soit V' un espace vectoriel quel-
conque et W un sous-espace vectoriel de V. L’espace vectoriel quotient V /W est 'ensemble
de toutes les sous-variétés linéaires de V qui sont des translations de W, muni des opérations
linéaires suivantes :

(v + W) + (v2+ W) = (v1 +v2) + W, Vo, vp € V
av+W)=av+W, Yv eV, Va e K.

Allons vérifier que ces opérations sont bien définies et elles font de V /W un espace vectoriel
sur K.

Le lecteur pourra vérifier que les axiomes d’espace vectoriel descendent immédiatement
des propriétés d’espace vectoriel vérifiées par V. Par contre, les deux propriétés suivantes ne
sont pas totalement triviales :
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a) sivg+ W =v] + W et vg+ W =0+ W, alors v; +vg + W = 0] + vh + W

b) si vy + W =} + W, alors avy + W = av] + W,

Yop,ve,v],v5 € V et Ya € K.
Commencons par prouver la validité de a) : le lemme A.0.1 nous garantit que v; — v] =
wy € W et que vy — v = wg € W, donc

(v1 +v2) + W = (v] +v§) + (w1 +we) + W = (v] +v5) + W.
| —
=W
Pour démontrer la validité de b) il faut observer tout simplement que, si nous écrivons
v —v] = w e W, alors a(v; —v]) = aw € W, et alors le lemme A.0.1 nous garantit que
avi + W = av] + W.

Une question naturelle que nous pouvons nous poser maintenant est : quelle est la dimension
de V/W 7 Est-elle associée a celle de V' et de W 7 Pour répondre & cette question, nous allons
analyser des résultats qui nous feront mieux comprendre la signification géométrique de I’espace
vectoriel quotient.

Commencgons avec un résultat préliminaire.

Lemme A.0.2 Soit V un espace vectoriel quelconque, W un sous-espace vectoriel de V' et
H un sous-espace de V' supplémentaire a W, i.e. tel que W n H = {0} et V = W @ H.
Alors, pour tout vecteur v € V qui opére une translation de W, il existe seulement un vecteur
hy € Hn (v+ W). Ce vecteur est celui qui intervient dans ’écriture (unique) de v dans la
somme directe suivante : v = Wy, + hy.

Preuve. Commencons a démontrer qu’il existe un vecteur h, qui appartient a H et a v+ W.
Grace a ’hypotheses V = W @ H, tout vecteur v € V peut étre écrit d’une maniere unique
comme v = wy + hy, wy, € W et hy, € H, il faut démontrer que h, € v + W.

Pour cela, considérons maintenant un vecteur v = wy + hy € V, wy € W et hy € H, qui
appartient a la méme classe d’équivalence de v, i.e. tel que v + W = v’ + W, alors, encore
grace au lemme A.0.1, v' —v e W, ie. wy + hy —wy, — hy € W, iie. wy — wy + hy — hy € W.
Mais wy — wy, € W et hy — hy € H, la seule possibilité que leur somme reste en W est que
hy —hy =0 (vu que W n H = {0}!).

Donc h, = hy et alors v + W 30" = wy + hy, i.e. wy + hy € v + W mais, encore grace au
lemme A.0.1, nous savons que la somme d’un vecteur qui appartient a v + W avec un vecteur
de W ne fait pas sortit de la classe d’équivalence v + W, donc h, € v + W. Comme h, € H et
hy, € v+ W, alors hy, € H n (v + W).

Vice-versa, si h € H n (v + W), en particulier h € v + W, i.e. h ~y v, i.e. eV et w, € W
tel que h = W, + v, i.e. v = w, + h, ou w, = —W,, c’est-a-dire, h = h,,. O

Théoreme A.0.1 SiW est un sous-espace de l’espace vectoriel V' qui admet un supplémentaire
H en 'V, alors H est isomorphe a V /W :

V/W~H  V=WoAk.
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Preuve. L’unicité du vecteur h, que I'on vient d’établir avec le lemme A.0.2 nous permet de
construire la correspondance bijective et intrinsequement linéaire qui associe a une sous-variété
linéaire arbitraire v + W de V' la composante en H d’un représentant quelconque v € v + W,
i.e.

Vv/W — H

v+ W +— hy, tel que: v =w, + hy.

est un isomorphisme linéaire. O
Observons que, donné un sous-espace vectoriel fermé W d’un espace de Hilbert H,

le théoreme de la projection orthogonale 5.4.1 nous garantit qu’il existe toujours sont
supplémentaire : le complément orthogonale W+, donc, dans ce cas :

H/W ~ W,

i.e. 'espace vectoriel quotient d’'un espace de Hilbert sur un sous-espace vectoriel fermé W est
isomorphe au complément orthogonale de W. Ce résultat nous permet aussi de déterminer la
dimension de V /W en fonction de celle de V' et de W en dimension finie. En fait, dans ce cas,
dim(V) = dim(W)+dim(H) et dim(H) = dim(V /W), alors dim(V /W) = dim(V)—dim(W).

Corollaire A.0.1 (Dimension de V/W) Soit V un espace vectoriel de dimension finie et
W un sous-espace vectoriel de V', alors :

| dim(V/W) = dim(V) — dim (W) |

Des nombreux problémes en mathématique pure et appliquées ameénent a considérer situations
ou V et W ont une dimension infinie, tandis que V /W a une dimension finie. Dans ce cas,
on appelle dim(V /W) la codimension de W en V et on écrit codim(V /W).

Une fois déterminée la dimension de V' /W et 'isomorphisme linéaire avec H, nous obtenons
d’une maniére pratiquement immédiate le corollaire suivant sur les bases de V /W en dimension
finie.

Corollaire A.0.2 (Bases de V /W) Soit V un espace vectoriel de dimension finie n et W
un sous-espace vectoriel de V', alors les sous-variétés linéaires (e; + W), < V/W sont une
base de l’espace vectoriel quotient V /W si et seulement si les représentants (e;)?_y < V' forment
une base pour un sous-espace supplémentaire de W en V.

Nous observons que, évidemment, le zéro de V /W est la sous-variété linéaire qui contient
le0deV,ie. Oy + W =W est le zéro de V + W.

Terminons l'analyse de V /W en considérant la projection naturelle de V sur V/W :

T V. — V/W
v o— w(v)=v+ W

Les propriétés de m sont décrites ci-dessous :

— m est surjective : ceci découle du fait que chaque élément de V /W est représenté par
un vecteur de V;
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— les fibres de 7, i.e. les contres-images des éléments de V /W via m, sont les éléments de
V /W interprétés comme sous-variétés de V', en fait :

7 H[wg]) ={veV : v+ W =vg+ W}

mais 1’égalité entre ensembles v + W = vg + W est vérifiée seulement pour v = vg + W,
donc :
7 ([vo]) = vo + W,

ou d’abord nous interprétons [vg] comme la classe d’équivalence qui correspond a
I’élément de V /W identifié par vy € V' et aprés comme vy + W, vu comme un sous-
ensemble de V' ;

— 7 est une application linéaire, grace a la bonne définition de V /W ;

— le noyau de 7 est W : ker(m) = W, en fait, grace au Lemme A.0.1 vg+ W = W si et
seulement si vg e W.
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Annexe B

L’opérateur transposé (ou dual)
d’un opérateur linéaire

A tout opérateur linéaire A : V. — W, ou V et W sont deux espaces vectoriels de
dimension finie, on peut associer univoquement un opérateur linéaire A? qui est dit ’opérateur
transposé ou dual de A et qui est définit comme ¢a :

At W — V*
o +— Alp=goA,

ie.:
Alp: V. — K
v — Alp(v) = p(Av),

la définition est naturelle car nous utilisons seulement A, les élément fournis par les espaces
vectoriels mémes et rien d’autre!

Si on utilise la notation canonique pour exprimer l'action d’une fonctionnelle linéaire, on
peut réécrire la forme de dualité Alp(v) = p(Av) comme

(A'p, ) = (p, Av). (B.1)

La bonne position de la définition, i.e. la linéarité de la fonctionnelle A'p est garantie
du fait que, une fois fixé ¢, la forme v — p(Av) est linéaire car composition d’applications
linéaires. Nous pouvons démontrer 'unicité de la définition comme ga : soient A! et AL deux
opérateurs transposés tels que Alp(v) = p(Av) = Abp(v), i.e. (A} — AL)p(v) = 0. Alors, si
on fixe d’'une maniere arbitraire ¢ € V* et qu’on laisse v libre de varier en V, il est évident
que I'équation (Af — A%)p(v) = 0 nous dit que (A% — AL)p est la fonctionnelle identiquement
nulle. Comme ceci vaut pour tout ¢ € V*, ce qui implique que A% — A% =0, i.e. AL = AL,

Supposons maintenant que V et W soient deux espaces de Banach de dimension finie.
Dans ce cas, la définition est encore valide si, pour chaque A € B(V, W) l'opérateur transposé
défini ci-dessus est continu, i.e. A € B(W*,V*) et si Alp est une fonctionnelle linéaire bornée
sur V toutefois que ¢ est une fonctionnelle linéaire bornée sur W.
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Allons vérifier ces propriétés :

— Al est une fonctionnelle linéaire bornée sur V' Vo € W* : la linéarité est évidente par
définition, ca reste & démontrer que A’y est borné

[A%el = sup [(Ap)v]| = = sup [e(Av)| < sup [ol]Av
Jol=1 déf de A | -1  bomé o] ~1

< sup [of|Affv] = el Al < +oo.
A borné [v]=1

— Ate B(W*,V*)

|AT| = sup [A%| = sup [pod] < sup [pl|Al=]4] < +oo.
lel=1 défde A* =1 # borné ||=1 AeB(V.W)

SiV =W =H, ouH est un espaces de Hilbert, alors I'isomorphisme de Riesz T : H — H*,
Hox— T(x) =T, ou Ty(y) = {y,z) Yy € H est associé avec 'opérateur adjoint qu’on a
défini dans la section 6.4 via I'expression

Al =T 1 AT,
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Annexe C

La convergence uniforme, forte et
faible

La volonté de donner un sens a la convergence de suites définies par ’action d’opérateurs
« sauvages », comme le sont souvent les opérateurs différentiels, amene d’une maniere naturelle
a l'introduction de formes différentes de définition de convergence par rapport a celles qu’on a
examiné jusqu’ici. Ceci peut étre fait dans les espaces de Banach, de Hilbert et dans 1’algebre
de Banach B(#).

Pour avoir un exemple concret, allons examiner la situation suivante : soit (u,)pen une
base hilbertienne quelconque d’un espace de Hilbert H. Pour tout n € N définissons 'opérateur
linéaire

A,: H — H

n
x — Apz = Y {x, Uum)Un.
m=1
Grace a la caractérisation géométrique des opérateurs de projection (cfr. théoreme 6.7.2),
on sait que A, est 'opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel de H
engendré par uy, ..., u, : Sy = span(ug, ..., Uy,).
0
Comme tout = € H peut étre écrit comme x = Y {x, up yu,, on est amené a penser que la

n=1
suite de projecteurs (Ay,)nen converge vers idy lorsque n — +0.

Néanmoins, comme S,, < S,y Vn < n/, on sait que A, — A, est le projecteur relatif &
span(Un+1, Un42, .-, Uy ) # {O}. Nous avons vu que tout projecteur orthogonale sur un
sous-espace non banal a norme unitaire, i.e. |4, — Ay|| =1 Vn < n/, donc la suite (A, )nen
n’est pas une suite de Cauchy en B(H) par rapport a la norme opératorielle et donc elle ne
peut pas étre convergente !

En revanche, si on considére la suite (A,x)nen en H, elle converge vers x pour tout x € H,
grace au fait que (uy)nen est une base hilbertienne. Ceci montre 'opportunité de définir une
forme de convergence alternative (qu’on verra étre la convergence forte dans l’algebre de
Banach B(#)) pour pouvoir donner un sens rigoureux a l'idée intuitive que la suite (Ay)nen
converge vers idy.

Des exemples similaires peuvent étre faits dans les espaces de Banach et de Hilbert, c’est
pour ¢a qu’on a décidé de diviser la présentation des formes alternatives de convergence dans
des sections séparées selon ’espace examiné.
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C.1 Convergence forte et faible dans un espace de Banach

Soit (V.|| ||) un espace de Banach. Par définition, une suite (z,)neny < V converge vers
zeVsi |z, — 0. On peut définir un autre type de convergence en V' en utilisant

n——+0o0
les fonctionnelles linéaires continues de son espace dual V*.

Déf. C.1.1 (La convergence faible dans un espace de Banach) Soit V' un espace de
Banach. La suite (zp)neny € V' converge faiblement vers x € V' si, pour tout p € V*,

p(xn) P (),
ot ict la convergence est celle des suites de scalaires en K. x est dit la limite faible de la

. s . w \ e . . .
suite (Tp)neN €t nous écrivons r, —— x, ol w est utilisé pour « weak >, qui veut dire faible
n—+0o0

en anglais.

On observe que, pour tout ¢ € V* et x € V, ||¢(z)]| < |l¢| ||z]|, donc, si ||z, — z|| — 0,
n—+0o0

alors
le(zn) — 0@ = lle(@n — )| < lloll lJ2n — x| — 0,

n——+o0

i.e. la convergence usuelle implique celle faible. Pour cette raison, la convergence usuelle dans
un espace de Banach est appelée aussi convergence forte.

Des contre-exemples montrent que 'inverse n’est pas vrai, en général. Donc, dans un espace
de Banach, la topologie définie par la convergence faible a moins d’ouverts que celle définie
par la convergence forte.

C.2 Convergence forte et faible dans un espace de Hilbert

Un espace de Hilbert H est aussi un espace de Banach, donc la définition de convergence
forte et faible qu’on a donné ci-dessus s’applique aussi a un espace de Hilbert. Néanmoins,
grace au théoréme de représentation de Riesz, on sait que 'action de toute fonctionnelle
linéaire continue sur ‘H peut étre identifiée avec un produit scalaire. C’est pour ¢a qu’on peut
donner une définition équivalente, mais plus explicite pour les calculs, de convergence faible
dans un espace de Hilbert.

Déf. C.2.1 (La convergence faible dans un espace de Hilbert) Soit H un espace de
Hilbert. La suite (zy,)neny € H converge faiblement vers x € H si, pour tout y € H,

Ys &)~ (Y, 1),

Comme pour les espaces de Banach, x est dit la limite faible de la suite (x,,)nen et on écrit
Ty — > .

n—-+0o0
On peut montrer un contre-exemple tres simple pour vérifier que la convergence faible
n’implique pas, en général, la convergence forte en un espace de Hilbert.

Soit y € H quelconque et z, = uy, ¥Yn € N, ol (up)nen est un s.o.n quelconque de H. Grace

A I'inégalité de Bessel S |y, un)|? < ||y|?, la série est convergente et donc son terme général
neN
tend vers 0.
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Comme H est complet, toute série absolument convergente est convergente, donc > (y, u, )?

neN
est convergente et alors (y, u,)> ——— 0, mais ¢a vaut si et seulement si (y, u,) ——
n— -+ n— -+

pour tout y € H.

Par conséquent, tout s.o.n (uy),eny d’un espace de Hilbert converge faiblement
vers 0.

Néanmoins, on sait que la distance entre deux éléments quelconques d’un s.o.n est /2 :
|t — wml|| = V2 ¥n,m € N, donc (uy,)nen ne vérifie pas la condition de Cauchy et alors elle
ne peut pas étre fortement convergente.

C.3 Convergence uniforme, forte et faible dans 1’algebre de

Banach B(H)

Dans l'algebre de Banach (B(H), | |), ou H est un espace de Hilbert quelconque et | | est
la norme opératorielle, on a la possibilité de définir trois convergences différentes pour une
suite d’opérateurs (A, )nen < B(H).

Déf. C.3.1 On utilisera les lettres u, s et w pour : uniform, strong et weak, i.e. uniforme,
forte et faible, en anglais. Soit (Ap)nen € B(H) une suite d’opérateurs linéaires bornés sur
Uespace de Hilbert H et soit A e B(H).

— Convergence uniforme : (la convergence usuelle, en norme opératorielle)

A, —— A = ||A, - A 0.

n—+0o0 n—+00

— Convergence forte :

A, — A = A,z

n——+0o0 n—+0o0

0 VreH.

Az — ||Apz — Azx|ly

n—+ao0

— Convergence faible :

A, —2L 5 A {y, Apx)

n—-+ao0 n—+o0

(y, Azy Vz,yeH.

Comme on ’a vu dans la motivation initiale de ce chapitre, pour toute base hilbertienne
(Um )meN, la suite

An . ,H e ,H
n
r — Apz = D (&, Up U,
m=1
ne converge pas uniformément vers idy. Néanmoins, elle converge fortement vers ’opérateur
identité, vu que, par la continuité de la norme, on a

S ([ Apz —idy ()| = | lim A — s = | n;N@, U ) — ]3¢ = 0,
vu que idy(x) ne dépend pas de n et grace a la formule de décomposition en série de Fourier
généralisée.

11 est possible de démontrer que en B(H), la convergence uniforme implique celle forte, qui
implique celle faible. L’exemple ci-dessus montre que la convergence forte n’implique pas celle
uniforme. Avec d’autres contre-exemples, on peut montrer que la convergence faible en B(H)
n’implique pas la forte.
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Lemme
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Méthodes aux éléments finis, 227
Matrice de Sylvester, 48
Mesure, 99
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de Borel, 102
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finie, 99
multi-indice, 148
Multiplicateur de Fourier, 59

Norme, 11
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opératorielle, 199
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de projection (oblique), 234
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de translation en (2(Zy), 61
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linéaire borné, 196
linéaire continu, 196
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Presque partout (p.p), 100

Produit
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Projection orthogonale en dimension finie,
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Série
absolutement convergente en norme,
109

convergente en norme, 109
de Fourier réelle en L%, 181
Signal a bande limitée, 269
Spectre
d’amplitude, 53
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Suite
bornée, 119
bornée dans un espace métrique, 119
convergente en norme, 108
de Cauchy, 118
extraite (ou sous-suite), 120
Support d’une fonction, 148
Symbole de Kronecker, 15
Systeme
orthonormé (s.o.n), 166
orthonormé complet (s.o.n.c), 171

Théoreme
d’échantillonnage, 269
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de Banach-Schauder (ou de
Papplication ouverte), 212
de caractérisation de la complétude des
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de caracterisation d’une norme
hilbertienne, 114
de Carnot, 13
de complétion d’un espace métrique
non complet, 121
de convergence dominée, 104
de convergence monotone, 104
de décomposition sur une base
orthonormale, 24
de Fischer-Riesz, 169
de l'inverse continu, 212
de la projection orthogonale dans un
espace de Hilbert, 164
de Lax-Milgram, 225
de point fixe de Banach, 126
de projection sur un convexe fermé,
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de Pythagore généralisé, 15
de représentation de Riesz, 213
de Riemann-Lebesgue, 261
de Riesz-Fisher (complétude des
espaces LP), 134
Topologie
métrique, 108
séparée, 108
Transformée
de Fourier discrete (DFT), 43
de Fourier discrete inverse (IDFT), 44
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de Borel, 99
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Vecteur résidu, 20
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