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gnaux et des images 32
2.1 L’espace `2pZN q et sa base canonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.1.1 La base orthogonale des exponentiels complexes de `2pZN q . . . . . . . 35
2.2 La base orthonormale de Fourier de `2pZN q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.3 La base orthogonale de Fourier de `2pZN q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.4 Les coefficients de Fourier et la transformée de Fourier discrète (DFT) . . . . . 42
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4.5 Résumé du chapitre 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
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6.4.1 Le produit scalaire induit sur le dual d’un espace de Hilbert . . . . . . . 217

3
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Préambule

Le but de ce cours est d’introduire les concepts les plus importants de la théorie des espaces
de Hilbert et des opérateurs définis sur ces espaces.

La raison pour laquelle on dédie un cours entier aux espaces de Hilbert est simple à
comprendre : parmi les espaces vectoriels de dimension infinie, les espaces de Hilbert constituent
l’objet mathématique le plus proche des espaces Euclidiens de dimension finie, i.e. Rn ou Cn,
où on développe l’analyse et l’algèbre linéaire classiques.

Lorsque l’on passe en dimension infinie, des subtilités de nature topologique imposent de
rajouter des conditions (qui en dimension finie sont toujours vérifiées) pour pouvoir assurer la
validité des résultats que l’on connâıt dans les espaces Euclidiens. Pour les espaces de Hilbert,
une de ces conditions topologiques est la complétude, i.e. le fait que toute suite de Cauchy
soit convergente dans l’espace où elle est définie.

Cette considération montre que la théorie des espaces de Hilbert peut être pensée
comme un mélange très élégant d’algèbre, analyse et topologie : ceci est l’héritage de grands
mathématiciens du début du vingtième siècle, entre autres Riesz, Banach et, évidemment,
Hilbert, qui ont mis en lumière l’exigence de ce mélange pour étendre les résultats classiques
de l’algèbre et de l’analyse à la dimension infinie.

Une transformation linéaire particulièrement importante sera le fil rouge de ce cours : la
transformée de Fourier. On examinera d’abord ses propriétés en dimension finie, avec ce que
l’on appelle transformée de Fourier discrète, et on passera après à l’extension en dimension
infinie, en considérant différents domaines pour cette transformation.

Bien assimiler les concepts introduits dans ce cours est essentiel pour l’évolution de la
carrière d’un mathématicien dans toute direction, soit elle théorique ou appliquée, et permet
de faire connaissance avec des techniques et des outils mathématiques développés dans une
période particulièrement fertile et créative de l’histoire de la science. Ces techniques et ces
outils restent toujours actuelles dans la recherche mathématique pure et appliquée.

L’auteur.
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Chapitre 1

Les espaces vectoriels avec produit
scalaire (ou pre-Hilbertiens)

Dans ce chapitre on va se concentrer sur les espaces vectoriels avec un produit scalaire, en
particulier ceux de dimension finie.

1.1 Le produit scalaire réel et complexe

On commence par rappeler que, dans les espace Euclidiens réels R2 et R3, le produit
scalaire entre deux vecteurs v, w est défini comme le nombre réel

v ‚ w “ xv, wy “ }v}}w} cospϑq,

où ϑ est l’angle le plus petit entre v et w et } } représente la norme (ou le module, en R2 et
R3) des vecteurs.

On rappelle aussi que, à travers du produit scalaire, on peut définir la projection orthogonale
du vecteur v dans la direction définie par le vecteur w. Il faut distinguer entre :

— la projection scalaire de v en direction w : }v} cospθq “ xv,wy
}w} ;

— la projection vectorielle de v en direction w : }v} cospθq w
}w} “

xv,wy
}w}2

w,

où w
}w} est le vecteur unitaire en direction de w. Le rôle de v et w peut, bien sûr, être échangé.

La valeur absolue de la projection scalaire mesure la ! similarité " entre la direction de deux
vecteurs. Pour comprendre ce concept, allons considérer deux positions relatives remarquables
entre v et w :

— si v et w ont la même direction, alors l’angle ϑ entre eux est nul ou ça vaut π, et donc
cospϑq “ ˘1, i.e. la valeur absolue de la projection scalaire de v en direction w est
maximale et ça vaut }v} ;

— au contraire, si v et w sont perpendiculaires, alors ϑ “ π
2 ou ϑ “ 3

2π et donc cospϑq “ 0,
ce qui montre que la projection scalaire de v en direction w est nulle.

Lorsque v a une position relative a w intermédiaire entre les deux ci-avant, la valeur absolue de
la projection scalaire de v en direction de w bascule entre la norme de v et 0, ce qui explique
pourquoi sa valeur est considérée comme une mesure de similarité entre direction de vecteurs.
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Dans le cours, on considérera des espaces vectoriels bien plus compliqués que R2 et R3 et
la mesure de similarité entre vecteurs donnée par la projection nous donnera des informations
encore plus importantes de la cohérence entre directions.

Avant d’arriver à obtenir ces informations, la première chose que nous devons faire est de
passer des espaces Euclidiens R2 et R3 à des espaces vectoriels abstraits. La définition générale
de produit scalaire et de projection orthogonale dans ces espaces peut être pensée comme une
extension des définitions précédentes pour des espaces où notre capacité de représentation des
vecteurs devient impossible.

Les propriétés géométriques (dont l’intuition et, surtout, la visualisation, est possible
seulement en dimension 2 ou 3) seront remplacées par un ensemble de propriétés algébriques
qui ont l’avantage de pouvoir être utilisées en dimension quelconque sans difficulté.

Ces propriétés algébriques doivent, bien sûr, être celles nécessaires et suffisantes pour
caractériser le produit scalaire entre vecteurs du plan ou de l’espace réel. Cette forme de
généraliser des concepts ! intuitifs " en dimension 2 et 3 est classique dans les mathématiques.

Dans ce chapitre, le symbole V sera utilisé pour décrire un espace vectoriel défini sur le
corps K, où K sera soit R, soit C, et de dimension finie n ă `8. Le corps K contient les
scalaires avec lesquels on construit les combinaisons linéaires entre vecteurs de V . On rappelle
que deux espaces vectoriel de dimension finie sont isomorphes si et seulement s’ils ont la même
dimension. De plus, si on fixe une base B “ pb1, . . . , bnq de V , alors on peut construire un
isomorphisme entre V et Kn comme ça :

I : V ÝÑ Kn

v “ rvsB “
n
ř

i“1
vibi ÞÝÑ

¨

˚

˝

v1
...
vn

˛

‹

‚

,

i.e. I associe à chaque v P V le vecteur de Kn donné par les composantes scalaires de v par
rapport à la bases fixée B. Comme I est un isomorphisme, il suit que Kn est le prototype
de tous les espaces vectoriels de dimension n sur le corps K.

Déf. 1.1.1 (K-forme) Soit V un espace vectoriel défini sur un corps K.
Une K-forme sur V est une application définie sur V ˆ V à valeurs en K, i.e.

φ : V ˆ V ÝÑ K
pv, wq ÞÝÑ φpv, wq.

Déf. 1.1.2 Soit V un espace vectoriel réel. On dit que le couple pV, x, yq est un espace
vectoriel réel avec produit scalaire (ou un espace pré-Hilbertien réel) si x, y est une
forme :

1. bilinéaire, i.e. 1 linéaire relativement à chaque argument (l’autre étant fixé) :

xv1 ` v2, w1 ` w2y “ xv1, w1y ` xv1, w2y ` xv2, w1y ` xv2, w2y, @ v1, v2, w1, w2 P V

et
xαv, βwy “ αxv, βwy “ βxαv,wy “ αβxv, wy, @α, β P R, v, w P V ;

1. i.e. est l’abréviation de ! id est ", l’expression latine équivalente à ! c’est-à-dire ". Cette écriture est très
utilisée dans les livres de mathématiques.
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2. symétrique : xv, wy “ xw, vy, @v, w P V ;

3. définie : xv, vy “ 0 ðñ v “ 0V , le vecteur nul de l’espace vectoriel V ;

4. positive : xv, vy ą 0 @v P V , v ‰ 0V .

Certains auteurs utilisent la définition strictement positive pour une forme définie positive.

Avec un moment de réflexion, nous pouvons comprendre que, pour une forme réelle sur
V , demander la symétrie et la bilinéarité équivaut à demander la symétrie et la linéarité à
gauche, i.e. :

xv1 ` v2, wy “ xv1, wy ` xv2, wy, xαv,wy “ αxv, wy, @v, w P V, @α P R.

L’exemple le plus simple et important de produit scalaire réel est le produit scalaire
Euclidien réel, qui est défini ainsi : soient v “ pv1, v2, . . . , vnq, w “ pw1, w2, . . . , wnq deux
vecteurs de Rn écrits avec leurs composantes par rapport à une base pbiq

n
i“1 de Rn quelconque

mais fixée, alors le produit scalaire Euclidien réel entre v et w est :

xv, wy ”
n
ÿ

i“1

viwi “ vt ¨ w “ v ¨ wt,

où, dans les deux dernières équations, on a écrit avec vt et wt les vecteurs transposés de v et
w, et donc on revient à un produit matriciel entre un vecteur ligne (à interpréter comme une
matrice 1ˆ n) et un vecteur colonne (à interpréter comme une matrice nˆ 1).

L’extension de ces définitions à des espaces vectoriels complexes n’est pas triviale. On
commence par observer que, si V est un espace vectoriel complexe, alors il ne peut pas exister
une transformation bilinéaire et définie positive su V ˆV . En fait, dans ce cas, on aurait, pour
tout vecteur v P V ,

xiv, ivy “ i2xv, vy “ ´xv, vy ď 0 car xv, vy ě 0 par positivité.

On verra que, pour définir une norme (et, ainsi, une distance, et donc une topologie) à partir
d’un produit scalaire complexe, la propriété de positivité est indispensable. Donc, si on veut une
structure algébrique de produit scalaire complexe compatible avec une structure topologique,
il faut renoncer à la bilinéarité.

Afin de chercher une alternative à la bilinéarité, rappelons que, si V et W sont deux
espaces vectoriels sur le même corps K et τ, σ : KÑ K est un automorphisme de K, i.e. une
application bijective de K en K, alors une forme φ : V ˆW Ñ K est dite pτ, σq-linéaire si φ
est additive et si φpαv, βwq “ τpαqσpβqφpv, wq.

R a seulement un automorphisme, l’identité idR et l’idR-linéarité par rapport aux deux
arguments de φ est la bilinéarité usuelle. Par contre, C a une infinité d’automorphismes,
néanmoins, si on demande des conditions minimales de régularité sur ces automorphismes, par
exemple la continuité ou simplement la mesurabilité, ça restent que deux automorphismes de
C : l’identité idC et la conjugaison complexe τpzq “ z. L’ idC-linéarité dans les deux arguments
de φ est la bilinéarité usuelle, tandis que la τ -linéarité par rapport aux deux arguments de
φ est dite antilinéarité 2, i.e. φpαv, βwq “ ᾱβ̄φpv, wq, ou, si on utilise la notation du produit
scalaire :

xαv, βwy “ ᾱβ̄xv, wy.

2. Les symboles z˚ et z̄ représentent la conjugaison complexe, i.e. si z P C, z “ a ` ib, a, b P R, alors
z˚ “ z̄ “ a´ ib. On rappelle que

řn
k“1 zk “

řn
k“1 zk,

śn
k“1 zk “

śn
k“1 zk, |z|2 “ zz̄ et z “ z̄ si et seulement si

z P R.
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Il est clair que l’antilinéarité a le même problème d’incompatibilité avec la définie positivité de
la bilinéarité, en fait xiv, ivy “ p´iqp´iqxv, vy “ i2xv, vy “ ´xv, vy2 ď 0.

La dernière option qui reste est dite sesquilinéarité 3, i.e. le mélange des deux automor-
phismes de C :

$

’

&

’

%

φpαv, βwq “ idCpαqτpβqφpv, wq “ αβ̄φpv, wq

ou

φpαv, βwq “ τpαqidCpβqφpv, wq “ ᾱβφpv, wq.

Les deux choix sont compatibles avec la définie positivité, par conséquent, la sesquilinéaire
est la seule alternative (régulière) à la bilinéarité pour une forme sur deux espaces vectoriels
complexes compatible avec la définie positivité.

Le choix de la variable linéaire et antilinéaire est totalement arbitraire. L’antilinéarité à
droite est la convention utilisée parmi les mathématiciens, tandis que l’antilinéarité à gauche
est la convention typiquement adoptée parmi les physiciens.

Pour uniformiser la notation, on considèrera dorénavant toujours la convention utilisée par
les mathématiciens, i.e., si on utilise la notation du produit scalaire : xαv, βwy “ αβ̄xv, wy.

Maintenant il est important d’observer que la sesquilinéarité n’est pas compatible avec
la symétrie, en fait, si les deux propriétés sont vérifiées, alors xv, αwy “ ᾱxv, wy, mais aussi
xv, αwy “ xαw, vy “ αxw, vy “ αxv, wy. Donc xv, αwy “ ᾱxv, wy “ αxv, wy et cela peut être
vrai si et seulement si α P R.

Par conséquent, x, y ne peut pas être simultanément sesquilinéaire et symétrique si on veut
travailler avec des vecteurs qui appartiennent à un espace vectoriel complexe.

L’exemple qu’on vient d’examiner montre que, au lieu de la symétrie, on doit demander la
propriété suivante pour toute couple de vecteurs v, w : xv, wy “ xw, vy, i.e. que l’échange de
l’ordre des vecteurs dans x, y soit équivalent à la conjugaison complexe. Une transformation
qui a cette propriété est dite hermitienne 4.

Ces observations justifient complètement la définition suivante.

Déf. 1.1.3 Soit V un espace vectoriel complexe. On dit que le couple pV, x, yq est un espace
vectoriel complexe avec produit scalaire (ou un espace pré-Hilbertien complexe) si
x, y est une forme complexe :

1. sesquilinéaire :

xv1 ` v2, w1 ` w2y “ xv1, w1y ` xv1, w2y ` xv2, w1y ` xv2, w2y

@ v1, v2, w1, w2 P V , et

Anti-linéarité à droite
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

Linéarité à gauche
xαv, βwy “ αxv, βwy “ β̄xαv,wy “ αβ̄xv, wy

@ α, β P C, @ v, w P V ;

2. hermitienne : xv, wy “ xw, vy, @v, w P V ;

3. définie : xv, vy “ 0 ðñ v “ 0V , le vecteur nul de l’espace vectoriel V ;

4. positive : xv, vy ą 0 @v P V , v ‰ 0V .

3. Sesqui vient du latin semisque, qui veut dire une fois et demi, on utilise cette nomenclature pour souligner
qu’on n’a pas deux fois la linéarité, mais une fois ! et demi ", dû à la présence de la conjugaison complexe.

4. Charles Hermite, mathématicien français, 1822 Dieuze - 1901 Paris.
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Comme dans le cas du produit scalaire réel, pour une forme complexe sur V , demander la
symétrie et la sesquilinéairité équivaut à demander la propriété hermitienne et la linéarité à
gauche, en fait, si ces propriétés sont valides, alors :

xv, αwy “ xαw, vy “ αxw, vy “ ᾱxw, vy “ ᾱxv, wy “ ᾱxv, wy, @α P C.

Si on considère la somme de n vecteurs au lieu de deux, la sesquilinéarité est représentée par
les formules suivantes :

x

n
ÿ

i“1

αivi , wy “
n
ÿ

i“1

αixvi, wy ; (1.1)

xv ,
n
ÿ

i“1

αiwiy “
n
ÿ

i“1

αixv, wiy . (1.2)

En Cn, le produit scalaire Euclidien complexe est défini ainsi :

xv, wy ”
n
ÿ

i“1

viwi “ v ¨ pwqt “ vt ¨ w,

où v “ pv1, v2, . . . , vnq, w “ pw1, w2, . . . , wnq P Cn sont écrits avec leurs composantes par
rapport à une base pbiq

n
i“1 quelconque mais fixée de Cn.

Dorénavant, le symbole K sera utilisé pour représenter soit R soit C quand on veut discuter
des propriétés valides indépendamment de la réalité ou complexité du produit scalaire.

Théorème 1.1.1 Soit pV, x , yq un espace vectoriel avec produit scalaire. Alors :

1. xv, 0V y “ 0 @v P V ;

2. Si xu,wy “ xv, wy @w P V , nécessairement u et v cöıncident.

3. xv, wy “ 0 @v P V ðñ w “ 0V , i.e. le seul vecteur orthogonal à tous les autres
vecteurs est le vecteur nul.

Preuve.
1. xv, 0V y “ xv, 0V `0V y “ xv, 0V y`xv, 0V y par linéarité, i.e. xv, 0V y´xv, 0V y “ 0 “ xv, 0V y.

2. xu,wy “ xv, wy @w P V implique, par linéarité, que xu´ v, wy “ 0 @w P V et donc, en
particulier, si on considère w “ u´ v, on obtient xu´ v, u´ vy “ 0, ce qui implique, par la
définie positivité du produit scalaire, que u´ v “ 0V , i.e. u “ v.

3. Si w “ 0V , alors xv, wy “ 0 @v P V grâce à 1. Inversement, par hypothèse ça vaut que
xv, wy “ 0 “ xv, 0V y @v P V , mais alors la propriété 2. implique que w “ 0V . 2

Terminons avec une propriété typique du produit scalaire complexe, qui descend directement
d’une propriété des nombre complexes.

Théorème 1.1.2 Soit pV, x , yq un espace vectoriel avec produit scalaire complexe. Alors :

=pxv, wyq “ <pxv, iwyq @v, w P V.

Preuve. Considérons un nombre complexe quelconque z “ a ` ib, alors ´iz “ b ´ ia, donc
b “ =pzq “ <p´izq. Si, maintenant, z “ xv, wy, alors =pxv, wyq “ <p´ixv, wyq “ <pxv, iwyq
par sesquilinéarité. 2
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1.2 La norme associée à un produit scalaire (hilbertienne) et
les espaces vectoriels normés

Si pV, x, yq est un espace vectoriel avec produit scalaire sur K, alors on peut définir une norme
sur V comme ça :

} } : V Ñ R`0 “ r0,`8q
v Ñ }v} “

a

xv, vy.

On note que }v} est bien définie car xv, vy ě 0 @v P V . Une fois qu’on a une norme, on peut
toujours définir une distance entre deux vecteurs v, w de V : dpv, wq “ }v ´ w}.

On appelle un vecteur v P V tel que }v} “ 1 un vecteur unitaire. Chaque vecteur v P V peut
être normalisé pour devenir un vecteur unitaire simplement via la division par sa norme.
Exemples remarquables :

pRn, x, yq : }v} “

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

v2
i ;

pCn, x, yq : }v} “

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

vivi “

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

|vi|2.

On résume dans la liste ci-dessous trois propriétés de la norme qui devraient déjà être
connues. @v, w P V , @α P K ça vaut :

1. }v} ě 0, }v} “ 0 ðñ v “ 0V

2. }αv} “ |α|}v} (Homogénéité)

3. }v ` w} ď }v} ` }w} (Inégalité Triangulaire).

Déf. 1.2.1 (Espace vectoriel normé) On appelle espace vectoriel normé le couple pV, } }q
donné par un espace vectoriel V et une fonction, dite norme } } : V Ñ R`0 , qui satisfait les
trois propriétés ci-dessus.

La norme } } est une norme hilbertienne s’il existe un produit scalaire x , y sur V tel que
}v} “

a

xv, vy @v P V .

Un espace vectoriel avec produit scalaire est donc, canoniquement, un espace vectoriel normé.
Des contre-exemples montrent que le vice-versa n’est pas vrai en général.

On observe que, par définition, xv, vy “ ‖v‖ ‖v‖, mais, en général, le module du produit
scalaire est dominé par le produit des normes. Cela est assuré par la célèbre inégalité suivante.

Théorème 1.2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour tout v, w P pV, x , yq ça vaut :

| xv, wy | ď }v}}w} .

Preuve. Il y a des dizaines de preuves de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Nous allons détailler
ci-dessous l’une des plus élégantes et, après, la plus simple qui existe.

Première preuve :
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Si w “ 0V , alors l’inégalité est trivialement vérifiée avec 0 “ 0. Si w ‰ 0V , alors on peut
définir z “ v– xv,wy

}w}2
w, i.e. v “ xv,wy

}w}2
w ` z, et observer que

xz, wy “ xv–
xv, wy

}w}2
w,wy “ xv, wy ´

xv, wy

��
�}w}2
���

�xw,wy “ 0.

Donc,

}v}2 “ xv, vy “

B

xv, wy

}w}2
w ` z,

xv, wy

}w}2
w ` z

F

“
xv, wy

}w}2

B

w,
xv, wy

}w}2
w ` z

F

`

B

z,
xv, wy

}w}2
w ` z

F

“
xv, wy

}w}2
xv, wy

�
��}w}2
���

�xw,wy `
xv, wy

}w}2
xw, zy `

xv, wy

}w}2
xz, wy ` xz, zy

“
|xv, wy|2

}w}2
` }z}2,

car les deux termes intermédiaires dans l’avant dernière étape sont nuls vu que xz, wy “
xw, zy “ 0.

Comme }z}2 ě 0, on a que

}v}2 “
|xv, wy|2

}w}2
` }z}2 ě

|xv, wy|2

}w}2
,

i.e. |xv, wy|2 ď }v}2}w}2, et alors |xv, wy| ď }v}}w}.

Deuxième preuve (1 ligne !) : @t P R ça vaut

0 ď }tv´w}2 “ xtv´w, tv´wy “ t2}v}2´2txv, wy`}w}2 ðñ ∆ “ 4xv, wy2´4}v}2}w}2 ď 0.

2

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de généraliser aux espaces vectoriels abstraits le
concept d’angle entre deux vecteurs, en fait elle implique qu’il existe un coefficient k entre
´1 et `1 tel que xv, wy “ }v}}w}k, mais alors, vu que la restriction du cos à r0, πs réalise une
bijection avec r´1, 1s, cela veut dire qu’il existe un seul ϑ P r0, πs tel que xv, wy “ }v}}w} cosϑ.
ϑ P r0, πs est dit l’angle entre les deux vecteurs.

Une autre propriété très importante de la norme est la suivante.

Théorème 1.2.2 Soit pV, } }q un espace vectoriel normé quelconque et v, w P V , alors :

|}v} ´ }w}| ď }v ´ w} . (1.3)

Preuve. D’un côté :

}v} “ }v ´ w ` w} “ }pv ´ wq ` w} ď }v ´ w} ` }w},
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par l’inégalité triangulaire, et alors }v} ´ }w} ď }v ´ w}. De l’autre côté :

}w} “ }w ´ v ` v} “ }pw ´ vq ` v} ď }w ´ v} ` }w},

et alors }w} ´ }v} ď }v ´ w}, i.e. }v} ´ }w} ě ´}v ´ w}.
Donc, ´}v ´ w} ď }v} ´ }w} ď }v ´ w}, i.e. |}v} ´ }w}| ď }v ´ w}. 2

Allons maintenant présenter une formule très utile.

Théorème 1.2.3 (Théorème de Carnot) Soient v, w P pV, x , yq, alors :

‖v ˘ w‖2
“ ‖v‖2

` ‖w‖2
˘ 2xv, wy, pK “ Rq , (1.4)

et

‖v ˘ w‖2
“ ‖v‖2

` ‖w‖2
˘ xv, wy ˘ xw, vy, pK “ Cq . (1.5)

Preuve. Calcul direct :

‖v ˘ w‖2
“ xv˘w, v˘wy “ xv, vy˘ xv, wy˘ xw, vy` xw,wy “ ‖v‖2

` ‖w‖2
˘xv, wy˘ xw, vy.

2

Si K “ C, comme xw, vy “ xv, wy, et comme, si z “ a ` ib “ <pzq ` i=pzq, alors
z ` z̄ “ 2a “ 2<pzq, on peut réécrire (1.5) comme ça :

‖v ˘ w‖2
“ ‖v‖2

` ‖w‖2
˘ 2<pxv, wyq . (1.6)

Les formules qu’on a examiné dans cette section ont des conséquences immédiates, qu’on
va mettre en avant dans la sous-section suivante à cause de leur importance.

1.2.1 La formule du parallélogramme et de polarisation

En R2 c’est bien connue la formule du parallélogramme représentée dans la figure 1.1. On
peut généraliser cette formule dans un espace vectoriel avec produit scalaire quelconque.

Théorème 1.2.4 (Formule du parallélogramme) Soit pV, x, yq un espace vectoriel sur K
avec produit scalaire. Alors, @v, w P V :

‖v ` w‖2
` ‖v ´ w‖2

“ 2p‖v‖2
` ‖w‖2

q.

Preuve. Conséquence directe de la formule 1.4 ou (1.5) en considérant ‖v ` w‖2 et après
‖v ´ w‖2. 2

Nous avons vu qu’un produit scalaire induit une norme. L’importante formule de polarisa-
tion permet d’! inverser " les rôles pour écrire le produit scalaire à travers de la norme.
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Figure 1.1 – La formule du parallélogramme en R2 : la somme des carrés des normes des
diagonales indiquées est égale à deux fois la somme des normes de v et w.

Théorème 1.2.5 (Formule de polarisation) Soit pV, x, yq un espace vectoriel sur K avec
produit scalaire. Alors, @v, w P V :

xv, wy “
1

4

´

‖v ` w‖2
´ ‖v ´ w‖2

¯

, pK “ Rq

et

xv, wy “
1

4

”

‖v ` w‖2
´ ‖v ´ w‖2

` i
´

‖v ` iw‖2
´ ‖v ´ iw‖2

¯ı

, pK “ Cq.

Preuve. La formule est une conséquence directe de la formule (1.4) dans le cas réel. Pour le cas
complexe il faut remplacer w par iw dans la formule (1.5), par sesquilinéairité on obtient :

‖v ˘ iw‖2
“ ‖v‖2

` ‖w‖2
¯ ixv, wy ˘ ixw, vy.

Par calcul direct, on vérifie que ‖v ` w‖2
´ ‖v ´ w‖2

` i ‖v ` iw‖2
´ i ‖v ´ iw‖2

“ 4xv, wy. 2

Observation : la formule (1.4) et la preuve de la formule de polarisation utilisent seulement
la bilinéarité ou la sesquilinéarité de la forme x , y, la symétrie et la définie positivité
n’interviennent nulle part. Cette observation sera utilisée dans la section 6.5.

Il est surprenant qu’une formule si simple comme celle du parallélogramme permet de
donner une condition nécessaire et suffisante pour garantir qu’une norme sur un espace vectoriel
est induite par un produit scalaire, i.e. elle est une norme hilbertienne. Nous formaliserons ça
dans le chapitre 4.

1.3 Familles orthogonales et orthonormales dans des espaces
vectoriels avec produit scalaire

La définition ! géométrique " de produit scalaire en R2 et R3 montre qu’il est nul si et
seulement si ϑ, l’angle entre les vecteur, est π{2, car dans ce deux cas cospθq “ 0.
Dans les espaces vectoriels plus compliqués (par exemple les espaces de polynômes) ou même
dans les espaces vectoriels Euclidiens de dimension supérieure à 3, on ne peut plus visualiser les
vecteurs et donc on doit axiomatiser leur orthogonalité à travers de la nullité de leur produit
scalaire.
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Déf. 1.3.1 Soit pV, x, yq un espace vectoriel avec produit scalaire réel ou complexe de dimension
finie n. Soit F “ tv1, ¨ ¨ ¨ , vnu une famille de vecteurs de V , alors :

— F est une famille orthogonale de vecteurs si chaque couple de vecteurs différents a
pour produit scalaire 0 : xvi, vjy “ 0 ;

— F est une famille orthonormale si elle est orthogonale et, en plus }vi} “ 1 @i. Donc,
si tviu

n
i“1 est une famille orthogonale, tui “ }vi}

´1viu
n
i“1 est une famille orthonormale.

Une famille orthonormale (vecteurs unitaires et orthogonaux entre eux) peut être caractérisé
comme ça :

xvi, vjy “ δi,j “

#

1 si i “ j

0 si i ‰ j
Famille orthonormale

δi,j est dit symbole de Kronecker 5.

1.4 Le théorème de Pythagore généralisé

On peut déterminer une généralisation très utile du théorème de Pythagore dans les espaces
vectoriels abstraits avec produit scalaire. Pour arriver à la formulation générale, on nécessite
une lemme.

Lemme 1.4.1 Soit pV, x, yq un espace vectoriel avec produit scalaire réel ou complexe. Soit
u P V orthogonal à tous les vecteurs v1, . . . , vn P V . Alors u est orthogonal aussi à tous les
vecteurs de V obtenus comme combinaison linéaire de v1, . . . , vn.

Preuve. Soit w “
n
ř

i“1
αivi, αi P K @i “ 1, . . . , n, une combinaison linéaire quelconque des

vecteurs v1, . . . , vn. Par calcul direct :

xu,wy “ xu,
n
ÿ

i“1

αiviy “
(sesquilinéarité)

n
ÿ

i“1

αixu, viy “
uKvi

n
ÿ

i“1

αi0 “ 0.

2

Théorème 1.4.1 (Théorème de Pythagore généralisé) Soit pV, x, yq un espace vectoriel
sur K avec produit scalaire. Soient u, v P V orthogonaux entre eux, alors :

‖u` v‖2
“ ‖u‖2

` ‖v‖2 .

Plus en général, si les vecteurs v1, . . . , vn P V sont orthogonaux, alors :∥∥∥∥∥ n
ÿ

i“1

vi

∥∥∥∥∥
2

“

n
ÿ

i“1

‖vi‖2
ðñ ‖v1 ` . . .` vn‖2

“ ‖v1‖2
` . . .` ‖vn‖2 .

5. Leopold Kronecker (Liegnitz 1823 – Berlin 1891).
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Preuve. Par le théorème de Carnot et par orthogonalité, on a :

}u` v}2 “ xu, uy `��
��* 0

xu, vy `��
��* 0

xv, uy ` xv, vy
“ }u}2 ` }v}2.

La preuve dans le cas de n vecteurs est obtenue par récurrence :
— Le cas n “ 2 vient d’être démontré

— On suppose que

∥∥∥∥n´1
ř

i“1
vi

∥∥∥∥2

“
n´1
ř

i“1
‖vi‖2 (hypothèse de récurrence)

— On écrit maintenant u “ vn et z “
n´1
ř

i“1
vi, alors u K z grâce au Lemme 1.4.1, donc,

grâce au cas n “ 2 : ‖u` z‖2
“ }u}2 ` }z}2, mais

u` z “ vn `
n´1
ÿ

i“1

vi “
n
ÿ

i“1

vi,

donc

‖u` z‖2
“

∥∥∥∥∥ n
ÿ

i“1

vi

∥∥∥∥∥
2

,

et

}u}2 ` }z}2 “ }vn}
2 `

∥∥∥∥∥n´1
ÿ

i“1

vi

∥∥∥∥∥
2

“
(Hypothèse de récurrence)

}vn}
2 `

n´1
ÿ

i“1

‖vi‖2
“

n
ÿ

i“1

‖vi‖2 ,

d’ici la thèse.
2

On remarque que la thèse du théorème de Pythagore est une double implication si V est
réel, tandis que si V est complexe, alors elle est une implication simple. En fait, grâce à
la formule (1.6) ça vaut }u ` v}2 “ }u}2 ` }v}2 si et seulement si <pxu, vyq “ 0, ce qui est
équivalent à l’orthogonalité seulement si V est réel.

Le résultat suivant donne une information sur la distance entre deux vecteurs quelconques
d’une famille orthonormale.

Théorème 1.4.2 Soit pV, x, yq un espace vectoriel sur K avec produit scalaire et soit F une
famille orthonormale en V . Alors la distance entre deux éléments quelconques de F est
constante et ça vaut

?
2.

Preuve. Par le théorème de Pythagore : }u`p´vq}2 “ }u}2`}v}2 “ 2, grâce au fait que u K v. 2

1.5 Orthogonalité et indépendance linéaire

La condition d’orthogonalité est plus forte que l’indépendance linéaire : en fait, toute
famille orthogonale est libre.
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Théorème 1.5.1 Soit F une famille orthogonale de pV, x, yq, F “ tv1, ¨ ¨ ¨ , vnu, vi ‰ 0 @i,
alors F est libre.

Preuve. On doit démontrer l’indépendance linéaire des vi, i.e. :
n
ř

i“1
aivi “ 0 ñ ai “ 0 @i. Pour

le prouver, on va calculer le produit scalaire entre la combinaison linéaire
n
ř

i“1
aivi et un vecteur

quelconque vj avec j P t1, ¨ ¨ ¨ , nu :

x

n
ÿ

i“1

aivi, vjy “
p1.1q

n
ÿ

i“1

aixvi, vjy “
pxvi,vjy‰0 ô i“jq

ajxvj , vjy “ aj}vj}
2.

Par hypothèse, aucun vecteur de F est nul, donc, l’hypothèse que
n
ř

i“1
aivi “ 0 implique que :

x0, vjy
loomoon

= aj }vj}
2

loomoon

ñ aj “ 0.

q /
0 0

Comme cela vaut pour tout j P t1, . . . , nu, la famille orthogonale F est libre. 2

Grâce à la théorie générale des espaces vectoriels en dimension finie, on peut dériver un
corollaire immédiat du théorème précédent.

Corollaire 1.5.1 Une famille orthogonale de n vecteurs non nuls dans un espace pV, x, yq de
dimension n est une base de V .

Déf. 1.5.1 On appelle une famille de n vecteurs orthogonaux non nuls d’un espace vectoriel
pV, x, yq de dimension n, une base orthogonale de V . Si, en plus, la famille est orthonormale,
on l’appelle une base orthonormale de V .

Dans le chapitre 5 on verra comment étendre le concept de base orthogonale à un espace
vectoriel avec produit scalaire de dimension infinie. Pour cela, il est important de souligner
qu’une base orthogonale est caractérisée par le fait d’être composée par le nombre maximal de
vecteurs qui peuvent être orthogonaux entre eux dans un espace vectoriel : en fait, dite n la
dimension de l’espace V , si, par l’absurde, il existe un autre vecteur u˚ P V , u ‰ 0, orthogonal
à tous les vecteurs d’une base orthogonale puiq

n
i“1, alors l’ensemble pu˚, uiq

n
i“1 serait libre, car

les vecteurs orthogonaux sont linéairement indépendants, et la dimension de V serait n` 1 et
non pas n ! Il est habituel de résumer cette propriété en disant qu’une famille orthogonale est
une base si elle n’est pas un sous ensemble propre d’une autre famille orthogonale de vecteurs
de V .

Nous observons que, pour déterminer les composantes d’un vecteur par rapport à une base
quelconque on doit résoudre un système linéaire de n équations avec n inconnues.

Par contre, si on a une base orthogonale ou orthonormale, les composantes sont déterminées
par des produits scalaires, comme le montre le théorème suivant.

On observe que la résolution d’un système linéaire de n équations avec n inconnues nécessite,
en général, beaucoup plus d’opérations que le calcul de produits scalaires, ceci montre déjà un
des avantages de connâıtre une base orthogonale d’un espace vectoriel.
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Théorème 1.5.2 Soit B “ tu1, . . . , unu une base orthogonale de pV, x, yq, alors :

v “
n
ÿ

i“1

xv, uiy

}ui}2
ui

En particulier, si B est une base orthonormale, alors :

v “
n
ÿ

i“1

xv, uiyui .

Preuve. B est une base, donc il y a un ensemble des scalaires α1, . . . , αn tels que v “
n
ř

j“1
αjuj .

On considère le produit scalaire de cette expression de v avec un vecteur fixé ui, i P t1, . . . , nu :

xv, uiy “ x
n
ÿ

j“1

αjuj , uiy “
n
ÿ

j“1

αjxuj , uiy “
puiKuj @i‰jq

αixui, uiy “ αi}ui}
2

donc αi “
xv,uiy
}ui}2

@i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n, et alors v “
n
ř

i“1

xv,uiy
}ui}2

ui. Si B est une base orthonormale, alors

}ui} “ 1 et donc on a la deuxième formule du théorème. 2

1.6 La projection orthogonale dans les espaces vectoriels avec
produit scalaire

Comme vu pour le produit scalaire, nous allons étendre la définition de projection orthogo-
nale en examinant les propriétés géométriques et algébriques de cette opération en R2 et en
R3. Commençons par R2.

Dans l’espace Euclidien R2, il est clair que le produit scalaire d’un vecteur v avec un
vecteur unitaire réalise la projection orthogonale de v dans la direction donnée par ce vecteur,
comme le montre la figure 1.2, où la projection orthogonale est faite sur l’axe x.

Figure 1.2 – Projection orthogonale Pxv “ ~OC et projections diagonales ~OB et ~OD d’un
vecteur de v P R2 sur l’axe x.

Les propriétés vérifiés par la projection dans ce cas sont listées ci-dessous.
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1. Si on projette une deuxième fois sur l’axe x, évidemment le vecteur Pxv reste inaltéré,
en étant déjà sur l’axe x, i.e. P 2

x pvq :“ PxpPxvq “ Pxv @v P V . Une autre manière de
dire ça est que l’opérateur Px restreint à l’axe x est l’identité de cet axe ;

2. Le vecteur différence entre v et sa projection v ´ Pxv est orthogonale à l’axe x, comme
le montre la figure 1.3 ;

3. Pxv minimise la distance entre l’extrémité de v et l’axe x, en fait, dans la figure 1.2,
~AB et ~AD sont les hypoténuses des triangles rectangles ABC et ACD, par contre ~AC

est un côté de ces triangles et, par conséquent, sa taille est inférieure à celle de ~AB et
~AD. ~AC est la distance de l’extrémité de v à l’extrémité de Pxv, tandis que ~AB et ~AD

sont les distances entre l’extrémité de v et les projections diagonales de v sur x avec
pies en B et D, respectivement.

Figure 1.3 – Visualisation de la propriété 2) en R2.

Nous voulons définir une opération de projection orthogonale dans un espace vectoriel
abstrait avec produit scalaire de dimension n qui préserve ces propriétés géométriques.

Une idée pour définir algébriquement cette opération est donnée grâce à l’analyse de la
projection orthogonale en R3. Dans la figure 1.4 nous pouvons voir un vecteur v P R3 et le
plan engendré par les vecteurs orthogonaux u1 et u2. La projection p de v sur ce plan est
la somme vectorielle des projections orthogonales p1 “

xv,u1y

}u1}2
u1 et p2 “

xv,u2y

}u2}2
u2 sur les deux

vecteurs u1 et u2 considérés séparément, i.e. p “ p1 ` p2 “
2
ř

i“1

xv,uiy
}ui}2

ui.

La généralisation maintenant devrait être claire : considérons un espace vectoriel de
dimension n avec produit scalaire pV, x, yq et une famille orthogonale de vecteurs non nuls
F “ tu1, . . . , umu, m ď n, ui ‰ 0V @i “ 1, . . . ,m.

On écrira le sous-espace vectoriel de V engendré par toutes les combinaisons linéaires des
vecteurs de F comme spanpF q :

spanpF q ” S “

#

s P V : Dα1, . . . , αm P K tels que s “
m
ÿ

j“1

αjuj

+

.

On définit l’opérateur de projection orthogonale, aussi dit projecteur orthogonal,
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Figure 1.4 – Projection orthogonale p d’un vecteur de R3 sur le plan engendré par deux
vecteurs unitaires.

d’un vecteur v P V sur S comme l’application (évidemment) linéaire :

PS : V ÝÑ S Ď V

v ÞÝÑ PSpvq “
m
ÿ

i“1

xv, uiy

}ui}2
ui .

Le théorème suivant montre que la projection orthogonale définie ci-dessus préserve toutes les
propriétés de la projection orthogonale qu’on a mis en évidence en R2.

Théorème 1.6.1 Avec les notations ci-dessus, ça vaut que :

1) si s P S alors PSpsq “ s, i.e. l’action de PS sur les vecteurs de S est l’identité ;

2) @v P V et s P S, le vecteur résidu de la projection, i.e. v ´ PSpvq, est K à S :

xv ´ PSpvq, sy “ 0 ðñ v ´ PSpvq K s ;

3) @v P V et s P S : }v ´ PSpvq} ď }v ´ s} et l’égalité vaut si et seulement si s “ PSpvq,
on écrit

PSpvq “ argmin
sPS

}v ´ s} .

Preuve.

1) Soit s P S, i.e. s “
m
ř

j“1
αjuj , alors :

PSpsq “
m
ÿ

i“1

x
m
ř

j“1
αjuj , uiy

}ui}2
ui “

m
ÿ

i“1

m
ř

j“1
αjxuj , uiy

}ui}2
ui “
puiKuj @i‰jq

m
ÿ

i“1

αixui, uiy

}ui}2
ui “

m
ÿ

i“1

αiui “ s.
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2) On considère le produit scalaire de PSpvq avec un vecteur uj , j P t1, . . . ,mu fixé :

xPSpvq, ujy “ x
m
ÿ

i“1

xv, uiy

}ui}2
ui, ujy “

(linéarité)

m
ÿ

i“1

xv, uiy

}ui}2
xui, ujy “

puiKuj @i‰jq

xv, ujy

}uj}2
xuj , ujy “ xv, ujy,

d’où

xv, ujy ´ xPSpvq, ujy “ 0 ðñ
linéarité de x , y

xv ´ PSpvq, ujy “ 0 @j P t1, ...,mu.

Le lemme 1.4.1 garantit que xv ´ PSpvq, sy “ 0 @s P S.

3) Il est utile d’écrire la différence v ´ s comme ceci : v ´ PSpvq ` PSpvq ´ s. La propriété
2) nous dit que v ´ PSpvqKS, par contre, PSpvq, s P S donc PSpvq ´ s P S. Par conséquent :
pv ´ PSpvqq K pPSpvq ´ sq. Le théorème de Pythagore implique que :

}v ´ s}2 “ }v ´ PSpvq ` PSpvq ´ s}
2 “ }v ´ PSpvq}

2 ` }PSpvq ´ s}
2

loooooomoooooon

ě0

ě }v ´ PSpvq}
2,

d’où : }v ´ s} ě }v ´ PSpvq} @v P V, s P S.
Bien évidemment, }PSpvq ´ s} “ 0 si et seulement si s “ PSpvq, et dans ce cas on a

}v ´ s} “ }v ´ PSpvq}. 2

Le théorème qu’on vient de démontrer nous dit que, parmi tous les vecteurs du sous-espace
vectoriel S Ď V , le plus ! similaire à v P V " (dans le sens de la norme induite par le produit
scalaire) est donné par la projection orthogonale. Dans le chapitre 5 nous allons voir comment
on peut généraliser ce résultat aux espaces de Hilbert de dimension infinie.

Comme déjà souligné dans le cas de la projection sur R2 et R3, la quantité scalaire non-
négative |xv,uiy|

}ui}
donne une mesure de l’importance de ui

}ui}
dans la reconstruction de la meilleure

approximation de v en S via la formule PSpvq “
m
ř

i“1

xv,uiy
}ui}2

ui : si cette quantité est grande, alors

ui
}ui}

est extrêmement important pour reconstruire PSpvq, sinon, dans certaines conditions, il
peut être ignoré. En fait, dans les applications à la compression des signaux, une stratégie
courante consiste en réordonner la somme qui définit PSpvq en ordre décroissant des quantités
|xv,uiy|
}ui}

et d’essayer d’éliminer la plus grande quantité de termes qui ont ces valeurs petits tout
en préservant la qualité du signal.

Cette observation aura une importance fondamentale pour comprendre la signification de
la décomposition de Fourier que nous allons examiner dans le cas discret et continu dans les
chapitres qui suivent.

Pour terminer, nous observons que la formule v “ v ´ s` s, apparemment triviale, quand
on sait que s P S a une signification bien plus profonde : en fait, dans ce cas, on sait que v ´ s
et s sont orthogonaux.

La décomposition d’un vecteur comme la somme d’une composante qui appartient au
sous-espace S et une qui appartient à son orthogonale est dite théorème de la projection
orthogonale .
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Cette décomposition est unique, et, dans le chapitre 5, nous allons voir comment elle
peut être généralisée en dimension infinie et quelles sont ses conséquences sur la structure
géométrique des espaces de Hilbert.
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1.7 Existence d’une base orthonormale : l’algorithme itératif
de Gram-Schmidt

On a vu que quand on a à disposition une base orthonormale, les formules de projection et
de décomposition sont plus simples. Le théorème suivant dit que, dans un espace vectoriel de
dimension finie avec produit scalaire, on peut toujours construire une base orthonormale à
partir d’une famille libre de générateurs.

Théorème 1.7.1 (Procédure itérative de Gram-Schmidt 6) Si pv1, . . . , vnq, n ď 8, est
une base de pV, x, yq alors on peut trouver une base orthonormale de pV, x, yq à partir de
pv1, . . . , vnq.

Preuve. La preuve est constructive, dans le sens qu’elle donne la méthode pour construire une
base orthonormale à partir d’une base quelconque.

— 1ère étape, normalisation de v1 :

u1 “
v1

}v1}
.

— 2ème étape, comme montré dans la figure 1.5, on projette v2 en direction de u1, i.e.
on considère xv2, u1yu1. Grâce au théorème 1.6.1 on sait que la différence vectorielle
v2 ´ xv2, u1yu1 est orthogonale à u1, enfin on normalise le résultat :

u2 “
v2 ´ xv2, u1yu1

}v2 ´ xv2, u1yu1}
.

Figure 1.5 – Représentation graphique de la deuxième étape de la procédure d’orthonormali-
sation de Gram-Schmidt.

— n-ième étape, par itération :

un “
vn ´ pxvn, un´1yun´1 ` . . .` xvn, u1yu1q

}vn ´ pxvn, un´1yun´1 ` . . .` xvn, u1yu1q}
.

2

6. Jørgen Pedersen Gram (Nustrup 1850 - Copenhagen 1916), Erhard Schmidt (Tatu 1876 - Berlin 1959).
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1.8 Les propriétés fondamentales d’une base orthonormale et
orthogonale

On résume les propriétés les plus importantes d’une base orthonormale dans le théorème
suivant :

Théorème 1.8.1 Soit pu1, . . . , unq une base orthonormale de pV, x, yq, dimpV q “ n. Alors,
@v, w P V :

1. Théorème de décomposition sur une base orthonormale :

v “
n
ÿ

i“1

xv, uiyui ; (1.7)

2. Identité de Parseval 7 :

xv, wy “
n
ÿ

i“1

xv, uiyxui, wy ; (1.8)

3. Identité de Plancherel 8 :

}v}2 “
n
ÿ

i“1

|xv, uiy|
2 . (1.9)

Preuve de 1q : c’est une conséquence immédiate du théorème 1.6.1. En fait, comme pu1, . . . , unq
est une base, v P Spanpu1, . . . , unq, en plus pu1, . . . , unq est orthonormale, donc v “ PSpvq “
n
ř

i“1
xv, uiyui. La division par }ui}

2 dans la sommation n’est pas nécessaire car }ui} “ 1 @i.

Preuve de 2q : en utilisant 1q on peut écrire v “
n
ř

i“1
xv, uiyui, et, si on calcule le produit scalaire

de v, écrit comme ceci, avec w, grâce à la formule (1.1), on a :

xv, wy “ x
n
ÿ

i“1

xv, uiyui, wy “
n
ÿ

i“1

xv, uiyxui, wy.

Preuve de 3q : si on écrit w “ v dans le côté gauche de l’identité de Parseval on a xv, vy “ }v}2,
par contre, à droite on a :

n
ÿ

i“1

xv, uiyxui, vy “
n
ÿ

i“1

xv, uiyxv, uiy “
n
ÿ

i“1

|xv, uiy|
2

donc }v}2 “
n
ř

i“1
|xv, uiy|

2. 2

7. Marc-Antoine de Parseval des Chêsnes (Rosières-aux-Salines 1755, Paris 1836).
8. Michel Plancherel (Bussy 1885 - Zurich 1967).

24



Observations :

1. L’interprétation physique de l’identité de Plancherel est la suivante : l’énergie
de v, mesurée par sa norme carrée, peut être décomposée par la somme des modules
carrés de chaque projection de v sur les n directions de la base orthonormale pu1, ..., unq.

Dans la théorie de Fourier les directions de la base orthonormale seront les harmoniques
fondamentales (sinus et cosinus avec des fréquences bien définies), c’est pourquoi on
appelle l’analyse de Fourier analyse harmonique.

2. Si, au lieu d’être une base orthonormale, pu1, . . . , unq est une base orthogonale, alors,
grâce à la formule du projecteur et au théorème 1.6.1, les résultats du théorème 1.8.1
peuvent être écrits comme ceci :

(a) Décomposition de v P V sur une base orthogonale :

v “
n
ÿ

i“1

xv, uiy

}ui}2
ui ; (1.10)

(b) Identité de Parseval pour une base orthogonale :

xv, wy “
n
ÿ

i“1

xv, uiyxui, wy

}ui}2
; (1.11)

(c) Identité de Plancherel pour une base orthogonale :

}v}2 “
n
ÿ

i“1

|xv, uiy|
2

}ui}2
. (1.12)

Le théorème suivant résume toutes les propriétés des bases orthonormales d’un espace vectoriel
avec produit scalaire de dimension finie. Il sera généralisé au cas des espaces de Hilbert dans
le chapitre 5 (voir théorème 5.5.4).

Théorème 1.8.2 Soit V un espace vectoriel de dimension n sur K. Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

1. puiq
n
i“1 est une base orthonormée de V

2. xv, uiy “ 0 @i “ 1, . . . , n ðñ v “ 0V , i.e. 0V est le seul vecteur orthogonal à tous les
vecteurs d’une base orthonormée

3. spanppuiqi“1,...,nq “ V

4. @v P V : v “
n
ř

i“1
xx, uiyui

5. @v, w P V : xv, wy “
n
ř

i“1
xv, uiyxui, wy

6. @v P V : ‖v‖2
“

n
ř

i“1
|xv, uiy|

2.
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Nous terminons ce chapitre avec un exercice qui a le but de tester la connaissance de la
théorie des espaces vectoriels avec produit scalaire de dimension finie et avec deux exercices
qui montre explicitement un produit scalaire différent de celui Euclidien.

Exercice 1.1

Nous considérons l’espace vectoriel C3 avec produit scalaire Euclidien complexe et les trois
vecteurs :

u “ p0, i, 2iq, v “ p2i, 0,´iq, w “

ˆ

0, i,
1

2
e´

π
2
i

˙

.

1) Déterminer les relations d’orthogonalité entre les vecteurs u, v, w ;

2) Calculer la norme de u, v, w et les distances Euclidiennes entre eux ;

3) Vérifier que pu, v, wq est une base (non orthogonale) de C3 ;

4) Soit S le sous-espace vectoriel de C3 engendré par u et w. Calculer PSv, la projection
orthogonale de v sur S. Calculer dpv, PSvq, i.e. la distance Euclidienne entre v et sa
projection sur S, et vérifier qu’elle minimise la distance entre v et les vecteurs de S
(suggestion : considérer la distance au carrée) ;

5) En utilisant ce que nous avons obtenu dans les points précédents, déterminer une base
orthogonale et une base orthonormale de C3 sans passer par la procédure d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt (suggestion : se rappeler de la relation géométrique du
vecteur résidu r par rapport au sous-espace S) ;

6) Étant donné le vecteur a “ p2i,´1, 0q, écrire la décomposition de a et l’identité
de Plancherel par rapport à la base orthonormale déterminé dans le point 5). En
déduire le vecteur de la base orthonormale qui a le poids le plus importante dans la
décomposition de a (et qui donne la meilleure ! reconstruction grossière " de a). À l’aide
d’un logiciel graphique, dessiner la somme vectorielle progressive de a en commençant
par la représentation grossière et en rajoutant les détails fins donnés par les deux autres
vecteurs.

Solution de l’exercice 1.1

1) Évidemment e´
π
2
i “ ´i, donc, par calcul direct des produits scalaires : xu, vy “ 2,

xu,wy “ 0 et xv, wy “ 1
2 .

2) Par calcul direct : }u}2 “ 5, }v}2 “ 5, }w}2 “ 5
4 . Après avoir calculé les vecteurs

différences, on obtient : dpu, vq “ }u ´ v} “
?

14, dpu,wq “ }u ´ w} “ 5
2 , dpv, wq “

}v ´ w} “
?

21
2 .

3) Les trois vecteurs u, v, w sont linéairement indépendants, donc ils forment une base de
C3, non orthogonale car seulement u et w sont orthogonaux.

4) S “ spanpu,wq. Comme pu,wq est une base orthogonale de S, nous pouvons écrire :

PSpvq “
xv, uy

}u}2
u`

xv, wy

}w}2
w “ p0, 0,´iq.
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Le vecteur résidu de la projection de v sur S est r “ v ´ PSv “ p2i, 0, 0q et donc
dpv, PSvq

2 “ }r}2 “ 4. Par contre, le vecteur le plus général de S est s “ αu` βw “
p0, pα`βqi, p2α´β

2 qiq et dpv, sq2 “ }v´s}2 “ 4`pα`βq2`p2α´β
2`1q2 ě 4 “ dpv, PSvq

2.
Ceci confirme que PSv est le vecteur de S qui a distance minimale à v par rapport à la
norme Euclidienne.

5) r est orthogonal à S, qui est engendré par u et w, donc pu,w, rq est un ensemble de
vecteurs orthogonaux en C3, i.e. une base orthogonale de C3. Pour obtenir une base
orthonormale il suffit de diviser chaque vecteur par sa norme :

pû, ŵ, r̂q ”

ˆ

u

}u}
,
w

}w}
,
r

}r}

˙

“

ˆˆ

0,
i
?

5
,

2i
?

5

˙

,

ˆ

0,
2i
?

5
,´

i
?

5

˙

, pi, 0, 0q

˙

6) Décomposition : a “ xa, ûyû` xa, ŵyŵ ` xa, r̂yr̂ “ i?
5
û` 2i?

5
ŵ ` 2r̂.

Identité de Plancherel : }a}2 “ 5 “ |xa, ûy|2 ` |xa, ŵy|2 ` |xa, r̂y|2p“ 1
5 `

4
5 ` 4 “ 5q.

Le vecteur qui a le poids le plus important dans la reconstruction de a est alors r̂, c’est
donc celui-ci qui donne la meilleure reconstruction grossière de a. Si on fait la somme
vectorielle de cette représentation grossière avec les autres deux vecteurs, nous allons
reconstruire les ! détails fins " de a, avant avec ŵ et, en dernier, avec û. 2

Exercice 1.2

Soit MnpCq l’espace des matrices complexes nˆ n. On définit l’application φ : Mpn,Cq ˆ
Mpn,Cq Ñ C par

φpA,Bq “ trpB:Aq,

où B: :“ B
t

désigne la matrice adjointe de B et tr est la trace matricielle. Montrer que φ est
un produit scalaire.

Solution de l’exercice 1.2

La distributivité de la multiplication matricielle sur l’addition et la linéarité de la trace
donne la linéarité de φ par rapport à la première variable.

Montrons maintenant que φ est hermitienne. Soient A “ pai,jq1ďi,jďn et B “ pbi,jq1ďi,jďn
deux matrices de Mpn,Cq. Notons pci,jq1ďi,jďn “ pbj,iq1ďi,jďn les coefficients de la matrice B:

et pdi,jq1ďi,jďn “ paj,iq1ďi,jďn ceux de A:.
On a alors

φpA,Bq “ trpB:Aq “ tr

»

–

˜

n
ÿ

k“1

ci,kak,j

¸

i,j

fi

fl “ tr

»

–

˜

n
ÿ

k“1

bk,iak,j

¸

i,j

fi

fl

“

n
ÿ

i,k“0

bk,iak,i “
n
ÿ

i,k“0

di,kbk,i “ trpA:Bq

“ φpB,Aq.

Donc φ est une forme sesquilinéaire hermitienne. D’autre part, φ est positive :

@A PMpn,Cq, φpA,Aq “
n
ÿ

i,k“0

|ak,i|
2 ě 0
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Et elle est définie :

φpA,Aq “ 0 ðñ

n
ÿ

i,k“0

|ak,i|
2 “ 0

ðñ @1 ď k, i ď n, ak,i “ 0

ðñ A “ 0

Ainsi φ est un produit scalaire. 2

Exercice 1.3

Soit E “ RrXs, l’espace vectoriel des polynômes en une variable, avec coefficients réels.
Pour P,Q P E, on pose

ΦpP,Qq “

ż 1

´1

P ptqQptq
?

1´ t2
dt.

1. On rappelle que l’écriture fptq “
tÑt0

Opgptqq veut dire que D a,C ą 0 telles que

|t´ t0| ă a ùñ |fptq| ď C |gptq|. Montrer que, pour tout P,Q P E, ça vaut :

P ptqQptq
?

1´ t2
“
tÑ1

O

ˆ

1
?

1´ t

˙

,

et
P ptqQptq
?

1´ t2
“

tÑ´1
O

ˆ

1
?

1` t

˙

.

En déduire que Φ est bien définie sur E ˆ E.

2. Montrer que Φ est un produit scalaire sur E que l’on notera x , y.

3. Pour n P N, on note Tn le n-ième polynôme de Tchebychev, c’est-à-dire l’unique
polynôme tel que @θ P R, Tnpcos θq “ cospnθq. En effectuant le changement de variable
t “ cos θ, montrer que pTnqnPN est une famille orthogonale de E. Suggestion : se rappeler
de la formule trigonométrique suivante

1

2
pcosppn`mqθq ` cosppn´mqθqq “ cospnθq cospmθq @n,m P N. (1.13)

4. Montrer que pour tout n P N, pT0, . . . , Tnq est une base orthogonale de RnrXs, l’espace
vectoriel des polynômes de RrXs de degré inférieur ou égal à n. En déduire que pTnqnPN
est une base orthogonale (au sens algébrique : tout élément de E est une combinaison
linéaire finie d’éléments de la base) de E.

5. Calculer la norme de Tn pour tout n et en déduire une base orthonormée (au sens
algébrique) de E.

Solution de l’exercice 1.3

1. Notons fptq “ P ptqQptq
?

1´t2
“

P ptqQptq
?

1´t
?

1`t
. Puisque P et Q sont des polynômes, la fonction

t ÞÑ P ptqQptq
?

1`t
est continue en un voisinage V1p1q et donc, par le théorème de Weierstrass,

elle est bornée dans ce voisinage, i.e. D C1 ą 0 tel que t P V1p1q ùñ
ˇ

ˇ

ˇ

P ptqQptq
?

1`t

ˇ

ˇ

ˇ
ď C1.
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De la même manière, la fonction t ÞÑ P ptqQptq
?

1´t
est continue en un voisinage V2p´1q et

donc, D C2 ą 0 tel que t P V2p´1q ùñ
ˇ

ˇ

ˇ

P ptqQptq
?

1´t

ˇ

ˇ

ˇ
ď C2. Donc, on a bien :

t P V1p1q ùñ |fptq| ď C1
1

?
1´ t

ðñ fptq “
tÑ1

O

ˆ

1
?

1´ t

˙

et

t P V2p´1q ùñ |fptq| ď C2
1

?
1` t

ðñ fptq “
tÑ´1

O

ˆ

1
?

1` t

˙

.

Ceci implique que l’intégrale qui définit Φ est bien définit, en fait fptq est continue
sur s ´ 1, 1r et donc intégrable. Le résultat que l’on vient de prouver montre que
fptq est intégrable dans un voisinage droit de ´1 et un voisinage gauche de 1, car
l’intégrale de sa valeur absolue est majorée par une fonction intégrable dans les deux cas.

2. La bilinéarité de Φ descend de la linéarité de l’intégrale par calcul direct. La symétrie est
une conséquence de la symétrie du produit ponctuel entre fonctions. La seule propriété
qui n’est pas évidente est la définie positivité. On commence par la positivité :

ΦpP, P q “

ż 1

´1

P 2ptq
?

1´ t2
dt ě 0

et 9

ΦpP, P q “ 0 ðñ
P 2ptq
?

1´ t2
dt “ 0 p.p. sur s ´ 1, 1r ðñ P ptq “ 0 p.p. sur s ´ 1, 1r,

mais le seul polynôme qui a un nombre infini de racines est le polynôme nul 0ptq ” 0,
alors P “ 0. Donc, Φ est un produit scalaire sur E.

3. Pour tout n,m P N,

xTn, Tmy “

ż 1

´1

TnptqTmptq
?

1´ t2
dt pt “ cos θ, dt “ ´ sin θdθq

t “ cos θ “ ´1 ðñ θ “ π, t “ cos θ “ 1 ðñ θ “ 0

“

ż 0

π
´ sin θ

Tnpcos θqTmpcos θq
a

1´ cos2pθq
dθ

“

ż π

0
sin θ

cospnθq cospmθq

| sin θ|
dθ

“

ż π

0

���sin θ
cospnθq cospmθq

���sin θ
dθ psin θ ě 0 sur r0, πsq

“

ż π

0
cospnθq cospmθqdθ

“
1

2

ˆ
ż π

0
cosppn`mqθqdθ `

ż π

0
cosppn´mqθqdθ

˙

pgrâce à p1.13qq.

9. p.p. : presque partout (voir le chapitre 3).
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Alors, pour tout n ‰ m, ça vaut :

xTn, Tmy “
1

2

ˆ„

sinppn`mqθq

n`m

π

0

`

„

sinppn´mqθq

n´m

π

0

˙

“ 0,

i.e. les polynômes de Tchebychev forment une famille orthogonale de polynômes par
rapport au produit scalaire que nous avons défini ci-dessus.

4. La famille pT0, T1, . . . , Tnq est une famille orthogonale (donc libre) de n` 1 éléments de
RrXs, qui a dimension n` 1, par conséquent elle est une base orthogonale de RnrXs.
Pour montrer que pTnqnPN est une base dans le sens algébrique de E, on considère
un polynôme P P E de degré arbitraire d P N, i.e. P P RdrXs et nous observons que
pT0, T1, . . . , Tdq est une famille orthogonale (libre) de générateurs de RdrXs, i.e. une
base dans le sens algébrique.

5. Pour calculer la norme de Tn nous utilisons l’égalité

xTn, Tmy “
1

2

ˆ
ż π

0
cosppn`mqθqdθ `

ż π

0
cosppn´mqθqdθ

˙

qu’on a montré dans le point 3. En prenant n “ m on a :

}Tn}
2 “ xTn, Tny “

1

2

ˆ
ż π

0
cosp2nθqdθ `

ż π

0
dθ

˙

“
1

2

ˆ„

sin 2nθ

2n

π

0

` π

˙

“

}Tn}
2 “ xTn, Tny “

1

2

ˆ
ż π

0
cosp2nθqdθ `

ż π

0
dθ

˙

“

“

#

1
2

`şπ
0 dθ `

şπ
0 dθ

˘

“ π si n “ 0
1
2

´

“

sin 2nθ
2n

‰π

0
` π

¯

“ π
2 si n ě 1,

d’où }T0} “
?
π et }Tn} “

a

π{2 pour n ě 1. Pour terminer, la famille

"

T0
?
π

*

Y

#

c

2

π
Tn

+

ně1

est une base orthonormale de l’espace vectoriel des polynômes en une variable à
coefficients réels E.

2

1.9 Résumé du chapitre 1

‚ Nous avons examiné les propriétés du produit scalaire réel et complexe, en soulignant
leur différence. En particulier, la symétrie et la bilinéarité du produit scalaire réel
doivent être remplacées par la symétrie conjuguée et par la sesquilinéarité pour pouvoir
obtenir un ensemble de propriétés compatibles avec la définie positivité. Cette dernière
propriété est essentielle pour pouvoir engendrer une norme à partir du produit scalaire.
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‚ Nous avons rappelé que le prototype de tous les espaces vectoriels avec produit scalaire,
aussi dits pré-hilbertiens, de dimension finie n est l’espace Euclidien Kn, où K “ R ou
K “ C.

‚ Grâce au produit scalaire on peut étendre le concept d’orthogonalité entre vecteurs
à n’importe quel espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Deux vecteurs sont or-
thogonaux quand leur produit scalaire est nul. Le vecteur nul est le seul vecteur qui
est orthogonal à tous les autres vecteurs et, grâce à la définie positivité, il est le seul
vecteur orthogonal à lui-même. Si deux vecteurs ont le même produit scalaire avec tous
les autres vecteurs, i.e. la même projection dans n’importe quelle direction, alors ils
cöıncident.

‚ Une norme sur un espace vectoriel est dite hilbertienne s’il est possible de munir l’espace
d’un produit scalaire qui génère la norme de la manière canonique. Remarquablement,
une norme est hilbertienne si et seulement si elle satisfait la règle du parallélogramme,
ceci vaut en dimension finie et infinie. À partir d’une norme hilbertienne on peut définir
un produit scalaire compatible avec elle grâce à la formule de polarisation.

‚ L’orthogonalité entre vecteurs implique leur indépendance linéaire, ce qui assure qu’un
ensemble de n vecteurs orthogonaux dans un espace vectoriel de dimension n est
une base. L’expansion d’un vecteur sur une base orthonormale est très simple : les
composantes par rapport à cette base sont les produits scalaires du vecteur avec les
vecteurs de la base. Ceci simplifie énormément le calcul des composantes, qui, sans
l’orthonormalité de la base, nécessite la résolution d’un système linéaire.

‚ Nous avons aussi rappelé le concept de projection orthogonale sur un sous-espace
vectoriel S : si on connâıt une base orthogonale de cet espace, on peut représenter la
projection comme une expansion sur les vecteurs de la base, avec des coefficients donnés
encore par des produits scalaires (normalisés si la base n’est pas orthonormée). On a
vu aussi que la différence entre un vecteur et sa projection orthogonale, qu’on appelle
vecteur résidu, est orthogonale au sous-espace de projection S. Pour terminer, on a
démontré que la projection orthogonale est le vecteur de S qui minimise la distance
(par rapport à la norme de l’espace vectoriel) entre le vecteur et les vecteurs de S.

‚ Étant donné un espace vectoriel avec produit scalaire, de dimension finie ou infinie,
une base orthonormale existe toujours grâce à l’algorithme d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt.

‚ Pour terminer, nous avons démontré les importantes identités de Parseval et de Plan-
cherel relatives à une base orthonormale ou orthogonale. Dans le chapitre 5 nous allons
voir comment étendre ces propriétés en dimension infinie.

31



Chapitre 2

La transformée de Fourier discrète
et ses applications à la théorie des
signaux et des images

Avec le rappel qu’on a fait sur les espaces vectoriels complexes avec produit scalaire et
leurs propriétés, on peut introduire la transformée de Fourier discrète d’une façon très simple.

Il s’agit tout simplement de prouver que certaines fonctions des exponentiels complexes sont
une base orthogonale pour un espace vectoriel complexe avec produit scalaire de dimension
finie.

D’un point de vue mathématique la transformée de Fourier discrète est un simple change-
ment de base dans un espace vectoriel, néanmoins, son interprétation a une importance et
une utilité énorme dans les applications, en particulier dans le cadre de la théorie des signaux,
comme on le verra dans la section 2.6.

Cette section est inspiré par l’excellent livre de M. Frazier [9].

2.1 L’espace `2pZNq et sa base canonique

Pour introduire l’espace vectoriel où on travaillera pour construire la DFT, on va faire des
petits changements dans la notation qu’on a utilisée jusqu’à maintenant.

On considèrera encore des vecteurs complexes avec un nombre N , 1 ă N ă `8, de
composantes, mais on va interpréter un vecteur de CN comme une suite finie.

On commence par définir ZN .

Déf. 2.1.1 On dit que deux entiers i, j P Z sont congrus modulo N si leur différence est
divisible par N , i.e.

a´ b

N
“ m P Z,

cela implique qu’on peut écrire a “ b`mN . La notation (dite de Gauss) pour deux entiers
congrus modulo N est la suivante :

a ” b pmod Nq.

Il est possible de démontrer que être congrus modulo N est une relation d’équivalence en
Z. Comme toute relation d’équivalence, elle crée une partition de Z en classes d’équivalence
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distinctes. On écrit l’ensemble de ces classes d’équivalences comme

ZN “ Z pmod Nq.

Une suite (finie) sur ZN à valeurs complexes est une fonction :

z : ZN Ñ C
j ÞÑ zpjq.

Dans la pratique, on va appliquer l’arithmétique qu’on appelle circulaire ou de l’horloge, qui
consiste en identifier une suite définie sur ZN comme une suite définie sur t0, 1, . . . , N ´ 1u et
étendue à Z par N -périodicité :

zpj `mNq “ zpjq @j,m P Z,

i.e., si on connâıt la définition de zpjq quand j P t0, 1, . . . , N ´ 1u, pour déterminer zpjq quand
j R t0, . . . , N ´ 1u, on doit ajouter à j un multiple entier de N , qu’on écrit mN , m P Z, tel
que ̄ “ j `mN P t0, 1, . . . , N ´ 1u et après on définit zpj `mNq “ zp̄q. Voyons un exemple.

Exemple : N “ 12, z “ p1, i, i,
?

2i, 0, 0, 0,´1, 0, 0, 0, 2q, i.e.

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

zp0q “ 1

zp1q “ zp2q “ i

zp3q “
?

2i

zp4q “ zp5q “ zp6q “ 0

zp7q “ ´1

zp8q “ zp9q “ zp10q “ 0

zp11q “ 2.

étendue par 12-périodicité à Z, déterminer zp´21q. Comme N “ 12, on doit chercher l’entier
m ‰ 0 tel que ´21` 12m P t0, 1, . . . , 11u :

´21` 12m “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

´21` 12 “ ´9 m “ 1

´21` 24 “ 3 m “ 2

´21` 36 “ 15 m “ 3

. . .

La valeur de m qui fait que ´21` 12m soit inclus dans t0, . . . , 11u est m “ 2 et dans ce cas
on a ´21` 2 ¨ 12 “ 3, ce qui implique zp´21q “ zp3q “

?
2i.

Malgré le fait que l’on identifiera souvent ZN avec l’ensemble des représentatifs canoniques
t0, 1, . . . , N ´ 1u, on peut penser z défini sur n’importe quel sous-ensemble de Z
donné par N entiers consécutifs, et pas forcément sur t0, . . . , N´1u, on utilisera cette
convention pendant tout le reste des polycopiés sans le spécifier ultérieurement.
L’espace vectoriel complexe dans lequel on va travailler est l’ensemble de toutes les suites sur
ZN à valeurs complexes :

`2pZN q “ tz : ZN Ñ Cu .
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La raison de cette notation particulière sera plus claire dans la suite du cours, pour le moment
il faudra l’accepter.

`2pZN q est un espace vectoriel complexe avec les opérations de somme et de multiplication
scalaire usuelles, i.e. donnés z, w P `2pZN q, α P C, la somme et la multiplication par un scalaire
complexe sont définies comme ceci :

z ` w : ZN Ñ C
j ÞÑ pz ` wqpjq “ zpjq ` wpjq,

αz : ZN Ñ C
j ÞÑ pαzqpjq “ αzpjq.

`2pZN q a dimension N , en fait, l’application qui associe à chaque suite z P `2pZN q ses
images pzp0q, zp1q, . . . , zpN ´ 1qq :

`2pZN q ÐÑ CN

z ÐÑ pzp0q, zp1q, . . . , zpN ´ 1qq “

¨

˚

˚

˚

˝

zp0q
zp1q

...
zpN ´ 1q

˛

‹

‹

‹

‚

,

est un isomorphisme linéaire (la preuve est laissée comme exercice). On utilisera la représentation
de z comme vecteur ligne ou comme vecteur colonne selon nos besoins.

Grâce à l’isomorphisme ci-dessus, on peut définir la base canonique B de `2pZN q comme
l’ensemble des N suites suivantes :

B “ pe0, e1, . . . , eN´1q, ejpkq “ δj,k “

#

1 k “ j

0 k ‰ j.

On peut aussi introduire un produit scalaire dans `2pZN q avec :

xz, wy “
N´1
ÿ

k“0

zpkqwpkq,

donc z, w P `2pZN q sont orthogonales si et seulement si xz, wy “
N´1
ř

k“0

zpkqwpkq “ 0.

La norme induite par ce produit scalaire est :

}z} “

˜

N´1
ÿ

k“0

|zpkq|2

¸

1
2

,

que l’on appellera ! norme `2pZN q ".
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2.1.1 La base orthogonale des exponentiels complexes de `2pZNq

Le système de fonctions que l’on va définir sera essentiel pour le développement de l’analyse
de Fourier.

Avant de définir ce système, on rappelle que :

1. z P C quelconque, z “ ρrcosα` i sinαs “ ρeiα, ρ, α P R, ρ ě 0 ;

2. Formules d’Euler : cosα “ 1
2pe

iα ` e´iαq, sinα “ 1
2ipe

iα ´ e´iαq ;

3. |z| “ 1 ô z “ eiα ;

4. eiα “ eipα`2πkq, k P Z ;

5. Comme cas particulier du point ci-dessus, si α “ 0 on trouve :

e2πik “ 1 @k P Z ;

6. eiαeiβ “ eipα`βq ;

7. peiαqn “ einα ;

8. peiαq˚ “ e´iα ;

9. Étant donné z “ ρeiα, les solutions de l’équation wN “ z sont les N racines complexes

données par la formule : wm “ N
?
ρei

2πm`α
N , m “ 0, . . . , N ´ 1 ;

10. En particulier :

Racines N -ièmes de l’unité : ωm “ e2πim
N , m “ 0, . . . , N ´ 1.

La dernière information qu’on a besoin de rappeler est la formule de la sommation
géométrique, définie par

Sk “ 1` z ` z2 ` . . .` zk´1 ` zk “
k
ÿ

j“0

zj .

Si z “ 1, alors Sk “ k ` 1. Si z ‰ 1, on observe que :

p1´ zqSk “ 1` z ` z2 ` . . .` zk ´ pz ` z2 ` . . .` zk ` zk`1q “ 1´ zk`1,

et donc :
k
ÿ

j“0

zj “

#

1´zk`1

1´z si z P Czt1u
k ` 1 si z “ 1.

On considère maintenant les suites de `2pZN q définies par des exponentiels complexes, comme
ceci :

Em : ZN ÝÑ C
n ÞÝÑ Empnq,
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où :
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

E0pnq “ 1

E1pnq “ e2πi n
N

E2pnq “ e2πi 2n
N

...

EN´1pnq “ e2πi pN´1qn
N .

Donc :

— E0 est la suite constante E0pnq ” 1 @n P ZN ;

— E1 est la suite E1 “

´

1, e2πi 1
N , e2πi 2

N , . . . , e2πi pN´1q
N

¯

;

— E2 est la suite E2 “

´

1, e2πi 2
N , e2πi 4

N , . . . , e2πi 2pN´1q
N

¯

;

— EN´1 est la suite EN´1 “

ˆ

1, e2πiN´1
N , e2πi 2pN´1q

N , . . . , e2πi pN´1q2

N

˙

.

La suite générale de l’ensemble est :

Empnq “ e2πimn
N “ pωmq

n @m,n “ 0, . . . , N ´ 1,

où pωmq
n est la puissance n-ième des racines N -èmes de l’unité, @n P t0, ..., N ´ 1u, en fait :

pωmq
n “

´

e2πim
N

¯n
“ e2πimn

N .

Grâce à la formule z “ eiα “ rcosα` i sinαs, on sait que le système qu’on vient de définir
est un ensemble de suites de valeurs qui oscillent avec des fréquences différentes,
car les arguments des fonctions cos et sin changent avec les coefficients m et n. Comme on le
verra bientôt, la signification de ces fréquences a une importance centrale dans l’analyse de
Fourier.

Pour le moment, il est plus important de démontrer que le système des exponentiels qu’on
vient de définir est une base orthogonale de `2pZN q. La preuve nécessite un lemme préliminaire.

Lemme 2.1.1 Pour tout j, k P t0, 1, . . . , N ´ 1u ça vaut la formule :

N´1
ÿ

n“0

e2πin j´k
N “

N´1
ÿ

n“0

e´2πin j´k
N “ Nδj,k “

#

N j “ k

0 j ‰ k.
(2.1)

On reviendra après sur l’interprétation physique de cette formule très importante. Avant de
faire la preuve on observe que dans le cas j, k P ZN , j ‰ k, on a que j ´ k P t1, 2, . . . , N ´ 1u,
donc j´k

N “ ´
k´j
N R Z.
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Preuve. On fait la preuve pour la première sommation, il sera clair que la même démonstration
vaut aussi pour la deuxième. On commence par utiliser les propriétés des exponentiels complexes
pour réécrire la formule comme ceci :

N´1
ÿ

n“0

e2πin j´k
N “

N´1
ÿ

n“0

´

e2πi j´k
N

¯n
.

On analyse les deux cas suivants :

— Si j “ k, les exponentiels dans la somme sont égaux à 1, car e2πi 0
N “ 1, et donc

N´1
ÿ

n“0

e2πin j´j
N “

N´1
ÿ

n“0

1 “ N.

— Si j ‰ k, les exponentiels sont ‰ 1, alors, grâce à la formule de la sommation
géométrique :

N´1
ÿ

n“0

´

e2πi j´k
N

¯n
“

1´
´

e2πi j´k
N

¯N´1`1

1´ e2πi j´k
N

“
1´ e2πi pj´kqN

N

1´ e2πi j´k
N

“
1´ e2πipj´kq

1´ e2πi j´k
N

.

Comme j ´ k “ m P Z, e2πipj´kq “ 1, alors le numérateur de la dernière formule est
0 toutefois que j ‰ k. Par contre, le dénominateur ne s’annule jamais, car, comme
observé avant de la preuve, si j ‰ k, alors j´k

N R Z. Donc, dans ce cas la sommation
vaut 0. 2

Maintenant, on peut démontrer facilement que E est une base orthogonale de `2pZN q.

Théorème 2.1.1 E “ pE0, . . . , EN´1q est une base orthogonale de `2pZN q.

Preuve. E est donnée par N éléments d’un espace vectoriel N dimensionnel avec produit
scalaire, donc si on prouve que E est une famille orthogonale, alors on démontre le théorème.
En fait, on sait qu’une famille orthogonale est libre, et une famille libre de N vecteurs dans
un espace vectoriel de dimension N est une base.

On va donc calculer les produits scalaires xEj , Eky, @j, k P t0, . . . , N ´ 1u :

xEj , Eky “
N´1
ÿ

n“0

EjpnqEkpnq “
N´1
ÿ

n“0

e2πi jn
N e´2πi kn

N “

N´1
ÿ

n“0

e2πi pj´kqn
N “ Nδj,k,

où on a utilisé le Lemme 2.1 pour arriver à la dernière égalité, qui montre que xEj , Eky “ Nδj,k,
i.e. les éléments de la base sont orthogonaux entre eux. 2

37



Si dans l’équation xEj , Eky “ Nδj,k on considère j “ k “ m, alors xEm, Emy “ Nδm,m “ N ,
donc :

}Em}2 “ N , }Em} “
?
N , @m P t0, 1, . . . , N ´ 1u.

On va examiner deux exemples dans lesquels les exponentiels complexes ont une expression
particulièrement simple : N “ 2 et N “ 4 (N “ 3 ne donne pas une expression de la base
orthonormale de Fourier si simple).

— N “ 2. `2pZ2q “ tz “ pzp0q, zp1qq P C2u, dans ce cas Empnq “ e2πimn
2 “ eπimn et donc :

m “ 0 : E0 “
`

eπi0¨0, eπi0¨1
˘

“ p1, 1q

m “ 1 : E1 “
`

eπi1¨0, eπi1¨1
˘

“
`

1, eπi
˘

Mais eπi “ cospπq ` i sinpπq “ ´1, donc E1 “ p1,´1q. Alors,

E “ pp1, 1q, p1,´1qq , (2.2)

est la base des exponentiels complexes de `2pZ2q. Noter la présence d’une suite constante,
la première, et d’une suite oscillante, la deuxième. On reviendra après sur cette forme
particulière de la base.

— N “ 4. `2pZ4q “ tz “ pzp0q, zp1q, zp2q, zp3qq P C4u, la base de Fourier sera donnée par
quatre suites complexes de quatre composantes. C’est laissé comme simple exercice de
vérifier que la base des exponentiels complexes de `2pZ4q est :

E “ pp1, 1, 1, 1q, p1, i,´1,´iq, p1,´1, 1,´1q, p1,´i,´1, iqq . (2.3)

On peut utiliser les résultats (1.10), (1.11), (1.12) de la section 1.8 pour écrire les formules
suivantes, qui sont valides pour deux éléments z, w P `2pZN q quelconques :

— Décomposition sur la base orthogonale E :

z “
N´1
ÿ

m“0

xz, Emy
N

Em (2.4)

— Identité de Parseval pour la base orthogonale E :

xz, wy “
N´1
ÿ

m“0

xz, EmyxEm, wy
N

(2.5)

— Identité de Plancherel pour E :

}z}2 “
N´1
ÿ

m“0

|xz, Emy|2

N
. (2.6)

On calculera explicitement les expressions ci-dessus dans la section 2.3.
On a la possibilité de renormaliser la base E de plusieurs manières, dans les deux sections

suivantes on montrera les deux plus répandues, qui permettront aussi de définir la transformée
de Fourier discrète.
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2.2 La base orthonormale de Fourier de `2pZNq

Dans la section précédente on a vu que la norme `2pZN q de toutes les suites Em est
?
N , donc

il est évident que l’on peut obtenir une base orthonormale si on divise par
?
N . Ceci justifie la

définition suivante.

Déf. 2.2.1 On appelle base orthonormale de Fourier de `2pZN q l’ensemble

E “ pE0, E1, E2, . . . , EN´1q

des N suites Em P `
2pZN q

Em : ZN ÝÑ C
n ÞÝÑ Empnq,

où :
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

E0pnq “
1?
N

E1pnq “
1?
N
e2πi n

N

E2pnq “
1?
N
e2πi 2n

N

...

EN´1pnq “
1?
N
e2πi pN´1qn

N .

La suite générale de la base orthonormale de Fourier est :

Empnq “
1
?
N
e2πimn

N “
1
?
N
pωmq

n @m,n “ 0, . . . , N ´ 1,

et la formule d’orthonormalité : xEj , Eky “ δj,k est valide.

Grâce aux formules (2.2) et (2.3) on peut dire que :

E “
1
?

2
pp1, 1q, p1,´1qq (2.7)

est la base orthonormale de Fourier de `2pZ2q et

E “
1

2
pp1, 1, 1, 1q, p1, i,´1,´iq, p1,´1, 1,´1q, p1,´i,´1, iqq . (2.8)

est la base orthonormale de Fourier de `2pZ4q.

La traduction du théorème 1.8.1 dans `2pZN q avec la base orthonormale de Fourier est la
suivante. Étant donnés les éléments z, w P `2pZN q quelconques, on a :

— Décomposition sur la base orthonormale de Fourier :

z “
N´1
ÿ

m“0

xz, EmyEm (2.9)
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— Identité de Parseval :

xz, wy “
N´1
ÿ

m“0

xz, EmyxEm, wy (2.10)

— Identité de Plancherel :

}z}2 “
N´1
ÿ

m“0

|xz, Emy|
2 . (2.11)

2.3 La base orthogonale de Fourier de `2pZNq

Malgré la constante de normalisation 1{
?
N , qui apparâıt dans la définition de la base

orthonormale de Fourier, est le choix le plus naturel pour la normalisation de la base E de
`2pZN q, dans les applications pratiques une autre normalisation est plus souvent utilisée. La
raison est la suivante : avec le choix que l’on montrera tout de suite, beaucoup de formules
peuvent être écrites d’une façon plus simple.

Déf. 2.3.1 On appelle base orthogonale de Fourier de `2pZN q l’ensemble

F “ pF0, F1, F2, . . . , FN´1q

des N suites Fm P `
2pZN q

Fm : ZN ÝÑ C
n ÞÝÑ Fmpnq,

où :
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

F0pnq “
1
N

F1pnq “
1
N e

2πi n
N

F2pnq “
1
N e

2πi 2n
N

...

FN´1pnq “
1
N e

2πi pN´1qn
N .

La suite générale de la base orthogonale de Fourier est :

Fmpnq “
1

N
e2πimn

N “
1

N
pωmq

n @m,n “ 0, . . . , N ´ 1.

Les relations parmi les trois bases E , E et F sont les suivantes :

Em “
Em
?
N
, Fm “

Em
N
, Fm “

Em
?
N

@m P t0, 1, . . . , Nu. (2.12)

Grâce aux formules ci-dessus on peut calculer facilement les bases orthogonales de Fourier
de `2pZ2q et de `2pZ4q :
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— Base orthogonale de Fourier de `2pZ2q :

F “
1

2
pp1, 1q, p1,´1qq (2.13)

— Base orthogonale de Fourier de `2pZ4q :

F “
1

4
pp1, 1, 1, 1q, p1, i,´1,´iq, p1,´1, 1,´1q, p1,´i,´1, iqq . (2.14)

Toujours grâce à (2.12) on peut déterminer l’équivalent des formules (2.9) (ou 2.4), (2.10) (ou
2.5) et (2.11) (ou 2.6) pour deux éléments z, w P `2pZN q quelconques :

— Décomposition sur la base orthogonale de Fourier :

z “ N
N´1
ÿ

m“0

xz, FmyFm

— Identité de Parseval pour la base orthogonale de Fourier :

xz, wy “ N
N´1
ÿ

m“0

xz, FmyxFm, wy

— Identité de Plancherel pour la base orthogonale de Fourier :

}z}2 “ N
N´1
ÿ

m“0

|xz, Fmy|
2 .

Il est utile de résumer dans la table suivante la différence parmi les bases et les formules :

Empnq “ e2πimn
N , Empnq “

1
?
N
e2πimn

N , Fmpnq “
1

N
e2πimn

N .

Base Décomposition Identité de Parseval Identité de Plancherel

E z “
N´1
ř

m“0

xz,Emy
N Em xz, wy “

N´1
ř

m“0

xz,EmyxEm,wy
N }z}2 “

N´1
ř

m“0

|xz,Emy|2
N

E z “
N´1
ř

m“0
xz, EmyEm xz, wy “

N´1
ř

m“0
xz, EmyxEm, wy }z}2 “

N´1
ř

m“0
|xz, Emy|

2

F z “ N
N´1
ř

m“0
xz, FmyFm xz, wy “ N

N´1
ř

m“0
xz, FmyxFm, wy }z}2 “ N

N´1
ř

m“0
|xz, Fmy|

2 .

Table 2.1 – Différentes normalisations des bases de Fourier, et formules relatives.
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2.4 Les coefficients de Fourier et la transformée de Fourier
discrète (DFT)

La définition de la transformée de Fourier discrète change selon les auteurs et les applications.
Les deux définitions les plus répandues utilisent la base orthonormale E et un mélange des
bases orthogonales E et F .

Les deux choix sont utiles pour des raisons différentes :

— Utiliser la base orthonormale E permet d’obtenir des opérateurs unitaires ;

— Utiliser un mélange des bases orthogonales E et F permet de simplifier beaucoup de
formules, notamment la formule de la convolution, que l’on verra plus tard dans ce
chapitre, qui est très utilisée dans les applications.

On travaillera avec les formules qui viennent des bases orthogonales E et F . Cette décision a
été prise principalement par cohérence avec les formules de beaucoup de logiciels, notamment
MATLAB.

On commence par reconsidérer la décomposition

z “
N´1
ÿ

m“0

xz, Emy
N

Em “
N´1
ÿ

m“0

xz, Emy
Em
N
,

mais Em{N “ Fm, donc :

z “
N´1
ÿ

m“0

xz, EmyFm,

i.e. on peut décomposer un élément z P `2pZN q quelconque sur la base orthogonale de Fourier
F avec des composantes données par les produits scalaires de z avec les éléments de la base E .

En rappelant la définition du produit scalaire de `2pZN q, on peut écrire :

xz, Emy “
N´1
ÿ

n“0

zpnqEmpnq “
N´1
ÿ

n“0

zpnqe2πimn
N

“

N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N .

Déf. 2.4.1 Étant donné z P `2pZN q quelconque, on appelle les valeurs complexes xz, Emy,
m P t0, 1, . . . , N ´ 1u, les coefficients de Fourier de z, qu’on écrit avec ẑpmq. Explicitement :

ẑpmq “
N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N ! Coefficients de Fourier de z " . (2.15)

On écrit avec ẑ P `2pZN q la suite des coefficients de Fourier de z :

ẑ “ pẑp0q, ẑp1q, ẑp2q, . . . , ẑpN ´ 1qq. (2.16)

On appelle l’opérateur linéaire qui transforme z P `2pZN q en la suite ẑ P `2pZN q de ses
coefficients de Fourier, i.e.

DFT ” ˆ ” F : `2pZN q ÝÑ `2pZN q
z ÞÝÑ DFTpzq ” ẑ ” Fpzq,
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ẑpmq “
N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N @m P t0, 1, . . . , N ´ 1u,

la transformée de Fourier discrète, qu’on écrira DFT ! Discrete Fourier Transform ", à
partir de maintenant.

Il faut observer la variable de z est n, tandis que la variable de ẑ est m. Dans la
section 2.6 on donnera l’interprétation de n et m dans la théorie des signaux : n est la valeur
discrète d’un instant temporel (ou d’une position spatiale), où on mesure un signal z, par
contre m est proportionnel à la fréquence d’oscillation d’une onde (dite harmonique), multiple
d’une fréquence fondamentale. Donc, la DFT permet de passer d’une description en termes
d’échantillons temporels (ou spatiales) d’un signal, à une description en termes de fréquences
du signal même. Dans la section 2.6 on formalisera cette affirmation.

Avec les définitions ci-dessus, on peut écrire la décomposition de z comme ceci :

z “
N´1
ÿ

m“0

ẑpmqFm, (2.17)

i.e. les coefficients de Fourier de z sont les composantes de z dans la base orthogonale de
Fourier F :

ẑ “ rzsF . (2.18)

Si on utilise la notation que l’on vient d’introduire, on peut réécrire le théorème de
décomposition sur la base orthonormale de Fourier et les identités de Parseval et Plancherel
comme cela :

— Décomposition de z sur la base orthogonale de Fourier :

zpnq “
1

N

N´1
ÿ

m“0

ẑpmqe2πimn
N @n “ 0, 1, . . . , N ´ 1 (2.19)

— Identité de Parseval :

xz, wy “
1

N

N´1
ÿ

m“0

ẑpmqŵpmq “
1

N
xẑ, ŵy (2.20)

— Identité de Plancherel :

}z}2 “
1

N

N´1
ÿ

m“0

|ẑpmq|2 “
1

N
}ẑ}2 . (2.21)
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2.4.1 La transformée de Fourier inverse (IDFT)

Il est intéressant de comparer les formules (2.15) et (2.19) :

ẑpmq “
N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N , zpnq “

1

N

N´1
ÿ

m“0

ẑpmqe2πimn
N , @n,m P t0, 1, . . . , N ´ 1u.

La première relation dit que, si on connait les valeurs zpnq, alors on peut reconstruire les
valeurs ẑpmq grâce à la formule (2.15).

La deuxième relation dit que, si on connait les valeurs ẑpmq, alors on peut reconstruire les
valeurs zpnq grâce à la formule (2.19).

Ceci montre une ! dualité " entre les deux formules : on peut passer de la suite z à la suite
ẑ et vice-versa via les relations (2.15) et (2.19).

On va formaliser cette dualité avec la définition et le théorème qui suivent.

Déf. 2.4.2 On appelle l’opérateur linéaire :

IDFT ” ˇ ” F´1 : `2pZN q ÝÑ `2pZN q
z ÞÝÑ IDFTpzq ” ž ” F´1pzq,

žpnq “
1

N

N´1
ÿ

m“0

zpmqe2πimn
N @n P t0, 1, . . . , N ´ 1u,

la transformée de Fourier discrète inverse, que l’on écrira IDFT ! Inverse Discrete
Fourier Transform ", à partir de maintenant.

Théorème 2.4.1 La IDFT est l’opérateur linéaire inverse de la DFT et vice-versa :

IDFT “ DFT´1, DFT “ IDFT´1,

autrement dit :
ˇ̂z “ z, ˆ̌z “ z @z P `2pZN q.

Preuve. On doit démontrer que la composition entre DFT et IDFT et entre IDFT et DFT
donne l’opérateur identité id : DFT˝IDFT“IDFT˝DFT“ id, idpzq “ z, @z P `2pZN q.

On commence par vérifier que, si on a une suite z P `2pZN q quelconque, et on applique la
DFT pour obtenir la suite des coefficients de Fourier ẑ P `2pZN q, alors on peut revenir à la
suite initiale via l’application de la IDFT :

`2pZN q ÝÑ
DFT

`2pZN q ÝÑ
IDFT

`2pZN q
z ÞÝÑ ẑ ÞÝÑ ˇ̂z “ z.

Avant d’écrire la composition, on souligne qu’il ne faut pas confondre l’indice de sommation,
dont le symbole n’a aucune importance, avec les variables fixées n,m de žpnq et ẑpmq. Pour
éviter ce problème, on utilise j comme symbole de sommation de la première transformation,
qui est celle écrite à l’intérieur de l’expression composée.
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ˇ̂zpnq “
1

N

N´1
ÿ

m“0

ẑpmqe2πimn
N “

1

N

N´1
ÿ

m“0

˜

N´1
ÿ

j“0

zpjqe´2πimj
N

¸

e2πimn
N

“
1

N

N´1
ÿ

m“0

N´1
ÿ

j“0

zpjqe2πimn´j
N

“
1

N

N´1
ÿ

j“0

zpjq

˜

N´1
ÿ

m“0

e2πimn´j
N

¸

“
pLemme 2.1q

1

N

N´1
ÿ

j“0

zpjqNδj,n

“ zpnq @n P t0, 1, . . . , N ´ 1u.

Maintenant on vérifie que la composition inverse donne encore l’identité :

`2pZN q ÝÑ
IDFT

`2pZN q ÝÑ
DFT

`2pZN q
z ÞÝÑ ž ÞÝÑ ˆ̌z “ z.

ˆ̌zpmq “
N´1
ÿ

n“0

žpnqe´2πimn
N “

N´1
ÿ

n“0

˜

1

N

N´1
ÿ

j“0

zpjqe2πi jn
N

¸

e´2πimn
N

“
1

N

N´1
ÿ

n“0

N´1
ÿ

j“0

zpjqe2πin j´m
N

“
1

N

N´1
ÿ

j“0

zpjq

˜

N´1
ÿ

n“0

e2πin j´m
N

¸

“
pLemme 2.1q

1

N

N´1
ÿ

j“0

zpjqNδj,m

“ zpmq @m P t0, 1, . . . , N ´ 1u.

Donc, ˇ̂zpnq “ zpnq et ˆ̌zpmq “ zpmq, @n,m P t0, 1, . . . , N ´ 1u et le théorème est prouvé. 2

On note la grande similarité entre DFT et IDFT : seulement le coefficient 1{N et le signe de
l’exponentiel complexe changent.

C’est utile de souligner les formules qu’on vient de démontrer :

ˇ̂zpnq “
1

N

N´1
ÿ

m“0

ẑpmqe2πimn
N “ zpnq @n P ZN ,

ˆ̌zpmq “
N´1
ÿ

n“0

žpnqe´2πimn
N “ zpmq @m P ZN .

Déf. 2.4.3 On appelle le couple pz, ẑq P `2pZN q ˆ `2pZN q un couple de Fourier.
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2.4.2 Définition de DFT et IDFT avec la base orthonormale de Fourier

Une définition alternative des coefficients de Fourier, DFT et IDFT, que l’on trouve surtout
dans la littérature mathématique plus théorique, utilise la base orthonormale de Fourier E :

Analyse de Fourier discrète orthonormale :

— z, w P `2pZN q ;

— Coefficients de Fourier :

ẑpmq “
1
?
N

N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N , (2.22)

l’écriture ẑ dans les formules suivantes de cette liste (et seulement celles-ci) fait référence
aux coefficients de Fourier ci-dessus.

— Décomposition sur la base orthonormale de Fourier :

zpmq “
1
?
N

N´1
ÿ

n“0

ẑpnqe2πimn
N .

— DFT :

ẑpmq “
1
?
N

N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N @m P t0, 1, . . . , N ´ 1u.

— IDFT :

žpnq “
1
?
N

N´1
ÿ

m“0

zpmqe2πimn
N @n P t0, 1, . . . , N ´ 1u.

— Identité de Parseval :

xz, wy “
N´1
ÿ

m“0

ẑpmqŵpmq “ xẑ, ŵy.

— Identité de Plancherel :

}z}2 “
N´1
ÿ

m“0

|ẑpmq|2 “ }ẑ}2.

On voit que l’avantage le plus important d’utiliser la base orthonormale de Fourier pour définir
les objets de l’analyse de Fourier discrète est que la DFT et la IDFT sont des opérateurs qui
conservent le produit scalaire, et donc aussi la norme, par conséquent, ils sont représentés avec
des matrices unitaires.

On observe aussi que, indépendamment de la définition que l’on utilise, le produit des
coefficients de ẑ et ž doit toujours être égal à 1{N pour garantir que IDFT=DFT´1.
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2.4.3 La base (orthonormale) de Fourier réelle

On peut écrire la base de Fourier et la DFT avec une notation réelle. L’avantage d’avoir une
base de Fourier réelle est que, si z est réel, alors on peut éviter l’introduction de composantes
imaginaires. On considère simplement la base de Fourier orthonormale pour simplicité.

Il faut distinguer si N est paire ou impaire. On commence par le cas N paire : N “ 2M ,
M P N, M ě 1. Alors, @n “ 0, 1, . . . , N ´ 1, on écrit :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

c0pnq “
1?
N

cmpnq “
b

2
N cos p2πmn

N q m “ 1, 2, ...,M ´ 1

cM pnq “
1?
N

cos

ˆ

2πN
2
n

N

˙

“
p´1qn
?
N

smpnq “
b

2
N sin p2πmn

N q m “ 1, 2, . . . ,M ´ 1.

Si N “ 2M `1 est impaire, alors on définit encore c0, cm et sm comme ci-dessus, mais bien
sûr le cas m “ N{2 ne doit pas être considéré car N{2 dans ce cas n’est pas un nombre entier.

Théorème 2.4.2 L’ensemble tc0, c1, . . . , cM´1, cM , s1, . . . , sM´1u quand N “ 2M ou l’en-
semble tc0, c1, . . . , cM´1, s1, . . . , sM´1u quand N “ 2M ` 1 est une base orthonormale de
`2pZN q. Donc, pour tout z P `2pZN q :

z “
M
ÿ

m“0

xz, cmycm `
M´1
ÿ

m“1

xz, smysm pN “ 2Mq, z “
M´1
ÿ

m“0

xz, cmycm `
M´1
ÿ

m“1

xz, smysm pN “ 2M ` 1q.

Déf. 2.4.4 On appelle base orthonormale réelle de Fourier de `2pZN q l’ensemble de suites de
`2pZN q tc0, c1, . . . , cM´1, cM , s1, . . . , sM´1u quand N “ 2M , ou l’ensemble de suites de `2pZN q
tc0, c1, . . . , cM´1, s1, . . . , sM´1u quand N “ 2M ` 1.

La relation avec les coefficients de Fourier est donnée par les formules suivantes.
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’

’

’

’

’

’

’

’
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’

’
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’

’
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’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

xz, c0y “
ẑp0q
?
N

xz, cMy “
ẑpMq
?
N

xz, cmy “
1?
2N
pẑpmq ` ẑpN ´mqq, m “ 1, 2, . . . ,M ´ 1

xz, smy “
´i?
2N
pẑpmq ´ ẑpN ´mqq, m “ 1, 2, . . . ,M ´ 1

ẑp0q “
?
Nxz, c0y

ẑpMq “
?
Nxz, cMy

ẑpmq “
a

N{2pxz, cmy ´ ixz, smyq, m “ 1, 2, . . . ,M ´ 1

ẑpmq “
a

N{2pxz, cN´my ` ixz, sN´myq, m “M ` 1,M ` 2, . . . , N ´ 1.
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2.5 Interprétation matricielle de la DFT et IDFT

Par définition, la DFT transforme les suites de z P `2pZN q représentées dans la base canonique
B de `2pZN q en suites de `2pZN q représentées dans la base orthogonale F de Fourier de `2pZN q
(2.17) :

DFT : `2pZN q ÝÑ `2pZN q
z “ rzsB ÞÝÑ DFTpzq “ ẑ “ rzsF

Donc, la DFT est l’opérateur de passage de la base canonique B de `2pZN q à la base de Fourier
F de `2pZN q et, par conséquent, la IDFT est l’opérateur de passage inverse, de F à B.

On veut trouver la représentation matricielle des opérateurs linéaires DFT et IDFT. Pour

cela, on introduit une notation habituelle dans la littérature relative à la DFT : ωN “ e´
2πi
N .

Grâce aux propriétés des exponentiels complexes on peut écrire :

ωmnN “ e´2πimn
N

et donc les coefficients de Fourier peuvent être réécrits comme ceci :

ẑpmq “
N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N “

N´1
ÿ

n“0

zpnqωmnN .

On définit la matrice WN qui a comme éléments ωmnN :

wmn “ ωmnN ,

i.e. explicitement :

WN “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 1 1 . . . 1

1 ωN ω2
N ω3

N . . . ωN´1
N

1 ω2
N ω4

N ω6
N . . . ω

2pN´1q
N

1 ω3
N ω6

N ω9
N . . . ω

3pN´1q
N

...
...

...
...

. . .
...

1 ωN´1
N ω

2pN´1q
N ω

3pN´1q
N . . . ω

pN´1qpN´1q
N

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Cette matrice N ˆN est dite matrice de Sylvester 1. Elle est symétrique : WN “ W t
N ,

i.e. wmn “ wnm (ce qui est une conséquence évidente de la définition de wmn car ωmnN “ ωnmN )
et chaque ligne ou colonne est donnée par la progression géométrique 2 d’une puissance de ωN .
Une telle matrice est dite de Vandermonde 3.

La convention intrinsèque quand on considère WN consiste à considérer la variabilité de
l’indice des lignes et des colonnes entre 0 et N ´ 1 (au lieu de la variabilité canonique de
1 jusqu’à N), c’est grâce à cette convention qu’on a tous les éléments de la première ligne
(m “ 0) et de la première colonne (n “ 0) égaux à 1.

1. James Joseph Sylvester (1814 London - 1897 London).
2. On rappelle qu’une progression géométrique de raison r est la suite de puissances 1 “ r0, r “

r1, r2, r3, . . . , rn.
3. Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 Paris - 1796 Paris).
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Si on applique WN à z identifié avec un vecteur colonne de CN , alors, par définition de
produit matriciel, on obtient un vecteur WNz dont la m-ième composante pWNzqpmq est
donnée par 4 :

pWNzqpmq “
N´1
ÿ

n“0

wmnzpnq “
N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N “ ẑpmq,

ça vaut @m P ZN , donc :
ẑ “WNz @z P `2pZN q.

Avec les mêmes considérations, on peut vérifier que la IDFT est implémentée via la matrice
conjuguée de WN normalisée par le coefficient 1{N (la transposition n’est pas nécessaire car
WN est symétrique) :

W´1
N “

1

N
WN , ž “W´1

N z @z P `2pZN q.

WN est la matrice de passage de base de B à F , et W´1
N “ 1

NWN est la matrice de passage
de base de F à B.

Observation : si on utilise la définition de DFT correspondant à l’eq. (2.22), i.e. via la base
orthonormale de Fourier, alors la matrice associée devient W̃N “WN{

?
N , qui est une matrice

unitaire, et donc sa matrice inverse est W̃N .
Exemples :

— N “ 2 : ω2 “ e´2πi{2 “ e´iπ “ cospπq ´ i sinpπq “ ´1, donc

W2 “

ˆ

1 1
1 ´1

˙

,

d’où :

W´1
2 “

1

2

ˆ

1 1
1 ´1

˙

.

— N “ 4 : ω4 “ e´2πi{4 “ e´iπ{2 “ cospπ{2q ´ i sinpπ{2q “ ´i, donc

W4 “

¨

˚

˚

˝

1 1 1 1
1 ´i p´iq2 p´iq3

1 p´iq2 p´iq4 p´iq6

1 p´iq3 p´iq6 p´iq9

˛

‹

‹

‚

,

d’où :

W4 “

¨

˚

˚

˝

1 1 1 1
1 ´i ´1 i
1 ´1 1 ´1
1 i ´1 ´i

˛

‹

‹

‚

. (2.23)

4. C’est le produit Euclidien réel de la m-ième ligne de WN , i.e. pwm0, wm1, . . . , wmpN´1qq fois les composantes
pzp0q, zp1q, . . . , zpnqq de z.
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La matrice inverse est :

W´1
4 “

1

4

¨

˚

˚

˝

1 1 1 1
1 i ´1 ´i
1 ´1 1 ´1
1 ´i ´1 i

˛

‹

‹

‚

. (2.24)

On observe que la matrice W´1
4 a comme colonnes la base orthogonale F de `2pZ4q comme vu

dans la formule eq. (2.14), ce qui est cohérent avec le fait qu’elle est la matrice de passage de
la base orthogonale F à la base canonique de `2pZ4q.

2.5.1 ! FFT " : Fast Fourier Transform

On vient de voir que l’action de la DFT sur un signal z P `2pZN q peut être représentée comme
un produit matriciel. Par conséquent, on a besoin de calculer N multiplications pour chaque
élément ẑpmq de la suite ẑ P `2pZN q. Comme ẑ a N composantes, l’algorithme de calcul de la
DFT a une complexité de OpN2q.

Pour des signaux de grande dimension, cette complexité implique que la DFT est très
lente, c’est pour cela que la transformée de Fourier a été utilisée presque seulement dans un
cadre théoriques, plutôt que dans les applications, jusqu’aux années 60 du XX siècle.

Heureusement, Cooley et Tukey, en 1965, ont utilisé des symétries cachées dans la DFT
pour construire un algorithme rapide pour le calcul de la DFT, ils ont appelé l’algorithme
Fast Fourier Transform ! FFT ".

La FFT a une complexité de l’ordre de OpN logNq et elle permet de calculer la transformée
de Fourier d’un signal de grande dimension dans l’ordre d’une fraction de secondes avec les
ordinateurs modernes.

En particulier, la FFT est très efficace quand la dimension des signaux est une puissance
de 2. Cela explique pourquoi le format typique des images numériques est de 512 ou 1024,
comme ceci on peut manipuler ces images efficacement avec la FFT.

Le développement de la FFT est considéré comme une des plus grandes avancées scientifique
du XXème siècle, car il a permis d’utiliser dans une quantité énorme d’applications pratiques
la transformée de Fourier.
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2.6 La transformée de Fourier dans le traitement des signaux

La théorie de Fourier est appliquée dans beaucoup de domaines, par exemple la résolution
des équations différentielles ordinaires et partielles, la physique classique et quantique, les
statistiques et probabilités et le traitement des signaux.

C’est surtout dans le premier et le dernier domaine qu’on appliquera les résultats de
l’analyse de Fourier. Dans cette section on commencera à voir l’importance de la théorie de
Fourier dans le traitement des signaux en dimension 1 (1D).

2.6.1 La formule de synthèse des signaux 1D : décomposition sur la base
des harmoniques

Un signal discret 1D de dimension N peut être défini comme l’ensemble des N échantillons
d’une variable, qui peut être dépendant du temps, d’une dimension spatiale (x,y ou z), où
d’un autre paramètre avec un seul degré de liberté.

Deux exemples remarquables de signaux discret 1D qui dépendent du temps ou d’une
dimension spatiale sont :

— l’ensemble de valeurs d’intensité d’un morceau de musique échantillonné en correspon-
dance de N instants temporels différents ;

— l’ensemble de valeurs de niveau de gris d’une ligne ou d’une colonne d’une image
échantillonnée en correspondance de N positions différentes.

On peut traiter un signal discret 1D dans le cadre de la théorie de Fourier avec les identifications
basiques suivantes :

— la représentation mathématique abstraite d’un signal discret 1D est donnée par une
suite z P `2pZN q ;

— n P ZN “ t0, 1, . . . , N´1u représente la valeur du paramètre (temps, dimension spatiale,
etc.) où on mesure les échantillons du signal. L’unité de mesure de n est typiquement
le second ou le mètre ;

— l’énergie du signal z est associée à la norme carrée }z}2.

On veut maintenant interpréter la formule de décomposition sur la base de Fourier, les
coefficients de Fourier, la DFT et IDFT et l’identité de Plancherel dans le cadre du traitement
des signaux.

L’interprétation de l’identité de Plancherel est la plus simple : l’énergie du signal z est
décomposée dans la somme des modules carrés des coefficients de Fourier.

La formule de décomposition sur la base de Fourier, eq. (2.19), dans le domaine du
traitement des signaux est dite

Formule de synthèse : zpnq “
1

N

N´1
ÿ

m“0

ẑpmqe2πimn
N @n P ZN .

Avec cette formule on peut reconstruire (ou synthétiser, d’où le nom) le signal z grâce à la
connaissance des coefficients de Fourier ẑpmq et aux fonctions oscillantes e2πimn

N .
Les fonctions qu’on utilise dans l’opération de synthèse du signal sont :

e2πim
N
n “ cos

´

2π
m

N
n
¯

` i sin
´

2π
m

N
n
¯

. (2.25)
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Quand m “ 0 il n’y a pas d’oscillations, mais à partir de m “ 1 jusqu’à m “ N ´ 1 les
fonctions e2πim

N
n oscillent avec une certaine fréquence (donc l’unité de mesure m est le hertz

ou le rad/s) qu’on va discuter en détaille dans la section 2.6.4. Ces fonctions ont un nom
spéciale, dérivé de la musique, comme le montre la définition suivante.

Déf. 2.6.1 (Harmoniques) La fonction n ÞÑ e2πi 1
N
n est dite harmonique (discrète 5) fonda-

mentale et les fonctions n ÞÑ e2πim
N
n pour m “ 2, . . . , N ´ 1 sont dites harmoniques (discrètes)

d’ordre (supérieur) m.

2.6.2 Signification des coefficients de Fourier et spectres d’un signal 1D

La formule de synthèse montre que le signal z dans la valeur n de son paramètre est
reconstruit par une combinaison linéaire d’ondes harmoniques avec fréquences multiples
de 1{N via le coefficient de multiplication m : t0, 1{N, 2{N, . . . , pN ´ 1q{Nu. Les scalaires
complexes de la combinaison linéaire sont les coefficients de Fourier ẑpmq.

Chaque coefficient de Fourier ẑpmq P C peut être écrit ainsi :

ẑpmq “ apmq ` ibpmq “ |ẑpmq|eiArgpẑpmqq

où |ẑpmq| “
a

apmq2 ` bpmq2 est le module du coefficient de Fourier ẑpmq et Argpẑpmqq “

arctan
´

bpmq
apmq

¯

est son argument.

Il est donc évident que le ! poids " qui mesure l’importance de chaque harmonique e2πimn
N

dans la reconstruction du signal z est le module 6 du coefficient de Fourier ẑpmq :

|ẑpmq| : mesure de l’importance de l’harmonique e2πimn
N dans la reconstruction de z.

Dû à cela, dans le cadre du traitement des signaux, on appelle la formule des coefficients
de Fourier :

Formule d’analyse : ẑpmq “
N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N @m P ZN ,

car avec ẑ on peut analyser les composantes fréquentielles d’un signal.
Si le signal discret z dépend du temps t (ou d’une dimension spatiale x), alors on dit

que la transformation z Ñ ẑ réalisée par la DFT permet de passer de la représentation
temporelle (ou spatiale) du signal à la représentation fréquentielle, ou à l’espace de
Fourier.

La transformée de Fourier est souvent définie comme l’équivalent du prisme de Newton pour
les mathématiques. Le prisme de Newton permet de décomposer la lumière dans les composantes
fréquentielles ! cachées " qui correspondent aux couleurs spectrales. La transformée de Fourier
nous permet de mettre en évidence les composantes fréquentielles ! cachées " dans un signal
quelconque.

Cette analogie a amené à donner les définitions suivantes.

5. On spécifie le fait que les harmoniques sont discrètes, car les harmonique continues sont données par les
fonctions t ÞÑ e2πimνt

“ eimωt, où ν est la fréquence et ω “ 2πν est la pulsation.
6. Il faut prendre le module car les nombres complexes ne sont pas ordonnés.
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Déf. 2.6.2 Étant donné z P `2pZN q, on appelle :

— t|ẑpmq|, m P ZNu : spectre d’amplitude de z, ou plus simplement spectre de z ;

— t|ẑpmq|2, m P ZNu : spectre de puissance de z ;

— tArgpẑpmqq, m P ZNu : spectre de phases de z.

On reviendra sur la signification de ces spectres plus tard.
Maintenant, on veut observer que, parmi les coefficients de Fourier il y en a un spécial :

ẑp0q, qui donne une information sur la valeur moyenne de z, en fait :

ẑp0q “
N´1
ÿ

n“0

zpnqe2πi 0n
N “

N´1
ÿ

n“0

zpnq “ Nxzy ùñ ẑp0q “ Nxzy ,

où xzy “ 1
N

N´1
ř

n“0
zpnq est la valeur moyenne du signal z.

Si on introduit cette expression de ẑp0q dans la formule de synthèse et on sépare le premier
terme du reste de la sommation on obtient :

zpnq “
1

N
Nxzy `

1

N

N´1
ÿ

m“1

ẑpmqe2πimn
N , i.e. zpnq “ xzy `

1

N

N´1
ÿ

m“1

ẑpmqe2πimn
N ,

on dit que le coefficient de Fourier ẑp0q est la composante ! DC " de la formule de synthèse,
tandis que les autres termes constituent la composante ! AC ". Cette nomenclature vient
de l’électrotechnique, où on appelle le courant continue DC ! Direct Current " (courant de
fréquence nulle) et le courant alternatif AC ! Alternating Current ".

On peut interpréter la formule qu’on vient de déterminer en disant que z est décomposée
dans la somme de sa valeur moyenne et des détails plus fins reconstruits par les harmoniques
d’ordre supérieur avec des poids donnés par les modules des coefficients de Fourier de z.

2.6.3 La formule de synthèse et les coefficients de Fourier de l’impulsion
unitaire δ

C’est instructif de comparer la formule de synthèse avec la formule (2.1), i.e.

N´1
ÿ

n“0

e˘2πin j´k
N “ Nδj,k “

#

N j “ k

0 j ‰ k,

si on réécrit j ´ k “ m P ZN , on échange m avec n (ce qui est possible car sont deux valeurs
quelconques de ZN ) et on normalise par N , alors la formule devient

1

N

N´1
ÿ

m“0

e˘2πinm
N “

#

1 n “ 0

0 n “ 1, . . . , N ´ 1
“ e0pnq ” δ0pnq ” δpnq.

On appelle δ l’impulsion unitaire. La formule précédente est donc la formule de synthèse de
l’impulsion unitaire, dans laquelle on voit que tous les coefficients de Fourier sont unitaires :

pδ0pmq “ 1 “
ˇ

ˇ

ˇ

pδ0pmq
ˇ

ˇ

ˇ
@m P ZN .
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Ce résultat est très profond : la DFT transforme un signal complètement ! localisé " dans
une valeur de son paramètre en un signal complètement ! délocalisé " dans son spectre :
les harmoniques relatives à toutes les fréquences interviennent avec le même poids dans la
reconstruction du signal.

La généralisation de ce comportement à espaces plus compliqués que `2pZN q, notamment
L2pΩq, Ω Ď Rn qu’on examinera plus tard, est à la base de la compréhension de ce qu’on
appelle le principe d’indétermination de Heisenberg, un des noyaux conceptuels de la mécanique
quantique.

Si on calcule les coefficients de Fourier du signal constant zpnq “ 1
N , @n P ZN , on obtient :

ẑpmq “
N´1
ÿ

n“0

1

N
e´2πimn

N “
1

N

N´1
ÿ

n“0

e´2πimn
N “ δ0pmq “

#

1 m “ 0

0 m “ 1, . . . , N ´ 1,

donc, la DFT d’un signal constant (et donc complètement délocalisé par rapport à son
paramètre) est une impulsion unitaire dans le domaine de Fourier, et donc, complètement
localisé dans les fréquences.

On peut donner une interprétation physique de la formule du lemme (2.1) : e2πinm
N “

cos
`

2πnmN
˘

` i sin
`

2πnmN
˘

“ 0 si et seulement si cos
`

2πnmN
˘

“ 0 et sin
`

2πnmN
˘

“ 0 quand
m P t1, 2, . . . , N ´ 1u. Donc, le résultat qu’on vient de voir affirme que la superposition de
N ´1 fonctions harmoniques avec des fréquences multiples entières entre elles est nulle partout,
i.e. elles sont sujettes à un phénomène d’interférence destructive, sauf en une valeur, où les
harmoniques s’accumulent.

La formule de synthèse dit qu’il faut donner des poids différents aux harmoniques pour
pouvoir reconstruire un signal différent d’une impulsion.
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2.6.4 Hautes et basses fréquences m dans la formule de synthèse

On veut comprendre plus en profondeur la signification des coefficients fréquentiels m dans
l’ensemble :

!

e2πimn
N “ cos

´

2π
mn

N

¯

` i sin
´

2π
mn

N

¯

, n “ 0, 1, . . . , N ´ 1
)

,

qui représente les valeurs des harmoniques dans chacun des N paramétrés n.
Pour simplifier l’analyse, on considère seulement la partie réelle de l’ensemble ci-dessus, i.e.

Hm “

!

cos
´

2π
mn

N

¯

, n “ 0, 1, . . . , N ´ 1
)

,

les considérations qu’on fera sur le cosinus peuvent être répétées pour le sinus.
On discute du comportement de cos

`

2πmnN
˘

quand m prend les valeurs de 0 jusqu’à N ´ 1,
N paire (on discutera plus tard du cas N impaire) :

— m “ 0 : comme on l’a déjà vu, dans ce cas on a pas d’oscillations, mais une suite de
valeurs constantes, cos

`

2π 0n
N

˘

“ 1, donc

H0 “ t1, 1, . . . , 1u;

— m “ 1 :

H1 “

"

1, cos

ˆ

2π
1

N

˙

, cos

ˆ

2π
2

N

˙

, . . . , cos

ˆ

2π
N ´ 1

N

˙*

,

les valeurs de H1 représentent N échantillons d’une oscillation du cosinus. Le cycle
n’est pas terminé car on ne considère pas la valeur n “ N , qui permettrait d’obtenir
cos

`

2πNN
˘

“ cosp2πq “ 1. Dans la figure 2.1 on montre le graphe de Hm pour m “

1, N “ 16.

— m “ 2 :

H2 “

#

1, cos

ˆ

2π
2

N

˙

, cos

ˆ

2π
4

N

˙

, . . . , cos

˜

2π
2N2
N

¸

“ 1, . . . , cos

ˆ

2π
2pN ´ 1q

N

˙

+

,

les valeurs de H2 représentent N échantillons de deux oscillations du cosinus. En fait,
en correspondance de n “ N{2, un cycle du cosinus est terminé. Dans la figure 2.2 on
montre le graphe de Hm pour m “ 2, N “ 16. On voit que pour n “ 8 “ 16{2 la valeur
du cosinus est 1.

— Si on augmente m jusqu’à N{2, on augmente la fréquence des oscillations du cosinus. La

fréquence maximale est obtenue quand m “ N{2, en fait, dans ce cas, cos

ˆ

2π
N
2
n

N

˙

“

cospπnq, donc
HN

2
“ tp´1qn, n “ 0, 1, . . . , N ´ 1u.

— On pourrait penser que la fréquence des oscillations du cosinus augmente jusqu’à N ´ 1,
mais ceci n’est pas vrai. En fait, à partir de m “ N{2` 1, la fréquence des oscillations
du cosinus décrôıt.
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Figure 2.1 – Hm pour m “ 1, N “ 16.

Figure 2.2 – Hm pour m “ 2, N “ 16.

Pour comprendre ce comportement, on considère cos
`

2π nmN
˘

quand m appartient à

l’ensemble
 

N
2 ` 1, N2 ` 2, . . . , N ´ 1

(

et on fait un changement de variable :

k “ N´m ô m “ N´k, m P

"

N

2
` 1,

N

2
` 2, . . . , N ´ 1

*

ô k P

"

N

2
´ 1, . . . , 2, 1

*

,

donc quand m crôıt de N
2 `1 jusqu’à N´1, k décrôıt de N

2 ´1 jusqu’à 1. Si on introduit
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le changement de variable dans le cosinus on obtient :

cos

ˆ

2π
npN ´ kq

N

˙

“ cos

ˆ

2πn´ 2π
nk

N

˙

“ cos

ˆ

´2π
nk

N

˙

“ cos

ˆ

2π
nk

N

˙

,

on a utilisé la périodicité et la parité du cosinus.
Par conséquent,

cos
´

2π
nm

N

¯

, m P

"

N

2
` 1,

N

2
` 2, . . . , N ´ 1

*

ô cos

ˆ

2π
nk

N

˙

, k P

"

N

2
´ 1, . . . , 1

*

,

Donc, le nombre d’oscillations harmoniques est maximal pour m “ N{2 et
symétrique par rapport à cette valeur. Par exemple, le graphe de Hm pour
m “ 9, N “ 16 est exactement égal au graphe de Hm avec m “ 7, N “ 16. De la même
manière, le graphe de m “ 15, N “ 16 est exactement égal au graphe de la figure 2.1,
qui représente Hm avec m “ 1, N “ 16.

— Bien sûr, si N est impaire, alors ce qu’on vient de dire est valide pour
“

N
2

‰

, la partie

entière de N
2 , i.e. l’entier le plus proche et non supérieur à N

2 .

Les considérations précédentes expliquent pourquoi on appelle :

— Hautes fréquences : les valeurs de m proches de N
2 ;

— Basses fréquences : les valeurs de m proches de 0 ou de N ´ 1.

Donc, si dans la formule de synthèse d’un signal discret z P `2pZN q on a des coefficients
de Fourier ẑpmq avec un module élevé pour des valeurs de m proches de N{2, le signal
sera caractérisé par des variations plutôt violentes (par exemple un son aigu, comme pour
les cymbales). Par contre, si les coefficients de Fourier avec le module plus élevé sont en
correspondance des valeurs de m proches de 0 et à N ´ 1, alors le signal sera caractérisé par
des variations plus douces (par exemple un bruit grave, comme pour les tambours).

La fréquence m “ N{2 est dite fréquence de Nyquist 7. Elle est la fréquence harmonique
la plus élevée qui peut apparaitre dans la formule de synthèse de N échantillons d’un signal.

2.6.5 Filtrage de signaux dans la représentation fréquentielle

Grâce à la DFT on peut modifier très facilement le contenu fréquentiel d’un signal, par exemple
pour augmenter l’importance des basses ou des hautes fréquences.

Le schéma standard consiste à passer à l’espace de Fourier avec la DFT et après à manipuler
les coefficients de Fourier, selon nos besoins avec un filtre f : `2pZN q Ñ `2pZN q, qui peut être
une transformation linéaire ou non-linéaire. On termine par l’application de la IDFT à la suite
des coefficients de Fourier modifiés pour reconstruire le signal original avec les modifications
fréquentielles désirées.

Le schéma du traitement des signaux dans la représentation fréquentielle est montré dans
la figure 2.3.

On souligne que dans la composition de transformations IDFT ˝ f ˝ DFT seulement f
peut changer l’énergie du signal, car la composition entre la transformée de Fourier et la
transformation inverse donne l’identité et donc elle préserve l’énergie du signal original.

7. Harry Nyquist, ingénieur suédois (1889-1976).
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Figure 2.3 – Schéma d’un filtrage dans le domaine de Fourier.

Parmi toutes les filtres f , il existe un filtre très importante, qu’on va définir dans la
sous-section 2.6.6 et qui nous permettra de définir le concept de multiplicateur de Fourier
dans la sous-section 2.6.7.

2.6.6 L’opérateur de multiplication et sa représentation matricielle diago-
nale

Soit w : ZN Ñ C une suite fixé de `2pZN q.

Déf. 2.6.3 On appelle opérateur de multiplication par la suite w, l’application linéaire
ci-dessous :

Mw : `2pZN q ÝÑ `2pZN q
z ÞÝÑ Mwpzq “ w ¨ z,

où Mwpzq “ w ¨ z : ZN Ñ C est la suite définie par produit ponctuel (ou d’Hadamard) entre w
et z :

Mwzpnq “ pw ¨ zqpnq “ wpnq ¨ zpnq @n P ZN .

On observe que, si on représente z comme un vecteur colonne dans la base canonique de
`2pZN q, alors la matrice associée à l’opérateur Mw par rapport à la base canonique
de `2pZN q est une matrice diagonale Dw qui a comme éléments diagonaux les composantes
de la suite w, en fait :

Dwz “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

wp0q 0
. . .

0
wpN ´ 1q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˝

zp0q
...

zpN ´ 1q

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

wp0qzp0q
...

wpN ´ 1qzpN ´ 1q

˛

‹

‚

.
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Exemple d’opérateur de multiplication : on considère la suite de `2pZ6q donnée par z “
p2, 3´ i, 2i, 4` i, 0, 1q et la suite wpnq “ in, n P Z6, alors :

pwp0q “ 1, wp1q “ i, wp2q “ ´1, wp3q “ ´i, wp4q “ 1, wp5q “ iq,

et donc

pMwzqpnq “ p1 ¨ 2, i ¨ p3´ iq,´1 ¨ 2i,´i ¨ p4` iq, 1 ¨ 0, i ¨ 1q “ p2, 3i` 1,´2i,´4i` 1, 0, iq.

On peut maintenant introduire le multiplicateur de Fourier.

2.6.7 Le multiplicateur de Fourier

Ici on va donner un exemple remarquable de filtre fréquentiel, dit multiplicateur de Fourier.

Déf. 2.6.4 Étant donnée une suite w : ZN Ñ C, on appelle multiplicateur de Fourier par
la suite w, l’opérateur ci-dessous :

Tpwq : `2pZN q ÝÑ `2pZN q
z ÞÝÑ Tpwqpzq “ ~w ¨ ẑ,

i.e. Tpwq est l’opérateur donné par la composition suivante :

Tpwq “ IDFT ˝Mw ˝DFT ,

i.e.

`2pZN q ÝÑ
DFT

`2pZN q ÝÑ
Mw

`2pZN q ÝÑ
IDFT

`2pZN q

z ÞÑ DFTpzq “ ẑ ÞÑ MwpDFTpzqq “ w ¨ ẑ ÞÑ IDFTpMwpDFTpzqqq “ ~w ¨ ẑ.

Si on applique la DFT aux deux côtés de la définition de Tpwq, on voit que l’action du
multiplicateur de Fourier est diagonale dans la base de Fourier F :

DFT Tpwqz “ rTpwqzsF “Mw ˝DFT z “Mwẑ, @z P `2pZN q. (2.26)

Alors, Tpwq multiplie les coefficients de Fourier de z par les composantes de la suite w (ce qui
explique le nom de l’opérateur). Donc, on peut :

— Atténuer les basses fréquences du signal z en choisissant une suite wpmq avec
|wpmq| petit quand m » 0 et m » N ´ 1 ;

— Atténuer les hautes fréquences du signal z en choisissant une suite wpmq avec
|wpmq| petit quand m » N{2 ;

— Booster (amplifier) les basses fréquences du signal z en choisissant une suite
wpmq avec |wpmq| grand quand m » 0 et m » N ´ 1 ;

— Booster les hautes fréquences du signal z en choisissant une suite wpmq avec |wpmq|
grand quand m » N{2.

Ceci est utilisé dans les égalisateurs graphiques utilisés par les musiciens pour régler le niveau
des aigües et des basses dans un signal audio.
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2.7 Propriétés de la DFT

Dans cette section on démontrera les plus importantes propriétés de la DFT. On commence
par rappeler la propriété de translation de l’indice d’une sommation :

n
ÿ

i“n0

ai “
n´k
ÿ

i“n0´k

ai`k “
n`k
ÿ

i“n0`k

ai´k, (2.27)

qu’on utilisera souvent, et on anticipe un lemme qui sera très utile dans le développement de
plusieurs démonstrations.

Lemme 2.7.1 Soit f : ZÑ C une fonction N -périodique, N P N :

fpn` aNq “ fpnq @a, n P Z.

Alors, pour tout m P Z :
m`N´1
ÿ

n“m

fpnq “
N´1
ÿ

n“0

fpnq ,

i.e. la somme de f (N-périodique) sur tout intervalle de taille N est constante.

Preuve. Si m “ 0 il n’y a rien à prouver, soit alors m P Z, m ‰ 0. On commence à considérer
m ą 0, alors :

m`N´1
ÿ

n“m

fpnq “
m`N´1
ÿ

n“0

fpnq ´
m´1
ÿ

n“0

fpnq “
N´1
ÿ

n“0

fpnq `
m`N´1
ÿ

n“N

fpnq ´
m´1
ÿ

n“0

fpnq,

mais, en utilisant (2.27),

m`N´1
ÿ

n“N

fpnq “
m´1
ÿ

n“0

fpn`Nq “
m´1
ÿ

n“0

fpnq

grâce à la N -périodicité de f , donc :

m`N´1
ÿ

n“m

fpnq “
N´1
ÿ

n“0

fpnq `
m´1
ÿ

n“0

fpnq ´
m´1
ÿ

n“0

fpnq “
N´1
ÿ

n“0

fpnq.

Si m ă 0, la démonstration est analogue. 2

2.7.1 La périodicité de ẑ et ž

Par la suite, on examinera les plus importantes propriétés des objets de la théorie de
Fourier discrète et on les appliquera à des problèmes pratiques. Néanmoins, il y a une propriété
qu’on doit démontrer tout de suite pour pouvoir interpréter correctement l’analyse de Fourier
discrète : la périodicité de ẑ et ž.

Par calcul direct, si a P Z, on obtient que :

ẑpm` aNq “
N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πi
pm`aNqn

N “

N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N e´2πi aNn

N “

N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N e´2πani

“ ẑpmq,
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car e´2πani “ cosp2πanq ´ i sinp2πanq “ 1. Avec le même calcul on arrive à démontrer que
žpn` aNq “ žpnq @a P Z.

Donc, exactement comme pour les suites z P `2pZN q, on peut étendre la définitions de ẑ et
ž à Z en définissant les deux suites N -périodiques :

ẑ : Z ÝÑ C
m ÞÝÑ ẑpmq “ ẑpm` aNq ,

et

ž : Z ÝÑ C
n ÞÝÑ žpnq “ žpn` aNq ,

où a P Z est tel que m` aN P ZN , ou n` aN P ZN , respectivement.

2.7.2 DFT et translation (invariance du spectre par translations)

On veut examiner maintenant comment varie la DFT d’un signal z P `2pZN q si on fait une
translation de z avec une quantité différente de N . Pour formaliser ceci, on va introduire un
autre opérateur de `2pZN q.

Déf. 2.7.1 Soit z P `2pZN q. On appelle opérateur de translation à droite de la quantité
k, l’application linéaire ci-dessous :

Rk : `2pZN q ÝÑ `2pZN q
z ÞÝÑ Rkpzq,

où Rkpzq : ZN Ñ C est la suite définie par la formule :

Rkzpnq “ zpn´ kq @n P ZN .

Exemple d’opérateur de translation : N “ 6, k “ 2, z “ p2, 3´ i, 2i, 4` i, 0, 1q. Alors :

$

’

’

&

’

’

%

R2zp0q “ zp0´ 2q “ zp´2q “ zp´2` 6q “ zp4q “ 0

R2zp1q “ zp1´ 2q “ zp´1q “ zp´1` 6q “ zp5q “ 1
...

on obtient : R2z “ p0, 1, 2, 3´ i, 2i, 4` iq, on voit que l’effet de R2 sur z est juste de déplacer à
droite de 2 positions les éléments de la suite. Droite = Right en anglais, c’est pour cela qu’on
trouve souvent l’opérateur de translation à droite écrit avec la lettre R.

On observe que les 2 derniers éléments sont tournés dans les deux premières positions
comme dans un cercle. Pour cette raison Rk est aussi connu comme opérateur de translation
circulaire ou opérateur de rotation.

On veut comprendre comment caractériser la composition de l’opérateur de translation
avec la DFT et, inversement, de la DFT avec l’opérateur de translation. On commence avec la
dernière composition : DFTpzpn´ kqq, i.e.
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`2pZN q ÝÑ
Rk

`2pZN q ÝÑ
DFT

`2pZN q

z ÞÝÑ Rkz ÞÝÑ pDFT ˝Rkqz “ DFTpRkzq “ yRkz.

Le théorème suivant montre que l’action de l’opérateur Rk est transformée par la DFT en la
multiplication par un exponentiel complexe.

Théorème 2.7.1 Soit z P `2pZN q et soit k P Z. Alors :

yRkzpmq “ e´2πimk
N ẑpmq @m P Z, (2.28)

i.e. si on définit la suite ωkN P `
2pZN q, ωkN pmq “ ωmkN “ e´2πimk

N @m P Z, alors :

DFT ˝Rk “MωkN
˝DFT . (2.29)

Preuve.

yRkzpmq “
N´1
ÿ

n“0

pRkzqpnqe
´2πimn

N

“

N´1
ÿ

n“0

zpn´ kqe´2πimn
N

“

N´k´1
ÿ

n“´k

zpn´ k ` kqe´2πimpn`kq
N

“

N´k´1
ÿ

n“´k

zpnqe´2πimn
N e´2πimk

N .

Le facteur e´2πimk
N ne dépend pas de l’indice n, donc on peut le sortir de la sommation :

yRkzpmq “ e´2πimk
N

N´k´1
ÿ

n“´k

zpnqe´2πimn
N

“
pLemme 2.7.1q

e´2πimk
N

N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N

“ e´2πimk
N ẑpmq.

On a pu appliquer le lemme 2.7.1 car, par hypothèse, z est N -périodique et l’exponentielle
e´2πimn

N est elle-même une fonction N -périodique. 2

On observe que, si on écrit ẑpmq “ |ẑpmq|eiArgpẑpmqq, alors, comme
ˇ

ˇ

ˇ
e´2πimk

N

ˇ

ˇ

ˇ
“ 1, le produit

e´2πimk
N ẑpmq change seulement la phase de ẑpmq, c’est pour cette raison qu’on dit que la

DFT transforme la translation dans un changement de phase. Le fait que la phase
des coefficients de Fourier soit modifiée par les translations implique que le spectre de phase
contient des informations sur la géométrie du signal original.
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Invariance du spectre par translation. Le théorème ci-dessus montre une limitation
importante de la transformée de Fourier. En fait :

ˇ

ˇ

ˇ
e´2πimk

N

ˇ

ˇ

ˇ
“ 1 ùñ |yRkzpmq| “ |ẑpmq| @m, k P Z,

donc, les modules des coefficients de Fourier de z et de toutes ses translations sont égaux.
Par conséquent, dans le module des coefficients de Fourier |ẑpmq|, on a l’information
sur l’importance de la fréquence m dans le signal z, mais pas de sa position dans
le signal même.

Pour souligner encore plus clairement ce comportement, reconsidérons l’impulsion unitaire et

faisons une translation quelconque : Rkδ, le spectre de ce signal est |zRkδ0pmq| “ |e
´2πimk

N δ̂0pmq|,

mais on a vue que δ̂0pmq “ 1 pour tout m P ZN , donc |zRkδ0pmq| “ |e
´2πimk

N | “ 1. La différence
avec le cas de l’impulsion unitaire non-translatée c’est que, pour elle, le spectre est réel et

donc
ˇ

ˇ

ˇ

pδ0pmq
ˇ

ˇ

ˇ
“ pδ0pmq “ 1 @m P ZN .

Ceci montre que le spectre de l’impulsion unitaire est le exactement le même que celui
de toutes ses translations ! Donc, la seule information du spectre ne peut pas permettre de
reconstruire la localisation spatiale du signal, pour le faire il faut utiliser aussi l’information
donnée par la phase, qui, néanmoins, n’est pas une quantité simple à interpréter et manipuler.

Une alternative est donnée par deux transformations qui localisent la transformée de
Fourier : la transformée de Gabor et la transformée en ondelettes. L’étude de ces opérateurs
va au delà du but de ce cours.

Maintenant on analyse la composition entre l’opérateur de translation et la DFT : ẑpm´kq,
i.e.

`2pZN q ÝÑ
DFT

`2pZN q ÝÑ
Rk

`2pZN q

z ÞÝÑ DFTpzq ÞÝÑ pRk ˝DFTqz “ ẑpm´ kq.

Théorème 2.7.2 Avec les hypothèses du théorème 2.7.1 ça vaut la formule :

pRkẑqpmq “ ẑpm´ kq “

ˆ

{

e2πink
N z

˙

pmq , @m P Z, (2.30)

i.e.
Rk ˝DFT “ DFT ˝M

ωkN
. (2.31)

Preuve.

pRkẑqpmq “ ẑpm´ kq “
N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πi pm´kqn
N “

N´1
ÿ

n“0

´

e2πi kn
N zpnq

¯

e´2πimn
N “

ˆ

{

e2πi kn
N z

˙

pmq.

2

On peut résumer les propriétés qu’on vient d’analyser avec les couples de Fourier de la
table suivante, qui montre que l’opération de translation dans la représentation originale de z
devient un changement de phase dans l’espace de Fourier et que, vice-versa, l’opérations de
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Représentation originale Espace de Fourier

zpn´ kq e´2πi km
N ẑpmq

e2πi kn
N zpnq ẑpm´ kq

translation dans l’espace de Fourier correspond à un changement de phase (avec une phase
conjuguée) dans la représentation originale de z.

Un cas remarquable est donné par la situation suivante : N pair et k “ N{2, alors :

e´
2πimN

2
N “ e´πim “ pe´πiqm “ p´1qm

et :

e
2πinN2
N “ eπin “ peπiqn “ p´1qn.

Alors :

DFT

ˆ

z

ˆ

n´
N

2

˙˙

“ p´1qmẑpmq, ẑ

ˆ

m´
N

2

˙

“ {pp´1qnzqpmq, (2.32)

on voit que multiplier par p´1qn la suite z correspond à faire une translation de N{2 de son
spectre. Cette opération est souvent utilisée pour centrer le spectre en m “ 0.

Pour terminer, une observation sur le rapport entre la formule (2.29) et la représentation
diagonale de l’opérateur Rk. Si on compose les membres de gauche et de droite de la formule
(2.29) avec la IDFT on obtient :

DFT ˝Rk ˝ IDFT “MωkN
.

Si on écrit avec Ak et DωkN
(diagonale, cfr. section 2.6.6) les matrice associées à l’opérateur

Rk et MωkN
par rapport à la base canonique, alors on peut réécrire l’équation antérieure comme

ceci :
WN AkW

´1
N “ DωkN

,

qui montre que la matrice Ak associée à l’opérateur de translation Rk est semblable à la
matrice diagonale DωkN

.
La matrice inversible qui réalise la conjugaison matricielle entre Ak et DωkN

est la matrice
de Sylvester WN , donc on peut dire que l’action de l’opérateur de translation Rk est diagonale
dans l’espace de Fourier.

Ce comportement est un cas particulier d’une classe plus ample, et très importante,
d’opérateurs (dits stationnaires) qui sont diagonaux dans la base de Fourier.

2.7.3 DFT et conjugaison

Étant donnée une suite z P `2pZN q, on définit la suite complexe conjuguée z̄ comme ceci :
z̄ “ pz̄p0q, z̄p1q, . . . , z̄pN ´ 1qq, i.e. z̄pnq “ zpnq @n P ZN .

Le théorème suivant montre la relation entre DFT et conjugaison.

Théorème 2.7.3 Pour toute z P `2pZN q ça vaut que :

pz̄pmq “ ẑp´mq “ ẑpN ´mq @m P ZN .
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Preuve.

pz̄pmq “
N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N “

N´1
ÿ

n“0

zpnqe2πimn
N “

N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πi p´mqn
N “ ẑp´mq,

ẑpN ´mq “ ẑp´mq, par périodicité. 2

Corollaire 2.7.1 z P `2pZN q est réelle, i.e. zpnq P R @n P ZN , si et seulement si

ẑpmq “ ẑp´mq “ ẑpN ´mq, @m P ZN .

ẑ P `2pZN q est réelle, i.e. ẑpmq P R @m P ZN , si et seulement si

zpnq “ zp´nq “ zpN ´ nq, @n P ZN .

Preuve. Comme la DFT est un isomorphisme de `2pZN q, z est réelle, i.e. z “ z̄, si et seulement
si ẑ “ pz̄, mais, grâce au théorème ci-dessus, ça vaut quand ẑpmq “ ẑp´mqq “ ẑpN ´mq.

ẑ est réelle si et seulement si ẑ “ ẑ, mais le théorème ci-dessus dit que ẑp´mq “ pz̄pmq @m P ZN ,
ce qui implique ẑpmq “ pz̄p´mq, par simple échange de variable mØ ´m. Donc :

IDFTpẑpmqq “ IDFTppz̄p´mqq “ IDFTpDFTpz̄p´mqqq “ z̄p´nq “ zp´nq.

Par conséquent, ẑ est réelle ðñ ẑpmq “ ẑpmq ðñ IDFTpẑpmqq “ IDFTpẑpmqq ðñ
zpnq “ zp´nq “ zpN ´ nq @n P ZN . 2

Une conséquence immédiate du résultat ci-dessus est le corollaire suivant.

Corollaire 2.7.2 Si z, ẑ P `2pZN q sont simultanément réelles si et seulement si elles sont
symétriques par rapport à 0, i.e. zpnq “ zp´nq et ẑpmq “ ẑp´mq, @m,n P ZN .
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2.7.4 DFT et convolution

Une des plus importantes propriétés de la transformée de Fourier est liée à l’opération de
convolution. Pour introduire cette opération on va rappeler la formule relative au produit de
polynômes.

Si P pxq “ a0 ` a1x ` . . . ` anx
n “

n
ř

i“0
aix

i et Qpxq “ b0 ` b1x ` . . . ` bmx
m “

m
ř

j“0
bjx

j ,

alors :

P pxqQpxq “
n`m
ÿ

`“0

c`x
`, où c` “

ÿ̀

k“0

a`´kbk “
ÿ̀

k“0

akb`´k. (2.33)

Exemple : P pxq “ a0 ` a1x` a2x
2, Qpxq “ b0 ` b1x` b2x

2, alors :

P pxqQpxq “ a0b0 ` pa0b1 ` a1b0qx` pa0b2 ` a1b1 ` a2b0qx
2 ` pa1b2 ` a2b1qx

3 ` pa2b2qx
4,

les coefficients des puissances de la variable x vérifient la formule (2.33). On observe que, dans
les coefficients c`, on a une somme de produits des coefficients ai et bj , avec la particularité
que la somme des indices i ` j est toujours égale à ` et que l’indice d’une variable crôıt et
l’indice de l’autre décrôıt.

Cela c’est la caractéristique qui définit l’opération de convolution (discrète), qu’on va
introduire dans l’espace `2pZN q.

Déf. 2.7.2 Soient z, w P `2pZN q. La convolution entre z et w, écrite z ˚ w, est la suite de
`2pZN q avec composantes définies par :

pz ˚ wqpnq “
N´1
ÿ

k“0

zpn´ kqwpkq “
N´1
ÿ

k“0

wpn´ kqzpkq , @n P ZN .

La convolution est symétrique, i.e. z ˚ w “ w ˚ z, grâce à la commutativité du produit en C.
Exemple : z, w P `2pZ4q, z “ p1, 1, 0, 2q, w “ pi, 0, 1, 2q, avec la périodicité canonique :

zpn` kNq “ zpnq et wpn` kNq “ wpnq @n P ZN et k P Z. Alors :

pz ˚ wqp0q “
4´1
ÿ

k“0

zp0´ kqwpkq “
3
ÿ

k“0

zp´kqwpkq

“ zp0qwp0q ` zp´1qwp1q ` zp´2qwp2q ` zp´3qwp3q

“ zp0qwp0q ` zp4´ 1qwp1q ` zp4´ 2qwp2q ` zp4´ 3qwp3q

“ zp0qwp0q ` zp3qwp1q ` zp2qwp2q ` zp1qwp3q

“ 1 ¨ i` 2 ¨ 0` 0 ¨ 1` 1 ¨ 2

“ i` 2

On obtient également : pz ˚ wqp1q “ 2` i, pz ˚ wqp2q “ 1` 2i, pz ˚ wqp3q “ 1` 3i, et donc :
pz ˚ wq “ pi` 2, 2` i, 1` 2i, 1` 3iq.

L’interaction entre DFT et convolution a la propriété magnifique décrite dans le théorème
suivant.
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Théorème 2.7.4 Soient z, w P `2pZN q. Alors :

DFT pz ˚ wqpmq “ ẑpmq ¨ ŵpmq ðñ pz ˚ wqpnq “ IDFT pẑ ¨ ŵqpnq @n,m P Z (2.34)

IDFT pẑ ˚ ŵqpnq “ Nzpnq ¨ wpnq ðñ pẑ ˚ ŵqpmq “ N DFTpz ¨ wqpmq @n,m P Z (2.35)

i.e. la transformée de Fourier de la convolution entre z et w est le produit ponctuel des
transformées de Fourier et, vice-versa, la transformée de Fourier inverse de la convolution
entre ẑ et ŵ est N fois le produit ponctuel de z et w. Autrement dit, on a les couples de Fourier
suivantes :

Représentation originale Espace de Fourier

z ˚ w ẑ ¨ ŵ

Nz ¨ w ẑ ˚ ŵ

Preuve. Par définition :

{pz ˚ wqpmq “
N´1
ÿ

n“0

pz ˚ wqpnqe´2πimn
N “

N´1
ÿ

n“0

˜

N´1
ÿ

k“0

zpn´ kqwpkq

¸

e´2πimn
N .

On réécrit l’exponentiel comme ceci :

e´2πimn
N “ e´2πimpn´k`kq

N “ e´2πimpn´kq`mk
N “ e´2πimpn´kq

N e´2πimk
N .

Alors :

{pz ˚ wqpmq “
N´1
ÿ

n“0

N´1
ÿ

k“0

zpn´ kqwpkqe´2πimpn´kq
N e´2πimk

N

“

N´1
ÿ

k“0

wpkqe´2πimk
N

N´1
ÿ

n“0

zpn´ kqe´2πimpn´kq
N

“

N´1
ÿ

k“0

wpkqe´2πimk
N

N´k´1
ÿ

n“´k

zpn´ k ` kqe´2πimpn´k`kq
N

“

N´1
ÿ

k“0

wpkqe´2πimk
N

N´k´1
ÿ

n“´k

zpnqe´2πimn
N

“
pLemme 2.7.1q

N´1
ÿ

k“0

wpkqe´2πimk
N

N´1
ÿ

n“0

zpnqe´2πimn
N

“ ŵpmqẑpmq “ ẑpmqŵpmq,

on observe qu’on a pu appliquer le Lemme 2.7.1 car il est valide pour n’importe quel k P Z.
Alors :

{pz ˚ wqpmq “ ẑpmqŵpmq, @m P Z.
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La preuve du fait que IDFTpẑ ˚ ŵqpnq “ zpnq ¨ wpnq est très similaire. Par définition :

IDFTpẑ ˚ ŵqpnq “
1

N

N´1
ÿ

m“0

pẑ ˚ ŵqpmqe2πimn
N “

1

N

N´1
ÿ

m“0

˜

N´1
ÿ

k“0

ẑpm´ kqŵpkq

¸

e2πimn
N .

On réécrit l’exponentiel comme ceci :

e2πimn
N “ e2πinpm´k`kq

N “ e2πinpm´kq`nk
N “ e2πinpm´kq

N e2πink
N .

Alors :

IDFTpẑ ˚ ŵqpnq “
1

N

N´1
ÿ

m“0

N´1
ÿ

k“0

ẑpm´ kqŵpkqe2πinpm´kq
N e2πink

N

“
1

N

N´1
ÿ

k“0

ŵpkqe2πink
N

N´1
ÿ

m“0

ẑpm´ kqe2πinpm´kq
N

“
1

N

N´1
ÿ

k“0

ŵpkqe2πink
N

N´k´1
ÿ

m“´k

ẑpm´ k ` kqe2πinpm´k`kq
N

“
1

N

N´1
ÿ

k“0

ŵpkqe2πink
N

N´k´1
ÿ

m“´k

ẑpmqe2πimn
N

“
pLemme 2.7.1q

1

N

N´1
ÿ

k“0

ŵpkqe2πink
N

N´1
ÿ

m“0

ẑpmqe2πimn
N

“ N

˜

1

N

N´1
ÿ

k“0

ŵpkqe2πink
N

¸

¨

˜

1

N

N´1
ÿ

m“0

ẑpmqe2πimn
N

¸

“ N IDFT ŵpnq ¨ IDFT ẑpnq “ N wpnq ¨ zpnq “ N zpnq ¨ wpnq.

2

Observations :

— Pendant les étapes de la preuve, on ne peut pas remplacer
N´1
ř

k“0

wpkqe´2πimk
N avec ŵpmq

avant de la dernière étape, car dans la deuxième sommation il y a encore l’indice k.
Seulement quand on élimine la présence de k on peut remplacer avec ŵpmq.

— Les formules (2.34) montrent une espèce de propriété distributive par rapport à la
convolution et au produit ponctuel : quand la DFT est appliquée à un produit
de convolution, elle est répartie sur les facteurs et la convolution devient
un produit ponctuel, vice-versa, quand la IDFT est appliquée à un produit
produit ponctuel, elle est repartie sur les facteur et le produit ponctuel
devient une convolution. Donc :

DFTpž ˚ w̌q “ z ¨ w, IDFTpz ¨ wq “ ž ˚ w̌ @z, w P `2pZN q. (2.36)

— Grâce à la transformée de Fourier, on peut transformer une opération complexe
comme la convolution dans le simple produit de transformées de Fourier
(qu’on peut calculer rapidement avec la FFT).
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Ce résultat est très utilisé dans les applications de traitement des signaux. Si on utilise
la normalisation relative à la base orthonormale pour définir la DFT, alors on voit
apparaitre des coefficients dans la formule de la DFT de la convolution. Ces coefficients
peuvent être très grands, surtout quand on considère la DFT en dimensions supérieures
à 1 et/ou signaux massifs, et cela peut créer des erreurs numériques pendant les calculs.
C’est surtout à cause de la simplicité de cette formule que beaucoup d’auteurs et de
logiciels privilégient la définition de coefficients de Fourier qu’on a donné dans ce cours
plutôt qu’autres définitions.

— Souvent, la convolution est faite entre un signal z et un autre signal w qui est différent
de 0 seulement dans un support de taille T . La valeur de T est importante pour choisir
d’effectuer la convolution directement ou avec la FFT. La complexité de l’opération
de convolution directe est OpNT q, par contre, si on utilise la FFT, la complexité est
OpN logNq. Par conséquent, il est avantageux de transformer la convolution en un
produit ponctuel avec la FFT dès que T ą logpNq. Pour donner un exemple concret,
si z P `2pZN q, avec N “ 1000, alors logpNq » 7 et donc il est conseillé de faire la
convolution z ˚w dans le domaine de Fourier dès que le support de w est supérieur à 7.

Si on fixe un vecteur dans la convolution, on peut définir l’endomorphisme de `2pZN q suivant :

Déf. 2.7.3 Fixée une suite w P `2pZN q, on appelle opérateur de convolution avec w la
transformation linéaire suivante :

Tw : `2pZN q ÝÑ `2pZN q
z ÞÝÑ Twpzq “ z ˚ w.

Comme pour le cas de l’opérateur de translation, on peut donner une représentation diagonale
de l’opérateur de convolution. Pour cela, on réécrit la formule (2.34) sans spécifier l’indice m (car
elle vaut pour n’importe quel indice), i.e. DFTpz ˚wq “ ẑ ¨ ŵ, mais DFTpz ˚wq “ pDFT ˝Twqz
et ẑ ¨ ŵ “ ŵ ¨ ẑ “Mŵ ẑ “ pMŵ ˝DFTqz, i.e. pDFT ˝ Twqz “ pMŵ ˝DFTqz @z P `2pZN q, donc
on peut écrire la relation opératorielle DFT ˝ Tw “Mŵ ˝DFT.

Si on compose avec la IDFT à gauche et à droite de l’expression antécédente on obtient :

DFT ˝ Tw ˝ IDFT “Mŵ.

On va expliciter cette relation dans la base canonique B, comme dans le cas de l’opérateur de
translation. DFT et IDFT deviennent WN et W´1

N et l’opérateur de multiplication Mŵ devient
la matrice diagonale Dŵ “ diagpŵp0q, . . . , ŵpN ´ 1qq. Si la matrice Aw est la représentation
de Tw dans la base B, i.e. Aw “ rTwsB, alors :

WNAwW
´1
N “ Dŵ,

ce qui montre que l’action de l’opérateur de convolution est diagonalisée dans la base de
Fourier.

Les cas des opérateurs de translation et de convolution ne sont pas spéciaux, en fait il
existe une catégorie spécifique d’opérateurs dont l’action est diagonale dans la base de Fourier.
Ces opérateurs s’appellent stationnaires et ils sont examinés en détail dans la section suivante.

Le fait d’avoir déjà examiné les opérateurs de convolution et les multiplicateurs de Fourier
nous permettra de montrer un résultat très importante : l’opérateur de convolution et le
multiplicateur de Fourier sont les prototypes des opérateurs stationnaires, dans le sens que
l’action de tout opérateur stationnaire peut être transformée en une convolution ou un
multiplicateur de Fourier.
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2.8 La DFT et les opérateurs stationnaires

La transformée de Fourier a une relation particulière avec une classe d’opérateurs qu’on dit
! stationnaires ". En fait, elle permet de diagonaliser ces opérateurs et de montrer qu’ils sont
équivalents à des opérateurs de convolution et, aussi, à des multiplicateurs de Fourier.

Après avoir défini précisément les opérateurs stationnaires, pour démontrer les résultats
mentionnés ci-dessus, on devra aussi introduire une catégorie de matrices, dites circulantes,
qui représentent les opérateurs stationnaires dans la base canonique de `2pZN q.

Pour motiver la définition d’opérateur stationnaire, imaginons de devoir transformer un
signal audio z avec un appareil T . Si on transmet le signal z avec un retard ∆t et le seul effet
sur T est de retarder également la sortie du signal transformé de la quantité ∆t, alors on dit
que l’appareil T est stationnaire.

Autrement dit, si l’action de T sur le signal z est indépendante de l’instant de temps dans
lequel on l’applique à A, alors T est stationnaire.

Si Rk est l’opérateur de translation de la quantité k P Z, alors la stationnarité de T est
traduite par la relation suivante :

T pRkzq “ RkpTzq, @z P `2pZN q.

En fait, le côté de gauche représente l’action de l’opérateur T sur le signal z décalé de la
quantité k, tandis que le côté de droite représente le décalage de l’action de l’opérateur T sur
le signal original z. Le diagramme commutatif suivant résume ce qu’on vient de discuter.

`2pZN q
Rk

ÝÝÝÝÑ `2pZN q

T

§

§

đ

§

§

đ
T

`2pZN q ÝÝÝÝÑ
Rk

`2pZN q

Cette considération donne la motivation pour la définition suivante.

Déf. 2.8.1 Un opérateur T : `2pZN q Ñ `2pZN q est dit stationnaire (ou invariant par
translation) si

T pRkzq “ RkpTzq, @z P `2pZN q, @k P Z, (2.37)

i.e. T est stationnaire s’il commute avec tout opérateur de translation Rk :

T ˝Rk “ Rk ˝ T , @k P Z. (2.38)

On démontrera dans 2.8.5 qu’un opérateur linéaire T P Endp`2pZN q est stationnaire si et

seulement pTzqpnq “
N´1
ř

k“0

akzpn´ kq “
N´1
ř

k“0

akRkzpnq, n P t0, . . . , N ´ 1u, ak P C.

Un exemple extrêmement important d’opérateur non stationnaire sur `2pZN q est la trans-
formée de Fourier discrète ! Pour prouver que la DFT n’est pas un opérateur stationnaire,
il suffit de se rappeler comment elle interagit avec les opérateurs de translation Rk : à partir
des formule (2.29) et (2.31) on a, respectivement,

DFT ˝Rk “MωkN
˝DFT et Rk ˝DFT “ DFT ˝M

ωkN
,

ce qui montre que la DFT ne commute pas avec les opérateurs de translations à cause du
changement de phase engendré par l’action de ce type d’opérateurs.
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2.8.1 La DFT et la diagonalisation des opérateurs stationnaires

On pourrait résumer dans un seul théorème les plus importantes propriétés de la DFT en
relation aux opérateurs stationnaires, mais on préfère souligner le fait que la transformée de
Fourier diagonalise les opérateurs stationnaires dans un énonce séparé.

Théorème 2.8.1 Soit T P Endp`2pZN qq un opérateur linéaire stationnaire. Alors, T est
diagonalisable, en fait chaque élément de la base orthogonale de Fourier Fm de `2pZN q est un
vecteur propre de T .

Preuve. Pour chaque m P t0, . . . , N ´ 1u fixé, on considère l’élément m de la base orthogonale
de Fourier : Fmpnq “

1
N e

2πimn
N .

Comme T est un endomorphisme, TFm P `
2pZN q, et donc on peut décomposer TFm sur la

base pF0, . . . , FN´1q elle-même :

pTFmqpnq “
N´1
ÿ

k“0

akFkpnq “
1

N

N´1
ÿ

k“0

ake
2πi kn

N , @n P ZN . (2.39)

On considère maintenant l’action de l’opérateur de translation R1 sur Fm :

R1Fmpnq “ Fmpn´ 1q “
1

N
e2πimpn´1q

N “ e´2πim
N ¨

1

N
e2πimn

N

“ e´2πim
N ¨ Fmpnq.

Si on applique T à R1Fm on obtient :

TR1Fmpnq “ T
´

e´2πim
N ¨ Fmpnq

¯

“
Linéarité de T

e´2πim
N pTFmq pnq

“
éq. p2.39q

e´2πim
N

N´1
ÿ

k“0

akFkpnq

“

N´1
ÿ

k“0

ake
´2πim

N Fkpnq.

Maintenant on permute l’ordre de composition entre R1 et T :

R1TFmpnq “ TFmpn´ 1q

“
éq. p2.39q

1

N

N´1
ÿ

k“0

ake
2πi kpn´1q

N

“
1

N

N´1
ÿ

k“0

ake
´2πi k

N ¨ e2πi kn
N

“

N´1
ÿ

k“0

ake
´2πi k

N Fkpnq.
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Mais T est stationnaire, donc TR1Fm “ R1TFm, i.e.

N´1
ÿ

k“0

ake
´2πim

N Fkpnq “
N´1
ÿ

k“0

ake
´2πi k

N Fkpnq,

mais grâce au théorème d’unicité de la décomposition sur une base :

ake
´2πim

N “ ake
´2πi k

N , @k P ZN , pm est fixéq. (2.40)

On analyse cette égalité : si k “ m, alors l’éq. (2.40) devient une identité et on a rien à discuter.
Pour examiner le cas k ‰ m il faut rappeler que m, k P t0, . . . , N ´ 1u, donc le cos et le sin
des exponentiels complexes prennent leurs valeurs dans une période seulement, car la période
suivante commence quand m, k “ N ! Donc :

k ‰ m ùñ e´2πim
N ‰ e´2πi k

N ,

et l’éq. (2.40) peut être vérifiée si et seulement si ak “ 0 @k ‰ m.
En conséquence, l’éq. (2.39) devient

TFmpnq “ amFmpnq, @n P ZN ,

c’est à dire, Fm est un vecteur propre de T avec une valeur propre am qui est donnée par
l’m-ième coefficient de la décomposition de TFm sur la base orthogonale de Fourier. Bien sûr,
le coefficient am dépend de T .

On rappelle qu’on a fixé un indice m arbitraire, donc tout élément de la base orthogonale
de Fourier est un vecteur propre de T , et, par conséquent, `2pZN q a une base de vecteurs
propres de T . Par définition, T est diagonalisable. 2

Dans le théorème 2.8.2 on verra comment expliciter les valeurs propres am grâce à la DFT.

On peut donner une interprétation matricielle du théorème qu’on vient de voir : en fait,
on sait que l’action de la DFT est représentée par la matrice WN définie dans l’éq. (2.5) et
que WN est la matrice de passage de la base canonique B de `2pZN q à la base de Fourier F
de `2pZN q, avec inverse W´1

N “ 1
NW

˚
N , qui représente la matrice de passage de base de F à B.

Si A est la matrice associée à T par rapport à la base canonique de `2pZN q et D est la
matrice diagonale des valeurs propres de A, alors :

D “WNAW
´1
N , A “W´1

N DWN , (2.41)

en fait, si rwsF représente un vecteur quelconque w P `2pZN q par rapport à la base de Fourier
F , alors :

WNAz “ rAzsF “
pF diagonalise Aq

DrzsF “ DWNz, @z P `2pZN q,

donc WNA “ DWN , si et seulement si : WNAW
´1
N “ DWNW

´1
N “ D.
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2.8.2 Matrices circulantes

Pour pouvoir énoncer et démontrer le théorème fondamental relatif au lien entre transformée
de Fourier et opérateurs stationnaires, on doit introduire un dernier objet : les matrices
circulantes.

On commence par généraliser la périodicité des suites de `2pZN q aux matrices : donnée
une matrice A “ pamnq

N´1
m,n“0, on dit que A est une matrice N-périodique si :

am`kN,n “ am,n et am,n`kN “ am,n, @m,n, k P Z.

Exemple : a0,2 “ aN,2 “ aN,N`2.

Déf. 2.8.2 Soit A “ pamnq
N´1
m,n“0 une matrice N ˆN périodique. A est dite circulante si :

am`1,n`1 “ am,n , @m,n P Z,

si on répète k fois la translation, on peut réécrire la définition comme ceci :

am`k,n`k “ am,n, @m,n, k P Z,

on observe que, comme k P Z, on peut définir une matrice périodique circulante aussi avec la
propriété : am´k,n´k “ am,n, k P Z.

L’interprétation de la définition est la suivante : la ligne (colonne) m`1 (n`1) est obtenue
de la ligne (colonne) m (n) par translation à droite (en bas) d’une position, comme on peut le
voir dans la matrice suivante.

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a0 a1 a2 . . . aN´1

aN´1 a0 a1 . . . aN´2

aN´2 aN´1 a0 . . . aN´3
...

...
...

. . .
...

a1 a2 a3 . . . a0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Exemple de matrice circulante :

A “

¨

˚

˚

˝

3 2` i ´1 4i
4i 3 2` i ´1
´1 4i 3 2` i

2` i ´1 4i 3

˛

‹

‹

‚

.

Exemple de matrice non-circulante :

B “

¨

˝

2 i 3
3 2 i
i 2 3

˛

‚.

Pour être circulante, la 3-ième ligne devrait être pi, 3, 2q.
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2.8.3 La caractérisation exhaustive des opérateurs stationnaires

Le théorème suivante, le plus important du chapitre, permettra d’expliciter les valeurs propres
d’un opérateur stationnaire T d’une façon très simple et aussi de caractériser T comme
opérateur de convolution, dans la représentation originale de z, et comme un multiplicateur,
dans la représentation fréquentielle.

Théorème 2.8.2 Soit T : `2pZN q Ñ `2pZN q un endomorphisme. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(1) T est stationnaire ;

(2) La matrice A qui représente T dans la base canonique de `2pZN q est circulante ;

(3) T est un opérateur de convolution ;

(4) T est un multiplicateur de Fourier ;

(5) La matrice D qui représente T dans la base orthogonale de Fourier F est diagonale.

On note qu’on a déjà démontré l’implication (1) ùñ (5) On démontrera le théorème avec
la stratégie suivante :

p1q ùñ p2q ùñ p3q ùñ p1q et p3q ðñ p4q et p4q ðñ p5q

La preuve du théorème a une importance fondamentale, car elle donne une technique explicite
pour trouver les valeurs propres de T et pour construire l’opérateur de convolution et le
multiplicateur de Fourier qui représentent T .

Preuve.

p1q ùñ p2q : soit A la matrice associée à T via la base canonique 8 penq
N´1
n“0 de `2pZN q :

A “

¨

˚

˚

˚

˝

a0,0 a0,1 ¨ ¨ ¨ a0,N´1

a1,0 a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,N´1
...

...
. . .

...
aN´1,0 aN´1,1 ¨ ¨ ¨ aN´1,N´1

˛

‹

‹

‹

‚

.

Par définition de matrice associée on a : am,n “ pTenqpmq, i.e. la n-ième colonne de A est
le vecteur Ten.

En utilisant le fait que T est stationnaire, on doit démontrer que :

am`1,n`1 “ am,n ðñ pTen`1qpm` 1q “ pTenqpmq, @m,n P ZN .

On observe que :

pR1enqpmq “ enpm´ 1q “

#

1 si n “ m´ 1 ðñ m “ n` 1

0 si n ‰ m´ 1 ðñ m ‰ n` 1
“ en`1pmq @m P ZN ,

8. On rappelle que enpmq “ δn,m, @n,m P ZN .
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donc en`1 “ R1en et alors :

am`1,n`1 “ pTR1enqpm`1q “
pT stationnaireq

R1pTenqpm`1q “ pTenqpm`1´1q “ pTenqpmq “ am,n.

Comme am`1,n`1 “ am,n @m,n P ZN , alors A est circulante et l’implication p1q ùñ p2q est

démontrée.

p2q ùñ p3q : soit A une matrice périodique circulante, i.e. am,n “ am´k,n´k @n,m, k P Z,

on doit démontrer qu’il existe h P `2pZN q tel que Az “ z ˚ h “ Thpzq @z P `
2pZN q.

On va prouver que la suite h qu’on cherche est la première colonne de A, i.e. :

h “ Te0 “

¨

˚

˝

a0,0
...

aN´1,0

˛

‹

‚

, hpmq “ am,0, @m P ZN .

On observe que hpm´ nq “ am´n,0 “ am´n,n´n “
pA circulanteq

am,n, et alors, par définition de

produit matrice par vecteur, on a :

pAzqpmq “
N´1
ÿ

n“0

am,nzpnq “
N´1
ÿ

n“0

hpm´ nqzpnq “ ph ˚ zqpmq

et l’implication p2q ùñ p3q est démontrée.

p3q ùñ p1q : il faut prouver qu’un opérateur de convolution Tw est stationnaire, i.e. :

pTw ˝Rkqpzq “ pRk ˝ Twqpzq, @z P `2pZnq, @k P Z.

On calcule d’abord le côté gauche de l’équation :

pTwRkzqpmq “ pw ˚Rkzqpmq “
N´1
ÿ

n“0

wpm´ nqRkzpnq “
N´1
ÿ

n“0

wpm´ nqzpn´ kq.

On va faire le changement d’indice suivant : ` “ n´ k ô n “ k ` `, la variabilité de ` est :
$

’

’

&

’

’

%

n “ 0 ùñ ` “ ´k
...

n “ N ´ 1 ùñ ` “ N ´ 1´ k,

alors :

pTwRkzqpmq “
N´1´k
ÿ

`“´k

wpm´ k ´ `qzp`q “
Lemme 2.7.1

N´1
ÿ

`“0

wppm´ kq ´ `qzp`q

“ pz ˚ wqpm´ kq “ Rkpz ˚ wqpmq “ pRkTwzqpmq,

et donc l’implication p3q ùñ p1q est démontrée.
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p3q ðñ p4q : on doit démonter qu’un opérateur linéaire T : `2pZN q Ñ `2pZN q est un

opérateur de convolution si et seulement si T est un multiplicateur de Fourier.
Si on fixe un élément w P `2pZN q, quelconque, on a :

Twpzq “ z ˚ w “ IDFTpDFTpz ˚ wqq “
pTh. 2.34q

IDFTpẑ ¨ ŵq “ IDFTpŵ ¨ ẑq

“ pIDFT ˝Mŵ ˝DFTqpzq “ Tpŵqpzq, @w, z P `2pZN q,

où Mŵ est l’opérateur de multiplication par la suite ŵ. Vice-versa :

Tpwqpzq “ pIDFT ˝Mw ˝DFTqpzq “ IDFTpw ¨ ẑq “
éq. p2.36q

w̌ ˚ ˇ̂z “ w̌ ˚ z

“ Tw̌pzq @w, z P `2pZN q,

Cela montre que l’opérateur de convolution avec w peut être interprété comme le
multiplicateur de Fourier par ŵ et vice-versa, le multiplicateur de Fourier par w
peut être interprété comme l’opérateur de convolution avec w̌ :

Tw “ Tpŵq , Tpwq “ Tw̌ @w P `2pZN q.

La double implication p3q ðñ p4q est donc démontrée.

Avant de passer à la dernière étape de la preuve, on résume ce qu’on a vu jusqu’à présent :
un opérateur stationnaire T : `2pZN q Ñ `2pZN q est représenté par une matrice circulante A
relativement à la base canonique pe0, . . . , eN´1q de `2pZN q.

La matrice A, à son tour, peut être représentée par l’opérateur de convolution Th avec
h “ Te0, la première colonne de A ou, comme l’on vient de le voir, par le multiplicateur de
Fourier T

pĥq, où ĥ est la suite des coefficients de Fourier de h.

p4q ðñ p5q : On doit prouver que T est un multiplicateur de Fourier Tpwq, si et seulement

si la matrice associée à T par rapport à la base orthogonale de Fourier F est diagonale.
L’implication directe a déjà été démontrée dans la formule (2.26), nous allons donc à

démontrer tout simplement l’implication p5q ùñ p4q : dire que D “ diagpdn,nq, n “ 0, . . . , N´1,
est la matrice diagonale qui représente l’opérateur T dans la base de Fourier F veut dire que

rT pzqsF “ DrzsF ðñ DFT ˝ T pzq “Mw ˝DFTpzq,

étant Mw l’opérateur de multiplication par la suite wpnq “ dn,n, n “ 0, . . . , N ´ 1. Si on
applique la IDFT aux deux côtés :

T pzq “ IDFT ˝Mw ˝DFTpzq @z P `2pZN q,

mais alors T “ Tpwq et l’implication p5q ùñ p4q est démontrée.
Le théorème est donc complètement prouvé. 2
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Le théorème qu’on vient de démontrer donne une technique standard pour l’étude des
opérateurs stationnaires T sur `2pZN q. On rappelle que la suite :

δ P `2pZN q, δpnq “ e0pnq “ δ0,n “

#

1 si n “ 0

0 si n ‰ 0
@n P ZN ,

est dite impulsion unitaire, alors l’opérateur T est complètement déterminé par son
action sur δ, h “ Tδ, qu’on appelle réponse impulsionnelle. ĥ, la DFT de la réponse
impulsionnelle, est dite fonction de transfert.

En fait, grâce aux propriétés démontrées dans les théorèmes 2.8.1 et 2.8.2, on peut résumer
l’analyse des opérateurs stationnaires comme ci-dessous.

Analyse des opérateurs stationnaires sur `2pZNq :

— T , opérateur stationnaire de `2pZN q ;

— A, matrice circulante associée à T par rapport à la base canonique de `2pZN q ;

— h, réponse impulsionnelle de T :

h “ Tδ “ première colonne de A;

— Th, opérateur de convolution avec h :

Tz “ Thz “ h ˚ z “ z ˚ h;

— T
pĥq, multiplicateur de Fourier par ĥ, la fonction de transfert :

Tz “ T
pĥqz “ IDFTpĥ ¨ ẑq;

— Étant donné h “ Tδ, on a le couple de Fourier suivante :

Représentation originale Espace de Fourier

h ˚ z ĥ ¨ ẑ

— D, matrice diagonale qui représente T dans la base orthogonale F de Fourier de `2pZN q :

D “
1

N
WNAW

˚
N “ diagpĥp0q, . . . , ĥpN ´ 1qq.

— Les valeurs propres de T (le spectre dans le sens de l’algèbre linéaire !) sont les
composantes de la fonction de transfert, i.e. les coefficients de Fourier de la réponse
impulsionnelle, i.e.

Valeurs propres de T : tĥp0q, . . . , ĥpN ´ 1qu.
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2.8.4 Filtres passe-haut, passe-bas, passe-bande

La formule de synthèse pour un signal z P `2pZN q quelconque transformé via l’action d’un
opérateur stationnaire T P Endp`2pZN qq est :

Tzpnq “
N´1
ÿ

m“0

xTzpmqFmpnq n P ZN , (2.42)

Fm étant le vecteur d’indice m de la base orthogonale de Fourier de `2pZN q. Donc, |xTzpmq|
représente l’importance de l’harmonique de fréquence m dans la reconstruction de Tz et
txTzpmq, m P ZNu représente le spectre du signal transformé Tz.

Pour comprendre comment lier le spectre de Tz et celui du signal original z, allons appliquer
la DFT aux deux côtés de la formule Tz “ T

pĥqz “ IDFTpĥ ¨ ẑq, où h “ Tδ0 :

DFTpTzq “ DFT ˝ IDFTpĥ ¨ ẑq “ ĥ ¨ ẑ,

i.e.
xTzpmq “ ĥpmq ¨ ẑpmq , @m P ZN ,

donc les coefficients de Fourier de Tz, la suite transformée par l’opérateur T , sont donnés par
le produit des coefficients de Fourier de la suite originale z fois les coefficients de Fourier de la
réponse impulsionnelle h.

Par conséquent, le spectre de la suite transformée Tz est :

!
ˇ

ˇ

ˇ

xTzpmq
ˇ

ˇ

ˇ
“ |ĥpmq| ¨ |ẑpmq|, m P ZN

)

. (2.43)

Cela permet de comprendre l’action des filtres stationnaires T sur le contenu fréquentiel d’un
signal z :

— Si ĥp0q “ 0, Tz a moyenne nulle, car
ˇ

ˇ

ˇ

xTzp0q
ˇ

ˇ

ˇ
“ 0 ¨ |ẑp0q| “ 0 et on sait que

ˇ

ˇ

ˇ

xTzp0q
ˇ

ˇ

ˇ

est proportionnelle à la moyenne de Tz ;

— Si |ĥp0q| “ 1, alors T conserve la moyenne de z, i.e. xTzy “ xzy ;

— Si |ĥpmq| ą 1 pour m » 0 et m » N ´ 1 et |ĥpmq| P r0, 1r pour m » N{2, alors T
augmente les basses fréquences et réduit les hautes fréquences (filtre passe-bas) ;

— Si |ĥpmq| ą 1 pour m » N{2 et |ĥpmq| P r0, 1r pour m » 0 et m » N ´ 1, alors T
augmente les hautes fréquences et réduit les basses fréquences (filtre passe-haut) ;

— Si |ĥpmq| ą 1 pour des valeurs intermédiaires de m, alors T augmente les fréquences
moyennes (filtre passe-bande).
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2.8.5 La caractérisation des opérateurs stationnaires via les opérateurs de
translation

On a tous les résultats pour démontrer comment caractériser un opérateur stationnaire
comme une combinaison linéaire d’opérateurs de translation, ou, d’une manière équivalente,
comme un polynôme de l’opérateur de translation R1, vu que Rk “ R1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝R1 k fois, i.e. Rk1 ,
@k P Z.

Théorème 2.8.3 T P Endp`2pZN qq est stationnaire si et seulement si T a cette expression :

pTzqpnq “
N´1
ÿ

k“0

akzpn´kq “
N´1
ÿ

k“0

akRkzpnq “
N´1
ÿ

k“0

akpR1q
kzpnq, @n P t0, .., N´1u, (2.44)

où ak P C.

Preuve.
ùñ : soit T stationnaire, alors on sait que T “ Th, où Th est l’opérateur de convolution par

rapport à la réponse impulsionnelle h “ Tδ, i.e.

pTzqpnq “
N´1
ÿ

k“0

hpkqzpn´ kq,

mais alors ça suffit d’identifier les coefficients ak de la formule pTzqpnq “
N´1
ř

k“0

akzpn´ kq avec

hpkq pour avoir la thèse.

ðù : on peut vérifier que T écrit comme dans la formule (2.44) est stationnaire grâce à la
linéarité de T et de Rk. En fait, @n P t0, . . . , N ´ 1u :

pTRmzqpnq “ T pRmzpnqq “ T pzpn´mqq “
N´1
ÿ

k“0

akzpn´ k ´mq “
N´1
ÿ

k“0

akRmzpn´ kq

“
(linéarité de Rm)

Rm

˜

N´1
ÿ

k“0

akzpn´ kq

¸

“ pRmTzqpnq,

donc : T ˝Rm “ Rm ˝ T @m P Z. 2

Comme hpkq “ Tδpkq, la preuve du théorème nous a montré la validité de la formule :

pTzqpnq “
N´1
ÿ

k“0

Tδpkqzpn´ kq @T stationnaire.
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2.8.6 Analyse fréquentielle des opérateurs de dérivation (discrète) première
et seconde

Dans cette section on va analyser deux opérateurs stationnaires qui représentent la version
discrète de la dérivée première et seconde. La comparaison de leurs valeurs propres montrera
pourquoi l’opérateur de dérivation seconde est plus efficace pour amplifier les hautes fréquences
dans les signaux numériques.

Déf. 2.8.3 Étant donnée une suite z P `2pZN q, on définit :

T1zpnq “ zpn` 1q ´ zpnq Dérivée première discrète

T2zpnq “ zpn` 1q ´ 2zpnq ` zpn´ 1q Dérivée seconde discrète

La dérivée première discrète est simplement la différence en avant de z, divisé par la différence
des valeurs de n, mais comme pn` 1q ´ n “ 1 on peut éviter d’écrire le dénominateur.

La dérivée seconde discrète est la différence en arrière de la dérivée première de z, divisé par
la différence des valeurs de n, qui est encore une fois 1, donc on ne l’écrit pas. Explicitement :
T2zpnq “ T1zpnq´T1zpn´1q “ zpn`1q´zpnq´rzpnq´zpn´1qs “ zpn`1q´2zpnq`zpn´1q.

On commence par l’analyse de T1. Pour calculer sa réponse impulsionnelle on doit appliquer
T1 à l’impulsion unitaire δ “ e0 :

h “ T1δ “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

e0p1q ´ e0p0q ÐÝ n “ 0

e0p2q ´ e0p1q ÐÝ n “ 1
...

e0pN ´ 1` 1q ´ e0pN ´ 1q ÐÝ n “ N ´ 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1
0
0
...
0
1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

où on a utilisé le fait que e0p0q “ e0pNq “ 1. La matrice qui représente T1 dans la base
canonique de `2pZN q est :

AT1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´1 1 0 . . . 0
0 ´1 1 . . . 0
...

. . .
. . .

...
0 0 . . . ´1 1
1 0 . . . 0 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

On calcule maintenant la DFT de h, pour tout m P ZN ça vaut :

ĥpmq “
N´1
ÿ

n“0

hpnqe´2πimn
N “ ´1 ¨ e´2πim0

N ` 0` . . .` 1 ¨ e´2πimpN´1q
N

“ ´1` e2πim
N e´2πimN

N “ e2πim
N ´ 1.

donc les valeurs propres de T1 sont tĥpmq “ e2πim
N ´1,m “ 0, 1, . . . , N´1u et sa représentation

diagonale est :

D “ diag
´

0, e2πi 1
N ´ 1, e2πi 2

N ´ 1 . . . , e2πi pN´1q
N ´ 1

¯

.
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Allons maintenant à interpréter l’action fréquentielle de T1 grâce à la formule (2.43). Il faut
calculer les modules des valeurs propres pĥpmqqmPZN . On observe que

e2πim
N ´ 1 “ eπi

m
N peπi

m
N ´ e´πi

m
N q “ eπi

m
N 2i sin

´

π
m

N

¯

donc, |ĥpmq| “
ˇ

ˇ

ˇ
eπi

m
N

ˇ

ˇ

ˇ
¨
ˇ

ˇ2i sin
`

πmN
˘ˇ

ˇ “ 2
ˇ

ˇsin
`

πmN
˘ˇ

ˇ, mais m P ZN , m
N ă 1, donc le sinus est

toujours non négatif et on peut éliminer la valeur absolue. En résumé :

!

|ĥpmq| “ 2 sin
´

π
m

N

¯

, m P ZN
)

.

En particulier :

— |ĥp0q| “ 0 : par conséquent, le signal filtré T1z a moyenne nulle ;

— |ĥpN2 q| “ 2 ;

— |ĥpmq| ă 2 @m ‰ N
2 ;

— |ĥpmq| Ñ 0 si mÑ 0 ou mÑ N ´ 1 ;

— L’action de l’opérateur est symétrique par rapport à N
2 .

Comme m “ N{2 représente la plus haute fréquence du signal et m “ 0 et m “ N ´ 1
représentent les plus basses fréquences, on déduit que T1 réduit les basses fréquences de z
et il augmente jusqu’à 2 fois les hautes fréquences. Donc, l’opérateur dérivée première
discrète est un filtre passe-haut.

Maintenant on passe à l’analyse de T2. Sa réponse impulsionnelle est donné par le vecteur :

h “ Tδ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

e0p1q ´ 2 e0p0q ` e0p´1q

e0p2q ´ 2e0p1q ` e0p0q
...

e0pNq ´ 2e0pN ´ 1q ` e0pN ´ 2q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´2
1
0
...
0
1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

La matrice associée à T2 dans la base canonique de `2pZN q est :

AT2 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´2 1 0 . . . 1
1 ´2 1 . . . 0
...

. . .
. . .

...
0 0 . . . ´2 1
1 0 . . . 1 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

On calcule maintenant la DFT de h :

ĥpmq “
N´1
ÿ

n“0

hpnqe´2πimn
N “ ´2 ¨ e´2πim0

N ` 1 ¨ e´2πim
N ` 0` . . .` 1 ¨ e´2πimpN´1q

N

“ ´2` e´2πim
N ` e´2πime2πim

N “ ´2` e2πim
N ` e´2πim

N

“ ´2` 2 ¨
e2πim

N ` e´2πim
N

2
“ ´2` 2 cos

´

2π
m

N

¯

.

81



On veut comparer ces valeurs de ĥpmq avec celles de l’opérateur dérivée première, pour cela
on réécrit ĥpmq “ ´4

“

1
2 ´

1
2 cos

`

2πmN
˘‰

et on utilise l’identité trigonométrique sin2pαq “
1
2 ´

1
2 cosp2αq avec α “ πmN , pour obtenir ĥpmq “ ´4 sin2

`

πmN
˘

. Donc les valeurs propres de

T2 sont tĥpmq “ ´4 sin2
`

πmN
˘

,m “ 0, 1, . . . , N ´ 1u et sa représentation diagonale est :

D “ diag

ˆ

0,´4 sin2
´ π

N

¯

,´4 sin2

ˆ

2π

N

˙

, . . . ,´4 sin2

ˆ

pN ´ 1qπ

N

˙˙

.

L’action fréquentielle de T2 est définie par les modules de ses valeurs propres :

!

|ĥpmq| “ 4 sin2
´

π
m

N

¯

, m P ZN
)

,

on voit que les modules des valeurs propres de l’opérateur de dérivée seconde sont les carrés
de celles de l’opérateur de dérivée première. Par conséquent :

— |ĥp0q| “ 0 : donc, comme pour la première dérivée, le signal filtré T2z a moyenne nulle ;

— |ĥpN2 q| “ 4 ;

— |ĥpmq| ă 4 @m ‰ N
2 ;

— |ĥpmq| Ñ 0 si mÑ 0 ou mÑ N ´ 1 et la convergence à zéro est plus rapide que pour
l’opérateur de dérivée première, car dans ce cas le sinus est élevé au carré, comme on le
voit dans la figure 2.4.

— L’action de l’opérateur est symétrique par rapport à N
2 .

Donc, aussi l’opérateur dérivée seconde discrète est un filtre passe-haut, avec une
action d’amplification des hautes fréquences et de réduction des basses fréquences quadratique
par rapport à celle de l’opérateur de dérivée première discrète.

Figure 2.4 – Différence entre les fonctions sinusöıdales qui représentent les valeurs du spectre
de l’opérateur dérivée première et seconde entre 0 et π.
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2.9 La transformée de Fourier bidimensionnelle (DFT 2D)

La transformée de Fourier qu’on a considérée jusqu’à maintenant est appliquée à des signaux
zpnq qui dépendent seulement d’un paramètre n.

Dans les applications, on a des signaux très importants qui dépendent de plusieurs
paramètres. Un exemple canonique est donné par les images numériques qui dépendent de
deux paramètres : les deux coordonnées spatiales d’un pixel, comme dans la figure 2.5.

Figure 2.5 – Les deux coordonnées n1, n2 d’un pixel dans une image numérique.

On peut généraliser la théorie de la DFT pour examiner des signaux qui dépendent de
n’importe quel nombre (fini) de paramètres. Néanmoins, pour simplifier l’explication, on va
considérer seulement le cas bidimensionnel de deux paramètres n1, n2.

On va définir d’abord l’espace de travail : si N1, N2 P N, on définit

`2pZN1 ˆ ZN2q “ tz : ZN1 ˆ ZN2 ùñ Cu ,

z P `2pZN1 ˆ ZN2q est une suite complexe qui dépend de deux paramètres :
#

n1 P t0, 1, . . . , N1 ´ 1u

n2 P t0, 1, . . . , N2 ´ 1u .

`2pZN1 ˆ ZN2q est un espace vectoriel de dimension N1 ¨N2 avec les définitions de somme et
de produit par un scalaire complexe définies comme dans le cas 1D et produit scalaire :

xz, wy “
N1´1
ÿ

n1“0

N2´1
ÿ

n2“0

zpn1, n2qwpn1, n2q, @z, w P `2pZN1 ˆ ZN2q.

L’extension de la théorie de la DFT de 1D à 2D est basée sur la procédure de génération
de bases de `2pZN1 ˆ ZN2q à partir de bases de `2pZN1q et de `2pZN2q.

Théorème 2.9.1 Soient tB0, B1, . . . , BN1´1u, tC0, C1, . . . , CN2´1u, une base orthonormale
de `2pZN1q et de `2pZN2q, respectivement.

On définit, @m1 P t0, . . . , N1 ´ 1u et m2 P t0, . . . , N2 ´ 1u les suites de `2pZN1 ˆ ZN2q

données par :

Dm1,m2pn1, n2q “ Bm1pn1q ¨ Cm2pn2q .

Alors, Dm1,m2 est une base orthonormale de `2pZN1 ˆ ZN2q dite la base produit tensoriel
de deux bases initiales.
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Preuve. Les suites Dm1,m2 , m1 P t0, . . . , N1 ´ 1u, m2 P t0, . . . , N2 ´ 1u sont N1 ¨N2 éléments
de `2pZN1 ˆ ZN2q, qui a dimension N1 ¨ N2. Donc, pour démontrer qu’ils sont une base
orthonormale, on doit tout simplement montrer que :

xDm1,m2 , Dk1,k2y “ δpm1,m2q,pk1,k2q “ δm1,k1δm2,k2 “

#

1 si pm1,m2q “ pk1, k2q

0 si pm1,m2q ‰ pk1, k2q.

xDm1,m2 , Dk1,k2y “
déf. de x , y

N1´1
ÿ

n1“0

N2´1
ÿ

n2“0

Dm1,m2pn1, n2qDk1,k2pn1, n2q

“
déf. de D

N1´1
ÿ

n1“0

N2´1
ÿ

n2“0

Bm1pn1qCm2pn2qBk1pn1qCk2pn2q

“

N1´1
ÿ

n1“0

Bm1pn1qBk1pn1q

N2´1
ÿ

n2“0

Cm2pn2qCk2pn2q

“ xBm1 , Bk1y
looooomooooon

q

xCm2 , Ck2y
looooomooooon

q

“ δpm1,m2q,pk1,k2q.

δm1,k1 δm2,k2

2

Ce théorème a les corollaires suivantes, pour m1 P t0, 1, . . . , N1´1u et m2 P t0, 1, . . . , N2´1u :

— La base orthonormale canonique de `2pZN1 ˆ ZN2q est :

B “ em1,m2pn1, n2q “

#

1 si pn1, n2q “ pm1,m2q

0 si pn1, n2q ‰ pm1,m2q

— La base orthogonale de Fourier de `2pZN1 ˆ ZN2q est

Fm1,m2pn1, n2q “
1

N1N2
e

2πi
m1n1
N1 ¨ e

2πi
m2n2
N2 “

1

N1N2
e

2πi
´

m1n1
N1

`
m2n2
N2

¯

— La base orthonormale de Fourier de `2pZN1 ˆ ZN2q est

Em1,m2pn1, n2q “
a

N1N2Fm1,m2pn1, n2q.

— La base orthogonale des exponentiels complexes de `2pZN1 ˆ ZN2q est

Em1,m2pn1, n2q “ N1N2Fm1,m2pn1, n2q.

Grâce à la théorie des espaces vectoriels avec produit scalaire complexe, on peut généraliser
la définition des coefficients de Fourier, DFT et IDFT à `2pZN1 ˆ ZN2q. Soit z P `2pZN1ˆZN2q,
alors :
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xz, Em1,m2y “

N1´1
ÿ

n1“0

N2´1
ÿ

n2“0

zpn1, n2qe
2πi

n1m1
N1 e

2πi
n2m2
N2

“

N1´1
ÿ

n1“0

N2´1
ÿ

n2“0

zpn1, n2qe
´2πi

m1n1
N1 e

´2πi
m2n2
N2

“

N1´1
ÿ

n1“0

N2´1
ÿ

n2“0

zpn1, n2qe
´2πip

m1n1
N1

`
m2n2
N2

q
,

donc on définit les coefficients de Fourier de z P `2pZN1 ˆ ZN2q comme ceci :

ẑpm1,m2q “

N1´1
ÿ

n1“0

N2´1
ÿ

n2“0

zpn1, n2qe
´2πi

´

m1n1
N1

`
m2n2
N2

¯

.

Comme pour le cas 1D :

ẑp0, 0q “ N1N2xzy ,

où xzy est la moyenne de z. On observe que la quantité N1N2 peut être extrêmement élevée.
On peut également généraliser la formule de synthèse au cas 2D comme ceci :

zpn1, n2q “
1

N1N2

N1´1
ÿ

m1“0

N2´1
ÿ

m2“0

ẑpm1,m2qe
2πi

´

m1n1
N1

`
m2n2
N2

¯

.

En conséquence, les opérateurs DFT2D et IDFT2D peuvent être écrits via les formules
suivantes :

ˆ : `2pZN1 ˆ ZN2q ÝÑ `2pZN1 ˆ ZN2q

z ÞÝÑ ẑ, ẑpm1,m2q “
N1´1
ř

n1“0

N2´1
ř

n2“0
zpn1, n2qe

´2πi
´

m1n1
N1

`
m2n2
N2

¯

,

et

ˇ : `2pZN1 ˆ ZN2q ÝÑ `2pZN1 ˆ ZN2q

z ÞÝÑ ž, žpn1, n2q “
1

N1N2

N1´1
ř

m1“0

N2´1
ř

m2“0
zpm1,m2qe

2πi
´

m1n1
N1

`
m2n2
N2

¯

.

Il est clair que, si on augmente la dimension de 2 à 2 ă d ă `8, les formules se généralisent
comme ça :

ẑpm1, . . . ,mdq “

N1´1
ÿ

n1“0

¨ ¨ ¨

Nd´1
ÿ

nd“0

zpn1, . . . , ndqe
´2πi

d
ř

k“1

mknk
Nk ,

žpn1, ¨ ¨ ¨ , ndq “

˜

d
ź

k“1

Nk

¸´1 N1´1
ÿ

m1“0

¨ ¨ ¨

Nd´1
ÿ

md“0

zpm1, . . . ,mdqe
2πi

d
ř

k“1

mknk
Nk .
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2.9.1 Représentation matricielle de la DFT 2D : produit de Kronecker vs.
itération de deux DFT 1D

La représentation matricielle de la DFT 2D dans la base canonique de `2pZN1 ˆ ZN2q peut
être construite grâce aux matrices de Sylvester WN1 et WN2 associées respectivement à la
DFT 1D en `2pZN1q et en `2pZN2q.

L’opération dont on a besoin pour obtenir la représentation matricielle de la DFT 2D est
dite ! produit de Kronecker ", qu’on va définir de suite.

Déf. 2.9.1 Données deux matrices A de dimension mˆ n et B de dimension pˆ q :

A “

¨

˚

˝

a11 ¨ ¨ ¨ a1n
...

. . .
...

am1 ¨ ¨ ¨ amn

˛

‹

‚

, B “

¨

˚

˝

b11 ¨ ¨ ¨ b1q
...

. . .
...

bp1 ¨ ¨ ¨ bpq

˛

‹

‚

,

la matrice produit de Kronecker AbB est la matrice de dimension mpˆ nq définie par :

AbB “

¨

˚

˝

a11B ¨ ¨ ¨ a1nB
...

. . .
...

am1B ¨ ¨ ¨ amnB

˛

‹

‚

.

On peut démontrer par calcul direct que la matrice associée à la DFT 2D dans la base
canonique de `2pZN1 ˆ ZN2q est la matrice de dimension N1N2 ˆN1N2 donnée par :

WN1,N2 “WN1 bWN2 ùñ ẑpm1,m2q “WN1 bWN2zpn1, n2q .

Malheureusement, le calcul de la matrice produit de Kronecker est trop lourd quand N1 et N2

sont grands. Dans la pratique, on préfère réécrire la DFT 2D comme l’itération de deux DFT
1D.

Pour comprendre comment l’on peut faire, on doit interpréter z P `2pZN1 ˆ ZN2q comme
une matrice de N2 vecteurs colonne de N1 éléments :

zpn1, n2q “

¨

˚

˚

˝

...
... ¨ ¨ ¨

...
zp¨, 0q zp¨, 1q ¨ ¨ ¨ zp¨, N2 ´ 1q

...
... ¨ ¨ ¨

...

˛

‹

‹

‚

,

/

/

.

/

/

-

looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

N2 vecteurs colonne

N1 éléments pour chaque vecteur colonne.

Par définition de DFT 2D on peut écrire :

ẑpm1,m2q “

N2´1
ÿ

n2“0

˜

N1´1
ÿ

n1“0

zpn1, n2qe
´2πi

n1m1
N1

¸

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

e
´2πi

n2m2
N2 “

N2´1
ÿ

n2“0

WN1zpn1, n2qe
´2πi

n2m2
N2 .

ẑpm1, n2q “WN1zpn1, n2q

(2.45)

L’explication de la formule ci-dessus est la suivante : la sommation par rapport à l’indice n2 est
la plus extérieure, donc on fixe n2 à chaque fois. Avec n2 fixé, zpn1, n2q est un vecteur colonne,
et donc la parenthèse qu’on a mis en évidence représente la DFT 1D de ce vecteur colonne,
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qui peut être obtenue en appliquant la matrice WN1 à zpn1, n2q, n2 fixé, comme correctement
écrit ci-dessus.

Maintenant le problème est que n1 est fixe e que l’indice qui change est n2, donc WN1pn1, n2q

est un vecteur ligne et on ne peut pas lui appliquer WN2 pour obtenir la DFT, car, comme on
l’a vu dans dans la section 2.5, la DFT 1D est réalisée par le produit de la matrice WN avec
une suite représentée via un vecteur colonne !

La solution à ce problème consiste à transposer les deux côtés de l’équation (2.45), ceci
transforme le vecteur ligne ẑpm1, n2q en un vecteur colonne :

ẑpm1,m2q
t “

N2´1
ÿ

n2“0

pWN1zpn1, n2qq
te
´2πi

n2m2
N2 ,

maintenant pWN1zpn1, n2qq
t est un vecteur colonne, donc on peut calculer sa DFT en appliquant

WN2 :

ẑpm1,m2q
t “WN2pWN1zpn1, n2qq

t “
pABqt“BtAt

WN2 zpn1, n2q
t pWN1q

t “WN2zpn2, n1qWN1 ,

car W t
N1
“ WN1 (observer l’échange entre n1 et n2). Donc ẑpm1,m2q

t “ WN2 zpn2, n1qWN1 ,
et alors, pour trouver ẑpm1,m2q, il suffit de transposer encore une fois les deux côtés :

ẑpm1,m2q “ pẑpm1,m2q
tqt “ pWN2 zpn2, n1qWN1q

t “WN1 zpn1, n2qWN2 .

La formule qui permet de calculer la DFT 2D d’une suite z P `2pZN1 ˆ ZN2q est donc :

ẑpm1,m2q “WN1zpn1, n2qWN2 . (2.46)

Il est important de souligner que l’équation (2.46) a du sens seulement si ẑpm1,m2q et zpn1, n2q

sont interprétées dans leur globalité comme des matrices N1 ˆN2.
La formule (2.46) est différente de WN1WN2zpn1, n2q ou WN2WN1zpn1, n2q, qui sont les

formules näıves qu’on aurait pu imaginer pour implémenter la DFT 1D sur les colonnes et
sur les lignes de z. Comme on l’a vu, la raison de la différence est due au fait que la DFT 1D
matricielle nécessite toujours un vecteur colonne, d’où la nécessité de la transposition, qui
amène vers la formule (2.46).

2.9.2 Les propriétés de la DFT 2D

Les propriétés de la DFT 1D, qu’on a vu dans la section 2.7 peuvent être généralisées sans
difficulté à la DFT 2D.

Les démonstrations sont pratiquement identiques, mais avec une notation plus lourde, pour
cela, on présente l’extension bidimensionnelle des résultats relatifs à la DFT 1D sans preuve.

Comme dans le cas 1D, pour pouvoir discuter les propriétés de la DFT 2D, on doit d’abord
étendre la définition d’une suite z P `2pZN1 ˆZN2q par périodicité à tout intervalle de longueur
N1 par rapport à la variable n1 et de longueur N2 par rapport à la variable n2.

Cette extension est possible si on définit z hors de ZN1 ˆ ZN2 comme ceci :

zpn1 ` j1N1, n2 ` j2N2q “ zpn1, n2q , @n1, n2, j1, j2 P Z. (2.47)

C’est aussi utile d’introduire l’opérateur de translation dans le cas bidimensionnel.
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Déf. 2.9.2 Soit z P `2pZN1 ˆ ZN2q étendue par périodicité comme dans la formule (2.47) et
k1, k2 P Z. L’opérateur de translation sur `2pZN1 ˆ ZN2q est défini par :

Rk1,k2 : `2pZN1 ˆ ZN2q ÝÑ `2pZN1 ˆ ZN2q

z ÞÝÑ Rk1,k2z,

pRk1,k2zqpn1, n2q “ zpn1 ´ k1, n2 ´ k2q.

Propriétés de la DFT 2D

Soit z P `2pZN1 ˆ ZN2q étendue par périodicité comme dans la formule (2.47), alors, pour tout
n1, n2,m1,m2 P Z :

— Périodicité de ẑ et ž :

ẑpm1,m2q “ ẑpm1 `N1,m2q “ ẑpm1,m2 `N2q “ ẑpm1 `N1,m2 `N2q

et
žpn1, n2q “ žpn1 `N1, n2q “ žpn1, n2 `N2q “ žpn1 `N1, n2 `N2q .

— DFT 2D et translation :

{Rk1,k2zpm1,m2q “ e
´2πi

´

m1k1
N1

`
m2k2
N2

¯

ẑpm1,m2q @k1, k2 P Z,

i.e. si on définit la suite ωk1,k2

N1,N2
P `2pZN1 ˆ ZN2q, ω

k1,k2

N1,N2
pm1,m2q “ e

´2πi
´

m1k1
N1

`
m2k2
N2

¯

@m1,m2 P Z, alors :

DFT 2D ˝Rk1,k2 “M
ω
k1,k2
N1,N2

˝DFT 2D ,

où M
ω
k1,k2
N1,N2

est l’opérateur de multiplication par ωk1,k2

N1,N2
dans `2pZN1 ˆ ZN2q. Si on

permute le sens de la composition on obtient :

pRk1,k2 ẑqpm1,m2q “ ẑpm1 ´ k1,m2 ´ k2q “ DFT 2D

ˆ

e
2πi

´

m1k1
N1

`
m2k2
N2

¯

z

˙

pm1,m2q ,

i.e.
Rk1,k2 ˝DFT 2D “ DFT 2D ˝M´

ω
k1,k2
N1,N2

¯˚ , @k1, k2 P Z.

On peut résumer les propriétés qu’on vient d’analyser avec les couples de Fourier

suivants :

Représentation originale Espace de Fourier

zpn1 ´ k1, n2 ´ k2q e
´2πi

´

m1k1
N1

`
m2k2
N2

¯

ẑpm1,m2q

e
2πi

´

n1k1
N1

`
n2k2
N2

¯

zpn1, n2q ẑpm1 ´ k1,m2 ´ k2q
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Comme dans le cas de la DFT 1D, si on considère k1 “
N1
2 et k2 “

N2
2 , alors

p´1qn1`n2zpn1, n2q et ẑpm1 ´
N1
2 ,m2 ´

N2
2 q. Cette transformation est utilisée pour

la visualisation centrée du spectre de z.
De plus, encore comme dans le cas mono-dimensionnel, le spectre d’amplitude d’un
signal bidimensionnel zpn1, n2q et d’une translation quelconque zpn1 ´ k1, n2 ´ k2q est

exactement le même, car

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e
´2πi

´

m1k1
N1

`
m2k2
N2

¯
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 1.

Donc, le spectre d’amplitude permet de connâıtre le contenu fréquentiel du signal, mais
il ne permet pas de savoir où les fréquences sont localisées.

— DFT 2D et conjugaison :

pzpm1,m2q “ ẑp´m1,´m2q “ ẑpN1 ´m1, N2 ´m2q .

— DFT 2D et convolution :

{pz ˚ wqpm1,m2q “ ẑpm1,m2qŵpm1,m2q ,

où la convolution bidimensionnelle est définie comme ceci :

Tz : `2pZN1 ˆ ZN2q ÝÑ `2pZN1 ˆ ZN2q

w ÞÝÑ Tzw “ z ˚ w,

pz ˚ wqpn1, n2q “

N1´1
ÿ

k1“0

N2´1
ÿ

k2“0

zpn1 ´ k1, n2 ´ k2qwpk1, k2q “

N1´1
ÿ

k1“0

N2´1
ÿ

k2“0

zpn1, n2qwpn1 ´ k1, n2 ´ k2q .

2.9.3 La DFT 2D et les opérateurs stationnaires

La DFT 2D a les mêmes propriétés que la DFT 1D relativement aux opérateurs stationnaires.
Rigoureusement, un opérateur T : `2pZN1 ˆ ZN2q Ñ `2pZN1 ˆ ZN2q est stationnaire si :

T ˝Rk1,k2 “ Rk1,k2 ˝ T, @k1, k2 P Z.

Pratiquement, un opérateur T : `2pZN1 ˆ ZN2q Ñ `2pZN1 ˆ ZN2q est stationnaire si son action
sur une suite zpn1, n2q est indépendante de la position des paramètres pn1, n2q.

Si z est une image numérique, alors un opérateur stationnaire est une transforma-
tion définie indépendamment de la position d’un pixel dans le support spatial de
l’image. Cela ne veut pas dire que le résultat de l’application de l’opérateur stationnaire ne
change pas par rapport à la position du pixel, mais que la définition de l’opérateur ne change
pas.

Un exemple d’opérateur stationnaire est donné par la transformation qui remplace l’intensité
d’un pixel par sa moyenne locale, i.e. la moyenne calculé dans un voisinage d’une taille fixée
du pixel.

Comme dans le cas mono-dimensionnel, les opérateurs stationnaires sur `2pZN1 ˆ ZN2q

peuvent être caractérisés comme des opérateurs de convolution ou comme des multiplicateurs
de Fourier.

Avant d’énoncer le théorème qui formalise cette relation, on définit le multiplicateur de
Fourier, l’impulsion unitaire et la réponse impulsionnelle dans le cas bidimensionnel.

89



Déf. 2.9.3 Soit w P `2pZN1 ˆ ZN2q, fixé, le multiplicateur de Fourier associé à w est défini
comme ceci :

Tpwq : `2pZN1 ˆ ZN2q ÝÑ `2pZN1 ˆ ZN2q

z ÞÝÑ Tpwqz “ ~w ¨ ẑ .

Déf. 2.9.4 L’impulsion unitaire δ dans `2pZN1 ˆ ZN2q est le premier vecteur de sa base
canonique : δ “ e0,0.

Étant donné un opérateur linéaire T sur `2pZN1 ˆZN2q, on appelle réponse impulsionnelle
la suite h “ Tδ P `2pZN1 ˆ ZN2q.

Théorème 2.9.2 Soit T : `2pZN1 ˆ ZN2q ÝÑ `2pZN1 ˆ ZN2q un opérateur linéaire, alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) T est stationnaire ;

(2) T est l’opérateur de convolution avec la réponse impulsionnelle h “ Tδ :

Tz “ Thz “ h ˚ z “ z ˚ h @z P `2pZN1 ˆ ZN2q ;

(3) T est le multiplicateur de Fourier associé à ĥ :

Tz “ T
pĥqz “

}

ĥ ¨ ẑ P `2pZN1 ˆ ZN2q ;

(4) T est diagonalisable, ses vecteurs propres sont la base orthogonale de Fourier Fm1,m2

de `2pZN1 ˆ ZN2q, et ses valeurs propres sont les composantes de ĥ.

Observation : on peut étendre aussi le résultat sur les matrices circulantes, mais leur définition
dans le cas bidimensionnel est plus difficile.

90



2.9.4 Les opérateurs gradient et Laplacien et leurs action sur les images
numériques

Si on répète l’analyse des opérateurs de dérivation discrète qu’on a fait dans la section
2.8.6 dans le cas 2D, la dérivée première devient le gradient, i.e. ~∇ “ p B

Bx ,
B
By q, et la dérivée

seconde devient le Laplacien, i.e. ∇2 “ B2

Bx2 `
B2

By2 .
Le gradient est utilisé quand on veut détecteur les bords d’une image selon une direction

particulière. Si on veut une détection de bords isotrope, i.e. uniforme par rapport aux direc-
tions, alors on utilise le Laplacien, qui est même plus efficace que le gradient dans la tâche
d’intensification des détails fins, comme on l’a vu dans le cas 1D.

Même dans le cas 2D, les opérateurs différentiels ci-dessus annulent la moyenne d’une
images, ce qui explique pourquoi leur sortie est une image noire partout, sauf à côté des bords,
comme montré en Fig. 2.6.

Figure 2.6 – Première ligne de gauche à droite : image originale et image filtrée avec le
Laplacien. Deuxième ligne de gauche à droite : image filtrée avec le gradient dans la direction
verticale et horizontale, respectivement.
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2.9.5 Visualisation du spectre d’amplitude en 2D

La visualisation du spectre d’un signal 2D nécessite une procédure de centralisation pour les
mêmes raisons qu’on a discuté dans le cas 1D. Ceci peut être effectué via l’équivalent 2D de la
formule (2.32), i.e. en considérant p´1qn1`n2zpn1, n2q au lieu de zpn1, n2q, comme vu dans la
section 2.9.2.

Il faut observer, en particulier, que la symétrie mono-dimensionnelle de la DFT 1D par
rapport aux fréquences m P t0, 1, . . . , N{2u et m P tN{2` 1, N{2` 2, . . . , N ´ 1u devient une
symétrie miroir 2D pour la DFT 2D.

Dans la figure 2.7 on montre trois images numériques en niveau de gris et leur spectre d’am-
plitude. Les points les plus lumineux correspondent à des valeurs des modules de coefficients
de Fourier grandes et, vice-versa, les points les plus sombres à des valeurs petites.

Il y a plusieurs caractéristiques à observer :

— La symétrie du spectre : le contenu fréquentiel est répété dans les quadrants par
symétrie miroir ;

— Les points les plus lumineux sont localisés vers le centre du spectre : ceci est dû au
fait que les spectres qu’on montre sont centrés, donc la fréquence centrale a pour
coordonnes pm1,m2q “ p0, 0q et |ẑp0, 0q| “ N1N2xzy, i.e. N1N2 fois la valeur moyenne
de l’image. Ceci explique pourquoi, pour visualiser le spectre, on doit appliquer une
fonction compressive, par exemple le logarithme : les valeurs de |ẑp0, 0q| sont tellement
plus élevées que les autres, qu’il faut comprimer le rang de variabilité avec une fonction
compressive comme le logarithme !

— Dès qu’on s’éloigne du centre, le spectre montre l’amplitude des coefficients qui corres-
pondent aux fréquences les plus élevées, jusqu’aux fréquences maximales pN1{2, N2{2q,
si N1, N2 sont paires, ou leurs parties entières prN1{2s , rN2{2sq si N1, N2 sont impaires.
L’image avec le contenu fréquentiel le plus élevé est l’image du mandrill, en fait, on
voit que son spectre est le plus étendu parmi les trois images.
En particulier, on observe des valeurs très intenses vers les bords, qui représentent des
fréquences très élevées : elles correspondent aux fréquences des détails très fins du poil
à côté des yeux du mandrill.

— Comme m1 et m2 représentent les fréquences verticales et horizontales, les bords
(! edges " en anglais) verticaux et horizontaux des images produisent des coefficients
de Fourier localisés sur les axes correspondants. C’est pour cela que la première image,
qui a des forts gradients d’intensité verticaux entre les rochers et le ciel, a un spectre
avec une forte prédominance de coefficients de Fourier intenses sur l’axe vertical.
Dans l’image de la deuxième ligne (! Lena ", une des images les plus utilisées en
traitement d’images), on a des détails fins dans le chapeau, à 45˝ et à -45˝. De manière
cohérente, on trouve dans son spectre des structures diagonales.

— L’analyse du spectre qu’on vient de faire montre qu’on peut comprendre l’existence de
structures géométriques dans une image en regardant son spectre de Fourier, mais on
ne peut pas dire où ces structures sont situées dans l’image.

92



Figure 2.7 – Colonne de gauche : images originales. Colonne de droite : spectres d’amplitude
centrés des images de gauches, visualisés avec une échelle logarithmique.
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2.9.6 Un exemple remarquable de filtrage d’une image numérique dans
l’espace de Fourier : le floutage

Le théorème 2.9.2 dit que tous les opérateurs stationnaires T qui agissent sur des images
(interprétées comme des suites 2D finies) sont des convolutions ! cachées " (entre l’image et la
réponse impulsionnelle h “ Tδ). De plus, ces convolutions peuvent être représentées comme
des multiplicateurs de Fourier (multiplication dans l’espace de Fourier entre ĥ et la DFT 2D
de l’image).

Selon la suite h avec laquelle on fait la convolution, on obtient des résultats différents.
C’est souvent beaucoup plus simple d’interpréter l’effet d’une convolution en considérant le
multiplicateur de Fourier associé.

En particulier, on veut comprendre ce que veut dire d’opérer une convolution avec une
Gaussienne discrète, qu’on écrit hpn1, n2q.

Comme on le verra dans le chapitre 6, la transformée de Fourier d’une Gaussienne d’écart-
type σ est encore une Gaussienne, mais avec un écart-type inversement proportionnel à σ.
Donc, on peut essayer de comprendre la signification de la convolution d’ une image zpn1, n2q

avec une Gaussienne hpn1, n2q en analysant la multiplication suivante dans l’espace de Fourier :
ẑpm1,m2q ¨ ĥpm1,m2q.

Dans la figure 2.8 on peut voir trois images qui correspondent à des Gaussiennes 2D de

taille 512ˆ512, l’intensité du pixel de position pn1, n2q est hpn1, n2q “ exp
´

´
n2

1`n
2
2

2σ2

¯

et l’écart

type est σ “1,5,10, respectivement.

Figure 2.8 – De gauche à droite : images Gaussiennes bidimensionnelles avec un écart type
1,5,10.

Comme on l’a dit avant, les DFT 2D de h sont encore des Gaussiennes, mais avec un écart
type proportionnel à 1,1

5 , 1
10 . Bien sûr, hp0, 0q “ 1 et les valeurs de ĥpm1,m2q décroissent dès

qu’on s’éloigne du centre, donc la multiplication dans l’espace de Fourier ẑpm1,m2q ¨ ĥpm1,m2q

fait décrôıtre l’importance des harmoniques avec pm1,m2q ‰ p0, 0q, qui sont associées aux
détailles de l’image. Alors, si on applique la IDFT 2D à ẑpm1,m2q ¨ ĥpm1,m2q on peut
reconstruire une image qui sera plus flou que l’image originelle.

Par conséquent, opérer la convolution avec une Gaussienne correspond, dans le traitement
d’images, à une opération de floutage (! blurring " en anglais), comme on peut le voir dans la
figure 2.9.

Le floutage peut être utile, par exemple, quand l’image originale est bruitée : le floutage
rend le bruit moins percevable (mais aussi les bords moins nets).
La figure 2.10 montre une version continue du filtres fréquentiel de floutage.
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Figure 2.9 – De gauche à droite : floutage de l’image de Lena par multiplication dans l’espace
de Fourier avec les DFT des Gaussiennes d’écart type 1,5,10. Il faut observer que, comme la
DFT d’une Gaussienne a un écart-type inversement proportionnel à l’écart-type originale, la
DFT de la Gaussienne d’écart-type 10 a un écart-type petit et donc elle tend vers 0 rapidement.
Donc, quand on fait le produit de la DFT de la Gaussienne d’écart-type 10 avec la DFT de
l’image, on réduit énormément les détails de l’image.

Figure 2.10 – Filtre de floutage, passe-bas dans le domaine fréquentiel.

Observation importante : même si opérer la convolution avec une Gaussienne amène à l’effet de
floutage, il ne faut pas penser que la convolution soit toujours liée à une opération de floutage.
En fait, on a vu que la convolution, comme le multiplicateur de Fourier, est le prototype des
opérateurs stationnaires, qui peuvent flouter ou rehausser les fréquences d’un signal.

2.10 Résumé du chapitre 2

‚ Nous avons considéré l’espace `2pZN q des suites N-périodiques à valeurs complexes, qui
est isomorphe à CN .

‚ On a introduit une base particulière de cet espace : celle des exponentiels complexes
donnés par les puissances consécutives des racines complexes N -ièmes de l’unité. Cette
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base permet de construire (via une simple normalisation) la base de Fourier de `2pZN q.
Nous avons interprété ses éléments comme des ondes dites ! harmoniques " qui oscillent
avec des fréquences multiples d’une fréquence fondamentale.

‚ Les coefficients de Fourier d’un élément de `2pZN q sont ses composantes par rapport
à la base de Fourier. Comme ces coefficients sont complexes, il faut considérer leur
module pour connâıtre l’importance d’une harmonique relative à una certaine fréquence
dans la reconstruction (ou synthèse) de l’élément lui-même. L’ensemble des modules
des coefficients de Fourier est dite spectre d’un élément de `2pZN q.

‚ La transformée de Fourier discrète (DFT) est l’endomorphisme de `2pZN q qui envoie
un élément de `2pZN q dans la suite de ses coefficients de Fourier. La DFT est un
isomorphisme, et son inverse est écrite IDFT.

‚ Il est possible d’associer à la DFT une matrice, dite matrice de Sylvester, elle est une
matrice de Vandermonde, i.e. toutes les lignes et les colonnes sont données par des
progressions géométriques.

‚ Nous avons donné une interprétation des concepts ci-dessus dans la théorie des signaux,
en particulier, on a souligné le fait que la fréquence d’oscillation harmonique la plus
élevée dans un signal discret donné par N échantillons est N{2 (ou de sa partie entière
si N n’est pas pair), dit fréquence de Nyquist.

‚ La DFT transforme la translation en une multiplication par un facteur de phase, i.e.
un exponentiel complexe de module unitaire, ceci implique que le spectre d’un signal
est invariant par translation.

‚ La convolution est transformée dans le produit ponctuel par la DFT, ce qui permet de
donner une expression diagonale de l’opérateur de convolution dans l’espace de Fourier.

‚ Pour terminer, nous avons vu que la DFT permet de diagonaliser les opérateurs
stationnaires, i.e. ceux qui commutent avec les opérateurs de translation. En fait, via le
théorème 2.8.2, il est possible de caractériser complètement un opérateur stationnaire
comme une convolution ou comme un multiplicateur de Fourier et de déterminer ses
valeurs propres.
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Chapitre 3

Rappel sur la théorie de la mesure
et de l’intégration à la Lebesgue

Dans ce chapitre on va rappeler les informations strictement essentielles de la théorie de la
mesure et de l’intégration (qui sont le sujet du cours d’intégration) avec le but d’avoir une
notation et un langage compréhensible et commun.

La rédaction est volontairement très synthétique, elle doit être accompagnée par un véritable
support pédagogique dédié à la théorie de la mesure et de l’intégration pour les élèves qui n’ont
pas encore eu la possibilité d’étudier ce champ extrêmement important des mathématiques.

Deux ouvrages conseillés sont ceux de M.Briane et G.Pages [5] et de Bartle [2].

3.1 Riemann vs Lebesgue

La différence principale de l’approche à la Riemann et à la Lebesgue est montrée dans la
Figure 3.1.

Le principe fondateur de l’intégration à la Riemann est d’approcher l’aire de la surface
comprise entre l’axe des abscisses et la courbe du graphe de la fonction f à l’aide de petits
rectangles rai´1, ais ˆ r0,Φis basés sur l’axe des abscisses et dont la hauteur Φi est proche de
la hauteur moyenne de la fonction f sur rai´1, ais.

L’idée novatrice apportée par la théorie de l’intégration de Lebesgue est, à l’inverse, de
commencer par découper en petits intervalles rbj´1, bjs l’axe des ordonnées, puis d’approcher

Figure 3.1 – Intégration à la Riemann (gauche) et à la Lebesgue (droite).
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la surface située sous le graphe de f par

ż b

a
f «

ÿ

j

bj´1 ` bj
2

¨ longueur ptx : bj´1 ď fpxq ď bjuq .

La principale difficulté réside dans le fait que les ensembles

Ej “ tx P ra, bs : bj´1 ď fpxq ď bju

en rouge dans l’image de droite de la figure 3.1, ne sont généralement pas des intervalles et que
leur associer une longueur, ou, plus généralement, une mesure, est délicat voir, dans certains
cas, impossible.

Il est cette considération qui montre l’exigence de construire une théorie de la mesure
des ensembles pour pouvoir développer une théorie de l’intégration avec la stratégie décrite
ci-dessus. Cette route est beaucoup plus longue et compliquée par rapport à celle tracée par
Riemann, mais la contrepartie est que la définition d’intégrale à la Lebesgue est bien plus
générale et les propriétés que l’on peut prouver sont incomparablement plus puissantes.

3.2 Tribu (σ-algèbre), espace mesurable, mesure et espace me-
suré

Pour définir l’intégrale à la Lebesgue il faut donc, tout d’abord, définir les ensembles et les
fonction qu’on peut mesurer. D’après l’étude faite au début du XXème siècle, on est arrivé à
la formalisation contenue dans les définitions et résultats suivants.

Soit X un ensemble. On appelle tribu (ou σ-algèbre) sur X, un ensemble A de parties
de X, i.e. A Ď PpXq, qui vérifie :

— H, X P A ;
— A est stable par complémentaire : E P A ñ Ec P A ;
— A est stable par union dénombrable : pEnqnPN P A ñ

Ť

nPN
E P A.

La définition implique que A est stable par intersection dénombrable.

Exemples triviales :
— A “ PpXq : tribu des parties de X ;
— A “ tH, Xu : tribu grossière.

Dans les livres de théorie de la mesure on démontre que les propriétés qui définissent une tribu
sont nécessaires et suffisantes pour pouvoir ! mesurer " les ensembles contenus dans la tribu
elle-même, dans un sens qu’on va définir bientôt. C’est pour ça qu’on appelle le couple pX,Aq
un espace mesurable et les éléments de A ensembles mesurables.

Pour donner un premier exemple significatif d’espace mesurable on doit introduire d’abord
le concept de relation d’ordre entre tribus : si tout élément de la tribu A1 est contenu dans
la tribu A2, alors on dit que A1 est plus petite que A2 et on écrit A1 Ă A2. Ce concept est
utilisé pour définir la plus petite tribu engendrée par une collection de parties d’un ensemble :
soit S Ă PpXq, alors on appelle tribu engendrée par S l’intersection de toutes les tribus
qui contiennent S.

Le cas très important d’un ensemble X doté d’une topologie mérite une discussion privilégiée.
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L’existence d’une topologie permet de définir le concept de partie ouverte de X. Soit
τ Ď PpXq l’ensemble des parties ouvertes de X, bien évidemment τ n’est pas une tribu car le
complémentaire d’un ouvert est fermé. Néanmoins, on peut considérer la tribu engendrée par
τ , qu’on appelle tribu de Borel 1 et qu’on dénote avec BpXq. Chaque élément de cette tribu
(qui, on le rappelle encore une fois, est un sous-ensemble de X !) est appelé un ensemble
Borélien.
Une fois qu’on a un espace mesurable pX,Aq, on peut définir le concept de mesure positive,
ou tout simplement mesure µ comme une fonction µ : AÑ r0,`8s telle que :

— µpHq “ 0 ;
— µ est σ-additive (ou vérifie l’additivité dénombrable) : si pEnqnPN est une famille

dénombrable d’éléments de A deux à deux disjoints, alors :

µ

˜

ď

nPN
An

¸

“
ÿ

nPN
µpAnq.

La triplette pX,A, µq est dite un espace mesuré. Quand la tribu et la mesure sont clairement
spécifiées, elles sont souvent admises.

Un exemple très simple mais déjà significatif de mesure est celle de Dirac dans l’espace
mesurable pR,Bpτqq, i.e. R avec la tribu des Boréliens. La mesure de Dirac basée en x0 P R
est définie par : δx0 : Bpτq Ñ t0, 1u,

δx0pEq “

#

1 si x0 P E

0 si x0 R E,
@E P Bpτq.

Comme R lui-même est un élément de Bpτq, δx0pRq “ 1, donc la mesure de Dirac de R est 1
indépendamment du point de base. On a donc un exemple de mesure finie, i.e. telle que la
mesure de l’espace mesurable est ă `8.

En général, les mesures ne sont pas finies, mais plutôt σ-finies. Étant donné un espace
mesuré pX,A, µq, on dit que µ est une mesure σ-finie si X peut être écrit comme l’union
dénombrable de parties pEnqnPN Ă X qui ont toutes mesure finie via µ, i.e.

X “
ď

nPN
En, µpEnq ă `8 @n P N.

Il y a plusieurs techniques pour construire une mesure, néanmoins elles ne sont pas ni
simples ni rapides à décrire, on invite le lecteur à consulter, par exemple, le livre mentionné
dans l’avant propos ou n’importe quel autre livre de théorie de la mesure.

1. Une description explicite de cette tribu est impossible.
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3.3 Fonctions mesurables et propriétés possédées presque par-
tout (p.p)

C’est maintenant le moment d’introduire les morphismes des espaces mesurables, i.e. les
applications entre espaces mesurables qui en préservent la propriété essentielle : la mesurabilité
des ensembles.

Soient pX1,A1q, pX2,A2q deux espaces mesurables et soit f : X1 Ñ X2 une fonction
quelconque. On dit que f est une fonction mesurable (par rapport aux tribus choisies) si la
tribu image réciproque par f de la tribu A2 est incluse dans A1, i.e. 2

@E P A2 ñ f´1pEq P A1,

ce qui est équivalent, par définition, à dire que l’image réciproque d’une partie mesurable de
X2 (par rapport à A2) est une partie mesurable de X1 (par rapport à A1).

Exemples :
— Les fonctions continues entre deux espaces topologiques sont évidemment mesurables

par rapport aux tribus de Boréliens ;
— Quand on considère les fonctions à valeur réelles, i.e. f : X Ñ R, où pX,Aq est un

espace mesurable, alors on fixe la tribu de Borel sur R et on définit la mesurabilité de
f par rapport à ce choix ;

— Une fonction à valeur complexes f : X Ñ C est mesurable si le sont sa partie réelle et
sa partie imaginaire.

On vient maintenant à un concept cruciale, celui des propriétés définies presque partout. On
dit qu’une fonction f définie sur un espace mesuré pX,A, µq possède une propriété presque
partout (et on écrit p.p) si f a cette propriété sur XzE, où E P A a mesure nulle : µpEq “ 0.

Exemples :
— f, g : fonctions mesurables définies sur pX,A, µq, alors f “ g p.p si fpxq “ gpxq
@x P U P A et µpXzUq “ 0 ;

— f est la limite ponctuelle p.p de la suite pfnqnPN si lim
nÑ`8

fnpxq “ fpxq @x P U P A et

µpXzUq “ 0.

3.4 Fonctions intégrables, intégrales à la Lebesgue

Une fois donné un espace mesuré pX,A, µq, la construction de l’intégrale d’une fonction
mesurable à valeurs réelles ou complexes est plutôt rapide. On commence par considérer une
fonction particulière, la fonction indicatrice (ou caractéristique) d’un ensemble E P A :
χE : X Ñ t0, 1u,

χEpxq “

#

1 si x P E

0 si x R E,

une notation équivalente est 1E .

2. Il faut noter la similarité entre cette définition et celle d’une fonction continue dans le sens topologique
du terme.
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Les fonctions caractéristiques sont utilisées pour définir les fonctions simples ou fonc-
tions étagées via combinaison linéaires. Plus précisément, soit pEkq

n
k“1 une partition finie et

disjointe de X, i.e. Ek X Ek1 “ H @k ‰ k1 et

n
ď

k“1

Ek “ X,

alors une fonction simple s : X Ñ R est définie comme ça :

s “
n
ÿ

k“1

ckχEk ,

spxq “ ck @x P Ek, donc s prend seulement un nombre fini de valeurs, si X est un sous-ensemble
de R, alors s est une fonction constantes par morceaux.

L’intégrale à la Lebesgue d’une fonction simple a la définition naturelle suivante :

ż

X
sdµ “

n
ÿ

k“1

ckµpEkq,

à noter que sans la définition de la mesure des ensembles Ek, l’intégrale de s ne serait pas
bien définie.

L’importance des fonctions simples est exprimée dans le théorème suivant.

Théorème 3.4.1 Soit pX,A, µq un espace mesuré et f : X Ñ r0,`8s une fonction mesurable
et non-négative, alors f on peut approcher f du bas avec une suite de fonctions simples, i.e. D
psnqnPN, sn fonction simple, telle que psnqnPN Õ f , i.e.

1. 0 ď s0pxq ď s1pxq ď . . . ď snpxq ď . . . ď fpxq @x P X ;

2. lim
nÑ`8

snpxq “ fpxq @x P X (limite ponctuel). Si f est borné, alors la convergence de la

suite psnqnPN vers f est uniforme.

La preuve (très élégante) du théorème est constructive, on y prouve que la suite de fonctions
simples est donnée par :

snpxq “

#

k
2n si k

2n ď fpxq ď k`1
2n , pour k “ 0, 1, . . . , 2n ´ 1

2n si 2n ď fpxq.

Ce théorème fondamentale nous permet de définir l’intégrale d’une fonction mesurable
non négative f : X Ñ r0,`8s comme cela :

ż

X
fdµ “ sup

0ďsďf

ż

X
s dµ , s simple,

f est dite intégrable (à la Lebesgue) si
ş

X fdµ ă `8.
Si f : X Ñ R est mesurable, alors on peut définir son intégrale en considérant sa partie

positive :

f`pxq “

#

fpxq si fpxq ě 0

0 si fpxq ă 0
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et sa partie négative :

f´pxq “

#

´fpxq si fpxq ď 0

0 si fpxq ą 0

en fait les deux sont des fonctions à valeurs non négatives pour lesquelles on sait définir
l’intégrale. Comme f “ f` ´ f´, si f` et f´ sont intégrables, on peut définir l’intégrale
d’une fonction mesurable à valeurs réels étendues comme ça :

ż

X
fdµ “

ż

X
f`dµ´

ż

X
f´dµ .

Pour des fonctions f : X Ñ C mesurables on utilise la même stratégie, mais avec la
partie positive et la partie négative de sa partie réelle Repfq et de sa partie imaginaire Impfq,
l’intégrale est alors définie comme cela :

ż

X
fdµ “

ż

X
Repfqdµ` i

ż

X
Impfqdµ.

Une condition nécessaire et suffisante pour l’intégrabilité d’une fonction à valeurs réelles
ou complexes est son intégrabilité absolue :

ż

X
fdµ ă `8 ðñ

ż

X
|f |dµ ă `8 .

3.5 La caractérisation de la mesure de Lebesgue sur R et les
ensembles de mesure de Lebesgue nulle

Comme on l’a déjà dit, la construction d’une mesure n’est pas, en général, un processus
simple. Néanmoins, vu l’importance de la mesure de Lebesgue sur R, on veut au moins
résumer les caractéristiques de cette mesure. Heureusement, il existe un théorème qui donne
la caractérisation de la mesure de Lebesgue via certaines propriétés qu’on doit décrire avant
de citer ce résultat.

— Mesure de Borel : soit X un espace topologique, considérons l’espace mesurable
pX,BpXqq, où BpXq est la tribu des Boréliens. Alors on dit qu’une mesure µ définie
sur cet espace est une mesure de Borel si elle associe un nombre fini à toute partie
compacte K de X ;

— Mesure de Borel régulière : (celle-ci est une propriété plus technique qu’il faut,
néanmoins, citer pour pouvoir énoncer des résultats précisément), une mesure de Borel
est dite régulière si, pour tout ensemble Borélien E P BpXq il vaut que :

1. µpEq “ suptµpKq, K Ă E, K compactu ;

2. µpEq “ inftµpOq, E Ă O, O ouvertu.

Au lieu de considérer un espace mesuré quelconque, on va mettre notre attention sur
pR,BpRq, µq, alors on dit que µ est une mesure invariante par translations si

µpE ` aq “ µpEq,

pour tout ensemble Borélien E P BpRq et tout a P R, où E`a “ tx P R : x “ e`a, où e P Eu.
On peut maintenant détourner la construction de la mesure de Lebesgue sur R, qu’on écrit

avec le symbole m, en citant le théorème qui la caractérise.
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Théorème 3.5.1 Si une mesure sur pR,BpRq, µq a les propriétés suivantes :

1. µ est une mesure de Borel régulière ;

2. µ est une invariante par translation ;

3. µ est normalisée, i.e. µr0, 1s “ 1 ;

alors µ est la mesure de Lebesgue m.

On peut donc dire que la mesure de Lebesgue sur pR,BpRqq est une mesure de Borel
régulière invariante par translation et normalisée, ce qui implique aussi que mra, bs “
b´ a.

Une autre conséquence de ce théorème est que la mesure de Lebesgue est σ-finie : en fait,
R peut être recouvert avec une partition d’intervalles compacts r´n, ns avec n P N, tous de
mesure finie (µr´n, ns “ 2n).

La mesure de Lebesgue sur R se généralise sans problème à Rn et on peut démontrer que,
si une fonction est Riemann-intégrable sur Rn, alors elle est aussi Lebesgue-intégrable et les
deux intégrales cöıncident.

Des exemples importants d’ensembles de mesure de Lebesgue nulle en Rn sont les hypersur-
faces de dimension n´ 1 en Rn, par exemple les courbes en R2, les surfaces 2D en R3 . . .et en
R lui-même ? Comme R a la dimension (infinie) du continu, les parties de R qui ont dimension
inférieure sont celles fines ou dénombrables, donc, en particulier :

mpNq “ mpZq “ mpQq “ 0,

cela veut dire que si on élimine d’un ensemble mesurable de R, comme par exemple un intervalle
ra, bs, un nombre infini dénombrable de point, la mesure de l’ensemble ne change pas.

Cette propriété permet de considérer dans la classe des fonctions Lebesgue-intégrables
énormément plus de fonctions que dans le cas de l’intégrale à la Riemann. Imaginons le cas
d’une fonction continue par morceaux sur un ensemble avec un nombre fini ou dénombrable de
discontinuités sous forme de saut, comme c’est par exemple le cas pour une fonction étagée.

L’intégrale à la Riemann de cette fonction n’existe pas, néanmoins l’intégrale à la Lebesgue
existe et il est la somme algébrique des intégrales de Riemann sur chaque morceau où la
fonction est continue : comme on a seulement un nombre fini ou dénombrable de discontinuités,
on peut tout simplement les ignorer, car elles constituent un ensemble de mesure nulle pour la
mesure de Lebesgue, et donc n’influent pas sur le résultat final de l’intégration !

Il faut bien retenir que la théorie de l’intégration à la Lebesgue ne donne pas des outils plus
avancées pour le calcul explicite des intégrales, sauf dans des cas particuliers, mais elle permet
de définir les intégrales de fonction beaucoup moins régulières que dans le cas de Riemann.

Ce résultat et les célèbres théorèmes qu’on va rappeler dans la section suivante ont établi
la supériorité de la théorie de l’intégration à la Lebesgue sur celle de Riemann.
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3.6 Les trois théorèmes d’opération de limite dans la théorie
de l’intégration

On résume dans cette section les trois théorèmes les plus importants qui concernent
l’opération de limite dans la théorie de l’intégration, qui seront utilisés dans le chapitre 4.

Dans les théorèmes on supposera que pX,A, µq est un espace mesuré quelconque fixé.

Théorème 3.6.1 (Théorème de convergence monotone - Beppo Levi) Soit pfnqnPN,
avec fn : X Ñ R, une suite monotone croissante de fonctions intégrables. Si la suite des
intégrales est bornée, i.e.

@n P N, DK P R tel que

ż

X
fn dµ ă K,

alors D lim
nÑ`8

fnpxq ă `8 p.p. En plus, si on définit la fonction limite f : X Ñ R comme ceci

fpxq “

#

lim
nÑ`8

fnpxq si la limite est finie

0 autrement,

alors f est intégrable et ça vaut l’échange entre la limite et l’intégrale, i.e.
ż

X
fpxq dµ “ lim

nÑ`8

ż

X
fnpxq dµ.

Pour introduire le lemme de Fatou il faut rappeler que, donnée une suite quelconque
pxnqnPN de nombres réels, on appelle lim inf la limite inférieure de la suite, i.e.

lim inf
nPN

pxnq “ inftx P R : x point d’adhérence pour pxnqnPNu.

Théorème 3.6.2 (Lemme de Fatou) Soit pfnqnPN, avec fn : X Ñ R, une suite de fonc-
tions intégrables positives et soit lim inf

nÑ`8

ş

X fn dµ ă `8. Alors, la fonction f définie par

fpxq “

#

lim inf
nÑ`8

fnpxq si la limite inférieure est finie

0 autrement,

est intégrable et ça vaut l’inégalité suivante
ż

X
f dµ ď lim inf

nÑ`8

ż

X
fn dµ.

Théorème 3.6.3 (Théorème de convergence dominée - Henri Lebesgue) Soit pfnqnPN,
où fn : X Ñ R, une suite de fonctions mesurables et soit Φ : X Ñ R une fonction positive et
intégrable telle que :

|fn| ď Φ p.p @n P N.
Si la suite réelle pfnpxqqnPN est convergente @x P X et si fpxq “ lim

nÑ`8
fnpxq, alors fn et f

sont intégrables et ça vaut l’échange entre la limite et l’intégrale, i.e.
ż

X
fpxq dµ “ lim

nÑ`8

ż

X
fnpxq dµ.

104



3.7 Résumé du chapitre 3

‚ Nous avons proposé un très court rappel sur la théorie de la mesure et de l’intégration
à la Lebesgue en discutant les concepts de tribu, ensemble mesurable, mesure, espace
mesuré, fonction mesurable.

‚ On a mis l’accent sur une tribu particulière : celle des boréliens dans un espace topolo-
gique, i.e. la tribu engendrée par les ouverts de cet espace.

‚ Les propriétés possédées presque partout (p.p) jouent un rôle importante en théorie
de la mesure : une propriété est vérifiée p.p si elle est valide sur un sous-ensemble
mesurable tel que la mesure de son complémentaire est nulle.

‚ On a vu qu’il est possible de caractériser la mesure de Lebesgue m sur R par rapport
à tribu des Boreliens comme une mesure de régulière, normalisée et invariante par
translation. Des exemples remarquables d’ensemble de mesure de Lebesgue nulle en R
sont les ensembles dénombrables, en particulier mpNq “ mpZq “ mpQq “ 0.

‚ Une fois qu’on a à disposition une mesure, la définition de l’intégrale d’une fonction
mesurable est très facile et standard. Tout d’abord, on considère les fonctions simples,
ou étagées, qui sont des combinaisons linéaires de fonctions indicatrices d’ensembles
mesurables. Les fonctions simples approchent par le bas toute fonction mesurable
non-négative. Ce résultat-clé permet de définir l’intégrale des fonctions mesurables
non-négatives comme le sup de l’intégrale des fonctions simples non supérieures à
la fonction elle-même. L’extension de cette définition aux fonctions à valeurs réelles
quelconque est faite via la partie positive et négative et l’extension aux fonctions à
valeurs complexes est faite avec la partie réelle et imaginaire.

‚ Pour terminer, on a rappelé les trois théorèmes fondamentaux liés à la relation entre
limite et intégrale dans la théorie de Lebesgue : le théorème de convergence monotone
et dominée (de Levi et Lebesgue, respectivement) et le lemme de Fatou.
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Chapitre 4

Espaces de Banach et de Hilbert

Dans ce chapitre on va considérer des espaces normés et avec produit scalaire de dimension
infinie. Nous nous intéresserons en particulier aux espaces appelés ! complets ", pour lesquels
on peut formuler de théorèmes très importants, qui ne sont pas disponibles pour des espaces
de dimension infinie qui n’ont pas la propriété de complétude.

Avant de commencer cette analyse, il faut souligner que toutes les propriétés qu’on a vu
dans les espaces vectoriels de dimension finie avec produit scalaire qui font appel seulement
à la nature algébrique du produit scalaire sont valides aussi quand la dimension de l’espace
vectoriel est infinie, par exemple :

— Une famille de vecteurs orthogonaux est libre ;

— Si xx, zy “ xy, zy @z, nécessairement les vecteurs x et y cöıncident ;

— Le seul vecteur orthogonal à tous les autres vecteurs est le vecteur nul ;

— On peut itérer la procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt et garantir l’exis-
tence d’un système infini de vecteurs orthogonaux entre eux et de norme unitaire à
partir d’un ensemble infini quelconque de vecteurs.

La preuve des trois premières propriétés est identique à celle qu’on a vu pour les espaces
vectoriels de dimension finie. Pour la dernière propriété il faut faire appel au lemme de Zorn.

Par contre, la généralisation de résultats valides pour sommes finies à des séries n’est pas
évidente, car, dans ce cas, des arguments topologiques et pas seulement algébriques doivent
être pris en considération.

Le chemin pour arriver à la définition et à l’analyse des espace de Hilbert passe, avant tout,
par l’analyse de la compatibilité entre la structure linéaire et celle topologique d’un espace
vectoriel avec produit scalaire.

4.1 La topologie métrique des espaces vectoriels avec produit
scalaire

Comme on l’a vu, chaque espace vectoriel V avec produit scalaire peut être muni d’une
norme, canoniquement induite par le produit scalaire. À partir d’une norme, on peut toujours
définir, canoniquement, une distance ou métrique sur V :

dpx, yq “ }x´ y} “
a

xx´ y, x´ yy, @x, y P V.
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La fonction d a les propriétés suivantes, @u, x, y P V :

1. dpx, yq ě 0, dpx, yq “ 0 ô x “ y

2. dpx, yq “ dpy, xq (symétrie)

3. dpx, yq ď dpx, zq ` dpz, yq (inégalité triangulaire).

Déf. 4.1.1 (Espace vectoriel métrique) On appelle espace vectoriel métrique le couple
pV, dq donnée par un espace vectoriel V et une fonction, la distance d : V ˆV Ñ R`0 “ r0,`8r,
qui satisfait les trois propriétés ci-dessus.

Donc, un espace vectoriel avec produit scalaire (réel ou complexe) est automatiquement
aussi un espace vectoriel normé et un espace vectoriel avec distance. On peut montrer de
contre-exemples qui montrent que le contraire, en général, n’est pas vrai.

La présence d’une métrique donne la possibilité d’établir des relations entre points et
sous-ensembles d’un espace plus fines que la simple relation d’appartenance. Comme on le sait,
cela est la base pour la construction d’une topologie. Nous rappelons ci-dessous des définitions
déjà connues avec, surtout, le but de fixer la notation et la nomenclature pour la suite.

Déf. 4.1.2 Soit pV, x, yq un espace vectoriel avec produit scalaire et soit } } la norme induite
canoniquement. Alors :

— un voisinage (ouvert) de rayon ε de x P V est le sous ensemble de V défini par :

Uεpxq “ ty P V : ‖x´ y‖ ă εu,

si } } est la norme Euclidienne, alors Uεpxq est une sphère (ouverte) centrée en x et de
rayon ε. Par extension, on appelle souvent Uεpxq une boule ou sphère (ouverte), et
on écrit Bpx, εq, pour toute norme } } ;

— un sous-ensemble O Ď V est dit ouvert si

@x P O Dε ą 0 tel que y P Uεpxq ñ y P O;

— un sous-ensemble F Ď V est dit fermé si son complémentaire F c “ V zF est ouvert.
Nous rappelons que ceci est équivalent à dire que toute suite convergente d’éléments de
F a limite en F même ;

— l’adhérence (ou fermeture) de E Ă V est E “
Ş

αPI

Eα, où Eα est un sous-ensemble

fermé de V contenant E. E est le plus petit sous-ensemble fermé de V qui contient E ;

— le bord (ou surface sphérique) de Uεpxq est le sous ensemble de V défini par :

BUεpxq “ ty P V : ‖x´ y‖ “ εu,

si on utilise le symbole Bpx, εq, alors son bord est noté BBpx, εq ;

— le voisinage (ou boule, ou sphère) fermé de rayon ε de x P V est le sous
ensemble de V défini par :

Uεpxq “ ty P V : ‖x´ y‖ ď εu,

si on utilise le symbole Bpx, εq, alors on écrit Bpx, εq.
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On rappelle qu’une topologie sur V est un sous-ensemble de parties de V qui contient V
même et H et qui est stable par rapport aux unions quelconques et aux intersections finies. La
topologie engendrée par les ouverts de V est la plus petite topologie qui contient les ouverts
de V . Avec cette dernière topologie, par rapport aux ouvert définis ci-dessus, V est un espace
topologique.

La topologie de V est métrique, i.e. les ouverts sont définis grâce à une fonction distance.
On rappelle que cela assure que la topologie soit séparée, i.e. le fait que, pour toute couple
x, y P V , x ‰ y, existent deux voisinages Upxq et V pyq, de rayon égale ou différent, tels que
Upxq X V pyq “ H, on dit que les points sont séparés par les voisinages.

Un résultat standard de topologie garantit l’unicité de la limite des suites dans une
topologie séparée, donc les suites de vecteurs de V , si convergent, ont une seule limite.

Dans une topologie métrique, l’unicité de la limite descend trivialement de l’inégalité
triangulaire, en fait, si xn Ñ

nÑ`8
x et xn Ñ

nÑ`8
y, alors :

0 ď dpx, yq ď dpx, xnq ` dpxn, yq Ñ
nÑ`8

0` 0 “ 0.

C’est utile de réécrire ici la définition de convergence d’une suite dans la topologie de V .

Déf. 4.1.3 Soit pV, } }q un espace vectoriel normé. Alors, une suite de vecteurs pxnqnPN Ă V
est convergente, ou convergente en norme } }, vers la limite x si :

@ε ą 0 DNε ą 0 : n ě Nε ñ }xn ´ x} ă ε,

i.e. si, à partir de n “ Nε, xn P Uεpxq. On symbolise ça avec les écritures plus compactes :

lim
nÑ`8

xn “ x, ‖xn ´ x‖ Ñ
nÑ`8

0.

Remarque 4.1.1 Le fait de demander que l’inégalité }xn ´ x} ă ε soit valide @ε ą 0 permet
de reformuler la définition de convergence en rajoutant une constante multiplicative strictement
positive et finie à ε, i.e. xn Ñ

nÑ`8
x si :

@ε ą 0 DNε ą 0 et Dm Ps0,`8r : n ě Nε ñ }xn ´ x} ă mε,

en fait, si la propriété est valide pour toute ε positive et arbitrairement petite, alors on peut
considérer ε̃ “ ε

m et redéfinir la convergence par rapport à ε̃ :

@ε̃ ą 0 DNε̃ ą 0 : n ě Nε̃ ñ }xn ´ x} ă ε̃,

vu que le symbole ε ou ε̃ n’a aucune importance car les deux sont des quantités petites comme
on le veut, les deux définitions sont équivalentes.

Dans la suite on fera référence à cette considération en utilisant tout simplement la formule
linguistique standard ! grâce à l’arbitrarité de ε... ".

Rappelons aussi le concept de densité d’un sous-ensemble dans un espace vectoriel normé.
Dans tous les livres de topologie on démontre que les propriétés contenues dans la définition
suivante sont équivalentes.
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Déf. 4.1.4 (Densité d’une partie) Soit pV, ‖ ‖q un espace vectoriel normé. On dit qu’un
sous-ensemble E Ă V est dense dans V si une des propositions suivantes est vérifiée :

1. @x P V, DpxnqnPN Ă E : xn ÝÑ
nÑ`8

x pi.e. }xn ´ x} ÝÑ
nÑ`8

0q, c’est-à-dire : tout

élément de V peut être approché indéfiniment par une suite d’éléments de
E, en étant sa limite.

2. @x P V et @ε ą 0, Dy P E : }x´ y} ă ε, i.e. pour tout élément x de V il existe
un élément y de E qui a une distance de x petite comme l’on veut.

3. V est l’adhérence de E : E “ V .

Rappelons aussi la définition de série et de série convergente.

Déf. 4.1.5 Étant donné la suite de vecteurs pxnqnPN Ă V , on appelle série de terme général

xn la suite des sommes partielles pSnqnPN, où Sn “
n
ř

k“0

xk, et on écrit :

ÿ

nPN
xn “

8
ÿ

n“0

xn “ pSnqnPN.

La série
ř

nPN
xn est dite convergente, ou convergente en norme } }, vers la somme x si la

suite des sommes partielles pSnqnPN est convergente vers x, i.e. :

x “ lim
nÑ`8

n
ÿ

k“0

xk “
ÿ

nPN
xn ô lim

nÑ`8
}Sn ´ x} “ 0 ô }Sn ´ x} Ñ

nÑ`8
0.

La série
ř

nPN
xn est dite absolument convergente 1 si la suite de la norme des sommes

partielles des normes, i.e.

ˆ

n
ř

k“0

}xk}

˙

nPN
est convergente, dans ce cas on écrit :

ř

nPN
}xn} ă `8.

On observe que, comme Sn ´ x “
n
ř

k“0

xk ´
8
ř

k“0

xn “ ´
8
ř

k“n`1

xk, alors :

}Sn ´ x} “

∥∥∥∥∥ 8
ÿ

k“n`1

xk

∥∥∥∥∥ , (4.1)

donc, la définition explicite de série convergente dans un espace vectoriel normé est la suivante :

@ε ą 0 DNε ą 0 : n ě Nε ñ

∥∥∥∥∥ 8
ÿ

k“n`1

xk

∥∥∥∥∥ ă ε.

C’est important de rappeler aussi la définition de continuité d’une fonction entre espaces
métriques et un résultat classique de la théorie des espaces métriques, qui permet de caractériser
la continuité avec l’action de la fonction sur les suites.

1. La convergence absolue qu’on vient de définir devient l’habituelle convergence des modules de Sn quand
V “ R ou V “ C.
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Déf. 4.1.6 (Limites et continuité pour fonctions entre espaces métriques) Soient X
et Y deux espaces métriques quelconques, x̄ P X et ` P Y , alors

lim
xÑx̄

fpxq “ ` ðñ @ε ą 0 Dδε ą 0 : x P Uδεpx̄q XX ùñ fpxq P Uεp`q X Y,

i.e. la limite de f en x̄ est ` si f transforme les points de X arbitrairement proches de x̄ en
points de Y arbitrairement proches de `.

Si ` “ fpx̄q, alors la fonction f : X Ñ Y est dite continue en x̄ P V , explicitement :

@ε ą 0 Dδε ą 0 : x P Uδεpx̄q XX ñ fpxq P Uεpfpx̄qq X Y.

f est continue sur X si elle est continue en tout point de X.

Théorème 4.1.1 (Continuité par suites) La fonction f : X Ñ Y , pX, dXq et pY, dY q
espaces métriques quelconques, est continue en x̄ P X si et seulement si :

@pxnqnPN Ď X telle que lim
nÑ`8

xn “ x̄ ñ lim
nÑ`8

fpxnq “ f

ˆ

lim
nÑ`8

xn

˙

“ fpx̄q,

i.e. :
@pxnqnPN Ď X : dXpxn, x̄q Ñ

nÑ`8
0 ñ dY pfpxnq, fpx̄qq Ñ

nÑ`8
0.

Nous remarquons que l’opération de limite sur la suite pxnqnPN est effectuée dans l’espace
métrique pX, dXq, tandis que celle sur la suite pfpxnqqnPN est effectuée dans l’espace métrique
pY, dY q.

La possibilité d’échanger l’ordre entre la limite et la fonction (continue) dans l’expression

lim
nÑ`8

fpxnq “ f

ˆ

lim
nÑ`8

xn

˙

sera essentielle pour prouver beaucoup de résultats dans la suite.

Preuve.

ùñ : soit f continue en x̄ et soit pxnqnPN Ď X une suite arbitraire d’éléments de X
telle que lim

nÑ`8
xn “ x̄, alors, par définition de limite de suite, pour n suffisamment grand,

xn appartient à un voisinage de rayon petit comme l’on veut, disons δ ą 0, de x̄, i.e. il existe
N P N tels que n ě N ùñ xn P Uδpx̄q. De l’autre côté, grâce à la continuité de f , les
éléments xn qui appartiennent au voisinage Uδpx̄q sont transformés par f dans des points
qui appartiennent à un voisinage de rayon arbitrairement petit, disons ε ą 0, de fpx̄q, i.e.
n ě N ùñ fpxnq P Uεpfpx̄qq X Y , i.e. lim

nÑ`8
fpxnq “ fpx̄q.

ðù : soit vrai que, pour toute suite pxnqnPN Ď X telle que lim
nÑ`8

xn “ x̄ P X, ça vaut

lim
nÑ`8

fpxnq “ fpx̄q, il faut démontrer que ceci implique que f est continue en x̄ P X.

Supposons, par l’absurde, que f ne soit pas continue en x̄ et démontrons que ça amène
à une contradiction. La négation 2 de la continuité de f en x̄ correspond à dire que @δ ą 0,
Dεδ ą 0 tel que x P Uδpx̄q Ă X implique fpxq R Uεδpfpx̄qq.

2. Rappeler que la négation d’une proposition mathématique est réalisée en échangeant les quantificateurs
universels et existentiels entre eux et en considérant l’affirmation complémentaire de celle de la proposition
initiale, donc la négation de p@A DB ùñ Cq est p@B DA ùñ C̄q, où C̄ est la négation de l’affirmation C.
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Vu que les valeurs de δ sont arbitraires, nous pouvons considérer la suite pδnqně1 définie
par δn “

1
n @n ě 1, qui entrâıne l’existence d’une suite pxnqně1 Ă X telle que xn P Uδnpx̄q et

fpxnq R Uεδn pfpx̄qq.
Nous sommes arrivés à la contradiction : d’un côté, quand n Ñ `8, δn Ñ 0 et donc

xn Ñ x̄, mais de l’autre côté fpxnq��Ñfpx̄q, i.e. l’hypothèse que f ne soit pas continue nous
a permis de construire une suite d’éléments de X qui converge vers x̄ sans que fpxq soit
convergente vers fpx̄q, mais ceci est contraire à notre hypothèse de départ et donc la possibilité
que f ne soit pas continue doit être rejetée. 2

Si V,W sont deux espaces vectoriels normés, alors ils sont automatiquement deux espaces
métriques par rapport à la distance canoniquement induite par la norme et les définitions et
donc résultats rappelés ci-dessus restent valides.

4.2 La continuité des opérations fondamentales des espaces
vectoriels avec produit scalaire

La présence simultanée d’une structure linéaire et d’une topologique métrique sur un espace
vectoriel avec produit scalaire pose, d’une manière naturelle, la question de la compatibilité
entre les deux structures, i.e. les opérations linéaires de V en tant qu’espace vectoriel sont
elles continues dans la topologie de V canoniquement engendrée par son produit scalaire ? Le
théorème suivant dit que la réponse à cette question est affirmative.

Théorème 4.2.1 Soit pV, x , yq un espace vectoriel sur K avec produit scalaire. Considérons
la topologie induite par le produit scalaire sur V , la topologie Euclidienne usuelle sur K et la
topologie produit sur V ˆ V et sur Kˆ V . Alors,

le produit scalaire
x , y : V ˆ V ÝÑ K

px, yq ÞÝÑ xx, yy,

la norme
} } : V ÝÑ R`0

x ÞÝÑ }x},

la somme
` : V ˆ V ÝÑ V

px, yq ÞÝÑ x` y,

et le produit par un scalaire
¨K : Kˆ V ÝÑ V

pk, xq ÞÝÑ kx,

sont des fonctions continues.

Preuve. Dans toutes les preuves qu’on verra, la technique consiste, à chaque fois, à majorer
une norme opportune avec une expression qui contient la norme de la différence entre une
suite et sa limite, qui tends bien sûr vers 0.
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— Continuité du produit scalaire : il faut démontrer que si pxnqnPN et pynqnPN sont deux
suites quelconques d’éléments de V qui convergent vers x et y, respectivement, alors
la suite de scalaires pxxn, ynyqnPN converge vers xx, yy. Pour faire ça, on doit d’abord
écrire une simple manipulation algébrique qui vaut pour tout n P N :

xxn, yny ´ xx, yy “ xxn ´ x` x, yn ´ y ` yy ´ xx, yy

“ xxn ´ x, yn ´ yy ` xxn ´ x, yy ` xx, yn ´ yy `��
�

xx, yy ´��
�

xx, yy

“ xxn ´ x, yn ´ yy ` xxn ´ x, yy ` xx, yn ´ yy.

On peut écrire la majoration suivante :

|xxn, yny ´ xx, yy| ď |xxn ´ x, yn ´ yy| ` |xxn ´ x, yy| ` |xx, yn ´ yy| @n P N,

mais, grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|xxn, yny ´ xx, yy| ď }xn ´ x}}yn ´ y} ` }xn ´ x}}y} ` }x}}yn ´ y} @n P N.

Comme l’égalité vaut pour tout n P N, on peut considérer la limite nÑ `8 aux deux
côtés : par hypothèse, }xn´ x} Ñ

nÑ`8
0 et }yn´ y} Ñ

nÑ`8
0, donc le côté de droite tend

vers 0, et alors :
|xxn, yny ´ xx, yy| Ñ

nÑ`8
0,

ce qui prouve la continuité du produit scalaire.

— Continuité de la norme : il faut démontrer que si pxnqnPN est une suites quelconque
d’éléments de V qui converge vers x, alors la suite de réels positifs p}xn}qnPN converge
vers }x}. Pour faire ça, on peut utiliser la majoration de la norme vu dans la formule
(1.3) :

|}xn} ´ }x}| ď }xn ´ x},

mais }xn ´ x} Ñ
nÑ`8

0, donc }xn} Ñ
nÑ`8

}x}.

— Continuité de la somme : il faut démontrer que si pxnqnPN et pynqnPN sont deux suites
quelconques d’éléments de V qui convergent vers x et y, respectivement, alors la suite
somme pxn ` ynqnPN converge vers x` y. Pour cela, on écrit :

}pxn ` ynq ´ px` yq} “ }pxn ´ xq ` pyn ´ yq} ď }xn ´ x} ` }yn ´ y} Ñ
nÑ`8

0.

— Continuité du produit par un scalaire : il faut démontrer que si pxnqnPN et pknqnPN sont
deux suites quelconques d’éléments de V et de K, respectivement, qui convergent vers
x et k, respectivement, alors la suite produit pknxnqnPN converge vers kx. Encore une
fois, on a besoin d’une petite manipulation algébrique :

}knxn ´ kx} “ }knpxn ´ x` xq ´ kx} “ }knpxn ´ xq ` knx´ kx}

“ }knpxn ´ xq ` xpkn ´ kq} ď |kn|}xn ´ x} ` }x}|kn ´ k| Ñ
nÑ`8

0.

2

Allons voir des conséquences immédiates du théorème qu’on vient de voir : tout d’abord, la
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continuité de la somme et du produit par un scalaire implique la continuité de la différence,
car x´ y “ x` p´1qy.

Si pxnqnPN et pynqnPN sont deux suites de pV, x , yq qui convergent vers les éléments de x et
y, respectivement, alors la continuité du produit scalaire et de la norme et le théorème 4.1.1
implique ces deux formules qu’on utilisera souvent dans la suite :

lim
nÑ`8

xxn, yny “ x lim
nÑ`8

xn, lim
nÑ`8

yny “ xx, yy , (4.2)

lim
nÑ`8

‖xn‖ “
∥∥∥∥ lim
nÑ`8

xn

∥∥∥∥ “ ‖x‖ . (4.3)

Le cas des séries mérite une observation séparée : étant données les séries convergentes
ř

nPN
xn,

ř

mPN
ym, on peut utiliser le fait qu’une série est la suite de ses sommes partielles pour écrire :

x
ÿ

nPN
xn,

ÿ

mPN
ymy “ x lim

NÑ`8

N
ÿ

n“0

xn, lim
KÑ`8

K
ÿ

m“0

ymy “ lim
N,KÑ`8

N
ÿ

n“0

K
ÿ

m“0

xxn, ymy , (4.4)

et ∥∥∥∥∥ÿ
nPN

xn

∥∥∥∥∥ “
∥∥∥∥∥ lim
NÑ`8

N
ÿ

n“0

xn

∥∥∥∥∥ “ lim
NÑ`8

∥∥∥∥∥ N
ÿ

n“0

xn

∥∥∥∥∥ . (4.5)

Si on élève au carré les membres de l’équation (4.5) on obtient :∥∥∥∥∥ÿ
nPN

xn

∥∥∥∥∥
2

“

∥∥∥∥∥ lim
NÑ`8

N
ÿ

n“0

xn

∥∥∥∥∥
2

“

˜

lim
NÑ`8

∥∥∥∥∥ N
ÿ

n“0

xn

∥∥∥∥∥
¸2

“ lim
NÑ`8

∥∥∥∥∥ N
ÿ

n“0

xn

∥∥∥∥∥
2

,

où la dernière égalité est possible grâce au fait que les quantités

∥∥∥∥ N
ř

n“0
xn

∥∥∥∥ sont réelles et que la

puissance carrée est continue en R.
Si, au lieu d’une suite pxnqnPN quelconque, nous considérons une famille orthogonale de

vecteurs punqnPN, alors on peut utiliser le théorème de Pythagore généralisé 1.4.1 pour écrire

lim
NÑ`8

∥∥∥∥ N
ř

n“0
un

∥∥∥∥2

“ lim
NÑ`8

N
ř

n“0
‖un‖2

“
ř

nPN
‖un‖2, ce qui amène à la formule très utile suivante :

∥∥∥∥∥ÿ
nPN

un

∥∥∥∥∥
2

“
ÿ

nPN
‖un‖2

punqnPN : famille orthogonale de vecteurs. (4.6)

Dans le chapitre 5 on utilisera souvent la formule (4.6). Il est important de souligner que cette
formule ne vaut pas, en général, si punqnPN n’est pas un système orthogonal de vecteurs et si
on considère la norme au lieu de son carré.

La possibilité d’échanger l’opération de limite avec celle de produit scalaire et
de norme sera indispensable pour prouver beaucoup de théorèmes dans la suite. Ceci souligne
l’importance de la compatibilité entre la structure linéaire et celle topologique dans un espace
vectoriel avec produit scalaire.
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On va montrer tout de suite un résultat dans lequel on utilise la continuité de la norme. Dans
le chapitre 1 on a annoncé que la formule du parallélogramme permet de caractériser les normes
issues d’un produit scalaire, i.e. les normes hilbertiennes. Nous avons tous les instruments
pour formaliser cette affirmation, qui est appelée théorème de Fréchet-von Neumann-Jordan
dans [15].

Théorème 4.2.2 (M. Fréchet, J. von Neumann, P. Jordan) Soit V un espace vecto-
riel sur K (de dimension finie ou infinie) et soit } } une norme sur V . } } est une norme
hilbertienne si et seulement elle satisfait la formule du parallélogramme.

Si la norme satisfait la formule du parallélogramme, alors le produit scalaire qui l’induit
est univoquement déterminé par les formules de polarisation dans le cas réel et complexe,
respectivement :

xv, wy “
1

4
p‖v ` w‖2

´ ‖v ´ w‖2
q,

xv, wy “
1

4

”

‖v ` w‖2
´ ‖v ´ w‖2

` i
´

‖v ` iw‖2
´ ‖v ´ iw‖2

¯ı

.

Preuve. L’implication directe est évidente, donc on doit seulement démontrer l’implication
inverse, i.e. que si une norme } } satisfait la formule du parallélogramme, alors elle est induite
par un produit scalaire de la manière canonique : } ¨ } “

a

x¨, ¨y.
On commence avec le cas réel. S’il existe un produit scalaire qui induit la norme, alors il

doit avoir la forme suivante

ppv, wq “
1

4
p‖v ` w‖2

´ ‖v ´ w‖2
q, @v, w P V,

on observe que p est composition de fonctions algébriques (somme et différence), de la norme et
de la puissance carrée, qui sont toutes fonctions continues, donc p est elle-même une fonction
continue de ses arguments.

Il faut vérifier que cette définition satisfait les propriétés définitoires d’un produit scalaire
réel.

Tout d’abord on observe que la symétrie ppv, wq “ ppw, vq est évidente et pareil pour la
définie positivité, vu que ppv, vq “ 1

4 ‖2v‖2
“ ‖v‖2

ě 0 et ppv, vq “ 0 si et seulement si v “ 0V .
Il reste à vérifier la bilinéarité. Grâce à la symétrie, toute propriété de p qu’on démontre

par rapport au premier argument, vaut aussi pour le deuxième, donc on va se fixer seulement
sur la première entrée de p.

On commence par observer que, grâce à la formule du parallélogramme, on peut écrire
@v, w, z P V :

}pv ` zq ` w}2 ` }pv ´ zq ` w}2 “ }pv ` wq ` z}2 ` }pv ` wq ´ z}2 “ 2}v ` w}2 ` 2}z}2

et

}pv ` zq ´ w}2 ` }pv ´ zq ´ w}2 “ }pv ´ wq ` z}2 ` }pv ´ wq ´ z}2 “ 2}v ´ w}2 ` 2}z}2
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donc

ppv ` z, wq ` ppv ´ z, wq “
1

4
p‖v ` z ` w‖2

´ ‖v ` z ´ w‖2
` ‖v ´ z ` w‖2

´ ‖v ´ z ´ w‖2
q

“
1

4
r2p}v ` w}2 ` }z}2q ´ 2p}v ´ w}2 ` }z}2qs

“ 2
1

4
p}v ` w}2 ´ }v ´ w}2q

“ 2ppv, wq,

(4.7)

si on choisit v “ z, alors on obtient ppv ` v, wq ` ���
���:

0
ppv ´ v, wq “ pp2v, wq “

p4.7q
2ppv, wq

@v, w P V , i.e.
2ppv, wq “ pp2v, wq, @v, w P V. (4.8)

Soient maintenant v1, v2 P V tels que v “ 1
2pv1 ` v2q et z “ 1

2pv1 ´ v2q, alors v ` z “ v1 et
v ´ z “ v2, alors

ppv1, wq ` ppv2, wq “ ppv ` z, wq ` ppv ´ z, wq “
p4.7q

2ppv, wq “
p4.8q

pp2v, wq

“
pdéf. vq

ppv1 ` v2, wq,

comme v, w, z sont des vecteurs arbitraires, aussi v1, v2 sont arbitraires, et alors ce qu’on vient
de démontrer, i.e. ppv1 ` v2, wq “ ppv1, wq ` ppv2, wq, prouve l’additivité de p.

Pour démontrer l’homogénéité on commence à observer que, si on itère n P N fois le
raisonnement qui a conduit à pp2v, wq “ 2ppv, wq, alors on obtient ppnv,wq “ nppv, wq.

De plus, pour tout m P N, m ‰ 0, ça vaut ppv, wq “ ppm v
m , wq, mais aussi ppmp vmq, wq “

mpp vm , wq, que, combiné avec la formule ppnv,wq “ nppv, wq donne pp nmv, wq “
n
mppv, wq

@n,m P N, m ‰ 0, i.e. p est homogène par rapport à tout nombre r P Q, r ě 0 : pprv, wq “
rppv, wq.

Pour étendre l’homogénéité à tout rationnel on utilise l’argument suivant : si r ă 0, alors,
en réécrivant rv “ ´|r|v “ |r|p´vq, alors

rppv, wq ´ pprv, wq “ rppv, wq ´ pp|r|p´vq, wq “ rppv, wq ´ |r|pp´v, wq “ rppv, wq ` rpp´v, wq

“ rpppv, wq ` pp´v, wqq “
(additivité)

rppv ´ v, wq “ rpp0V , wq “ 0,

donc l’homogénéité vaut aussi pour les rationnels négatifs, et alors pour tous les rationnels.
Maintenant on utilise le fait que Q est dense en R, donc, pour tout α P R il existe une suite
de rationnels prnqnPN Ă Q tels que rn ÝÑ

nÑ`8
α et, grâce à la continuité de p on a

αppv, wq “ lim
nÑ`8

rnppv, wq “ pp lim
nÑ`8

rnv, wq “ ppαv,wq, @α P R, v, w P V.

En résumé, p est un produit scalaire sur V compatible avec sa norme si K “ R.

Nous considérons maintenant le cas complexe K “ C. Comme observé dans le cas réel, s’il
existe un produit scalaire qui induit la norme, alors il doit avoir la forme suivante

p̃pv, wq “
1

4

”

‖v ` w‖2
´ ‖v ´ w‖2

` i
´

‖v ` iw‖2
´ ‖v ´ iw‖2

¯ı

“ ppv, wq ` ippv, iwq,
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@v, w P V .
Grâce aux observations de la section 1.1, pour vérifier que p̃pv, wq soit un produit scalaire

complexe, ça suffit de vérifier la propriété hermitienne, i.e. p̃pv, wq “ p̃pw, vq, vu que la linéarité
dans la première variable et la définie positivité de p impliquent la validité de ces propriétés
aussi pour p̃.

p̃ est une forme hermitienne si et seulement si p̃pw, vq “ p̃pv, wq “ ppv, wq ´ ippv, iwq, vu
que ppv, wq et ppv, iwq P R ! Mais p̃pw, vq “ ppw, vq ` ippiw, vq “ ppv, wq ` ippiw, vq, car on
sait que ppv, wq “ ppw, vq, donc p̃pw, vq “ ppv, wq ` ippiw, vq. Si on compare les formules :

p̃pw, vq “ p̃pv, wq “ ppv, wq ´ ippv, iwq et p̃pw, vq “ ppv, wq ` ippiw, vq,

on voit que p̃ est une forme hermitienne si et seulement si ppv, iwq “ ´ppiw, vq @v, w P V .
Calculons alors :

p̃pv, iwq “
1

4
p‖v ` iw‖2

´ ‖v ´ iw‖2
q “

1

4
p|i| ‖v ` iw‖2

´ |i| ‖v ´ iw‖2
q

“
1

4
p‖iv ´ w‖2

´ ‖iv ` w‖2
q “ ´

1

4
p‖w ` iv‖2

´ ‖w ´ iv‖2
q

“ ´ppw, ivq,

en ayant utilisé le fait que ‖w ´ iv‖ “ ‖iv ´ w‖. En résumé, p̃ est le produit scalaire associé à
notre norme dans le cas complexe. 2

Allons introduire maintenant un objet mathématique très importante.

Déf. 4.2.1 (Espace vectoriel topologique) On appelle espace vectoriel topologique un es-
pace vectoriel V muni d’une topologie compatible avec la structure linéaire de V , i.e. telle
que les opérations linéaires de somme et de multiplication par un scalaire sont des fonctions
continues.

Grâce à la continuité des opérations fondamentales dans un espace vectoriel avec produit
scalaire il suit que ce type d’espace est toujours un espace vectoriel topologique. On peut
dire la même chose pour un espace vectoriel normé, la preuve de la continuité des opérations
linéaires est exactement la même. En fait, par rapport aux arguments topologiques, il n’y a
aucune différence entre un espace vectoriel avec produit scalaire et un espace vectoriel normé,
car c’est toujours la norme qui intervient dans les preuves des propriétés de continuité.

La différence majeure entre un espace vectoriel avec produit scalaire et un espace vectoriel
normé consiste en la structure géométrique subjacente à l’espace même, qui est beaucoup plus
riche pour le premier type d’espace.

4.2.1 L’équivalence des topologies séparées des espaces vectoriels de dimen-
sion finie

Dans les preuves du théorème 4.2.1, la dimension de l’espace vectoriel ne jouait aucun rôle,
donc les considérations qu’on a fait dans la sous-section antécédente sont valides pour tout
espace vectoriel, de dimension finie ou infinie.

Néanmoins, en dimension finie, on peut assurer un résultat d’essentielle unicité de la
topologie (séparable) d’un espace vectoriel topologique.
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Théorème 4.2.3 (Tychonov) Soit V un espace vectoriel topologique séparée de dimension
finie n sur le corps K. Alors, fixée une base B “ pb1, . . . , bnq quelconque de V , l’isomorphisme
linéaire définit par

I : V ÝÑ Kn

x “ rxsB “
n
ř

i“1
xibi ÞÝÑ

¨

˚

˝

x1
...
xn

˛

‹

‚

,

est un homéomorphisme (ou isomorphisme topologique), i.e. une application bicontinue (conti-
nue, inversible, avec inverse continue) si on considère sur Kn la topologie Euclidienne usuelle.

Nous avons dit qu’un espace vectoriel avec produit scalaire, normé sont ou métrique est un
espace vectoriel topologiques séparé, donc le théorème de Tychonov a comme conséquence
immédiate que tous les produits scalaires, toutes les normes et les distances que l’on peut
définir sur un espace vectoriel de dimension finie sont topologiquement équivalents, i.e. ils
génèrent la même topologie, qui est, à un isomorphisme près, la topologie Euclidienne ! Des
contre-exemples montrent que, en dimension infinie, ceci n’est plus vrai.

L’exemple le plus simple d’indépendance topologique par rapport au choix de la norme
dans des espaces vectoriels de dimension finie est fourni par les espaces vectoriels de dimension
1, comme montré par le résultat suivant.

Théorème 4.2.4 Si V est un espace vectoriels normé mono-dimensionnel sur le corps K,
alors deux normes quelconques définies sur V sont multiples l’une de l’autre par un scalaire
réel strictement positif.

Preuve. Soient } }1, } }2 deux normes sur V . Par définition, }0V }1 “ }0V }2 “ 0, soit alors
v P V arbitraire différent du vecteur nul. Les deux normes mesurerons, en général, un module
différent du vecteur v : }v}1 “ k1, }v}2 “ k2, écrivons }v}1

}v}2
“ k1

k2
“ k P R`, alors }v}1 “ k}v}2.

Comme V a dimension unitaire, pour tout autre vecteur w P V il existe λ P K tel que
w “ λv. Alors, l’homogénéité de la norme nous permet d’écrire :

}w}1 “ }λv}1 “ |λ|}v}1 “ |λ|k}v}2 “ k}λv}2 “ k}w}2,

i.e. pour tout w P V et pour chaque couple de normes } }1, } }2 sur V , il existe une constante
k P R` telle que }w}1 “ k}w}2. 2

4.3 Suites de Cauchy et complétude : espaces de Banach et de
Hilbert

Les études conduits entre la fin du siècle XIX et le début du siècle XX ont montré que, parmi
les espaces vectoriels métriques, normés et avec produit scalaire de dimension infinie, ceux qui
sont plus ‘similaires’ aux espaces Euclidiens de dimension finie peuvent être caractérisés par
une propriété plutôt simple : les suites convergentes (dans l’espace même) sont identifiables
avec les suites de Cauchy.
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Déf. 4.3.1 Si pX, dq est un espace métrique (pas forcement vectoriel), alors une suite pxnqnPN
est dite de Cauchy si :

@ε ą 0 DNε ą 0 : n,m ě Nε ñ dpxn, xmq ă ε,

i.e. la distance entre deux éléments de la suite devient indéfiniment petite au fur et à mesure
que les indices des deux éléments grandissent.

On dit que pX, dq est un espace métrique complet si toutes les suites de Cauchy sont
convergentes vers des limites contenues en X.

Voyons de suite la relation entre espaces métriques complets et fermés.

Théorème 4.3.1 Si pX, dq est un espace métrique complet et pE, dq, E Ď X un sous-espace
métrique fermé de X, alors pE, dq est complet.

Preuve. Soit pxnqnPN Ď E une suite de Cauchy, en particulier pxnqnPN Ď X et alors, comme
X est complet, pxnqnPN converge vers un point limite x P X. Mais les limites des suites de E
appartiennent à E et, étant E fermé, E “ E, donc x P E, i.e. toutes les suites de Cauchy
d’éléments de E convergent en E lui-même. 2

Théorème 4.3.2 Si pX, dq est un espace métrique quelconque et pE, dq, E Ď X un sous-espace
métrique complet de X, alors pE, dq est fermé.

Preuve. Soit x P E, alors il existe une suite pxnqnPN Ď E qui converge vers x. Vu que la
suite est convergente, elle est de Cauchy en E, mais E est complet et donc pxnqnPN doit être
convergente vers un élément y P E. Par unicité de la limite, x “ y et alors x P E, i.e. E “ E. 2

Un espace vectoriel avec produit scalaire, ou normé, est aussi un espace vectoriel métrique,
dans ce cas la définition de suite de Cauchy peut être réécrite comme ça :

@ε ą 0 DNε ą 0 : n,m ě Nε ñ }xn ´ xm} ă ε,

que certains auteurs écrivent d’une manière synthétique comme ça :

lim
n,mÑ`8

}xn ´ xm} “ 0.

Dans les cours d’analyse on démontre que pRn, | |q et pCn, | |q sont des espaces
métriques complets pour tout n P N fini. Grâce au théorème de Tychonov 4.2.3, les
espaces vectoriels topologiques réels ou complexes séparées de dimension finie n sont topo-
logiquement équivalents aux espaces Euclidiens Rn ou Cn, respectivement, par conséquent
pour les espaces vectoriels pre-Hilbertiens de dimension finie la complétude n’est
jamais un problème : les suites convergentes dans ces espaces sont toutes et seules
les suites de Cauchy.

Pour montrer avec simplicité l’existence d’espaces métriques non complets nous avons
besoin d’un résultat basique sur les suites de Cauchy.

Théorème 4.3.3 Toute suite convergente d’un espace métrique est nécessairement de Cauchy.
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Preuve. Si xn Ñ
nÝÑ`8

x̄, alors, grâce à l’arbitrarité de ε et à l’inégalité triangulaire :

@ε ą 0 DNε ą 0 : n,m ě Nε ùñ dpxn, xmq ď dpxn, x̄q ` dpx̄, xmq ă
ε

2
`
ε

2
“ ε.

2

Ce résultat nous permet de démontrer que les espaces métriques 3 pQ, | |q et ps0, 1r, | |q ne
sont pas complets. Pour vérifier que pQ, | |q n’est pas complet prenons, par exemple, la suite
pp1 ` 1

nq
nqnPN, elle est une suite rationnelle car Q est stable par rapport aux opérations de

somme, division et puissance et à leur composition, de plus, il est bien connu qu’elle converge
vers e, la base des logarithmes naturels, donc, grâce au théorème 4.3.3 elle est une suite de
Cauchy en Q, interprétée comme sous-ensemble de R.

Néanmoins e est un nombre irrationnel, i.e. e P RzQ, ce qui montre l’existence d’au moins
une suite de Cauchy de Q qui converge hors de Q lui-même.

De la même manière, dans ps0, 1r, | |q nous pouvons considérer la suite p 1
nqně1, évidemment

contenue en s0, 1r et convergente vers 0, donc de Cauchy sur s0, 1rĂ R, mais 0 Rs0, 1r.

Donc, malgré le fait que toute suite convergente soit nécessairement de Cauchy, l’inverse
n’est pas toujours vrai, c’est à cause de ça qu’il est utile d’introduire une définition pour
caractériser les espaces pour lesquels la condition de Cauchy est nécessaire et suffisante pour
la convergence 4.

Déf. 4.3.2 (Espaces de Hilbert et de Banach) Soit V un espace vectoriel de dimension
finie ou infinie.

— Si pV, } }q est un espace vectoriel normé et complet, on dit qu’il est un espace de Banach ;

— Si pV, x , yq est un espace vectoriel avec produit scalaire et complet, on dit qu’il est un
espace de Hilbert.

Comme conséquence du théorème de Tychonov, les espaces vectoriels réels ou complexes
normés de dimension finie sont tous des espaces de Banach, les espaces vectoriels
réels ou complexes avec produit scalaire de dimension finie sont tous des espaces
de Hilbert. Les espaces de Hilbert (de dimension finie ou infinie) sont, en tant qu’espaces
vectoriels normés complets, aussi espaces de Banach, le vice-versa n’est pas vrai en général
car, dans un espace de Banach, nous ne pouvons pas assurer l’existence d’un produit scalaire.

Nous allons rappeler deux résultats relatifs aux suites de Cauchy qui seront très utiles
dans la suite. On commence par rappeler qu’une suite dans un espace métrique est dite bornée
si tous les éléments de la suite peuvent être inscrits dans un voisinage de rayon fini d’un seul
élément de la suite, comme précisé dans la définition suivante.

Déf. 4.3.3 Une suite pxnqnPN dans une espace métrique pX, dq est dite bornée s’il existe
x˚ P X et M ě 0 tel que dpxn, x

˚q ďM @n P N.

3. On rappelle que Q n’est pas un espace vectoriel réel ou complexe, car il n’est pas stable par rapport au
produit par un scalaire réel ou complexe, donc, pour Q nous ne pouvons pas appliquer le théorème de Tychonov.

4. On définit aussi les espaces de Fréchet, qui sont des espaces vectoriels topologiques localement convexes
complets par rapport à une topologie invariant par translation.
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Théorème 4.3.4 Une suite de Cauchy est toujours bornée.

Preuve. Par définition, si pxnqnPN est une de suite de Cauchy, il existe Nε ą 0 tel que la distance
entre xNε et tous les éléments xn de la suite avec n ě Nε est inférieure à ε, i.e. dpxn, xNεq ă ε
@n ě Nε. xNε est alors un bon candidat pour jouer le rôle de x˚ dans la définition de suite
bornée.

Pour démontrer que c’est le cas, observons que les éléments de la suite correspondants à
une valeur de l’indice n inférieure à Nε appartiennent à X, donc leur distance de xNε est finie
et nous pouvons définir la valeur :

r “ maxtdpxNε , x0q, dpxNε , x1q, . . . , dpxNε , xNε´1qu.

Si maintenant on définit M “ maxtε, ru, on obtient dpxn, xNεq ďM @n P N. 2

Le deuxième résultat fait référence aux sous-suites, ou suites extraites.

Déf. 4.3.4 Soit pxnqnPN une suite dans une espace métrique pX, dq et soit ϕ : N Ñ N une
fonction strictement croissante, i.e. ϕpnq ą n pour tout n P N. Alors, la suite définie par
pxϕpnqqnPN est dite sous-suite, ou suite extraite, de la suite initiale pxnqnPN.

Comme simple exercice, le lecteur est invité à démontrer que, si une suite pxnqnPN dans
une espace métrique pX, dq est convergente, alors aussi toutes ses sous-suites le sont et elles
convergent à la même limite.

L’important résultat suivant montre que, pour les suites de Cauchy, l’ordre de cette
implication peut être reversé.

Théorème 4.3.5 Toute suite de Cauchy d’un espace métrique pX, dq qui possède au moins
une sous-suite convergente, est convergente elle-même et à la même limite.

Preuve. Supposons que pxnqnPN soit une suite de Cauchy en pX, dq qui admette une sous-suite
convergente pxϕpnqqnPN, où ϕ : NÑ N est l’application strictement croissante définissant cette
sous-suite. Soit a la limite de la sous-suite, i.e. a “ lim

nÑ`8
xϕpnq.

Pour tout n P N, par la propriété triangulaire on a : dpxn, aq ď dpxn, xϕpnqq ` dpxϕpnq, aq,
nous voulons démontrer qu’il est possible de majorer la somme de deux termes de droite avec
une quantité ε petite comme l’on veut.

Pour faire ça, allons utiliser la définition de suite de Cauchy pour pxnqnPN pour écrire :

@ε ą 0 DNε P N tel que : m,n ě Nε ùñ dpxm, xnq ă
ε

2
,

mais, comme ϕ est strictement croissante, ϕpnq ą n ě Nε, donc dpxn, xϕpnqq ă
ε
2 .

Vu que la sous-suite pxϕpnqqnPN est supposée être convergente vers a, ça vaut que :

@ε ą 0 DKε P N tel que : n ě Kε ùñ dpxϕpnq, aq ă
ε

2
,

mais alors ça suffit de considérer n ě maxtNε,Kεu pour avoir dpxn, aq ď dpxn, xϕpnqq `
dpxϕpnq, aq ă

ε
2 `

ε
2 “ ε @ε ą 0, i.e. xn ÝÑ

nÑ`8
a. 2
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Ce théorème a des applications remarquables dans la théorie de l’optimisation, où on
recherche la solution optimale à un problème, réel ou abstrait, via la minimisation d’une
fonction opportune. Quand cette fonction est trop compliquée pour permettre une description
analytique de ses points de minima, nous sommes obligés d’approcher la solution avec un
algorithme itératif, qui arrive à un point de minimum de la fonction en passant par une suite de
points. Souvent, pour démontrer que l’algorithme itératif converge, nous utilisons le théorème
4.3.5 en démontrant que la suite de points définis par l’algorithme est de Cauchy et après
en sélectionnant une opportune sous-suite, plus simple à analyser que celle initiale, que l’on
démontre être convergente.

4.3.1 La complétude des espaces vectoriel

Pour un espace vectoriel métrique le fait de ne pas être complet n’est pas un problème si
grave, car il peut toujours être complété d’une manière essentiellement unique, comme le dit
le résultat suivant.

Théorème 4.3.6 (Complétion d’un espace vectoriel métrique non complet) Si pV, dq
est un espace vectoriel métrique non complet, alors il existe un espace vectoriel métrique complet
pV̂ , d̂q et une injection isométrique ι : V ÝÑ V̂ , i.e.

#

x1, x2 P V, x1 ‰ x2 ùñ ιpx1q ‰ ιpx2q

@x1, x2 P V, dpx1, x2q “ d̂pιpx1q, ιpx2qq

tels que ιpV q “ V̂ , i.e. l’image de V via ι est dense dans V̂ .

Corollaire 4.3.1 Tout espace pré-hilbertien V peut être complété à un espace de Hilbert H.

Preuve. Nous allons montrer la preuve dans le cas d’intérêt pour nous, celui d’un espace
pré-hilbertien, la preuve générale est conduite d’une manière analogue, en remplaçant la norme
de la différence entre deux vecteurs par leur distance.

La complétion d’un espace pré-hilbertien V est, par définition, l’espace H1 de toutes les
suites de Cauchy pxnqnPN modulo la relation d’équivalence „ définie comme ça : deux suites
de Cauchy pxnqnPN et pynqnPN d’éléments de V sont équivalentes si lim

nÑ`8
}xn ´ yn} “ 0.

On écrit la complétion de V comme ça : H “ H1{ „ et ses éléments comme ça : rxs. On
va définir une norme sur H de la manière suivante :

@rxs P H, ‖rxs‖ “ lim
nÑ`8

‖xn‖ ,

où pxnqnPN est une suite de Cauchy quelconque dans la classe d’équivalence rxs. Cette définition
est indépendante du choix de la suite de Cauchy utilisée comme représentant pour la classe
d’équivalence, vu que, si pynqnPN P rxs, alors, vu que | ‖xn‖´ ‖yn‖ | ď ‖xn ´ yn‖, si on passe à
la limite on obtient :

lim
nÑ`8

| ‖xn‖´ ‖yn‖ | ď lim
nÑ`8

‖xn ´ yn‖ “ 0,

i.e. lim
nÑ`8

‖xn‖ “ lim
nÑ`8

‖yn‖.
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Maintenant on va définir un produit scalaire sur H compatible avec la norme ci-dessus :

xrxs, rysy “ lim
nÑ`8

xxn, yny,

où pxnqnPN et pynqnPN sont deux suites de Cauchy quelconques dans les classes d’équivalences
rxs et rys, respectivement.

Pour vérifier que ce produit scalaire est bien défini, il faut vérifier que la limite qui le
définit existe et qu’elle ne dépend pas des représentants choisis.

On commence par l’existence de la limite : pour faire ça, il suffit de démontrer que la suite
xxn, yny (suite en K !) est de Cauchy, en fait, vu que K est complet, la limite existe. Observons
que, @n,m P N, grâce à l’inégalité triangulaire et à celle de Cauchy-Schwarz on peut écrire :

|xxn, yny ´ xxm, ymy| “ |xxn, yny ´ xxn, ymy ` xxn, ymy ´ xxm, ymy|

“ |xxn, yn ´ ymy ` xxn ´ xm, ymy| ď |xxn, yn ´ ymy| ` |xxn ´ xm, ymy|

ď ‖xn‖ ‖yn ´ ym‖` ‖xn ´ xm‖ ‖ym‖ ÝÑ
n,mÑ`8

0,

car ‖xn‖ et ‖yn‖ sont bornées vu que pxnqnPN et pynqnPN sont de Cauchy.
Maintenant on vérifie que la limite ne dépend pas des représentants choisis : soient pξnqnPN

et pηnqnPN deux autres représentants des classes d’équivalences rxs et rys, respectivement.
Observons que, avec des manipulations algébriques directes, on peut écrire :

xxn, yny “ xxn ´ ξn ` ξn, yn ´ ηn ` ηny “ xxn ´ ξn, yny ` xξn, yn ´ ηny ` xξn, ηny,

mais

|xxn ´ ξn, yny ` xξn, yn ´ ηny| ď ‖xn ´ ξn‖ ‖yn‖` ‖ξn‖ ‖yn ´ ηn‖ ÝÑ
n,mÑ`8

0

vu que pxnqnPN, pξnqnPN P rxs et que pynqnPN, pηnqnPN P rys, et donc :

xrxs, rysy “ lim
nÑ`8

xxn, yny “ lim
nÑ`8

xξn, ηny.

Grâce à la continuité du produit scalaire sur V , toutes ses propriétés sont transportées par
l’opération de limite sur H.

Il reste tout simplement l’isométrie à vérifier :

‖rxs‖ “ lim
nÑ`8

‖xn‖ “ lim
nÑ`8

a

xxn, xny “
a

xrxs, rxsy, @rxs P H.

2

Une preuve alternative peut être consulté dans le livre [8].

4.3.2 Une caractérisation de la complétude d’espaces vectoriels normés via
séries

Dans cette section nous allons examiner un critère de complétude pour les espaces vectoriels
normés, très utile dans la pratique, qui fait appel aux séries.
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Explicitement, la définition de condition de Cauchy pour la suite des sommes partielles
d’une série

ř

nPN
est :

@ε ą 0 DNε ą 0 : n,m ě Nε ñ

∥∥∥∥∥ n
ÿ

k“0

xk ´
m
ÿ

k“0

xk

∥∥∥∥∥ ă ε,

les deux indices n et m varient indépendamment l’un de l’autre et nous pouvons supposer,
sans perdre de généralité, que l’un soit toujours supérieur à l’autre. Pour fixer les idées,

supposons que n ą m, alors,

∥∥∥∥ n
ř

k“0

xk ´
m
ř

k“0

xk

∥∥∥∥ “
∥∥∥∥∥ n

ř

k“m`1

xk

∥∥∥∥∥, ceci implique que la condition

de Cauchy pour les séries peut être réécrite comme ça :

@ε ą 0 DNε ą 0 : n ą m ě Nε ñ

∥∥∥∥∥ n
ÿ

k“m`1

xk

∥∥∥∥∥ ă ε. (4.9)

Nous allons utiliser cette observation dans la preuve du résultat suivant.

Théorème 4.3.7 (Caractérisation complétude espaces normés via séries) Un espace
vectoriel normé pV, ‖ ‖q est complet si et seulement si toute série d’éléments de V absolument
convergente est aussi (simplement) convergente en V .

Preuve. La preuve de l’implication directe est, presque, un simple exercice d’écriture de
la condition de Cauchy (4.9). La preuve de l’implication inverse, par contre, est bien plus
compliquée.

ñ : Supposons que pV, ‖ ‖q soit complet et démontrons que si
ř

nPN
}xn} est convergente, alors

aussi
ř

nPN
xn est convergente en V .

Par complétude, la convergence de
ř

nPN
}xn} équivaut à la condition de Cauchy (4.9), i.e.

@ε ą 0 DNε ą 0 : n ą m ě Nε ùñ

n
ÿ

k“m`1

}xk} ă ε, (4.10)

mais

∥∥∥∥∥ n
ř

k“m`1

xk

∥∥∥∥∥ ď n
ř

k“m`1

}xk}, donc aussi la suite des sommes partielles

ˆ

Sn “
n
ř

k“0

xk

˙

nPN
est de Cauchy, i.e.

ř

nPN
xn est convergente.

ð : supposons maintenant que toute série d’éléments de V absolument convergente soit aussi
simplement convergente en V , il faut démontrer que ceci implique que V est complet, i.e. que
toute suite de Cauchy pxnqnPN Ă V , i.e.

@ε ą 0 DNε ą 0 : n,m ě Nε ùñ ‖xn ´ xm‖ ă ε

converge en V , i.e. qu’il existe x̄ P V tel que pxnqnPN Ñ
nÑ`8

x̄.

La condition de Cauchy doit être valide pour toute valeur de ε ą 0, et donc, aussi pour
εk “

1
2k

, k P N, par conséquent, toute suite de Cauchy de V vérifie

@k ě 0 DÑk ą 0 : n,m ě Ñk ùñ ‖xn ´ xm‖ ă
1

2k
. (4.11)
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Vu que 1
2k`1 ă

1
2k

, sûrement Ñk`1 ě Ñk, mais alors il suffit de définir Nk “ inf
`PN
tÑk`` ą Ñku

pour tout k P N pour avoir une suite de nombres naturels strictement croissante pNkqkě0.
Grâce à ça, nous allons définir la suite extraite pxNkqkPN Ă V de pxnqnPN qui vérifie :

@k ě 0,
∥∥xNk ´ xNk`1

∥∥ ă 1

2k
. (4.12)

L’intérêt de considérer cette sous-suite est que, si elle converge en V , i.e. s’il existe x̄ P V tel
que lim

kÑ`8
xNk “ x̄, alors, grâce au théorème 4.3.5, aussi la suite initiale pxnqnPN converge vers

x̄ P V .

Pour terminer la preuve, donc, il faut démontrer que la suite extraite pxNkqkPN est conver-
gente en V . Comme on n’a aucune information sur la convergence de la suite originale
pxnqnPN, on ne peut pas penser de démontrer directement la convergence de pxNkqkPN, il faut
nécessairement passer par une astuce qui fait entrer en jeu l’hypothèse que les séries absolument
convergentes en V impliquent la convergence simple des séries en V .

Le lien avec les séries est obtenu via une technique géniale dans sa simplicité : la
réécriture de la suite extraite pxNkqkPN comme une suite de sommes partielles
télescopiques. Pour faire ça on utilise pxNkqkPN pour définir une nouvelle suite pykqkPN Ă V
de la manière suivante :

#

y0 “ xN0

yk “ xNk ´ xNk´1
, @k ě 1,

donc : pykqkPN “ pxN0 , xN1 ´ xN0 , xN2 ´ xN1 , . . .q,

alors
k
ÿ

j“0

yj “ ��xN0
loomoon

y0

`��xN1 ´��xN0
looooomooooon

y1

`��xN2 ´��xN1
looooomooooon

y2

` . . .` xNk ´���xNk´1
loooooomoooooon

yk

“ xNk ,

et ça vaut @k P N, donc

˜

k
ř

j“0
yj

¸

kPN

“ pxNkqkPN.

En résumé, la complétude de V , i.e. la convergence en V d’une suite de Cauchy arbitraire
pxnqnPN, est impliqué par la convergence en V de la suite pxNkqkPN ; celle-ci est équivalente à

la convergence en V de

˜

k
ř

j“0
yj

¸

kPN

, i.e. à la convergence simple de la série
8
ř

k“0

yk. Grâce à

l’hypothèse de départ, si on prouve que
ř

kPN
‖yk‖ est convergente, le théorème sera complètement

démontré. Pour faire ça, allons expliciter les termes de la série
ř

kPN
‖yk‖ :

ÿ

kPN
‖yk‖ “ ‖y0‖`

8
ÿ

k“1

‖yk‖ “ ‖y0‖`
8
ÿ

k“1

∥∥xNk ´ xNk´1

∥∥ “ ‖y0‖`
8
ÿ

k“0

∥∥xNk`1
´ xNk

∥∥ ,
mais, grâce à l’inégalité (4.12), ça vaut

∥∥xNk`1
´ xNk

∥∥ ă 1
2k
“

`

1
2

˘k
@k ě 0, donc :

ÿ

kPN
‖yk‖ “ ‖y0‖`

8
ÿ

k“0

∥∥xNk`1
´ xNk

∥∥ ă ‖y0‖`
8
ÿ

k“0

ˆ

1

2

˙k

“ ‖y0‖`
1

1´ 1
2

“ ‖y0‖` 2 ă `8,

où on a utilisé la formule da la somme de la série géométrique.
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Donc,
ř

kPN
‖yk‖ est une série à termes réels positifs et bornée, et alors elle converge grâce à

un résultat classique de la théorie des séries. 2

Si, dans le théorème précédent, pV, } }q s’avère être complet, alors la suite de Cauchy
pxnqnPN Ă V considéré au début de la preuve est convergente et ainsi le sera la sous-suite
pxNkqkPN et, bien sûr, vers la même limite. Nous formalisons ce résultat important dans le
corollaire suivant.

Corollaire 4.3.2 Soit (V, } }) un espace vectoriel normé complet et soit pxnqnPN Ă V une
suite convergente vers x0 P V , alors il existe une suite extraite pxnkqkPN qui converge vers x0.

L’exponentiel matriciel

Nous allons examiner ici un exemple important d’application du théorème de caractérisation
des espaces vectoriels normés complets : la définition de l’exponentiel matriciel.

Déf. 4.3.5 (Exponentiel d’une matrice) Soit A P Mpn,Kq une matrice carrée 5 avec des
coefficients dans le corps K “ R ou C. Alors l’exponentiel de A est la matrice définie comme
ça :

eA “
8
ÿ

k“0

Ak

k!
.

La bonne définition de eA est très simple à démontrer si nous utilisons le théorème que nous
venons de prouver. Considérons, par exemple, la norme de Frobenius de A :

}A} “

˜

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

|aij |
2

¸1{2

,

elle est la norme Euclidienne du vecteur de Kn2
obtenu par A via ordre lexicographique,

i.e. en mettant en séquence l’une après l’autre, les lignes de A. On va prouver que la série
In `A`

A
2 `

A2

3! `
Ak

k! ` . . . est convergente dans la topologie de Mpn,Kq engendrée par cette
norme et donc elle est convergente par rapport à toute autre norme, grâce au théorème de
Tychonov.

Mpn,Kq est homéomorphe à Kn2
Euclidien, que l’on sait être un espace normé complet,

donc, pour montrer que eA est bien défini, ça suffit de montrer que la série qui définit eA

converge absolument, vu que le théorème 4.3.7 implique la convergence simple.
La preuve de la convergence absolue est très simple : il suffit de considérer l’inégalité

suivante }Ak} ď }A}k, vérifiée par la norme de Frobenius pour tout k P N et pour toute
matrice A P Mpn,Kq, pour écrire

8
ÿ

k“0

}Ak}

k!
ď

8
ÿ

k“0

}A}k

k!
“ e}A},

où on a utilisé le fait que }A} est un nombre réel ě 0 et que le rayon de convergence de la
série exponentielle en R est infini.

5. L’exigence que A soit carrée vient du fait qu’on doit considérer des puissances de A, qui ne sont pas
définies, pour des raisons dimensionnelles, si A n’est pas carrée.
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4.3.3 Le théorème de point fixe de Banach

Le résultat que l’on va discuter dans cette section est de grande importance pour beaucoup
de champs différents des mathématiques (analyse, topologie, équations différentielles, etc.).

Tout d’abord il faut rappeler la définition suivante.

Déf. 4.3.6 (Contraction) Soient pX1, d1q et pX2, d2q deux espaces métriques quelconque et
soit k Ps0, 1r une constante réelle. L’application f : X1 Ñ X2 est dite être une contraction de
rapport k si, pour tout x, y P X1, ça vaut que :

d2pfpxq, fpyqq ď kd1px, yq. (4.13)

La plus petite valeur de k pour laquelle ça vaut (4.13) est dite être la constante de Lipschitz
de f .

Il est immédiat de vérifier qu’une contraction est toujours une fonction continue : pour
toute valeur ε ą 0, fixons un élément arbitraire x̄ P X1 et considérons les éléments y P X1 tels
que d1px̄, yq ă ε, alors, par définition de contraction, d2pfpx̄q, fpyqq ď kd1px̄, yq ă kε ă ε, car
k Ps0, 1r, donc la fonction f est continue en x̄. Comme x̄ est un élément arbitraire de X1, f
est continue sur tout X1.

Remarque 4.3.1 À partir de la définition, il suit que la distance (dans le codomaine) des
images d’un couple d’éléments via une contraction est inférieure à leur distance initiale.
Néanmoins, ceci ne veut pas dire que nous pouvons redéfinir une contraction en demandant
seulement cette propriété, i.e. la définition ci-dessus n’est pas équivalente à demander que,
pour tout x, y P X1, x ‰ y, d2pfpxq, fpyqq ă d1px, yq, en fait, si f satisfait cette requête, nous
disons qu’elle est une contraction au sens faible, ou une application qui réduit les distances
entre points.

Pour comprendre la différence, subtile, entre le deux définitions, observons que si f est une
contraction au sens faible, alors, pour toute couple x, y P X1, x ‰ y, il existe kx,y Ps0, 1r tel que
d2pfpxq, fpyqq ď kx,y d1px, yq, i.e. kx,y n’est pas une constante, comme requis par la définition de
contraction. Les deux définitions cöıncident si et seulement si sup

x,yPX1

kx,y ” k̄ Ps0, 1r, néanmoins,

cette condition n’est pas forcement vérifiée : le sup existe sûrement car tkx,y, x, y P X1, x ‰ yu
est un sous-ensemble borné de R, mais il peut être 1 et non pas strictement inférieur à 1,
comme demandé dans la définition de contraction.

Parmi toutes les contractions, celles qui ont domaine et image dans un espace métrique
complet ont la propriété splendide décrite dans le théorème classique suivant.

Théorème 4.3.8 (Théorème de point fixe de Banach) Soit pX, dq un espace métrique
complet et f : X Ñ X une contraction en X de rapport k Ps0, 1r, alors f admet un seul point
fixe, i.e. il existe un seul x̄ P X tel que fpx̄q “ x̄.

Preuve. Soit a P X un élément quelconque. Définissons la suite pxnqnPN Ă X définie par
récurrence comme ça :

#

x0 “ a

xn “ fpxn´1q, n ě 1.
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Nous allons d’abord montrer très simplement que si cette suite admet une limite en X, alors
cette limite est un point fixe pour f . L’unicité du point fixe sera une conséquence banale de
la définition de contraction. Nous allons vérifier à la fin que, en effet, la suite pxnqnPN est
convergente, ce qui est plus compliqué à prouver.

— S’il existe X Q x̄ “ lim
nÑ`8

xn, alors x̄ est un point fixe pour f : la preuve de cette

affirmation consiste en utiliser un simple argument de continuité. En fait, en ayant déjà
remarqué qu’une contraction est continue, si nous faisons tendre n vers `8 dans la
définition de la suite, i.e. xn “ fpxn´1q, nous avons :

lim
nÑ`8

xn “ lim
nÑ`8

fpxn´1q ðñ x̄ “ fp lim
nÑ`8

xn´1q ðñ x̄ “ fpx̄q,

i.e. x̄ est un point fixe pour f , ce qui explique l’intérêt de considérer la suite définie par
récurrence pxnqnPN qu’on a considéré ci-dessus.

— Unicité du point fixe : soient x̄, ȳ P X deux point fixes pour f , i.e. fpx̄q “ x̄, fpȳq “ ȳ,
allons démontrer que leur distance est nulle, i.e. que x̄ “ ȳ, grâce à la définie positivité
de la distance, en utilisant la définition de contraction :

dpx̄, ȳq “ dpfpx̄q, fpȳqq ď kdpx̄, ȳq,

mais k Ps0, 1r, donc cette inégalité à du sens si et seulement si dpx̄, ȳq “ 0, i.e. x̄ “ ȳ.

— Convergence de la suite : ici c’est où nous utilisons l’hypothèse que pX, dq soit complet,
en fait, grâce à ça, si nous démontrons que pxnqnPN est une suite de Cauchy, alors
elle sera convergente. Pour cela, nous observons tout d’abord que, pour tout n ě 1 la
définition de la suite et l’hypothèse que f soit une contraction permettent d’écrire

dpxn`1, xnq “ dpfpxnq, fpxn´1qq ď kdpxn, xn´1q,

d’où, par itération,

dpxn`1, xnq ď kdpxn, xn´1q

ď k2dpxn´1, xn´2q

ď . . . ď kndpx1, x0q,

(4.14)

i.e. la distance entre deux éléments consécutifs, xn`1 et xn, de la suite pxnqnPN est
majoré par kndpx1, x0q, à noter que la puissance de k est égale à l’indice le plus petit.
Soient maintenant n,m P N deux indices naturels arbitraires mais différents. Sans
perdre en généralité, nous pouvons imaginer que n ă m, alors m ´ n “ p P N et on
peut écrire m “ n` p de manière que dpxm, xnq “ dpxn`p, xnq. En itérant la propriété
triangulaire de la distance, nous avons :

dpxn`p, xnq ď dpxn`p, xn`p´1q ` dpxn`p´1, xn`p´2q ` . . .` dpxn`1, xnq.

Nous observons que tous les termes du côté droit de l’inégalité sont des distances entre
deux éléments consécutifs de la suite pxnqnPN, grâce à ça, nous pouvons appliquer la
majoration donnée par (4.14) et écrire :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

dpxn`p, xn`p´1q ď kn`p´1dpx1, x0q

dpxn`p´1, xn`p´2q ď kn`p´2dpx1, x0q

...

dpxn`1, xnq ď kndpx1, x0q
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i.e.

dpxn`p, xnq ď pk
n`p´1 ` kn`p´2 ` . . .` knqdpx1, x0q

“ pkp´1 ` kp´2 ` . . .` 1qkndpx1, x0q

“

˜

p´1
ÿ

j“0

kj

¸

kndpx1, x0q

ď
kją0

˜

`8
ÿ

j“0

kj

¸

kndpx1, x0q,

mais
`8
ř

j“0
kj est une série géométrique de raison k Ps0, 1r et donc elle converge vers 1

1´k ,

par conséquent

dpxn`p, xnq ď
kn

1´ k
dpx1, x0q.

En rappelant que dpxn`p, xnq “ dpxm, xnq, m ą n P N arbitraires, nous avons que

dpxm, xnq ď
kn

1´ k
dpx1, x0q ÝÑ

nÑ`8
0,

ce qui implique que pxnqnPN est une suite de Cauchy et alors elle converge à un élément
x̄ P X par l’hypothèse de complétude de X. 2

Nous insistons sur le fait que le premier élément de la suite pxnqnPN est totalement arbitraire :
même s’il est choisi très loin du point fixe x̄, la suite arrivera au point fixe par la limite.
Évidemment, quand il est possible, un choix judicieux du point de départ x0 permet le plus
souvent d’accélérer la vitesse de convergence de la suite.

Voyons un exercice très intéressant proposé dans [13].

Exercice 4.1

1. Donner un exemple d’espace métrique pX, dq et de contraction f : X Ñ X n’ayant
aucun point fixe.

2. Donner un exemple d’espace métrique pX, dq complet et d’application f : X Ñ X qui
réduit strictement les distances, i.e. telle que dpfpxq, fpyqq ă dpx, yq @x, y P X, x ‰ y,
et qui n’admet aucun point fixe.

3. Montrer que le problème de Cauchy
#

x1ptq “ 1
2 sinxptq

xp0q “ 1,
(4.15)

possède une unique solution ϕ : r´1, 1s Ñ R.

Solution de l’exercice 4.1

Pour le point 1. et 2. il s’agit, évidemment, de mettre en défaut le théorème de point fixe
en enlevant une hypothèse : en 1. nous considérons un espace métrique non complet, en 2. nous
considérons une application qui réduit strictement les distances, que, comme nous l’avons vu,
est une hypothèse moins stricte par rapport à demander que l’application soit une contraction.
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1. Il faut évidemment considérer un espace métrique non-complet. Nous avons déjà vu
dans le cours que ps0, 1r, | |q n’est pas complet. Dans cet espace métrique considérons,
par exemple, la fonction f :s0, 1rÑs0, 1r, fpxq “ 1

2x, alors :

@x, y Ps0, 1r, |fpxq ´ fpyq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2
x´

1

2
y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

2
|x´ y| ď

1

2
|x´ y|,

donc f est une contraction de rapport k “ 1{2. Néanmoins, l’équation de point fixe pour
f , i.e. fpxq “ x, n’a évidemment pas de solutions en s0, 1r car 1

2x “ x si et seulement
si x “ 0 Rs0, 1r.

2. Considérons l’espace métrique pX, dq “ pr0,`8r, | |q et l’application f : r0,`8rÑ
r0,`8r définie par : fpxq “

?
x2 ` 1. Si on fixe deux éléments arbitraires x, y P r0,`8r,

alors, grâce au théorème des accroissements finis, il existe un élément ξ P r0,`8r
strictement inclut entre x et y, tel que :

fpxq ´ fpyq “ px´ yqf 1pξq “ px´ yq
ξ

a

ξ2 ` 1
.

Comme
a

ξ2 ` 1 ą
a

ξ2 “ ξ P r0,`8r, alors ξ?
ξ2`1

ă 1, i.e. |fpxq ´ fpyq| ă |x ´ y|,

c’est-à-dire, f décrôıt strictement les distances.

Néanmoins, en r0,`8r l’équation de point fixe pour f , i.e. x “
?
x2 ` 1, peut être

écrite comme x2 “ x2 ` 1, i.e. 1 “ 0, qui n’a évidemment pas de solutions, donc f
n’admet pas de point fixe.

3. De la théorie des équations différentielles il est connu que résoudre le problème de
Cauchy (4.15) est équivalent à déterminer une fonction ϕ P Cpr´1, 1sq qui satisfait
l’équation intégrale de Volterra suivant :

ϕptq “
1

2

ż t

0
sinϕpsqds` 1. (4.16)

Il est instructif de vérifier cela. D’un côté, si ϕ est une solution de (4.15) alors, par
définition, ϕ est différentiable, et donc continue. En intégrant de 0 à t les deux côtés
de l’équation différentielle on obtient

şt
0 ϕ

1psqds “ 1
2

şt
0 sinϕpsqds, i.e. ϕptq ´ ϕp0q “

1
2

şt
0 sinϕpsqds. La condition initiale (4.15) donne ϕp0q “ 1 et alors ϕ satisfait ϕptq “

1
2

şt
0 sinϕpsqds` 1.

De l’autre côté, supposons que ϕ satisfait (4.16), alors la fonction intégrale 1
2

şt
0 sinϕpsqds`

1 est dérivable @t P r´1, 1s, car sin ˝ϕ est continue et l’opération d’intégration rend
dérivable une fonction continue. En dérivant (4.16) nous obtenons ϕ1ptq “ 1

2 sinϕptq
avec ϕp0q “ 1, i.e. ϕ satisfait (4.15).

Ce qu’on vient de vérifier, motive l’intérêt vers l’espace Cpr´1, 1sq, qui est un espace de
Banach quand on le muni de la norme }f} “ sup

tPr´1,1s
|fptq|. Considérons l’application

suivante :
F : Cpr´1, 1sq ÝÑ Cpr´1, 1sq

f ÞÝÑ F pfq,
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où F pfq est la fonction continue sur r´1, 1s à valeurs réelles définie par l’expression
analytique F pfqptq “ 1

2

şt
0 sinϕpsqds` 1, pour tout t P r´1, 1s. Il est clair que, si nous

arrivons à démontrer que F est une contraction, alors la preuve du fait qu’il existe une
seule solution du problème de Cauchy (4.15) sera terminée.

Pour cela, considérons deux fonctions f, g P Cpr´1, 1sq quelconques et t P r´1, 1s
arbitraire, alors :

|F pfqptq ´ F pgqptq| “
1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
rsin fpsq ´ sin gpsqsds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
| sin fpsq ´ sin gpsq|ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pen utilisant la formule sin p´ sin q “ 2 sin

ˆ

p´ q

2

˙

cos

ˆ

p` q

2

˙

q

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin
fpsq ´ gpsq

2
cos

fpsq ` gpsq

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p| cospαq| ď 1q

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin
fpsq ´ gpsq

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p| sinpαq| ď |α|q

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpsq ´ gpsq

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
}f ´ g}ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
}f ´ g}

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

0
ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
}f ´ g}

2
|t|

pt P r´1, 1s ùñ |t| ď 1q

ď
}f ´ g}

2
.

En résumé : |F pfqptq ´ F pgqptq| ď }f´g}
2 @t P r´1, 1s, donc :

}F pfq ´ F pgq} “ sup
tPr´1,1s

|F pfqptq ´ F pgqptq| ď
1

2
}f ´ g},

i.e., F est effectivement une contraction et la thèse de l’exercice est prouvée. 2

4.4 Exemples remarquables d’espaces de Banach et de Hilbert

Dans cette section on va introduire des espaces fonctionnels d’importante fondamentale en
mathématique. En particulier, on démontrera que certains de ces espaces sont de Banach et
certains autres sont de Hilbert. Une fois fait, on énoncera des théorèmes de densité parmi ces
espaces.
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4.4.1 Les espaces Lp et `p et leur complétude

Dans les définitions suivantes K sera soit R, soit C. Soit pX,A, µq un espace mesuré. Pour
tout 1 ď p ă `8, on définit :

LppX,A, µq “
"

f : X Ñ K, f mesurable :

ż

X
|f |pdµ ă `8

*

.

L’ensemble LppX,A, µq devient un espace vectoriel si on définit la structure vectorielle
ponctuelle, i.e. @α, β P K,@f, g P LppX,A, µq :

αf ` βg : X Ñ K
x ÞÑ pαf ` βgqpxq “ αfpxq ` βgpxq.

Cette opération de combinaison linéaire est bien définie grâce à la célèbre inégalité de
Minkowski 6 pour les intégrales (dont on assumera la preuve) :

ˆ
ż

X
|f ` g|pdµ

˙1{p

ď

ˆ
ż

X
|f |pdµ

˙1{p

`

ˆ
ż

X
|g|pdµ

˙1{p

, (4.17)

de plus, la multiplication par les scalaires α, β n’affecte bien sûr pas l’intégrabilité de f, g et
donc la définition est cohérente.

Si on écrit :

}f}p “

ˆ
ż

X
|f |pdµ

˙1{p

,

alors les propriétés de l’intégrale de Lebesgue donnent :
— Positivité (non définie) et homogénéité :

}f}p ě 0, }λf}p “ |λ|}f}p @f P LppX,A, µq, λ P K.

— L’inégalité de Minkowski (4.17) devient l’inégalité triangulaire 7 pour } }p :

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p, @f, g P LppX,A, µq.

— Cependant,
}f}p “ 0 ��ùñ f “ 0 (la fonction nulle),

en fait toute fonction g P LppX,A, µq nulle p.p. est telle que }g}p “ 0 et donc le fait
d’avoir une valeur nulle de } }p n’implique pas que d’être la fonction nulle partout
fpxq “ 0 @x P X.

6. Par itération, on arrive à pouvoir écrire l’inégalité de Minkowski généralisée, qu’on utilisera dans la
suite :

˜

ż

X

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

fk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dµ

¸1{p

ď

n
ÿ

k“1

ˆ
ż

X

|fk|
pdµ

˙1{p

.

7. Par itération : ∥∥∥∥∥ n
ÿ

k“1

fk

∥∥∥∥∥
p

ď

n
ÿ

k“1

‖fk‖p . (4.18)
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Donc, } }p est une semi-norme sur LppX,A, µq. Le fait d’avoir une semi-norme ne
permet pas d’utiliser la propriété suivante (très utile dans la pratique) : si la norme de la
différence entre deux éléments d’une espace normé est nulle, alors les deux éléments cöıncident,
vu qu’ils peuvent différer sur un ensemble de mesure nulle. La stratégie de passer par la norme
pour montrer l’unicité d’un objet mathématique est utilisée quand c’est difficile de prouver
l’unicité en travaillant directement avec les éléments de l’espace normé.

La solution au problème consiste à opérer le quotient sur un sous-espace opportunément
choisi, i.e.

N “ tf : X Ñ K, f mesurable : f “ 0 p.pu,

l’espace quotient :

LppX,A, µq “ LppX,A, µq{N ,

formé par les classes d’équivalence de fonctions mesurables sur X, absolument intégrables en
puissance p et égales p.p, est donc un espace vectoriel normé avec norme } }p.

Grâce aux considérations de l’annexe A, il est immédiat de voir que, fixé un représentant
f d’une classe d’équivalence de LppX,A, µq, toutes les autres fonctions g qui appartiennent à
la même classe peuvent être écrites comme ça : g “ f ` h, où h : X Ñ K est nulle p.p.

Par simplicité de notation il est usuel d’identifier une fonction représentante et la classe
d’équivalence à laquelle elle appartient en les écrivant avec le même symbole. De plus, quand
ce n’est pas important de spécifier X, A et µ on écrira tout simplement Lp.

Remarque 4.4.1 Soit X Ď Kn avec la mesure de Lebesgue. Considérons deux fonctions
f, g P LppX,A, µq continues sur X et différentes au moins dans le point x0 P X : fpx0q ‰ gpx0q.
Par définition de continuité :

@ε ą 0 Dδε ą 0 : x P Uδεpx0q ùñ fpxq P Uεpfpx0qq et gpxq P Uεpgpx0qq

mais, par la propriété de séparabilité de Kn, Dε ą 0 tel que Uεpfpx0qq X Uεpgpx0qq “ H, i.e.
Dδε ą 0 tel que x P Uδεpx0q implique fpxq ‰ gpxq, i.e. si deux fonctions f et g, continues, sont
différentes en un point x0, alors elles sont différentes aussi sur un voisinage Uδεpx0q de rayon
δε ą 0. Ce voisinage a une mesure de Lebesgue non nulle, et donc les deux fonctions ne sont
pas égales p.p.

Autrement dit : deux fonctions continues sur X Ă Kn ne peuvent pas être égales
p.p. : soit elles sont la même fonction, soit elles sont différentes sur un ensemble de mesure de
Lebesgue non nulle. Donc, deux fonctions continues de LppX,A, µq qui sont différentes
au moins dans un point sont deux éléments différents de LppX,A, µq, car elles sont
des représentants de deux classes d’équivalence différentes.

Si p “ 2, alors on peut définir un produit scalaire sur L2pX,A, µq :

xf, gy “

ż

X
fg dµ si K “ R et xf, gy “

ż

X
fg dµ si K “ C.

Ces produits scalaires sont bien définis grâce à la célèbre inégalité de Hölder pour les
intégrales (dont on assumera la preuve) : si p, q ą 0 sont des exposantes conjugués, i.e.
1
p `

1
q “ 1, alors ça vaut que

ż

X
|fg| dµ ď

ˆ
ż

X
|f |p dµ

˙1{pˆż

X
|g|q dµ

˙1{q

, (4.19)
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évidemment p “ q “ 2 sont deux nombres conjugués et alors le produit scalaire introduit
ci-dessus est bien défini. La preuve qu’il vérifie les axiomes de produit scalaire est laissé comme
simple exercice, on remarque seulement que l’inégalité de Hölder pour p “ q “ 2 implique
la validité de l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour l’espace L2pX,A, µq, en fait, pour toute
f, g P L2pX,A, µq :

|xf, gyL2 | “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
fḡ dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

X
|fg| dµ ď

p4.19q

ˆ
ż

X
|f |2 dµ

˙1{2 ˆż

X
|g|2 dµ

˙1{2

“ }f}2}g}2.

Un cas particulier des espaces Lp est celui des espaces `p, qui sont définis avec les choix
suivants :

— X : un ensemble dénombrable, typiquement X “ N ou X “ Z ;

— A “ PpXq, l’ensemble des parties de X ;

— µ : mesure de comptage, i.e. µ : PpXq Ñ r0,`8s, µpAq “cardpAq @A P PpXq qui
a un cardinal fini et µpAq “ `8 si cardpAq n’est pas fini.

Avec ces choix, toute fonction f : X Ñ K, est mesurable et identifiable avec une suite
d’éléments de K, qu’on écrira pxnqnPN. Donc, explicitement 8 :

`ppN,Kq “

#

pxnqnPN,
ÿ

nPN
|xn|

p ă `8

+

et pareil si on échange N avec Z.
Quand ce n’est pas important de spécifier N ou Z ou un autre ensemble dénombrable, on

écrira tout simplement `p. La structure linéaire de ces espaces est la même des espaces Lp, i.e.
elle est définie ponctuellement, et la norme de pxnqnPN P `

ppN,Kq est :

‖pxnqnPN‖p “

˜

ÿ

nPN
|xn|

p

¸1{p

,

et pareil si on échange N avec Z. L’inégalité triangulaire pour cette norme est garantie par
l’inégalité de Minkowski pour les séries :

˜

ÿ

nPN
|xn ` yn|

p

¸1{p

ď

˜

ÿ

nPN
|xn|

p

¸1{p

`

˜

ÿ

nPN
|yn|

p

¸1{p

, (4.20)

Comme pour les espaces Lp, si p “ 2, on a la possibilité de définir un produit scalaire sur
`2 :

xxn, yny “
ÿ

nPN
xnyn si K “ R et xxn, yny “

ÿ

nPN
xnyn si K “ C,

et pareil si on échange N avec Z, ou n’importe quel autre ensemble dénombrable.

8. Les espaces `ppN,Kq sont des sous-espaces vectoriels de l’espace vectoriel KN :“ tpxnqnPN, xn P K @n P Nu
des suite à valeurs en K muni de la structure linéaire définie ponctuellement. Pareil si on échange N avec Z,
dans ce cas on parle de suites bilatérales.
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La bonne définition du produit scalaire est garantie par l’inégalité de Hölder pour les
séries : si p, q ą 0, 1

p `
1
q “ 1, alors ça vaut que

ÿ

nPN
|xnyn| ď

˜

ÿ

nPN
|xn|

p

¸1{p˜
ÿ

nPN
|yn|

q

¸1{q

.

Remarque 4.4.2

— Le produit scalaire de `2pN,Kq est la généralisation en dimension infinie du produit
scalaire de `2pZN q ;

— Le rôle des inégalités de Minkowski et de Hölder dans la définition des espaces Lp

et `p devrait être clair : l’inégalité de Minkowski sert pour garantir l’existence d’une
structure linéaire et celle de Hölder pour assurer la bonne définition du produit scalaire
dans le cas p “ 2 ;

— Les normes } }p avec p ‰ 2 ne sont pas hilbertiennes : il est possible de trouver des
exemples d’éléments des espaces Lp, p ‰ 2, pour lesquels l’identité du parallélogramme
n’est pas vérifiée.

On va maintenant démontrer que les espaces Lp et `p avec 1 ď p ă `8, p ‰ 2, sont
des espaces de Banach, et pour p “ 2 ils sont des espaces de Hilbert.

La complétude de l’espaces L2pr0, 1sq a été démontré indépendamment par Ernst Sigismund
Fisher (1875-1954, mathématicien autrichien) et Frigyes Riesz 9 en 1907. Riesz a démontré en
1910 que tous les espaces Lpr0, 1s sont complets.

Théorème 4.4.1 (Riesz-Fisher) Pour tout 1 ď p ă `8, les espaces pLppX,A, µq, } }pq et
p`p, } }pq sont complets.

Preuve. Riesz a utilisé l’artillerie lourde pour prouver ce résultat : le théorème de caractérisation
des espaces vectoriels normés complets, le lemme de Fatou, l’inégalité de Minkowski généralisée,
le théorème de convergence monotone et celui de convergence dominée sont mélangés pour
compléter la démonstration.

Considérons une série quelconque
8
ř

k“0

fk en LppX,A, µq, 1 ď p ď `8, qui soit absolument

convergente, i.e.
8
ÿ

k“0

‖fk‖p “M ă `8,

alors, grâce au théorème 4.3.7, pour montrer que LppX,A, µq est complet, il suffit de démontrer
que

ř

kPN
fk converge en norme, i.e que DS P LppX,A, µq telle que :

∥∥∥∥∥ n
ÿ

k“0

fk ´ S

∥∥∥∥∥
p

ÝÑ
nÑ`8

0. (4.21)

9. Frigyes Riesz (1880-1956), mathématicien hongrois qui a donné des contributions d’importance énorme
dans le développement de l’analyse fonctionnelle. . .et pas que. . .

134



Le premier pas pour déterminer la fonction S consiste à définir la suite

pgnqnPN, gn “
n
ÿ

k“0

|fk|, @n P N.

Grâce à l’inégalité de Minkowski généralisée (4.18) on a que :

ˆ
ż

X
pgnq

pdµ

˙1{p

“ ‖gn‖p “

∥∥∥∥∥ n
ÿ

k“0

|fk|

∥∥∥∥∥
p

ď

n
ÿ

k“0

‖fk‖p ď
8
ÿ

k“0

‖fk‖p “
(par hypothèse)

M ă `8,

donc
ż

X
pgnq

pdµ ďMp, @n P N (4.22)

i.e. pgnq
p est une suite de fonctions monotones croissantes de fonctions intégrables et la suite

des intégrales est bornée.
Le théorème de convergence monotone 3.6.1 nous assure que la fonction limite ponctuelle

lim
nÑ`8

pgnq
ppxq est finie p.p. sur X, i.e. @x P E Ď X et µpXzEq “ 0. Nécessairement, @x P E,

aussi la limite ponctuelle

gpxq ” lim
nÑ`8

gnpxq

ˆ

“ lim
nÑ`8

rpgnq
ppxqs1{p

˙

existe finie.

Vu que, @x P E,
8
ř

k“0

fkpxq ď
8
ř

k“0

|fkpxq| “ gpxq, la série
8
ř

k“0

fkpxq converge p.p. sur X.

Nous allons maintenant construire la fonction S : X Ñ K que l’on cherche :

Spxq “

$

&

%

8
ř

k“0

fkpxq x P E

0 x P XzE.

Cette définition assure que S est mesurable, le fait que S P LppX,A, µq, i.e. que
ş

X S
pdµ

existe fini p.p., est une conséquence du théorème de convergence dominé 3.6.3 et du lemme de
Fatou 3.6.2. Pour démontrer ça allons considérer la suites de sommes partielles pour Sp, i.e.

pSnq
p “

ˆ

n
ř

k“0

fk

˙p

ď

ˆ

n
ř

k“0

|fk|

˙p

“ pgnq
p.

pgnq
p est une suite positive croissante, donc

pSnq
ppxq ď pgnq

ppxq ď lim
nÑ`8

pgnq
ppxq “ gppxq, @x P E. (4.23)

Par monotonie lim
nÑ`8

pgnq
ppxq “ lim inf

nÑ`8
pgnq

ppxq et donc, grâce au lemme de Fatou on obtient

ż

X
gpdµ ď lim

nÑ`8

ż

X
pgnq

pdµ ď
éq.p4.22q

lim
nÑ`8

Mp “Mp ă `8.

La fonction positive et mesurable gp est donc intégrable p.p. sur X, grâce à cette information
et à l’équation (4.23), i.e. pSnq

p ď gp @n P N, on peut invoquer le théorème de convergence
dominée pour garantir que Sp, la limite p.p. de pSnq

p, converge sur X, i.e. S P LppX,A, µq.
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Pour terminer la preuve du théorème il faut démontrer que la fonction S est celle qui
vérifie l’équation (4.21), i.e.∥∥∥∥∥ n

ÿ

k“0

fk ´ S

∥∥∥∥∥
p

ÝÑ
nÑ`8

0 ðñ lim
nÑ`8

ż

E

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“0

fk ´
8
ÿ

k“0

fk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dµ “ 0,

où on a évité d’écrire l’intégration sur XzE car µpXzEq “ 0. Avec les notations qu’on a utilisé,
on peut réécrire d’une manière plus simple la condition de convergence en norme } }p de la

série
8
ř

k“0

fk à S comme ça :

lim
nÑ`8

‖Sn ´ S‖p “ 0 ðñ lim
nÑ`8

ż

E
|Sn ´ S|

p dµ “ 0,

il est évident que, si on démontre qu’on a le droit d’échanger l’intégrale avec la limite, alors le
résultat est vrai, vu que, dans ce cas :

lim
nÑ`8

ż

E
|Sn ´ S|

p dµ “

ż

E
lim

nÑ`8
|Sn ´ S|

p dµ “
pS ne dépend pas de nq

ż

E
| lim
nÑ`8

Sn ´ S|
p dµ “ 0.

Pour obtenir la possibilité d’effectuer l’échange, on observe qu’on peut écrire la majoration
suivante :

|Snpxq ´ Spxq|
p ď p|Snpxq| ` |Spxq|q

p ď pgpxq ` gpxqqp “ p2gpxqqp “ 2ppgpxqqp @x P E,

comme
ş

X g
pdµ ďMp ă `8, cette majoration assure que la suite p|Snpxq ´Spxq|

pqnPN vérifie
les conditions du théorème de convergence dominée, qui garantit la possibilité d’échanger
limite et intégrale.

Ceci, comme dit ci-dessus, assure que la série
8
ř

k“0

fk en LppX,A, µq, supposée être absolu-

ment convergente, est aussi simplement convergente. Donc, tous les espaces LppX,A, µq avec
1 ď p ă 8 sont complets.

Comme les espaces `p sont des cas particuliers des espaces Lp, le résultat vaut aussi pour
ces espaces @1 ď p ă 8. 2

Exercice 4.2

Soit a “ panqnPN une suite de nombres réels strictement positifs, on note `2a pN,Cq l’espace
vectoriel formé des suites de nombres complexes punqnPN vérifiant

ř

nPN
an|un|

2 ă `8. Montrer

que l’application définie par
xu, vy`2a “

ÿ

nPN
anunvn

est bien définie sur `2a pN,Cqˆ`2a pN,Cq (c’est-à-dire que xu, vy existe pour tout u, v P `2a pN,Cq),
en déduire qu’il s’agit d’un produit scalaire.
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Solution de l’exercice 4.2

Vu que u, v P `2a pN,Cq,
?
au et

?
av appartiennent à `2 pN,Cq, alors :

xu, vy`2a “
ÿ

nPN

?
anun

?
anvn “ x

?
anun,

?
anvny`2 ă `8.

La sesquilinéarité et la symétrie conjuguée de xu, vy`2a descendent immédiatement des propriétés
analogues du produit scalaire de `2pN,Cq. Allons vérifier explicitement seulement la définie
positivité. Si u P `2a pN,Cq, alors xu, uy`2a “

ř

nPN an|un|
2 ě 0 car somme de termes positifs.

Cette formule montre aussi que xu, uy`2a “ 0 ðñ an|un|
2 “ 0 pour tout n P N, mais an ą 0

pour tout n P N par hypothèse, donc |un|
2 “ 0 ðñ un “ 0 @n P N, i.e. u “ 0`2a . 2

Exercice 4.3

Soit s P R, s ą 0 et

Hs “

#

u “ punqnPN Ă C @n P N :
ÿ

nPN
p1` n2qs|un|

2 ă `8

+

,

Hs est un espace de Hilbert qui apparait souvent dans la résolution des équations différentielles
à l’aide de la transformée de Fourier.

1. Montrer que Hs est un sous-espace vectoriel de `2pN,Cq.
2. On note φ : Hs ˆHs Ñ C l’application définie par

φpu, vq :“
ÿ

nPN
p1` n2qsunvn @u, v P Hs,

sans se préoccuper pour le moment de sa bonne définition, i.e. de la convergence de la
série. Pour toute suite w “ pwnqnPN P H

s, on définit la suite w̃ par :

w̃n “ p1` n
2qs{2wn @n P N.

(a) Montrer que w̃ P `2pN,Cq et que ça vaut :

φpu, vq “ xũ, ṽy`2 @u, v P Hs,

où on a noté x , y`2 le produit scalaire usuel de `2pN,Cq.
(b) En déduire que φ est bien définie sur HsˆHs, puis qu’il s’agit d’un produit scalaire

que l’on notera avec φ “ x , yHs .

3. On veux montrer que pHs, x , yHsq est un espace de Hilbert. Pour cela, fixons une suite
de Cauchy arbitraire pumqmPN dans Hs.

(a) Montrer que pũmqmPN est de Cauchy dans `2pN,Cq.
(b) En déduire que pũmqmPN converge dans `2pN,Cq vers une limite qu’on notera l̃.

(c) On définit la suite l “ plnqnPN par :

ln “
1

p1` n2qs{2
l̃n @n P N.

Montrer que l appartient à Hs, que pumqmPN converge vers l dans Hs et conclure.
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Solution de l’exercice 4.3

1. Pour montrer que Hs Ă `2pN,Cq nous allons démontrer, dans l’ordre qui suit, que
u P Hs ùñ u P `2pN,Cq, que Hs ‰ H et que Hs est stable par rapport aux
combinaisons linéaires de ses éléments.

Pour toute suite u “ punqnPN Ă C ça vaut 0 ď |un|
2 ď p1` n2q|un|

2 pour tout n P N,
donc

ÿ

nPN
|un|

2 ď
ÿ

nPN
p1` n2qs|un|

2 ă
déf. de Hs

`8 ùñ u P `2pN,Cq.

Évidemment, 0`2 P H
s, et alors Hs ‰ H. Pour terminer, soit λ P C et u, v P Hs, alors :

0 ď |un ` λvn|
2 ď p|un| ` |λ||vn|q

2 ď 2p|un|
2 ` |λ|2|vn|

2q,

où, dans la dernière inégalité, on a utilisé le fait que les modules sont des nombres réels
et que, pour tout a, b P R, 0 ď pa´ bq2 “ a2 ` b2 ´ 2ab “ 2a2 ´ a2 ` 2b2 ´ b2 ´ 2ab, i.e.
a2 ` b2 ` 2ab ď 2a2 ` 2b2, i.e. pa` bq2 ď 2pa2 ` b2q, si on écrit a “ |un| et b “ |λ||vn|
on obtient la dernière inégalité écrite dans la formule ci-dessus. En passant aux séries
nous pouvons écrire :

ÿ

nPN
p1` n2qs|un ` λvn|

2 ď 2

˜

ÿ

nPN
p1` n2qs|un|

2 ` |λ|2
ÿ

nPN
p1` n2qs|vn|

2q

¸

ă `8

car u, v P Hs, donc u`λv P Hs et alors Hs est bien un sous-espace vectoriel de `2pN,Cq.

2. (a) w̃ P `2pN,Cq si
ř

nPN
|w̃n|

2 ă `8, mais

ÿ

nPN
|w̃n|

2 “
ÿ

nPN
p1` n2qs|wn|

2 ă `8

car w P Hs, donc w̃ P `2pN,Cq. Soient maintenant u, v P Hs, alors :

φpu, vq “
ÿ

nPN
p1` n2qsunvn “

ÿ

nPN
p1` n2qs{2unp1` n2qs{2vn “

ÿ

nPN
ũnṽn “ xũ, ṽy`2 .

(b) Nous avons :

φpu, vq “
ÿ

nPN
p1` n2qsunvn ď

ÿ

nPN
|p1` n2qsunvn| “

ÿ

nPN
|p1` n2qs{2unp1` n

2qs{2vn|

“
ÿ

nPN
|ũnṽn| “ xũ, ṽy`2 ď

Cauchy-Schwarz
}ũ}`2}ṽ}`2 ă `8,

et alors φpu, vq est bien défini pour tous u, v P H2. Grâce au fait que φpu, vq “ xũ, ṽy`2
nous avons que φ est un produit scalaire : elle est hermitienne et sesquilinéaire vu
que x , y`2 a ces propriétés et, pour la définie positivité, il suffit d’observer que, pour
tout u P Hs, φpuq “ 0 implique

ř

nPN
p1`n2qs{2unp1`n

2qs{2un “ xũ, ũy`2 “ }ũ}`2 “ 0,

i.e. ũ “ 0, c’est-à-dire p1`n2qs{2un “ 0 ðñ un “ 0 @n P N. Donc φ est un produit
scalaire complexe sur H2 que l’on note avec φpu, vq “ xu, vyHs .
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3. (a) Pour montrer que si u “ pumqmPN est une suite de Cauchy arbitraire en Hs, alors
pũmqmPN est une suite de Cauchy en `2pN,Cq nous allons écrire la condition de
Cauchy au carré pour u :

@ε ą 0 DNε P N : m, k ď Nε ùñ }um ´ uk}
2
Hs ă ε2,

mais }um ´ uk}
2
Hs “ xum ´ uk, um ´ ukyHs “

p2.paqq
x Čum ´ uk, Čum ´ uky`2 , et

Čum ´ uk “ p1` n
2qs{2pum ´ ukq “ p1` n

2qs{2um ´ p1` n
2qs{2uk “ ũm ´ ũk,

alors }um ´ uk}
2
Hs “ x Čum ´ uk, Čum ´ uky`2 “ xũm ´ ũk, ũm ´ ũky`2 “ }ũm ´ ũk}

2
`2 ,

ce qui implique que pũmqmPN est une suite de Cauchy en `2pN,Cq.

(b) `2pN,Cq étant complet, la suite de Cauchy pũmqmPN converge vers un élément de
`2pN,Cq qu’on écrit l̃.

(c) Considérons la suite l “ l̃{p1 ` n2qs{2 et démontrons qu’elle appartient à Hs en
calculant sa norme au carré en Hs :

}l}2Hs “
ÿ

nPN
p1` n2qs|ln|

2 “
ÿ

nPN
��

���p1` n2qs
|l̃n|

2

��
���pp1` n2qs

“
ÿ

nPN
|l̃n|

2 ă `8,

donc on a bien l P H2.

Montrons maintenant que pumqmPN converge vers l : grâce encore au résultat du

point 2.(a) nous avons xum ´ l, um ´ lyHs “ xČum ´ l, Čum ´ ly`2 , mais on a vu aussi

que Čum ´ l “ ũm ´ l̃ donc ça vaut }um ´ l}
2
Hs “ }ũm ´ l̃}

2
`2 Ñ

mÑ`8
0, grâce à 3(b),

i.e. pumqmPN converge vers l in Hs. Étant pumqmPN une suite de Cauchy arbitraire
en Hs, nous avons démontré que cet espace est de Hilbert. 2

4.4.2 Les espaces L8 et `8 et leur complétude

On a volontairement laissé de côté le cas p “ 8, qu’on va examiner séparément. Comme
d’habitude, soit pX,A, µq un espace mesuré et K “ R ou C. On commence par définir l’espace :

L8pX,A, µq “ tf : X Ñ K : DM P R,M ě 0, tel que |fpxq| ďM p.pu .

On appelle les fonctions de L8pX,A, µq des fonctions essentiellement bornées, i.e. bornées
sur le complémentaire d’un ensemble de mesure µ nulle.

Comme pour les espaces Lp, on introduit la relation d’équivalence :

f, g P L8pX,A, µq, f „ g si f “ g p.p,

alors, l’espace quotient
L8pX,A, µq “ L8pX,A, µq{„

est un espace normé ayant pour norme :

}f}8 “ inftM ě 0 : |fpxq| ďM p.pu
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qu’on appelle supesspfq : borne supérieure essentielle de f , qui satisfait par définition :

|fpxq| ď ||f ||8 p.p

pour toute f P L8pX,A, µq.
Le symbole ‖ ‖8 dérive du fait que si 1 ď p ă `8 et f P Lp X L8 alors :

}f}8 “ lim
pÑ`8

}f}p.

Comme pour les espaces Lp, on va faire un commentaire à part pour les fonctions continues :
si une fonction continue est telle que |fpxq| ąM alors, par continuité, il existe un voisinage
de taille positif dans lequel f n’est pas bornée par M , donc une fonction continue et
essentiellement bornée est bornée tout court.

On définit aussi :

`8pN,Kq “ L8pN,PpNq, µcomptageq “ tpxnqnPN : xn P K @n P N, DM ě 0 : |xn| ďMu ,

i.e. `8 est l’espace des suites bornées (une définition similaire est donnée si on échange N
avec Z). `8pN,Kq est un espace normé avec :

}pxnqnPN}8 “ sup
nPN

|xn| .

Théorème 4.4.2 pL8pX,A, µq, } }8q et p`8pN,Kq, } }8q sont des espaces de Banach.

Preuve. On va développer la preuve pour L8pX,A, µq, le fait que `8pN,Kq soit de Banach
sera une implication automatique, en tant que cas particulier de L8pX,A, µq.

Il faut montrer que si pfnqnPN une suite de Cauchy d’éléments de L8pX,A, µq, alors elle
converge vers un élément de L8pX,A, µq.

Par définition d’une suite de Cauchy :

@ε ą 0 DNε ą 0 : n,m ě Nε ùñ }fn ´ fm}8 ă ε, (4.24)

on va l’utiliser plus tard.
Considérons les ensembles des points où les fonctions de la suite ! se comportent mal " :

Ak “ tx P X : |fkpxq| ą ||fk||8u, Bn,m “ tx P X : |fnpxq ´ fmpxq| ą ||fn ´ fm||8u

par définition de L8pX,A, µq, µpAkq “ µpBn,mq “ 0 et

@x P Ack : |fkpxq| ď ||fk||8, @x P B
c
n,m : |fnpxq ´ fmpxq| ď ||fn ´ fm||8.

Pour éliminer la dépendance des indices k, n,m, on va construire l’ensemble :

E “
ď

kPN
Ak Y

ď

n,mPN
Bn,m,

qui a mesure nulle, µpEq “ 0, en tant qu’union dénombrable d’ensembles de mesure nulle.
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On observe maintenant que

@x P Ec, @n,m ě Nε : | fnpxq ´ fmpxq |ď }fn ´ fm}8 ă
(éq. (4.24)

ε, (4.25)

donc pfnpxqqnPN est une suite de Cauchy d’éléments de K, qui est complet, par conséquent il
existe la limite ponctuelle fpxq “ lim

nÑ`8
fnpxq.

L’éq. (4.25) vaut, en particuliers, si on fait tendre nÑ `8, donc @ε ą 0 ça vaut que :

@x P Ec, @m ě Nε : | lim
nÑ`8

fnpxq ´ fmpxq |“| fpxq ´ fmpxq |ă ε,

qui est la définition de convergence uniforme de la suite pfnqnPN Ă L8 vers f sur Ec. Un résultat
standard de l’analyse garantie que si une suite de fonctions bornées converge uniformément à
une fonction, alors même la fonction limite est bornée, ceci implique, dans notre cas, que f est
essentiellement bornée sur Ec.

Il reste tout simplement d’étendre la définition de f à une fonction f̃ définie sur tout X
(car les éléments de L8pX,A, µq sont définis sur tout X) en préservant la propriété d’être
essentiellement bornée, mais cela est très simple car ça suffit de poser :

f̃pxq “

#

fpxq si x P Ec

0 si x P E,

comme µpEq “ 0, f̃ : X Ñ K est le représentant d’une classe d’équivalence de L8pX,A, µq à
laquelle converge la suite de Cauchy pfnqnPN et ainsi le théorème est prouvé. 2

Exercice 4.4

On considère une suite a “ pakqkPZ et, pour tout u P `8pZ,Cq, on appelle a ˚ u la suite
bilatérale définie pour k P Z par :

pa ˚ uqk “
ÿ

mPZ
amuk´m.

On pose, pour tout f P `8pZ,Cq, T puq :“ a ˚ u` f .

1. On suppose dans cette question que a “ δ1, la suite définie par a1 “ 1 et aj “ 0 si
j ‰ 1. Calculer a ˚ u en fonction de u.

2. On suppose d’abord que a “ pakqkPZ P `
1 vérifiant }a}1 “

ÿ

kPZ
|ak| ă 1.

(a) Montrer que pa ˚ uqk est bien définie pour tout k P Z et que a ˚ u P `8.

(b) Montrer que T : `8pZ,Cq Ñ `8pZ,Cq est une contraction.

(c) En déduire qu’il existe une unique solution u P `8pZ,Cq de l’équation T puq “ u.

3. On suppose maintenant que a “ pakqkPZ P `
2 vérifiant }a}2 :“

ÿ

kPZ
|ak|

2 ă 1.

(a) Montrez à l’aide d’un exemple qu’on peut avoir a R `1pZ,Cq.
(b) Montrer que pa ˚ uqk est bien définie pour tout k P Z et que a ˚ u P `8pZ,Cq.
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(c) En déduire que pour tout u P `2pZ,Cq, T puq P `8pZ,Cq et que si u, v P `2pZ,Cq,
alors }T puq ´ T pvq}8 ă }u´ v}2.

(d) On prend maintenant a “ 1
2δ1 et f “ 1 la suite constante fj “ 1 pour tout j P Z.

Calculer T puq en fonction de u et déterminer lim
kÑ`8

pT puqqk.

(e) En déduire qu’il n’existe pas u P `2pZ,Cq tel que T puq “ u. Est-ce que ça est en
contradiction avec le théorème de point fixe ?
Indication : il n’est pas nécessaire de déterminer u pour répondre à cette question.

(f) Déterminer u P `8pZ,Cq tel que T puq “ u.

Solution de l’exercice 4.4

1. Par définition,
pδ1 ˚ uqk “

ÿ

mPZ
δm,1uk´m “ uk´1.

2. (a) Par calcul direct :

pa ˚ uqk “
ÿ

mPZ
amuk´m ď

ÿ

mPZ
|amuk´m| ď }u}8

ÿ

mPZ
|am| “ }u}8}a}1 ă `8,

car a P `1pZ,Cq et u P `8pZ,Cq. De plus, comme la majoration ne dépend pas de k,
}a ˚ u}8 “ sup

kPZ
tpa ˚ uqku ď }u}8}a}1 ă `8.

(b) Encore une fois, par calcul direct, on a }T puq´T pvq}8 “ }a ˚u` f ´ a ˚ v´ f}8 “
}a ˚ u ´ a ˚ v}8, mais u ÞÑ a ˚ u est linéaire, donc, grâce à ce que l’on a vu dans
la question précédente : }T puq ´ T pvq}8 “ }a ˚ pu´ vq}8 ď }a}1}u´ v}8. Comme
}a}1 ă 1 par hypothèse, T est bien une contraction.

(c) Comme p`8pZ,Cq, } }8q est un espace normée (et donc métrique) complet, le
théorème de point fixe nous assure l’existence d’un seul élément ū P `8pZ,Cq tel
que T pūq “ ū, i.e. ū “ a ˚ ū` f .

3. (a) Probablement, l’exemple le plus simple de suite a P `2pZ,Cq telle que a R `1pZ,Cq

est donné par la suite ak “

#

0 k ď 0
1
k sinon.

En fait, dans ce cas,
ř

kPZ
|ak| “

8
ř

k“1

1
k la série

harmonique, que l’on sait être divergente, donc a R `1pZ,Cq. Or,
ř

kPZ
|ak|

2 “
8
ř

k“1

1
k2

qui est convergente, i.e. a P `2pZ,Cq.

(b) Grâce aux hypothèses que nous avons, pour tout k P Z fixé, il est possible d’appliquer
l’inégalité de Cauchy-Schwarz comme ça :

ÿ

mPZ
|amuk´m| ď

˜

ÿ

mPZ
|am|

¸1{2 ˜
ÿ

mPZ
|uk´m|

¸1{2

ď }a}22

˜

ÿ

nPZ
|un|

¸1{2

“ }a}2}u}2,

où on a utilisé un changement de variable n “ k ´m, avec k P Z fixé et m P Z,
donc n P Z. Comme pa ˚ uqk “

ř

mPZ
amuk´m ď

ř

mPZ
|amuk´m| ă `8, pour tout
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k P Z fixé, la suite a ˚ u est bien définie. De plus, comme dans la question 2 (a),
comme la majoration ne dépend pas de k, }a˚u}8 “ sup

kPZ
tpa˚uqku ď }a}2}u}2 ă `8.

(c) T puq “ a ˚ u ` f est somme de deux éléments de `8pZ,Cq (f par hypothèse et
a ˚ u on vient de le démontrer), donc T puq P `8pZ,Cq. À nouveau, u ÞÑ a ˚ u est
clairement linéaire, donc, grâce au résultat de la question précédente :

}T puq ´ T pvq}8 “ }a ˚ u´ a ˚ v}8 “ }a ˚ pu´ vq}8 ď }a}2}u´ v}2 ă }u´ v}2,

car, par hypothèse, }a}2 ă 1.

(d) En utilisant le résultat de la question 1, on a pT puqqk “
uk´1

2 ` 1. De plus, comme
u P `2pZ,Cq,

ř

kPZ
|uk|

2 converge, et alors nécessairement uk ÝÑ
kÑ`8

0, ce qui implique

pT puqqk ÝÑ
kÑ`8

1.

(e) Si on avait T puq “ u, alors on aurait uk “
uk´1

2 ` 1 et, en prenant la limite pour
k qui tend vers l’infini aux deux côtés, on obtiendrait l’absurde d’avoir 0 “ 1.
Il n’y aucune contradiction avec le théorème de point fixe, car dans l’inégalité
}T puq ´ T pvq}8 ă }u´ v}2 on n’a pas }T puq ´ T pvq}2 . . . Évidemment, comme il
n’y a pas de point fixe, T ne peut pas être une contraction sur `2pZ,Cq.

(f) Une suite u P `8pZ,Cq telle que T puq “ u est une suite bornée telle que uk “
uk´1

2 `1
(il s’agit d’une suite ! arithmético-géométrique "). On pose uk “ vk`α, avec vk et α
inconnue pour le moment, alors vk`α “

uk´1

2 `1 “
vk´1`α

2 `1, i.e. vk “
vk´1

2 `1´ α
2

donc, en choisissant α “ 2, on obtient une suite géométrique vk “
vk´1

2 , soit, grâce
à un résultat standard sur les suites géométriques, vk “ 2´kv0, mais v0 “ u0 ´ α et
α “ 2, donc v0 “ u0 ´ 2, ce qui implique uk “ 2´kpu0 ´ 2q ` 2. Pour tout k ě 0,
2´k ă 1, mais, pour k ă 0, 2´k n’est pas borné, donc, pour avoir uk bornée, il faut
annuler son facteur, i.e. imposer u0 ´ 2 “ 0. Finalement, et on trouve que la seule
suite u P `8pZ,Cq telle que T puq “ u, i.e. le seul point fixe pour la contraction
T : `8pZ,Cq Ñ `8pZ,Cq, est la suite constante à 2, uk “ 2 pour tout k P Z. 2

4.4.3 Relations d’inclusion parmi les espaces `p

Allons introduire l’espace fonctionnel suivant :

`0pN,Kq ” `finpN,Kq “ tpxnqnPN Ă K, DN P N : xn “ 0 @n ě Nu , (4.26)

i.e. suites avec un nombre fini d’éléments ‰ 0. Évidemment, `0pN,Kq Ă `ppN,Kq @p ě 1.

Théorème 4.4.3 Soient p, q P R, 1 ď p ď q ă 8, alors :

`0pN,Kq Ă `1pN,Kq Ă . . . Ă `ppN,Kq Ă . . . Ă `qpN,Kq Ă . . . Ă `8pN,Kq .
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Preuve. Vu que `0pN,Kq Ă `1pN,Kq, passons tout de suite à démontrer que `ppN,Kq Ă `8pN,Kq
@1 ď p ă 8 : presque évident car

pxnqnPN P `
ppN,Kq ðñ

ÿ

nPN
|xn|

p ă `8

donc, nécessairement, |xn| ÝÑ
nÑ`8

0, i.e. |xn| est bornée et alors pxnqnPN P `
8pN,Kq.

Il reste seulement à démontrer que : `ppN,Kq Ă `qpN,Kq si 1 ď p ď q : comme |xn| ÝÑ
nÑ`8

0,

alors, en particulier, DN P N tel que |xn| ď 1, @n ě N donc |xn|
q ď |xn|

p @n ě N et ceci
implique que :

ÿ

nPN
|xn|

q ď
ÿ

nPN
|xn|

p

donc la convergence de
ř

nPN
|xn|

p implique celle de
ř

nPN
|xn|

q, i.e. `p Ă `q. 2

Remarque 4.4.3 La complétude d’un espace métrique de dimension infinie dépend de la
métrique que nous choisissons pour l’espace. Pour vérifier cette affirmation, nous allons
examiner la complétude de p`1, } }8q, i.e. de `1 interprété comme sous-espace de `8 et muni
de la norme de ce dernier espace.

Exercice 4.5

Démontrer que p`1, } }8q n’est pas complet.

Solution de l’exercice 4.5

Vu que `1 Ă `8, pour résoudre l’exercice, ça suffit de démontrer que `1 n’est pas un
sous-ensemble fermé de `8 par rapport à la norme } }8, i.e. qu’il existe au moins une suite
convergente (et donc de Cauchy) hors de p`1, } }8q.

Les éléments de `1 sont des suites x ” pxnqnPN, donc une suite d’éléments de `1 est une
suite de suites. Pour tout m P N fixé, nous allons écrire cette suite comme ça : xm ” pxmn qnPN.

Allons vérifier que la suite d’éléments de `1 définie par :

xmn “

$

’

&

’

%

0 si n “ 0
1
n si 1 ď n ď m

0 si n ą m,

converge en `8 z `1. Pour tout m P N fixé, la suite xm est définie explicitement comme ça :

ˆ

0, 1,
1

2
, . . . ,

1

m
, 0, 0, . . .

˙

,

ce qui montre que xm P `1 pour tout m P N fixé.
Considérons maintenant la suite x˚ ” px˚nqnPN définie par

x˚n “

#

0 si n “ 0
1
n si n ě 1.
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Évidemment px˚nqnPN est bornée et donc elle appartient à `8, mais }px˚nqnPN}1 “
8
ř

n“1

1
n “ `8,

donc px˚nqnPN R `
1. Si nous montrons que pxmqmPN converge vers x˚ en norme } }8, l’exercice

sera résolu.
Pour cela, calculons :

}xm ´ x˚}8 “ sup
nPN

|xmn ´ x
˚
n| “ sup

nąm

1

n
,

en fait, jusqu’à n “ m, la différence xmn ´x
˚
n est nulle, mais quand n ą m, la différence devient

|0´ 1
n | “

1
n . Par définition de sup, sup

nąm

1
n “ sup t 1

m`1 ,
1

m`2 , . . .u “
1

m`1 et donc :

}xm ´ x˚}8 “
1

m` 1
ÝÑ

mÑ`8
0.

2

4.4.4 Relations d’inclusion dans les espaces Lp

En général, il n’existe aucune relation d’inclusion parmi les espaces LppX,A, µq. En fait,
par exemple, considérons L1pRq, L2pRq et les fonctions :

fpxq “

#

x´2{3 si 0 ă x ă 1

0 autrement
, gpxq “

#

x´2{3 si x ą 1

0 autrement.

Il est clair que f P L1pRq, mais f R L2pRq, car 10

ż

R
|fpxq|dx “

ż 1

0

1

x2{3
dx ă `8,

ż

R
|fpxq|2dx “

ż 1

0

1

x4{3
dx “ `8

et que g P L2pRq, mais g R L1pRq, car

ż

R
|gpxq|dx “

ż `8

1

1

x2{3
dx “ `8,

ż

R
|gpxq|2dx “

ż `8

1

1

x4{3
dx ă `8.

Nous obtenons des inclusions parmi les espaces Lp en rajoutant des conditions supplémentaires.
Vu que les espaces L1pRq et L2pRq sont particulièrement importants, nous examinons des
conditions, qui sont souvent vérifiées dans les applications, dans le théorème suivant.

Théorème 4.4.4 Les affirmations suivantes sont vraies :

1. f P L1pRq, f bornée, alors f P L2pRq ;

2. f P L2pRq, f nulle au-dehors d’un intervalle fini, alors f P L1pRq.

10. Nous rappelons que, si a ą 0 et b P R,
şa

0
1
xα
dx ă `8 et

ş`8

b
1
xβ
dx ă `8 si et seulement si α ă 1 et

β ą 1.
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Preuve.

1. Si f est en L1pRq et elle est bornée, disons |fpxq| ďM @x P R, M ě 0, alors :

ż

R
|fpxq|2dx “

ż

R
|fpxq| ¨ |fpxq|dx ď

ż

R
M |fpxq|dx “M}f}1 ă `8,

donc f P L2pRq.

2. Si f est en L2pRq et elle est nulle au-dehors d’un intervalle fini, disons fpxq “ 0
@x R ra, bs, alors :

ż

R
|fpxq|dx “

ż

ra,bs
|fpxq|dx “

1pxq“1 @xPra,bs

ż

ra,bs
1pxq ¨ |fpxq|dx “ x1, |f |yL2ra,bs

ď
(Cauchy-Schwarz)

˜

ż

ra,bs
dx

¸1{2 ˜
ż

ra,bs
|fpxq|2dx

¸1{2

“
?
b´ a }f}2 ă `8,

donc f P L1pRq. 2

L’affirmation 1. reste valide pour toute f P L1pRnq, n ě 1, l’affirmation 2. reste valide si
l’on remplace un intervalle avec une partie de mesure finie de Rn.

Plus en général, dans le cas particulier où µpXq ă `8, on peut arriver à une châıne
d’inclusions très utile.

Théorème 4.4.5 Si pX,A, µq est un espace mesuré avec mesure finie, µpXq ă `8, et si
q ą p ą 1, alors :

L8pX,A, µq Ă . . . Ă LqpX,A, µq Ă . . . Ă LppX,A, µq Ă . . . Ă L1pX,A, µq .

Preuve. On va vérifier la thèse d’abord dans le cas de L8, ensuite L1 et L2 (qui permet de
comprendre très clairement l’astuce qu’on va utiliser), et enfin Lp et Lq.
Si f P L8pX,A, µq, alors

ş

X |f |
pdµ ď

ş

X }f}
p
8dµ “ }f}

p
8µpXq ă `8, donc f P LppX,A, µq.

Si f P L2pX,A, µq, alors

ż

X
|f |dµ “

ż

X
|1 ¨ f |dµ ď

inég. Hölder (4.19)

ˆ
ż

X
12dµ

˙
1
2
ˆ
ż

X
|f |2dµ

˙
1
2

“
a

µpXq}f}2 ă `8.

donc f P L1pX,A, µq.

Soient E “ tx P X : |fpxq| ě 1u et F “ tx P X : |fpxq| ď 1u, alors X “ E Y F , et soit
p ă q. Alors |fpxq|p ď |fpxq|q @x P E et |fpxq|p ď 1 @x P F . Donc, si f P Lq :

ż

X
|fpxq|pdµ ď

ż

E
|fpxq|qdµ`

ż

F
1 dµ ď

ż

X
|fpxq|qdµ`

ż

X
1 dµ “ }f}qq ` µpXq ă `8,

i.e f P Lp. 2
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4.4.5 Théorèmes de densité dans Lp(X,A,µ)

Nous commençons la description des variétés denses en Lp avec les fonctions étagées.

Fonctions étagées Soit pX,A, µq un espace mesuré quelconque et K “ R ou C. Une fonction
constante par morceaux sur X à valeurs en K est dite étagée ou simple. Pour tout N P N, la
définition rigoureuse de l’espace de ces fonctions est la suivante :

Σ “

#

s : X Ñ K : Dpαiq
N
i“1 P K : s “

N
ÿ

i“1

αiχEi , Ei mesurable et µpEiq ă `8 si αi ‰ 0

+

,

la fonction χEi “

#

1 si x P Ei

0 si x R Ei
est la fonction indicatrice de Ei.

Théorème 4.4.6 Σ “ LppX,A, µq @1 ď p ă 8, où l’adhérence est à interpréter par rapport

à la topologie de LppX,A, µq en considérant Σ Ă LppX,A, µq.

Intersections Lp X Lq et `p X `q

Théorème 4.4.7 Soit pX,A, µq un espace mesuré quelconque et K “ R ou C, alors :

LppX,A, µq X LqpX,A, µq “

#

LppX,A, µq
LqpX,A, µq

@1 ď p, q ď 8,

où, dans le premier cas, l’intersection est à interpréter comme un sous-ensemble de LppX,A, µq
et l’adhérence par rapport à la topologie métrique engendrée par la norme } }p ; dans le deuxième
cas l’intersection est à interpréter comme un sous-ensemble de LqpX,A, µq et l’adhérence par
rapport à la topologie relative à la norme } }q.

En particulier, comme les espaces `p sont embôıtés, ça vaut que :

`ppN,Kq “ `qpN,Kq @1 ď p ă q ă 8.

Comme avant, pour tout q fixé, il faut interpréter `p comme un sous-espace de `q et interpréter
l’adhérence par rapport à la norme } }q.

Théorème 4.4.8 Pour tout p P R, 1 ď p ă `8 :

`0pN,Kq “ `ppN,Kq ,

i.e. `0pN,Kq est dense en `ppN,Kq par rapport à la topologie engendrée par la norme } }p.
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Preuve. Soit pxnqnPN une suite arbitraire de `ppN,Kq. Considérons la suite

xNn :“

#

xn si n ă N

0 sinon,

alors

}xn ´ x
N
n }p “

ÿ

nPN
|xn ´ x

N
n |

p “

`8
ÿ

n“N

|xn|
p Ñ
NÑ`8

0,

car c’est le reste d’une série convergente (vu que pxnqnPN appartient à `ppN,Kq), i.e. la densité
de `0pN,Kq en `ppN,Kq. 2

Fonctions test Soit Ω Ď Rn un ouvert.

Déf. 4.4.1

C8c pΩq “ tf : Ω Ñ K, f indéfiniment dérivable sur Ω et supppfq compact en Rnu

où supppfq “ tx P Ω : fpxq ‰ 0u est dit le support de f .

Les fonctions de C8c pΩq sont dites fonctions test, car elles sont tellement régulières, qu’elles
sont utilisées pour tester l’action et les propriétés de certains opérateurs ! sauvages ". Les
fonctions test jouent un rôle fondamental dans la théorie de distributions et dans l’analyse des
équations différentielles. La fonction identiquement nulle est évidemment une fonction test,
sinon, il n’est pas simple de donner des exemples explicites de fonctions test. Pour tout valeur
de ε ą 0, l’exemple canonique de fonction test sur R est donné par :

fpxq “

$

&

%

exp

ˆ

´ 1

1´pxε q
2

˙

si |x| ă ε

0 si |x| ě ε.

Pour la suite nous allons avoir besoin d’un symbole simple pour dénoter la dérivée partielle
d’une fonction de n variables par rapport à un multi-indice l “ pl1, l2, . . . , ldq P Nd de longueur
|l| “ l1 ` l2 ` . . .` ld. La notation canonique est la suivante :

Dlfpxq “
B|l|f

Bxl11 Bx
l2
2 . . . Bx

ld
d

pxq @x P Rn,

donc Dlfpxq est la dérivée partielle de f en x l1 fois par rapport à x1, l2 fois par rapport à
x2, etc. Ce symbole intervient dans la définition d’une topologie (non banale) sur C8c pΩq par
rapport à laquelle la convergence d’une suite pfnqnPN de fonctions tests à la fonction test f est
équivalente à la réalisation de ces deux conditions :

— il existe un ensemble compact K Ă Ω tel que supppfnq Ď K pour tout n P N ;
— @x P Rn, @l P Nd : Dlfnpxq Ñ

nÑ`8
Dlfpxq, uniformément.

L’espace C8c pΩq muni de cette topologie s’écrit habituellement DpΩq et il est complet. Il vaut
le résultat de densité suivant.
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Théorème 4.4.9 Si on considère la tribu Borélienne et la mesure de Lebesgue, alors :

C8c pΩq “ LppΩq @1 ď p ă 8,

où, comme d’habitude, il faut interpréter C8c pΩq comme un sous-espace de LppΩq et considérer
l’adhérence par rapport à la topologie engendrée par la norme } }p. Par définition d’adhérence,
C8c pΩq n’est pas complet par rapport à la topologie engendrée par la norme } }p, vu qu’il y a
des suites d’éléments de C8c pΩq qui convergent vers des éléments de LppΩqzC8c pΩq.

L’espace de Schwartz Nous allons commencer avec le cas d’une fonction d’une seule
variable réelle pour simplicité, surtout par rapport à la notation.

Soient k, l P N et f P C8pRq, alors, pour tout x P R, on écrit

fk,lpxq “ xk
dlf

dxl
pxq.

Déf. 4.4.2 (Espace de Schwartz, n “ 1) L’espace des fonctions f P C8pRq telles que

lim
|x|Ñ`8

|fk,lpxq| “ 0 @k, l P N.

est dit espace de Schwartz, ou espace des fonctions à décroissance rapide. La notation canonique
pour cet espace est SpRq.

Un élément quelconque de SpRq est, donc, une fonction infiniment dérivable partout telle que,
si on considère sa dérivées de n’importe quel ordre et on la multiplie par n’importe quelle
puissances de sa variable, elle convergent vers 0 quand la variable tend vers ˘8. Pour vérifier
cette caractéristique, une fonction doit décrôıtre très rapidement à l’infini, d’où l’appellation
alternative des fonctions de SpRq.

Il est évident que DpRq Ă SpRq, car les fonctions test sont nulles à l’infini, mais l’inclusion
est stricte, comme le montre l’exemple le plus important de fonction à décroissance rapide, i.e.
la Gaussienne fpxq “ e´x

2
, qui n’appartient pas à DpRq, car son support n’est pas compact.

Considérons maintenant une fonction de n variables réelles f P C8pRnq. Dans ce cas, étant
donnés deux multi-indices l,k P Nn, nous écrivons

fk,lpxq “ xk1
1 x

k2
2 ¨ ¨ ¨x

kn
n D

lfpxq @x P Rn.

Déf. 4.4.3 (Espace de Schwartz, n arbitraire) L’espace des fonctions f P C8pRnq telles
que

lim
}x}Ñ`8

|fk,lpxq| “ 0 @k, l P Nn,

est dit espace de Schwartz, ou espace des fonctions à décroissance rapide. La notation canonique
pour cet espace est SpRnq.

Par construction, SpRnq est stable par rapport à la dérivation partielle et par rapport à
la multiplication par un polynôme. Le fait que les fonctions de SpRnq (et leurs dérivées)
décroissent plus rapidement que l’inverse d’un polynôme, explique pourquoi souvent on les
appelle des fonctions à décroissance plus que polynomiale.
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Comme dans le cas n “ 1, DpRnq Ă SpRnq et l’inclusion est stricte, car la Gaussienne
fpxq “ e´}x}

2
appartient à SpRnq, mais elle n’appartient pas à DpRnq.

Sur SpRnq il est possible de définir une topologie dans laquelle une suite pfnqnPN de

fonctions de SpRnq converge vers f P SpRnq si fk,ln Ñ
nÑ`8

f uniformément @k, l P Nn. Par

rapport à cette topologie, l’espace de Schwartz est complet.
Comme pour l’espace des fonctions test, l’espace de Schwartz apparâıt dans la théorie des

distributions (qui a été formalisée par Laurent Schwartz lui-même) et dans celle des équations
différentielles en dérivées partielles.

Le fait que DpRnq Ă SpRnq et que DpRnq est } }p-dense en LppRnq implique le résultat
suivant.

Théorème 4.4.10 Si on considère la tribu Borelienne et la mesure de Lebesgue, alors :

SpRnq “ LppRnq @1 ď p ă 8,

en interprétant SpRnq comme un sous-espace de LppRnq et en considérant l’adhérence par
rapport à la topologie engendrée par la norme de } }p.

Par définition d’adhérence, SpRnq n’est pas complet par rapport à la topologie engendrée par
la norme } }p : il y a des suites de SpRnq qui convergent vers des éléments de LppRnqzSpRnq.
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4.5 Résumé du chapitre 4

‚ Nous avons examiné la compatibilité entre la structure topologique d’un espace vectoriel
avec produit scalaire et la structure linéaire : les opérations de somme et multiplication
par un scalaire sont continues dans la topologie engendrée par le produit scalaire, ainsi
que le produit scalaire lui-même et la norme induite canoniquement. Cette compatibilité
est essentielle car elle permet d’échanger la limite avec les opérations ci-dessus, ce qui
est fondamentale pour la théorie et les applications.

‚ On a vu que les espaces vectoriels de dimension finie ont tous la même structure
topologique : celle Euclidienne.

‚ Nous avons introduit les espaces de Hilbert et de Banach comme les espaces vecto-
riels avec produit scalaire, ou norme, respectivement, tels que toutes les suites de
Cauchy convergent dans l’espace lui-même (complétude). Tout espace vectoriel avec
produit scalaire (resp. normé) de dimension finie est un espace de Hilbert (resp. de Ba-
nach). Tout espace de Hilbert est de Banach, mais le vice-versa n’est pas vrai en général.

‚ Il existe une caractérisation très utile des espace vectoriel normés complets : ils sont
touts et seulement les espaces dans lesquels les suites absolument convergentes sont
aussi simplement convergentes.

‚ Pour toute contraction définie sur un espace métrique complet il existe toujours un
point fixe et celui-ci est unique.

‚ Exemples d’espaces de Hilbert sont L2 et `2, exemples d’espaces de Banach qui ne sont
pas de Hilbert sont Lp et `p, avec 1 ď p ď 8, p ‰ 2. L’inégalité de Minkowski permet
de définir une structure linéaire sur tous ces espaces, celle de Hölder permet de définir
un produit scalaire quand p “ 2.

‚ Les espaces `p sont embôıtés l’un dans l’autre avec p croissant, par contre, il n’y a pas
de relation d’inclusion en général dans les espaces Lp, avec l’exception remarquable
des espaces de mesure finie, pour lesquels les espaces Lp sont embôıtés, mais en sens
contraire des espaces `p, i.e. avec p décroissant.

‚ Pour terminer, on a montré que les espaces Lp cöıncident avec la fermeture de nombreux
espaces fonctionnels très utilisés, comme l’espace des fonctions test et l’espace de
Schwartz.
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Chapitre 5

La structure géométrique des
espaces de Hilbert

Dans ce chapitre on montrera que, parmi les espaces vectoriels de dimension infinie, les
espaces de Hilbert ont la structure géométrique la plus proche de celles des espaces Euclidiens
Kn, qu’on a examiné dans le premier chapitre.

Cela n’est plus vrai pour les espaces de Banach de dimension infinie, qui peuvent avoir des
propriétés structurales beaucoup plus compliquées que celles des espaces de Hilbert.

La structure géométrique riche des espaces de Hilbert nous permettra d’étendre la trans-
formée de Fourier discrète à des espaces de dimension infinie avec le concept de série et de
transformée de Fourier continue.

Des ouvrages conseillés pour approfondir les sujets traités dans ce chapitre et dans les
chapitres suivants sont [1], [3], [6], [11] et [12].

Le premier pas dans l’analyse de la structure géométrique des espaces de Hilbert consiste
à étudier le concept de complément orthogonal.

5.1 Le complément orthogonal dans un espace de Hilbert et
ses propriétés

L’ensemble des vecteurs orthogonaux aux vecteurs d’un sous-ensemble d’un espace de
Hilbert joue un rôle fondamental pour comprendre les propriétés géométriques de ces espaces.

Allons introduire la définition et les propriétés de cet ensemble.

Déf. 5.1.1 Soit H un espace de Hilbert et M Ď H un sous ensemble quelconque. Le complément
orthogonal de M en H est :

MK “ tx P H : xx, yy “ 0 @ y PMu ,

i.e. MK contient tous les éléments de H qui sont orthogonaux à tout élément de M .

Examinons ses propriétés, après avoir rappelé que spanpMq est le sous espace vectoriel de
H engendré par M , i.e. l’ensemble des combinaisons de linéaires (finies) de vecteurs de M .
Dans le théorème qui suit on écrira pMKqK “MKK et pMKKqK “MKKK.
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Théorème 5.1.1 (Propriétés du complément orthogonal) Soit H un espace de Hilbert
et M Ď H un sous ensemble quelconque. Alors :

1. t0Hu
K
“ H et HK “ t0Hu

2. M XMK “

#

t0Hu si 0H PM

H si 0H RM

3. MK est un sous espace vectoriel fermé de H

4. Si N Ď H, alors M Ď N ñ NK Ď MK (K reverse les relations d’inclusion entre
ensembles)

5. M ĎMKK (différence par rapport à la dimension finie)

6. pMqK “MK

7. MKKK “MK

8. MK “ pspanMqK “ pspanMqK

9. Si M “ H ñ MK “ t0Hu (le complément orthogonal d’un sous-ensemble dense est le
vecteur nul).

Avant de développer la preuve on observe que le fait que MK soit toujours fermé est une
propriété extrêmement utile pour démontrer qu’une variété linéaire de H est fermée : il suffit
de démontrer qu’elle cöıncide avec le complément orthogonal d’un sous-ensemble de H.

Preuve.

1. La propriété descend du fait que 0H est le seul vecteur de H orthogonale à tous les
autres.

2. 0H est le seul vecteur orthogonal à lui-même.

3. MK est un sous-espace vectoriel : en fait, si x, x1 P MK, alors xx, yy “ xx1, yy “ 0
@y PM , donc xαx`βx1, yy “ αxx, yy`βxx1, yy “ 0 @y PM , i.e. MK est un sous-espace
vectoriel car il est stable par rapport aux combinaison linéaires de ses éléments.

MK est fermé : il faut montrer que MK contient tous les points limites de suites en
MK. Soit pxnqnPN Ă MK une suite convergente (et donc de Cauchy) vers la limite x,
alors, comme MK Ď H, et H est complet, x P H. Pour tout y PM , xxn, yy “ 0 @n P N,
donc, grâce à la continuité du produit scalaire on peut écrire :

0 “ lim
nÑ`8

xxn, yy “ x lim
nÑ`8

xn, yy “ xx, yy

donc x K y @y PM , i.e. x PMK.
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4. Comme M Ď N , les vecteurs de H orthogonaux aux vecteurs de N sont aussi orthogo-
naux aux vecteurs de M (mais le contraire n’est pas nécessairement vrai) donc y P H,
y P NK implique y PMK, i.e. NK ĎMK.

5. Tout vecteur de M est orthogonale à tout vecteur de MK par définition, mais on peut
avoir aussi d’autres vecteurs de H orthogonaux à MK, donc M ĎMKK.

6. On démontrera l’égalité des ensembles en démontrant les deux inclusions en sens inverse :

‚ pMqK ĎMK : cela découle de M ĎM et de la propriété 4.

‚MK Ď pMqK : il faut démontrer que y PMK ùñ y P pMqK. Allons traduire cela : les
éléments de M sont l’union de tous les éléments de M avec les limites des suites en M ,
donc il faut démontrer que si y PM est orthogonale à tous les éléments pxnqnPN ĂMK

d’une suite convergente arbitraire en MK, alors y à orthogonale aussi à la limite de
cette suite. Pour prouver ceci on utilise encore la continuité du produit scalaire : par
hypothèse xxn, yy “ 0 @n P N, donc :

0 “ lim
nÑ`8

xxn, yy “ x lim
nÑ`8

xn, yy,

i.e. y K lim
nÑ`8

xn.

7. Par 5. M ĎMKK et, par 4., MKKK ĎMK pour n’importe quel sous-ensemble M de
H. Si maintenant on écrit N “ MK, on peut réécrire la dernière inclusion comme
NKK Ď N , ce qui implique, par 4., NK Ď NKKK. M , et donc N , sont des sous-ensembles
arbitraires de H, par conséquent les inclusions MKKK ĎMK, NK Ď NKKK impliquent
l’égalité entre un sous-ensemble de H et son complément tri-orthogonal.

8. Considérons un élément arbitraire de spanpMq : y0 “
n
ř

i“1
αiyi, yi P M et αi P K

@i “ 1, . . . , n. Soit x P MK quelconque fixé, alors, grâce à la sesquilinéairité (ou
bilinéarité) de x , y (selon K “ C ou K “ R) on peut écrire :

xx, y0y “ xx,
n
ÿ

i“1

αiyiy “
n
ÿ

i“1

αixx, yiy “
xKyi

0,

donc x P pspanpMqqK, mais comme x est arbitraire, ceci implique : MK Ď pspanpMqqK.
Néanmoins, M Ď spanpMq, donc, grâce à 4., pspanpMqqK Ď MK, i.e. pspanpMqqK “
MK, en plus, grâce à 6., pspanpMqqK “ pspanpMqqK “MK.

8. MK “ pMqK “ HK “ t0Hu, car le seul vecteur orthogonal à tous les vecteurs de H est
le vecteur nul. 2
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5.2 Le théorème de projection sur un convexe fermé et ses
conséquences

On va maintenant examiner une propriété géométrique très importante qu’on connâıt
déjà dans le cas d’un espace Euclidien : l’existence de la projection orthogonale d’un vecteur,
interprétée comme le vecteur d’un sous-espace le plus proche à un vecteur donné.

On va énoncer et prouver le résultat sur un sous-ensemble plus général qu’un sous-espace
vectoriel : un sous-ensemble convexe fermé.

Déf. 5.2.1 Un sous-ensemble S d’un espace vectoriel est dit convexe si

@x, y P S, @λ P r0, 1s : λx` p1´ λqy P S,

i.e. si S est stable par rapport aux combinaisons convexes, i.e combinaisons linéaires pour
lesquelles la somme des coefficients est 1.

Géométriquement, un sous-espace convexe peut être caractérisé par le fait que toute couple
de points peut être connecté via une segment de droite, tout en restant dans le sous-espace
même. On observe que, évidemment, un sous-espace vectoriel est toujours convexe, car il est
stable par rapport à toute combinaison linéaire, et donc, en particulier, à celles convexes.

On remarque que la demi somme entre x et y, i.e. x`y
2 est une combinaison convexe avec

λ “ 1{2.

Théorème 5.2.1 Soit H un espace de Hilbert et S un sous-ensemble propre 1 convexe et
fermé de H. Alors, @x P H (fixé) il existe un seul point y0 P S tel que :

}x´ y0} “ inf
yPS
}x´ y},

i.e y0 minimise la distance entre x et les points de S.

Avant de donner la preuve du théorème nous remarquons que ce résultat est vrai aussi pour
tout sous-espace vectoriel fermé de H et, donc, que le théorème de projection sur un convexe
fermé généralise la propriété 3) du théorème 1.6.1 aux espaces de Hilbert de dimension infinie.

Déf. 5.2.2 Le vecteur y0 du théorème précédent est dit la projection orthogonale de x sur
S et indiqué avec : y0 “ PSpxq. La quantité réelle non-négative dpx, Sq “ }x´ PSpxq} est dite
la distance entre x et le sous-ensemble propre convexe et fermé S.

Évidemment, si x P S alors PSpxq “ x et dpx, Sq “ 0, donc le théorème a un intérêt quand
x R S.

Preuve.
D : notons, par simplicité de lecture 2, δ ” inf

yPS
}x´ y}. Nous allons démontrer l’existence de

y0 avec une technique non-constructive typique de l’école de Hilbert. Considérons une suite
pynqnPN Ă S qui satisfait l’équation 3 :

lim
nÑ`8

}x´ yn} “ δ. (5.1)

1. Si S “ H, alors le théorème est banalement vérifié avec y0 “ x.
2. δpx, Sq serait une notation plus correcte, car δ, en général, change, en général, avec x et S.
3. Par exemple, δ2

ď }x´ yn}
2
ď δ2

` 1
n

, @n P N.
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L’intérêt d’examiner une telle suite est que, grâce à la continuité de la norme, nous pouvons
réécrire (5.1) comme ça :

δ “

›

›

›

›

lim
nÑ`8

px´ ynq

›

›

›

›

“

›

›

›

›

lim
nÑ`8

x´ lim
nÑ`8

yn

›

›

›

›

“

›

›

›

›

x´ lim
nÑ`8

yn

›

›

›

›

,

et alors, pour démontrer l’existence de y0, il suffit de poser : y0 :“ lim
nÑ`8

yn.

Pour faire ça, on commence par observer que S est fermé et donc est lui même complet,
alors, pour démontrer l’existence de la limite de yn, ça suffit de démontrer que pynqnPN est une
suite de Cauchy en S.

Nous démontrerons que pynqnPN est une suite de Cauchy à l’aide de la formule du pa-
rallélogramme (1.2.4) (qui vaut car la norme est hilbertienne, cfr. théorème 4.2.2) pour les
éléments x´ yn et x´ ym :

}px´ ynq ` px´ ymq}
2 ` }px´ ynq ´ px´ ymq}

2 “ 2p}px´ ynq}
2 ` }px´ ymq}

2q,

qui peut être réécrite comme ça :

}2x´ yn ´ ym}
2 ` }yn ´ ym}

2 “ 2p}px´ ynq}
2 ` }px´ ymq}

2q,

i.e. :
}yn ´ ym}

2 “ 2p}px´ yn}
2 ` }x´ ym}

2q ´ }2x´ yn ´ ym}
2 (5.2)

mais 2x´ yn ´ ym “ 2
`

x´ 1
2pyn ` ymq

˘

, donc (5.2) devient :

}yn ´ ym}
2 “ 2p}px´ yn}

2 ` }x´ ym}
2q ´ 4

›

›

›

›

x´
1

2
pyn ` ymq

›

›

›

›

2

, (5.3)

mais 1
2pyn ` ymq P S par convexité et alors

›

›x´ 1
2pyn ` ymq

›

› ě δ par définition de δ, i.e.

´4
›

›x´ 1
2pyn ` ymq

›

›

2
ď ´4δ2 et alors l’eq. (5.3) entrâıne :

}yn ´ ym}
2 ď 2p}x´ yn}

2 ` }x´ ym}
2q ´ 4δ2.

Comme lim
nÑ`8

}x´ yn}
2 “ lim

mÑ`8
}x´ ym}

2 “ δ2, le côté de droit de l’inégalité précédente

tend vers 0 pour n et m suffisamment grands, i.e. pynqnPN est une suite de Cauchy.

! : il nous reste à démontrer qu’il existe seulement un y0 qui satisfait l’équation (5.1). Soit
y1 un autre élément de S vérifiant }x ´ y1} “ δ, alors, si on écrit encore la formule du
parallélogramme, mais cette fois-ci relative à x´ y0 et x´ y1, on obtient :

}px´ y0q ` px´ y1q}
2 ` }px´ y0q ´ px´ y1q}

2 “ 2p}x´ y0}
2 ` }x´ y1}

2q

i.e.
}2x´ y0 ´ y1}

2 ` }y1 ´ y0}
2 “ 4δ2,

alors :

0 ď }y1 ´ y0}
2 “ 4δ2 ´ }2x´ y0 ´ y1}

2 “ 4δ2 ´

›

›

›

›

2

ˆ

x´
y0 ` y1

2

˙›

›

›

›

2

“ 4δ2 ´ 4

›

›

›

›

x´
y0 ` y1

2

›

›

›

›

2

“ 4

˜

δ2 ´

›

›

›

›

x´
y0 ` y1

2

›

›

›

›

2
¸

.
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On observe que y0`y1

2 P S par convexité, et, comme δ2 “ infyPS }x´ y}
2, sûrement c’est vrai

que δ2 ď
›

›x´ y0`y1

2

›

›

2
et donc δ2 ´

›

›x´ y0`y1

2

›

›

2
ď 0, i.e.

0 ď }y1 ´ y0}
2 “ 4

˜

δ2 ´

›

›

›

›

x´
y0 ` y1

2

›

›

›

›

2
¸

ď 0,

mais alors y1 “ y0. 2

Comme on l’a vu, l’utilisation de la formule du parallélogramme est indispensable pour effectuer
la preuve du théorème. Vu que, par le théorème 4.2.2, seulement les normes hilbertiennes
vérifient cette formule, la preuve que l’on vient de voir ne peut pas être reproduite pour les
espaces de Banach. En fait, pour un espace de Banach quelconque, de dimension infinie, le
théorème de la projection sur un convexe fermé n’est pas valide.

Le théorème de projection sur un convexe fermé a des conséquences très importantes que
nous détaillerons dans la suite.

Pour le moment, nous remarquons que ce théorème nous garantit l’existence et l’unicité
de la projection orthogonale y0, mais il ne donne aucune information sur comment
expliciter les éléments de la suite pynqnPN de S convergeant vers y0.

Il est donc intéressant d’avoir une caractérisation géométrique de y0, qui est fournie par
le théorème suivant. Dans la section 5.3 on verra une autre application remarquable de ce
résultat.

Théorème 5.2.2 Soit H un espace de Hilbert réel, S un sous-ensemble propre convexe et
fermé de H et x un élément fixé de H. Alors y0 est la projection orthogonale de x sur S, i.e.
‖x´ y0‖ “ inf

yPS
‖x´ y‖, si et seulement si

@y P S, xx´ y0, y ´ y0y ď 0,

i.e. 4, si et seulement si l’angle ϑ entre les vecteurs x´ y0 et y ´ y0 est obtus, comme on le
montre dans la figure 5.1.

Si H est complexe, alors il faut remplacer xx´ y0, y ´ y0y ď 0 avec <pxx´ y0, y ´ y0yq ď 0.

Preuve. On fera la preuve dans le cas réel, en laissant comme simple exercice de la compléter
pour le cas complexe.

ñ : il faut démontrer que, si ‖x´ y0‖ “ inf
yPS

‖x´ y‖, alors xx ´ y0, y ´ y0y ď 0 @y P H.

Pour cela, considérons un y P S quelconque et utilisons la convexité de S pour garantir que
λy ` p1´ λqy0 P S @λ P r0, 1s. Ainsi, par hypothèse, et grâce aux propriétés de bilinéarité et
de symétrie du produit scalaire réel on obtient :

‖x´ y0‖2
ď ‖x´ rλy ` p1´ λqy0s‖2

“ ‖x´ y0 ´ λpy ´ y0q‖2

“ xx´ y0 ´ λpy ´ y0q, x´ y0 ´ λpy ´ y0qy

“ xx´ y0, x´ y0y ´ λxx´ y0, y ´ y0y

´ λxy ´ y0, x´ y0y
looooooooomooooooooon

“λxx´y0,y´y0y

`λ2xy ´ y0, y ´ y0y

“ ‖x´ y0‖2
` λ2 ‖y ´ y0‖2

´ 2λxx´ y0, y ´ y0y.

4. Vu que xx´ y0, y ´ y0y “ }x´ y0}}y ´ y0} cospϑq, où ϑ est l’angle entre les vecteurs x´ y0 et y ´ y0.
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Ainsi :
‖x´ y0‖2

ď ‖x´ y0‖2
` λ2 ‖y ´ y0‖2

´ 2λxx´ y0, y ´ y0y,

si on simplifie et on divise par λ Ps0, 1r, on obtient

0 ď λ ‖y ´ y0‖2
´ 2xx´ y0, y ´ y0y,

i.e.

xx´ y0, y ´ y0y ď
λ

2
‖y ´ y0‖2 ,

pour tout λ de s0, 1s. Si maintenant on prend la limite par λ Ñ 0 aux deux membres de
l’inégalité on obtient : lim

λÑ0
xx ´ y0, y ´ y0y “ xx ´ y0, y ´ y0y ď lim

λÑ0

λ
2 ‖y ´ y0‖2

“ 0, ce qui

conclut la preuve de l’implication directe.

ð : il faut démontrer que, si xx ´ y0, y ´ y0y ď 0 @y P H, alors ‖x´ y0‖ “ infyPS ‖x´ y‖.
Pour cela, soit x P H fixé et y0 P S tel que @y P S, xx´ x0, y ´ y0y ď 0, alors :

‖x´ y‖2
“ ‖x´ y0 ` y0 ´ y‖2

“ ‖x´ y0 ´ py ´ y0q‖2

“ xx´ y0 ´ py ´ y0q, x´ y0 ´ py ´ y0qy

“ xx´ y0, x´ y0y ´ xx´ y0, y ´ y0y ´ xy ´ y0, x´ y0y ` xy ´ y0, y ´ y0y

“ ‖x´ y0‖2
` ‖y ´ y0‖2

´ 2xx´ y0, y ´ y0y,

où, dans la dernière étape, on a utilisé encore la symétrie du produit scalaire réel. On a donc :

‖x´ y0‖2
´ ‖x´ y‖2

“ 2 xx´ y0, y ´ y0y
loooooooomoooooooon

ď0 par hypothèse

´ ‖y ´ y0‖2
loooomoooon

ě0

ď 0,

i.e. ‖x´ y0‖2
ď ‖x´ y‖2

@y P S, c’est-à-dire : ‖x´ y0‖ “ inf
yPS

‖x´ y‖. 2

Figure 5.1 – Visualisation géométrique bidimensionnelle de la propriété vérifiée par la
projection sur un sous-ensemble convexe fermé de H.
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Le corollaire suivant montre que tout complémentaire d’un sous-espace vectoriel propre et
fermé d’un espace de Hilbert n’est pas trivial et il généralise la propriété 2) du théorème 1.6.1
aux espaces de Hilbert de dimension infinie.

Théorème 5.2.3 Soit H un espace de Hilbert et S un sous-espace vectoriel fermé et propre
de H, i.e. S ‰ H et S ‰ H. Alors SK n’est pas réduit à t0Hu, en fait : @x P H, x R S fixé, le
vecteur u “ x´ PSpxq est non nul et il appartient à SK :

@x P HzS, u “ x´ PSpxq ‰ 0H et u P SK.

Le vecteur u “ x´ PSpxq est appelé ! vecteur résidu " et le fait que uKS justifie pleine-

ment le nom de ! projection orthogonale " pour PSpxq.

Preuve. Un sous-espace vectoriel est convexe, donc il vaut le théorème de projection sur un
convexe fermé et alors D PSpxq P S, tel que ‖u‖ “ ‖x´ PSpxq‖ “ inf

yPS
‖x´ y‖ ” δ.

Comme x R S et PSpxq P S, u ‰ 0H. Si on démontre que u P SK, i.e. que xu, sy “ 0 @s P S,
le théorème sera démontré.

Pour arriver à ce résultat on commence par observer que : @k P K,@s P S,

‖u` ks‖2
“ ‖x´ PSpxq ` ks‖2

“ }x´ pPSpxq ´ ksq
loooooomoooooon

PS

}2 ě δ2 “ ‖u‖2

où on a utilisé la définition de δ et le fait que S est un sous-espace vectoriel.
Ainsi :

‖u` ks‖2
´ ‖u‖2

ě 0, @k, P K,@s P S,

mais :
‖u` ks‖2

“ xu` ks, u` ksy
“ xu, uy ` xu, ksy ` xks, uy ` xks, ksy

“ ‖u‖2
` k̄xu, sy ` kxs, uy ` |k|2 ‖s‖2 ,

on a donc que ‖u` ks‖2
´ ‖u‖2

ě 0 si et seulement si :

k̄xu, sy ` kxs, uy ` |k|2 ‖s‖2
ě 0.

k étant arbitraire, on peut prendre k “ xu, syt avec t P R quelconque. Ainsi l’inéquation
ci-dessus devient :

xu, sytxu, sy ` xu, syt xs, uy
loomoon

“xu,sy

`|xu, sy|2t2 ‖s‖2
ě 0

ðñ |xu, sy|2t` |xu, sy|2t` |xu, sy|2t2 ‖s‖2
ě 0

ðñ t2
´

|xu, sy|2 ‖s‖2
¯

` 2t|xu, sy|2 ě 0 @t P R.

Il ne serait pas intelligent de simplifier |xu, sy|2, car c’est bien xu, sy qu’on veut calculer. . . Par

contre, la bonne stratégie pour terminer la preuve consiste à reconnâıtre en t2
´

|xu, sy|2 ‖s‖2
¯

`

2t|xu, sy|2 une fonction polynomiale de degré 2 de la forme P ptq “ at2 ` bt` c avec :
$

’

&

’

%

a “ |xu, sy|2 ‖s‖2

b “ 2|xu, sy|2

c “ 0,
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son discriminant vaut : ∆ “ b2´4ac “ 4|xu, sy|4 ě 0. Donc, pour que P ptq soit positive @t P R,
il faut que ∆ ď 0, ce qui n’est possible que si ∆ “ 0, mais

∆ “ 0 ðñ 4|xu, sy|4 “ 0 @s P S (u étant fixé car x l’est),

i.e. xu, sy “ 0 @s P S, d’où u P SK. 2

5.2.1 Une caractérisation des sous-espaces vectoriels fermés dans les es-
paces de Hilbert

Nous allons utiliser le théorème 5.2.3 pour déduire une caractérisation très utile des
sous-espaces vectoriels fermés dans les espaces de Hilbert.

On commence avec un résultat intermédiaire.

Lemme 5.2.1 Soit H un espace de Hilbert, et M un sous-ensemble quelconque de H, alors

spanpMq “ spanpMq
KK

Preuve. Si l’on pose
#

S “ spanpMq

T “ spanpMq
KK
,

alors le théorème 5.1.1 nous garantit que S Ď T , si on prouve que S Ă T est une condition
impossible, ça restera seulement S “ T .

Pour cela, nous observons d’abord que S est un sous-espace vectoriel fermé de T et que T ,
en tant que complément orthogonal d’un sous-ensemble de H, il est un sous-espace vectoriel
fermé de H et donc il est lui-même un espace de Hilbert.

Si, par l’absurde, S Ă T , alors on peut appliquer le théorème 5.2.3 au couple S et T ,
pour assurer qu’il existe u P T , u ‰ 0H et u P SK. Mais ceci implique que u P SK X T “

spanpMq
K
X spanpMq

KK
“ t0Hu, ce qui est en contradiction avec le fait que u ‰ 0H. Finale-

ment, on a bien : spanpMq “ spanpMq
KK

. 2

On a maintenant toutes les informations pour prouver une caractérisation très utile des
sous-espaces vectoriels fermés dans les espaces de Hilbert : les sous-espaces vectoriels
fermés sont précisément ceux qui cöıncident avec leur complément bi-orthogonal.

On remarque la puissance de cette caractérisation : elle permet d’analyser une propriété
topologique (la fermeture, qui fait référence à la convergence des suites), qui peut être très
compliquée à examiner directement, via l’analyse de l’orthogonalité, et donc du produit scalaire.

Théorème 5.2.4 Soit H un espace de Hilbert, et M un sous-espace vectoriel de H.

1. MKK “ spanpMq

2. M “MKK

3. M est un sous-espace vectoriel fermé de H si et seulement si M “MKK.
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Preuve.

1. Comme M est un sous-espace vectoriel, M ” spanpMq. De plus, grâce à la propriété 8.

du théorème 5.1.1 : MK “ spanpMqK “ spanpMq
K

. Alors, le lemme précédent implique :

MKK “ spanpMq
KK
“ spanpMq.

2. On vient de démontrer que MKK “ spanpMq et on sait que M ” spanpMq, donc M “MKK.

3. On va montrer la double implication :

ñ : on sait du point 1. que M “ MKK, mais si M est fermé alors M “ M , et donc
M “MKK.

ð : si M “MKK, alors M est automatiquement un sous-espace vectoriel fermé en tant que
complément orthogonal de MK. 2

Corollaire 5.2.1 Soient H un espace de Hilbert et M,N deux parties quelconques de H.

1. Ça vaut que :

pM YNqK “MK XNK .

2. Si, de plus, M et N sont deux sous-espaces vectoriels fermés de H, alors :

pM XNqK “ span pMK YNKq . (5.4)

Preuve.

1. Allons prouver les deux relations d’inclusion :

pM YNqK Ď MK X NK : soit x P pM YNqK et y P M , alors y appartient aussi à
M YN , donc xx, yy “ 0, i.e. x PMK. Si maintenant on prend y P N , le même argument
montre que x P NK. Mais alors x PMK et x P NK, i.e. x PMK XNK.

MK XNK Ď pM YNqK : soit x PMK XNK, alors x PMK et x P NK. Si y PM YN ,
alors y PM ou y P N , mais dans les deux cas xx, yy “ 0, i.e. x P pM YNqK.

2. La relation que l’on vient de déterminer vaut pour toutes parties de H et donc aussi

pour MK et NK, dans ce cas la 1. devient :
`

MK YNK
˘K
Ď MKK X NKK “

th. p5.2.4q

spanpMq X spanpNq “M XN car M et N sont supposés être sous-espaces vectoriels
fermés ! Si maintenant on passe à l’orthogonal on obtient :

pM XNqK “
`

MK YNK
˘KK

“
th. p5.2.4q

spanpMK YNKq

2
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5.3 Sous-ensemble polaire et bipolaire d’un espace de Hilbert

Dans cette section nous allons retrouver le résultat sur la caractérisation d’une partie
fermée d’une espace de Hilbert d’une manière alternative qui passe par l’analyse d’un concept,
celui de l’ensemble polaire, qui a une grande importance dans la théorie de l’optimisation
convexe.

Déf. 5.3.1 (Polaire et bipolaire) Soit H un espace de Hilbert et M une partie non vide
quelconque de H. L’ensemble polaire de M , noté avec M 0 est le sous-ensemble de H défini
par 5 :

M 0 :“ tx P H : @y PM, <pxx, yyq ď 1u ” tx P H : sup
yPM

<pxx, yyq ď 1u.

Le bipolaire de M est le polaire du polaire, i.e.

M 00 :“ pM 0q0 “ th P H : @x PM 0, <pxh, xyq ď 1u ” th P H : sup
xPM0

<pxh, xyq ď 1u.

Le résultat contient des propriétés remarquables du polaire et du bipolaire. Avant de
l’énoncer, nous rappelons la définition suivante.

Déf. 5.3.2 (Enveloppe convexe fermé) L’enveloppe convexe fermé d’une partie M de H
est l’adhérence de l’intersection de toutes les parties convexes de H qui contiennent M . Il est
le plus petit sous-ensemble convexe fermé de H qui contient M .

Théorème 5.3.1 Soit H un espace de Hilbert et M une partie non vide quelconque de H.

1. M 0 est un sous-ensemble convexe fermé de H qui contient le vecteur nul 0H.

2. M 00 cöıncide avec l’enveloppe convexe fermé C de M Y t0Hu.

3. Si M est une partie convexe de H qui contient 0H, alors M “M 00.

4. Si M est un sous-espace vectoriel de H, alors M 0 “MK.

Preuve.

1. Le fait que M 0 contient 0H est évident car x0H, yy “ 0 ă 1 pour tout y PM . Pour vérifier la
convexité, considérons λ P r0, 1s et x1, x2 PM

0, alors, grâce à la linéarité à gauche du produit
scalaire :

<pxx1 ` p1´ λqx2, yyq “ λ<pxx1, yyq ` p1´ λq<pxx2, yyq ď λ` p1´ λq “ 1,

ce qui montre que M 0 est convexe. Ça reste seulement à démontrer la fermeture, pour cela nous
observons d’abord que, pour tout y P H fixé, l’application φ : HÑ R, x ÞÑ φypxq :“ <pxx, yyq
est continue. Si l’on écrit :

Hy :“ φ´1
y ts ´ 8,`1su “ tx P H : <pxx, yyq ď 1u,

5. Évidemment, la partie réelle < du produit scalaire peut être éliminée si H est un espace de Hilbert réel.
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alors Hy est un sous-ensemble fermé de H en tant qu’image réciproque d’un sous-ensemble
fermé de R (rappeler que s ´ 8,`1s est fermé vu que son ensemble complémentaire en R est
s1,`8r, qui est ouvert). Par définition, les éléments de M 0 doivent appartenir à Hy pour tout
y PM , i.e. M 0 “

Ş

yPM

Hy et donc il est fermé en H car il est intersection de parties fermées de

H.

2. Montrons les inclusions opposées.

C ĎM 00 : nous allons d’abord montrer que M Ď M 00. Pour faire ça, remarquons tout
d’abord que M 00 “

Ş

xPM0

Hx. Puis, supposons y P M et x P M 0 arbitraires mais fixés, alors,

en particulier, x P Hy, i.e. <pxx, yyq ď 1 mais, comme <pxx, yyq “ <pxy, xyq, ça vaut aussi
<pxy, xyq ď 1, i.e. y P Hx. Grâce à l’arbitrarité de x P M 0, y P

Ş

xPM0

Hx “ M 00. Mais alors :

y PM ùñ y PM 00, i.e. M ĎM 00.
Grâce à 1., M 00, en tant qu’ensemble polaire, est convexe, fermé et il contient t0Hu, mais,

comme on vient de le voir M Ď M 00, et alors M 00 est un ensemble convexe, fermé qui il
contient M Y t0Hu. Vu que C, l’enveloppe convexe fermée de M Y t0Hu, est le plus petit
sous-ensemble convexe de H qui contient M Y t0Hu, surement il est contenu en M 00.

M 00 Ď C : le fait d’avoir souligné que 0H P C est utile dans cette étape de la preuve. En fait,
grâce au théorème 5.2.2, pour tout x P H ça vaut

<pxx´ PCx, 0H ´ PCxyq ď 0 ðñ <pxx´ PCx,´PCxyq ď 0 ðñ <pxx´ PCx, PCxyq ě 0,

et, pour tout y PM , ça vaut aussi <pxx´ PCx, y ´ PCxyq ď 0, i.e. <pxx´ PCx, y ´ PCxyq ď ε
pour tout ε ą 0, i.e., par linéarité du produit scalaire,

<pxx´ PCx, y ´ PCxyq “ <pxx´ PCx, yyq ´ <pxx´ PCx, PCxyq ď ε,

c’est-à-dire, vu que ε` <pxx´ PCx, PCxyq est un nombre réel ą 0,

<pxx´ PCx, yyq ď ε` <pxx´ PCx, PCxyq ðñ
<pxx´ PCx, yyq

ε` <pxx´ PCx, PCxyq
ď 1,

qui peut être réécrit comme ça :

<
ˆB

x´ PCx

ε` <pxx´ PCx, PCxyq
, y

F˙

ď 1 @y PM, @ε ą 0,

i.e. l’élément zpxq :“ x´PCx
ε`<pxx´PCx,PCxyq

PM 0 pour tout x P H.
Vu que ce résultat vaut pour n’importe quel x P H, nous pouvons l’appliquer quand

x PM 00, dans ce cas, par définition, nous avons <pxx, zpxqyq ď 1, i.e.

<pxx, zpxqyq “ <
ˆB

x,
x´ PCx

ε` <pxx´ PCx, PCxyq

F˙

ď 1

d’où
<pxx, x´ PCxyq ď ε` <pxx´ PCx, PCxyq “ ε` <pxPCx, x´ PCxyq

ce qui donne
<pxx´ PCx, x´ PCxyq ď ε ðñ }x´ PCx}

2 ď ε @ε ą 0,
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mais ça est possible si et seulement si x´PCx “ 0H, i.e. x “ PCx, mais comme PCx P C, x P C.
On a alors prouvé que x PM 00 ùñ x P C, i.e. M 00 Ď C.

3. D’après 2., si M est une partie convexe de H qui contient 0H, alors M 00 est le plus petit
convexe fermé qui contient M . Or, si M est convexe, aussi M est convexe et, de plus, il est le
plus petit fermé qui contient M . Par conséquent, M “M 00.

4. Montrons les inclusions opposées.

MK ĎM 0 : évident car si x PMK, alors, pour tout y PM , xx, yy “ 0 ă 1, donc x PM 0.

M 0 ĎMK : soit x PM 0, on doit démontrer que x P MK, i.e. que xx, yy “ 0 @y P M . Pour
faire ça, on utilise le fait que M est supposé être un sous-espace vectoriel de H : si y P M ,
alors aussi ty PM @t P Rzt0u. Vu que x PM 0 et ty PM , ça doit valoir que

<pxx, tyyq ď 1 ðñ t<pxx, yyq ď 1 @t P Rzt0u ðñ <pxx, yyq “ 0 @y PM,

si H est un espace de Hilbert réel on a terminé la preuve. Si H est complexe, nous devons
démontrer que aussi la partie imaginaire du produit scalaire est nulle. Pour cela, utilisons
le théorème 1.1.2 qui garantit que =pxx, yyq “ <pxx, iyyq, donc =pxx, yyq “ <pxx, iyyq “ 0
car nous avons démontré avant que <pxx, zyq “ 0 @z P M et z “ iy P M quand y P M si
M est un sous-espace vectoriel complexe. En conclusion, xx, yy “ 0 @y PM et alors x PMK. 2

Les propriétés 3. et 4. du théorème précédent impliquent la propriété 2. du théorème 5.2.4,
i.e. M “ MKK, en fait, d’un côté, M 0 “ MK, donc, si on répète deux fois l’opération du
polaire on obtient M 00 “MKK, mais M 00 “M , donc M “MKK.

5.4 Le théorème de la projection (orthogonale) dans un espace
de Hilbert

Allons maintenant à énoncer et démontrer le plus important corollaire du théorème de la
projection orthogonale sur un convexe fermé.

Théorème 5.4.1 (Théorème de la projection orthogonale) Soit H un espace de Hil-
bert sur K “ R ou C. Soit S un sous-espace vectoriel propre et fermé de H. Alors :

H “ S ‘ SK,

i.e. @x P H, Ds P S, Dt P SK : x “ s` t, et cette décomposition est unique, i.e. si :

#

x “ s` t

x “ s1 ` t1
avec s, s1 P S, t, t1 P SK, alors :

#

s “ s1

t “ t1.

Si S n’est pas un sous-espace propre, alors on a la décomposition triviale H “ H‘ t0Hu.
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Preuve. Soient x P H, fixé, PSpxq P S le projeté orthogonal de x sur S et u le vecteur résidu :
u “ x´ PSpxq P S

K. Grâce au théorème précédent, on peut décomposer x ainsi :

x “ PSpxq
loomoon

PS

`x´ PSpxq
loooomoooon

PSK

.

Il reste maintenant à prouver qu’une décomposition comme celle ci-dessus est unique. Considérons
les décompositions : x “ s` t et x “ s1 ` t1, avec s, s1 P S, t, t1 P SK, alors s` t “ s1 ` t1, i.e.

s´ s1
loomoon

PS

“ t1 ´ t
loomoon

PSK

,

S et SK étant des espaces vectoriels, ils sont stables par soustraction, d’où le résultat entre
accolades. Or, on a : S Q s ´ s1 “ t1 ´ t P SK, mais alors s ´ s1 P S X SK et t1 ´ t P S X SK,
mais S X SK “ t0Hu et ainsi, nécessairement, s1 “ s et t “ t. 2

Observation importante : à la lumière de ce théorème, l’écriture x “ x ´ y ` y, qui
peut sembler triviale, assume une signification bien plus profonde quand on peut prouver que
y “ PSx, S sous-espace fermé de H. En fait, dans ce cas, comme conséquence immédiate du
théorème de la projection et de Pythagore, on obtient la formule ‖x‖2

“ ‖x´ y‖2
` ‖y‖2, qui

est extrêmement utile pour la théorie et pour les applications des espaces de Hilbert.

Voyons un exercice dans lequel on applique les résultats qu’on vient d’apprendre.

Exercice 5.1

Soit Ω un sous-ensemble borné de Rn et considérons l’ensemble M des fonctions f : Ω Ñ R,
f P L2pΩq, constantes p.p. Démontrer que :

1. M est un sous-espace vectoriel fermé de L2pΩq.

2. @f P L2pΩq, la projection de f sur M est la fonction constante p.p. et égale à la
moyenne de f sur Ω, i.e. ça vaut que : PMf “

1
|Ω|

ş

Ω fpxqdx, |Ω| “ mpΩq, m : mesure
de Lebesgue sur Rn.

3. Le complément orthogonale de M en L2pΩq est donné par les fonctions h de L2pΩq à
moyenne nulle, i.e.

ş

Ω hpxqdx “ 0.

Solution de l’exercice 5.1

1. On peut caractériser M comme le sous-espace vectoriel de L2pΩq engendré par la
fonction constante 1pxq “ 1 p.p. sur Ω. Comme il y a un seul générateur, M est
isomorphe à R, qui est fermé.

2. Soit f P L2pΩq, alors, grâce au théorème de la projection, si on écrit f “ f´PMf`PMf ,
nous avons que f ´ PMf PM

K. Soit alors g un élément de M tel que : gpxq “ c ‰ 0
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p.p. sur Ω, calculons le produit scalaire entre f ´ PMf et g

0 “ xf ´ PMf, gyL2pΩq

“

ż

Ω
pfpxq ´ PMfqgpxqdx pPMf PM ùñ const. p.p., donc on interprète PMf P Rq

“

ż

Ω
fpxqgpxqdx´

ż

Ω
pPMfqgpxqdx “ c

ż

Ω
fpxqdx´ cpPMfq

ż

Ω
dx

“ c

ˆ
ż

Ω
fpxqdx´ pPMfq|Ω|

˙

,

i.e., vu que c ‰ 0,

PMf “
1

|Ω|

ż

Ω
fpxqdx.

3. Soit h PMK quelconque, alors, par définition : xh, gyL2pΩq “ 0 @g PM . Prenons encore
gpxq “ c ‰ 0 p.p., alors

0 “ xh, gyL2pΩq “

ż

Ω
hpxqgpxqdx “ c

ż

Ω
hpxqdx, @k P R,

donc
ş

Ω hpxqdx “ 0.

Grâce à ce que l’on vient de prouver et au théorème de la projection orthogonale, nous pouvons
représenter d’une manière unique toute fonction f P L2pΩq, Ω Ă Rn tel que mpΩq ă `8,
comme ça :

f “ xfyΩ ` h,

où xfyΩ est la fonction constante sur Ω et égale à la moyenne de f sur Ω et h P L2pΩq telle
que xhyΩ “ 0. 2

5.5 Systèmes orthonormés et bases hilbertiennes

Nous avons vu, dans les chapitres 1 et 2, que la présence d’une base orthonormale dans un
espace Euclidien permet de calculer facilement les composantes des vecteurs et de caractériser
les opérateurs de projection orthogonale. De plus, avec le choix de la base de Fourier, on a pu
définir les coefficients de Fourier et la transformée de Fourier discrète.

Nous allons voir ici quelles sont les conditions qu’il faut rajouter pour étendre tout ça aux
espaces de Hilbert de dimension infinie. On commence par une définition.

Déf. 5.5.1 (s.o.n) Une famille orthonormale d’éléments d’un espace de Hilbert est dite un
système orthonormale (ou orthonormée) et écrite s.o.n.

On va analyser les s.o.n. dans les espaces de Hilbert dits séparables, qu’on va définir ci-dessous.

Déf. 5.5.2 Un espace de Hilbert H est dit séparable s’il existe un sous-ensemble E Ď H
dénombrable et dense en H : cardpEq “ ℵ0, E “ H.
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Les espaces de Hilbert séparables sont ceux qui apparaissent dans la grande majorité de cas,
nous donnerons un exemple d’espace de Hilbert non-séparable dans la section 5.5.3. L’avantage
principal de travailler avec les espaces de Hilbert séparables est contenu dans le théorème
suivant.

Théorème 5.5.1 Tous les s.o.n. d’un espace de Hilbert H séparable et de dimension infinie
sont dénombrables.

Preuve. Soit M un s.o.n infini de H. Comme H est séparable, il existe un sous-ensemble E Ď H
dénombrable et dense en H : E “ H.

Grâce à la caractérisation 2. de la densité donnée dans la définition 4.1.4, nous pouvons
garantir que, fixé un élément x PM quelconque et fixé arbitrairement ε ą 0, Dux P E tel que
}x´ ux} ă ε. La preuve sera complète si on démontre que la correspondance définie par la
fonction

ı : M ÝÑ E
x ÞÝÑ ıpxq “ ux

est injective, en fait, si c’est le cas, M est en correspondance bijective avec ıpMq Ď E qui est
une partie infinie d’un ensemble dénombrable, et donc dénombrable elle-même.

Soit alors y PM quelconque mais tel que y ‰ x, et uy P E tel que }x´ uy} ă ε pour tout
ε ą 0 arbitraire mais fixé. Vu que x ‰ y sont deux points distincts arbitrairement choisis
dans M , l’injectivité de ı correspond au fait que ıpxq ‰ ıpyq, i.e. ux ‰ uy. Pour démontrer ça,
observons que, comme x et y appartiennent à un s.o.n, leur distance vaut

?
2 et alors nous

pouvons écrire

?
2 “ }x´ y} “ }x´ ux ` uy ´ y ` ux ´ uy}

ď
inég. triang.

}x´ ux} ` }y ´ uy} ` }ux ´ uy}

ă 2ε` }ux ´ uy},

i.e. }ux ´ uy} ą
?

2 ´ 2ε.
?

2 ´ 2ε ą 0 ðñ ε ă
?

2{2, donc, il suffit de fixer ε Ps0,
?

2{2r,
}ux ´ uy} ą 0 pour avoir ux ‰ uy. 2

Ce théorème explique pourquoi, dans la suite, on utilisera une valeur discrète n P N ou Z
pour indexer les éléments d’un s.o.n. dans un espace de Hilbert séparable.

Convention : dorénavant, un espace de Hilbert H sera toujours implicitement considéré
séparable, sauf si autrement spécifié.

Les deux plus importantes propositions relatives aux s.o.n sont l’inégalité de Bessel et le
théorème de Fischer-Riesz.

5.5.1 L’inégalité de Bessel et les coefficients de Fourier

L’expansion d’un vecteur v P Kn, n ă `8, par rapport à une base orthonormale puiq
n
i“1

s’écrit v “
n
ř

i“1
xv, unyun, où xv, uny sont les composantes de v dans cette base. De plus, ça vaut

l’identité de Plancherel : }v}2 “
n
ř

i“1
|xv, uny|

2. Si on veut qu’un s.o.n d’un espace de Hilbert

167



H de dimension infinie soit l’extension d’une base orthonormale, alors il faut que, pour tout
élément x P H, la suite pxx, unyqnPN soit décroissante vers 0 quand n Ñ `8, sinon la série
ř

nPN
xx, unyun ne pourra pas être convergente ! Le résultat suivant nous assure que ceci est

toujours vrai, ce qui n’est pas toujours garanti est la validité de l’identité de Plancherel. . .

Théorème 5.5.2 (Inégalité de Bessel) Soit punqnPN Ă H un s.o.n dans un espace de
Hilbert H. Alors, @x P H ça vaut :

ÿ

nPN
|xx, uny|

2 ď }x}2, (5.5)

plus précisément, l’écart entre les deux membres de l’inégalité peut être quantifié comme ça :

‖x‖2
´

ÿ

nPN
|xx, uny|

2 “

∥∥∥∥∥x´ ÿ

nPN
xx, unyun

∥∥∥∥∥
2

. (5.6)

Preuve. Si on prouve que l’écart ‖x‖2
´

ř

nPN
|xx, uny|

2 est égal à une norme au carré, qui est

ě 0, l’inégalité de Bessel sera automatiquement démontrée.
Pour simplifier la notation, écrivons λn “ xx, uny ðñ λn “ xun, xy @n P N et considérons

N P N quelconque. Par calcul direct, nous avons :∥∥∥∥∥x´ N
ÿ

n“0

λnun

∥∥∥∥∥
2

“ }x}2 ´ xx,
N
ÿ

n“0

λnuny ´ x
N
ÿ

n“0

λnun, xy `

∥∥∥∥∥ N
ÿ

n“0

λnun

∥∥∥∥∥
2

.

En appliquant la sesquilinéarité aux deux termes intermédiaires, et le théorème de Pythagore
généralisé au dernier terme, nous pouvons réécrire l’égalité ci-avant comme ça :∥∥∥∥∥x´ N

ÿ

n“0

λnun

∥∥∥∥∥
2

“ }x}2 ´
N
ÿ

n“0

λnxx, uny ´
N
ÿ

n“0

λnxun, xy `
N
ÿ

n“0

|λn|
2}un}

2,

mais, grâce aux définitions de λn et λn et au fait que }un}
2 “ 1 pour tout n, la dernière égalité

devient :∥∥∥∥∥x´ N
ÿ

n“0

λnun

∥∥∥∥∥
2

“ }x}2 ´
N
ÿ

n“0

λnλn ´
N
ÿ

n“0

λnλn `
N
ÿ

n“0

|λn|
2 “ }x}2 ´

N
ÿ

n“0

|λn|
2,

i.e.

‖x‖2
´

N
ÿ

n“0

|xx, uny|
2 “

∥∥∥∥∥x´ N
ÿ

n“0

xx, unyun

∥∥∥∥∥
2

.

Comme on n’a pas posé des restrictions sur N P N, cette égalité vaut pour N arbitrairement
grand, i.e.

‖x‖2
´

ÿ

nPN
|xx, uny|

2 “

∥∥∥∥∥x´ ÿ

nPN
xx, unyun

∥∥∥∥∥
2

.

2

Nous allons maintenant généraliser la définition de coefficients de Fourier donnée dans le
chapitre 2.
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Déf. 5.5.3 (Coefficients de Fourier généralisés) Les scalaires xx, uny P K sont dits les
coefficients de Fourier généralisés de x par rapport au s.o.n punqnPN et ils sont écrits comme
ça :

x̂pnq “ xx, uny @n P N.

On peut donc reformuler l’inégalité de Bessel en disant que, pour tout x P H, la suite

x̂ ” px̂nqnPN

appartient à `2pN,Kq et que
}x̂}2 ď }x} @x P H.

Nous observons aussi que, nécessairement, la suite des coefficients de Fourier est une suite
décroissante vers 0. Pour des espaces de Hilbert où x est identifiable avec une fonction,
l’analyse de la vitesse de décroissance des coefficients de Fourier donne des informations très
intéressantes sur la régularité de x.

L’équation (5.6) donne l’estimation de l’écart entre }x}2 et }x̂}2
2 et, réécrite avec la notation

qu’on vient d’introduire, implique immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 5.5.1 Soit H un espace de Hilbert et punqnPN un s.o.n. quelconque de H. Alors :∥∥∥∥∥x´ ÿ

nPN
x̂pnqun

∥∥∥∥∥
2

“ }x}2 ´ }x̂}2
2,

en particulier,
ř

nPN
x̂pnqun converge vers x si et seulement si }x̂}2 “ }x}.

5.5.2 Le théorème de Fischer - Riesz

Le théorème (fondamentale) suivant est souvent appelé théorème de Fischer-Riesz dans la
littérature, par exemple dans le livre classique [7].

Théorème 5.5.3 (Fischer - Riesz) Soit H un espace de Hilbert, punqnPN un s.o.n de H et
pknqnPN une suite de scalaires de K “ R ou C.

1. Alors,
ÿ

nPN
knun converge (en norme } } de H) ðñ

ÿ

nPN
|kn|

2 converge (en K),

i.e.
ř

nPN
knun converge ðñ pknqnPN P `

2pN,Kq.

2. Si
ř

nPN
knun converge vers la somme x, i.e. x “

ř

nPN
knun, alors :

kn “ xx, uny “ x̂pnq

et
}x}2 “

ÿ

nPN
|kn|

2,

i.e. l’inégalité de Bessel devient l’égalité de Plancherel }x}2 “
ř

nPN
|xx, uny|

2 “ }x̂}2
2.
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Preuve.

1. On doit vérifier que l’étude de la convergence de
ř

nPN
knun et de

ř

nPN
|kn|

2 sont équivalents.

Pour cela on utilise le fait que H et K sont complets, donc la condition de Cauchy est nécessaire
et suffisante pour la convergence des suites, en rappelant que la série

ř

nPN
knun est la suite

pSN qNPN “

ˆ

N
ř

n“1
knun

˙

NPN
des sommes partielles.

La condition Cauchy pour SN “
N
ř

n“1
knun est :

@ε ą 0 DKε ą 0 : r ą s ě Kε ùñ }Sr ´ Ss} “

›

›

›

›

›

r
ÿ

n“s`1

knun

›

›

›

›

›

ă ε.

Vu que

›

›

›

›

r
ř

n“s`1
knun

›

›

›

›

ă ε ô

›

›

›

›

r
ř

n“s`1
knun

›

›

›

›

2

ă ε2 ” δ, car l’inégalité concerne deux nombres

réels positifs, on peut re-définir la condition de Cauchy pour pSN qNPN comme ça :

@δ ą 0 DKδ ą 0 : r ą s ě Kδ ùñ

›

›

›

›

›

r
ÿ

n“s`1

knun

›

›

›

›

›

2

ă δ.

Maintenant on utilise l’orthogonalité des un pour développer la norme au carré en utilisant le
théorème de Pythagore généralisé et le fait que }un} “ 1 @n P N :

›

›

›

›

›

r
ÿ

n“s`1

knun

›

›

›

›

›

2

“

r
ÿ

n“s`1

}knun}
2 “

r
ÿ

n“s`1

|kn|
2}un}

2 “

r
ÿ

n“s`1

|kn|
2,

mais alors la condition de Cauchy pour la suite des sommes partielles de la séries
ř

nPN
knun

peut être réécrite comme :

@δ ą 0 DKδ ą 0 : r ą s ě Kδ ùñ
r
ř

n“s`1
|kn|

2 ă δ,

mais celle-ci est la condition de Cauchy pour la suite des sommes partielles de la séries
ř

nPN
|kn|

2,

donc l’étude de la convergence des deux séries est équivalent.

2. Supposons la convergence de la séries
ř

mPN
kmum vers la somme x, alors, par la continuité

du produit scalaire :

xx, uny “ x
ÿ

mPN
kmum, uny “

ÿ

mPN
kmxum, uny “

ÿ

mPN
kmδm,n “ kn,

@n P N, d’où : x “
ř

nPN
xx, unyun “

ř

nPN
x̂pnqun. Le fait que 2. implique que l’inégalité de

Bessel devient l’égalité de Plancherel est une conséquence immédiate du corollaire (5.5.1).
Alternativement, nous pouvons le démontrer avec la continuité de la norme :

}x}2 “ }
ÿ

nPN
xx, unyun}

2 “
ÿ

nPN
|xx, uny|

2}un}
2 “

ÿ

nPN
|xx, uny|

2 “ }x̂}2
2.

2
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Corollaire 5.5.2 Soit H un espace de Hilbert et punqnPN un s.o.n de H. Alors, la série
ř

nPN
x̂pnqun est toujours convergente (par rapport à la norme } } de H).

Preuve. Grâce à l’inégalité de Bessel, px̂pnqqnPN P `
2pN,Kq, i.e.

ř

nPN
|x̂pnq|2 est convergente en

K, mais alors, grâce au théorème de Fischer-Riesz, la série
ř

nPN
x̂pnqun est convergente en H. 2

Exemple remarquable : montrons un cas explicite de série
ř

nPN
x̂pnqun, étant punqnPN un

s.o.n dans un espace de Hilbert H, qui converge vers un élément y P H, y ‰ x.
Prenons : H “ L2r´π, πs, unptq “

1?
π

sinpntq, n P N et t P r´π, πs. On peut vérifier que

punqn P N est un système orthonormal pour H. Soit xptq “ cosptq, alors, par calcul direct :

ÿ

nPN
x̂pnqun “

8
ÿ

n“1

1

π

˜

ż π

´π
cosptq sinpntqdt

¸

sinpntq,

mais
şπ
´π cosptq sinpntqdt “ 0 car c’est l’intégrale sur un domaine symétrique d’une fonction

impaire, donc
ÿ

nPN
x̂pnqun “

8
ÿ

n“1

0 ¨ sinpntq “ 0,

où 0 est la fonction identiquement nulle sur r´π, πs, qui, évidemment, est différente de la
fonction cosptq, donc

ř

nPN
x̂pnqun ‰ x.

5.5.3 Les caractérisations d’une base hilbertienne

L’exemple que l’on vient de voir montre qu’un s.o.n. quelconque dans une espace de Hilbert
H n’est pas suffisant pour garantir la convergence en norme de la série des coefficients de
Fourier de x P H multipliés par les éléments du s.o.n à x lui-même.

On peut se demander d’une manière naturelle s’il existe une condition qui assure la
convergence.

Dans la section 1.5, on a vu que, en dimension finie, cette condition est que le s.o.n. soit une
base orthonormale, i.e. un système maximal de vecteurs unitaires linéairement indépendants et
orthogonaux, où ! maximal " veut dire qu’il n’existe pas un autre vecteur unitaire orthogonale
aux vecteurs de la base considérée.

Cette propriété caractérise les ! bases " aussi dans le cas d’un espace de Hilbert de dimension
infinie, mais dans ce cas on utilise une nomenclature différente.

Déf. 5.5.4 (s.o.n.c) Soit punqnPN Ă H un s.o.n. d’un espace de Hilbert H. Si punqnPN n’est
pas une partie propre d’un autre système orthonormal de H, i.e. s’il n’existe pas un autre
vecteur unitaire orthogonal aux vecteurs punqnPN, alors on l’appelle un système orthonormal
complet (s.o.n.c. dorénavant), ou total, ou base hilbertienne.

Remarquablement, la propriété d’être une base hilbertienne, dans le sens qu’on vient de
définir, est équivalente à 5 autres propriétés, comme on le voit dans le résultas suivant, qui
généralise le théorème 1.8.2 aux espaces de Hilbert de dimension infinie.
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Théorème 5.5.4 Soit punqnPN un système orthonormé d’un espace de Hilbert H. Les affir-
mations suivantes sont équivalentes :

1. punqnPN est une base hilbertienne

2. xx, uny ” x̂pnq “ 0 @n P N ðñ x “ 0H, i.e. 0H est le seul vecteur orthogonal à
tous les vecteurs d’un s.o.n.c. (ou, le seul vecteur x P H qui a coefficients de Fourier
généralisés tous nuls sur un s.o.n.c. de H est le vecteur nul)

3. spanppunqnPNq “ H, i.e. punqnPN génère un sous-espace vectoriel dense en H

4. @x P H :

x “
ÿ

nPN
xx, unyun “

ÿ

nPN
x̂pnqun Expansion en série de Fourier généralisée

5. @x, y P H :

xx, yy “
ÿ

nPN
xx, unyxun, yy “ xx̂, ŷy`2pN,Kq Identité de Parseval

6. @x P H :

‖x‖2
“

ÿ

nPN
|xx, uny|

2 “ }x}2
2 Identité de Plancherel.

Preuve. On procédera de la manière suivante : 1. ñ 2. ñ 3. ñ 4. ñ 5. ñ 6. ñ 1.

p1. ñ 2.q : par l’absurde, si 1. est vrai et 2. non, alors Dx˚ P H, x˚ ‰ 0H tel que :

xx˚, uny “ 0 @n P N, mais alors le vecteur u˚ “
x˚

}x˚}
est un vecteur unitaire et K à tous les

éléments de punqnPN et donc pu˚, punqnPNq serait un s.o.n plus grand que punqnPN, ce qui est
contraire à la totalité de punqnPN.

p2. ñ 3.q : 2. ñ ppunqnPNq
K “ t0Hu ðñ

´

spanppunqnPNq
¯K

“ t0Hu, grâce à la pro-

priété 8. du théorème 5.1.1, si on prend le complément orthogonal aux deux côtés on obtient
´

spanppunqnPNq
¯KK

“ t0Hu
K “ H, mais alors H “

´

spanppunqnPNq
¯KK

“ spanppunqnPNq,

grâce au théorème 5.2.4.

p3. ñ 4.q : considérons x, calculons les produits scalaires avec punqnPN et écrivons la
série

ř

nPN
xx, unyun, qu’on sait être convergente vers un certain y P H, on doit utiliser la

3. pour démontrer que y “ x. La deuxième partie du théorème de Fischer-Riesz assure
que xx, uny “ xy, uny @n P N, i.e. xx ´ y, uny “ 0, @n P N, i.e. x ´ y P ppunqnPNq

K “
´

spanppunqnPNq
¯K

“
p3.q

HK “ t0Hu, i.e. y “ x.
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p4. ñ 5.q : on considère x, y P H quelconques et on écrit leurs séries de Fourier généralisées :
grâce à 4. on a :

x “
ÿ

nPN
xx, unyun y “

ÿ

mPN
xy, umyum

donc
xx, yy “ x

ÿ

nPN
xx, unyun,

ÿ

mPN
xy, umyumy,

Par continuité du produit scalaire et sa linéarité :

xx, yy “
ÿ

nPN
xx, uny xun,

ÿ

mPN
xy, umyumy,

puis, par continuité du produit scalaire et sa sesquilinéairité :

xx, yy “
ÿ

nPN

ÿ

mPN
xx, uny xy, umy xun, umy “

ÿ

nPN

ÿ

mPN
xx, uny xum, yy δn,m,

i.e. :
xx, yy “

ÿ

nPN
xx, uny xun, yy.

p5. ñ 6.q : ça suffit de considérer y “ x en 5. : }x}2 “ xx, xy “
ř

nPN
xx, unyxun, xy “

ř

nPN
xx, unyxx, uny “

ř

nPN
|xx, uny|

2.

p6. ñ 1.q : par l’absurde, si 6. est vraie et 1. non, alors Du˚ P H, }u˚} “ 1 et xu˚, uny “ 0
@n P N, on aurait alors

ř

nPN
|xu˚, uny|

2 “ 0, ce qui est contraire à 6. car elle dit que

ř

nPN
|xu˚, uny|

2 “ }u˚}2 “ 1. 2

Observation importante sur la propriété 4. : l’expansion en série de Fourier généralisée
sur une base hilbertienne est l’extension du théorème de décomposition d’un vecteur sur une
base orthonormale dans un espace Euclidien de dimension finie d, comme le montre le tableau
suivant.

Kd H : Espace de Hilbert

Base orthonormale : puiqi“1,...,d Base hilbertienne : punqnPN

Expansion : @x P Kd x “
d
ř

i“1
xx, uiyui Série de Fourier : @x P H x “

ř

nPN
xx, unyun

Composantes : xx, uiy Coefficients de Fourier : xx, uny

La généralisation de la base canonique de l’espace `2pZN q qu’on a introduit dans la section
2.1 est la base hilbertiennes canonique de H “ `2pZ,Kq donnée par les vecteurs pekqkPZ,
ekpnq “ δk,n @n P Z :

pe1 “ p1, 0, 0, . . .q, e2 “ p0, 1, 0, . . .q, . . .q.

L’orthonormalité est évidente, la complétude descend, par exemple, du fait qu’il est immédiat
de voir que le seul vecteur orthogonal à e1, e2, . . . est le vecteur nul.
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Théorème 5.5.5 Tout espace de Hilbert H admet une base hilbertienne.

Preuve. Notons avec O la collection de toutes les familles orthonormées de H. O est un
ensemble ordonné par inclusion. Si Φ Ă O est linéairement ordonné, alors la réunion de tous
les éléments de Φ est un extrême supérieur. Le lemme de Zorn [11] garantit qu’il existe un
élément maximal en O. 2

Exemple d’un espace de Hilbert non-séparable. Nous rappelons que nous avons impli-
citement assumé que l’espace de Hilbert du théorème 5.5.4 soit séparable, donc, tout espace
de Hilbert qui ne vérifie pas une des propriétés qui caractérisent une base hilbertienne est
non-séparable. Utilisons, en particulier, la propriété 2. du théorème 5.5.4 pour montrer un
exemple d’espace de Hilbert non-séparable. Définissons l’espace suivant :

H “ tf : RÑ K : DEf Ă R, cardpEf q ď ℵ0 : f |Ef P `
2pN,Kq et f |RzEf “ 0RzEf u,

i.e. l’espace constitué par toute fonction f définies sur R à valeur en K, qui s’annule partout
sauf sur un sous-ensemble fini ou dénombrable Ef de R et telle que la suite (finie ou infinie)
f : Ef Ñ K est carré sommable.

H est un espace vectoriel, par rapport aux opérations linéaires définies ponctuellement,
qui peut être muni du produit scalaire suivant :

xf, gy “
ÿ

xPEfXEg

fpxqgpxq f, g P H,

bien défini vu que la somme est, par définition de H, soit une somme finie, soit une série
convergente (évidemment, si K “ R l’opération de conjugaison devient l’identité). Il est simple
de vérifier que H est un espace de Hilbert par rapport à la topologie induite par ce produit
scalaire.

Supposons, par l’absurde, que H est séparable, alors toute base hilbertienne est dénombrable.
Soit alors u ” punqnPN une base hilbertienne de H sous l’hypothèse de séparabilité et soit
U :“

Ť

nPN
Un, où les ensembles Un Ă R @n P N sont tels que un|Un P `

2pN,Kq et un|RzUn “ 0RzUn

Si on montre qu’il existe un élément fu de H qui est orthogonal à tout un et qui n’est pas la
fonction identiquement nulle sur R, alors on montre que la propriété 2. du théorème 5.5.4 ne
vaut pas, cette contradiction implique que H ne peut pas être séparable.

Pour construire un tel élément, observons que U est la réunion d’ensembles dénombrables
ou finis, donc lui aussi est soit dénombrable soit fini. Alors, il suffit de considérer un point
quelconque x̄ P RzU et définir fu : RÑ K comme ça

fupxq “

#

1 si x “ x̄

0 sinon,

pour avoir un élément de H tel que xun, fuy “ 0 @n P N, mais f ‰ 0R.

Le fait que toutes les bases hilbertiennes d’un espace de Hilbert séparable H de dimension
non-finie soient dénombrables ne doit pas faire penser que H lui-même a une dimension
dénombrable en tant qu’espace vectoriel.
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C’est-à-dire, si on oublie que H est un espace de Hilbert et qu’on le traite simplement
comme un espace vectoriel, alors sa dimension est, par définition, le cardinal d’une base au
sens algébrique, i.e. un sous-ensemble B Ă H d’éléments linéairement indépendants de H tel
que tout élément de H peut être obtenu comme combinaison linéaire finie d’éléments de la
base B. En fait, ça vaut le théorème suivant, dont on assume la preuve.

Théorème 5.5.6 Si le cardinal commun des bases hilbertiennes d’un espace de Hilbert H
(séparable ou non) est ℵ0, i.e. dénombrable, alors la dimension de H en tant qu’espace vectoriel
ne peut pas être inférieure à ℵ1, i.e continue.

Comme conséquence du théorème, les espaces de Hilbert séparables ont, au moins, le cardinal
du continu en tant qu’espaces vectoriels, i.e. un système maximal de vecteurs linéairement
indépendants a, au moins, le cardinal du continu ! Demander l’orthonormalité rajoute la
contrainte que la distance entre les éléments de la base doit être

?
2, qui fait descendre le

cardinal au dénombrable.
Néanmoins, il faut souligner encore une fois qu’avec une base hilbertienne on peut recons-

truire tout élément d’un espace de Hilbert via série de Fourier généralisée dans le sens de la
norme hilbertienne, ce qui est bien différent de la possibilité de reconstruire tout élément à
travers d’une combinaison linéaire finie.

Ceci montre que c’est une base hilbertienne l’objet le plus adapté à donner une ! pa-
ramétrisation " d’un espace de Hilbert via les coefficients de Fourier généralisés, et non pas
une base dans le sens des espaces vectoriels.

La raison est qu’une base hilbertienne possède des propriétés qui la rendent compatible
avec la riche structure géométrique de l’espace de Hilbert générée par le produit scalaire, par
contre une base dans le sens vectoriel classique tient en considération seulement sa structure
linéaire.

À cause de cette différence, certains auteurs introduisent la nomenclature suivante.

Déf. 5.5.5 (Dimension orthogonale) Soit H un espace de Hilbert. On appelle dimension
orthogonale de H le cardinal commun de toutes les bases hilbertiennes de H.

Il est clair que la dimension orthogonale cöıncide avec celle ordinaire pour un espace de Hilbert
de dimension finie, mais ceci n’est plus vrai en dimension infinie.

5.5.4 Isomorphismes entre espaces de Hilbert

ll nous reste à discuter une dernière propriété qui montre l’analogie entre espaces de Hilbert
et espaces Euclidiens de dimension finie : l’existence d’un prototype pour ces espaces.

Nous avons vu que la dimension d’un espace vectoriel V de dimension finie d est suffisante
pour le caractériser à un isomorphisme près. En fait, nous savons que, une fois qu’on fixe une
base quelconque de V , la correspondance I : V Ñ Kd qui associe à chaque vecteur v de V ses
composantes (en Kd) par rapport à la base choisie est un isomorphisme. C’est dans ce sens
que Kd est le prototype des espaces vectoriels sur K de dimension d ă `8. Pour les espaces
de Hilbert (séparables) de dimension infinie, le prototype est `2pN,Kq.

Pour rendre rigoureuse cette affirmation, on doit d’abord définir le concept d’isomorphisme
entre espaces de Hilbert. La présence du produit scalaire implique une modification dans la
définition canonique d’isomorphisme entre espaces vectoriels.
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Déf. 5.5.6 (Isomorphisme entre espaces de Hilbert) Soient H et H1 deux espaces de
Hilbert sur le même corps K. La transformation U : HÑ H1 est un isomorphisme d’espaces
de Hilbert si :

1. U est linéaire

2. U est bijective

3. U préserve le produit scalaire, i.e.

xUpxq, UpyqyH1 “ xx, yyH @x, y P H.

La requête 3. implique (dans le cas particulier x “ y) que U préserve les normes, i.e.

}Upxq}H1 “ }x}H @x P H.

Ceci implique aussi :

}Upxq ´ Upyq}H1 “ }Upx´ yq}H1 “ }x´ y}H @x, y P H,

i.e. U préserve les distances, on dit dans ce cas que U est une isométrie.

Nous observons que la propriété de préservation de la norme implique que }Upxq}H1 “
0 ðñ }x}H “ 0, mais alors, grâce à la définie positivité de la norme, ceci est équivalent à
Upxq “ 0H1 ðñ x “ 0H, i.e. kerpUq “ t0Hu et donc U est injective.

Nous pourrions alors redéfinir un isomorphisme U entre espaces de Hilbert comme une
transformation linéaire, qui préserve le produit scalaire (donc injective) et surjective. En réalité,
demander la linéarité serait redondant, comme montré par le résultat suivant.

Théorème 5.5.7 Soient V, V 1 deux espaces vectoriels, de dimension finie ou infinie, sur le
même corps K avec produit scalaire. Si la transformation U : V Ñ V 1 est surjective et préserve
le produit scalaire, alors elle est linéaire.

Preuve. @x, y, z P V et @α, β P K :

0 “ x0, zy “ xαx` βy ´ αx´ βy, zy “ xαx` βy, zy ´ αxx, zy ´ βxy, zy

“
pU preserve x yq

xUpαx` βyq, Upzqy ´ αxUpxq, Upzqy ´ βxUpyq, Upzqy

“
plinéarité x yq

xUpαx` βyq ´ αUpxq ´ βUpyq, Upzqy.

Comme U est surjective par hypothèse, si on laisse varier z P V , Upzq représente tout élément
de V 1, donc, Upαx ` βyq ´ αUpxq ´ βUpyq est orthogonal à tous les éléments de V 1, i.e.
Upαx` βyq ´ αUpxq ´ βUpyq “ 0H1 , d’où :

Upαx` βyq “ αUpxq ` βUpyq @x, y P V, @α, β P K,

U est linéaire. 2

La définition d’isomorphisme entre espaces de Hilbert peut être reformulée comme ci-
dessous.
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Déf. 5.5.7 (Définition alternative d’isomorphisme entre espaces de Hilbert) Soient
H et H1 deux espaces de Hilbert sur le même corps K. La transformation U : HÑ H1 est un
isomorphisme d’espaces de Hilbert si :

1. U est surjective

2. U préserve le produit scalaire.

Être isomorphe est une relation d’équivalence dans l’ensemble des espaces de Hilbert sur le
même corps K, en particulier ça vaut le théorème suivant (dont on assumera la preuve).

Théorème 5.5.8 H,H1 : espaces de Hilbert sur le même corps K. H est isomorphe à H1 si
et seulement si la dimension orthogonale de H est la même de H1.

5.5.5 `2pN,Kq comme prototype des espaces de Hilbert séparables de di-
mension infinie

Lemme 5.5.1 Soit punqnPN une base hilbertienne de H, alors, pour toute suite pknqnPN de
`2pN,Kq il existe x P H tel que : pknqnPN “ pxx, unyqnPN.

Preuve. Pour tout x P H, pknqnPN “ pxx, unyqnPN appartient à `2pN,Kq grâce à l’inégalité de
Bessel. Inversement, si pknqnPN P `

2pN,Kq, alors, grâce à 1. du théorème de Fischer-Riesz,
ř

nPN
knun converge, mais comme punqnPN est une base hilbertienne de H, la convergence est

vers x, et alors la 2. du théorème de Fischer-Riesz garantit que pknqnPN “ pxx, unyqnPN. 2

Théorème 5.5.9 Si l’espace de Hilbert H a dimension orthogonale dénombrable ℵ0, alors H
est isomorphe à `2pN,Kq.

Preuve. Soit punqnPN une base hilbertienne dénombrable de H. Considérons l’application :

U : H ÝÑ `2pN,Kq
x ÞÝÑ Upxq “ pxx, unyqnPN.

U est surjective grâce au Lemme 5.5.1. U préserve le produit scalaire grâce à l’identité de
Parseval, en fait :

@x, y P H : xx, yyH “
ÿ

nPN
xx, uny xun, yy “

ÿ

nPN
xx, uny xy, uny ” xUpxq, Upyqy`2pN,Kq.

2

5.6 La base hilbertienne de Fourier en L2

L’exemple le plus connu, et le plus important dans les applications, de base hilbertienne
est la base de Fourier, qu’on va définir ci-dessous dans le cadre de l’espace de Hilbert L2 avec
des choix différents du domaine des fonctions carrés intégrables.
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5.6.1 L2r´π, πs ou L2r0, 2πs

Commençons avec H “ L2r´π, πs ou L2r0, 2πs et K “ C, alors :

unpxq “
1
?

2π
einx, n P Z,

est un s.o.n.c dit la base hilbertienne de Fourier de L2r´π, πs ou L2r0, 2πs. À noter que ce
s.o.n.c. complète le s.o.n. 1?

π
sinpnxq, n P N qu’on avait utilisé pour démontrer que, pour les

s.o.n., la convergence de la série de Fourier généralisée (en norme hilbertienne) vers l’élément
qui définit les coefficients de Fourier généralisés n’est pas assuré.

L’orthonormalité est simple à prouver, en fait (considérons L2r´π, πs, pour L2r0, 2πs la
preuve est la même) :

xun, umy “

ż π

´π
unpxqumpxqdx “

1

2π

ż π

´π
einxe´imxdx “

1

2π

ż π

´π
eipn´mqxdx.

— Si n “ m, alors eipn´mqx “ e0 “ 1 et donc xun, uny “ }un}
2 “ 1 ;

— Si n ‰ m, alors, en écrivant y “ ipn´mq, on peut réécrire le produit scalaire comme
ceci :

xun, umy “
1

2π

ż π

´π
eyxdx “

1

2πy
reyxsx“πx“´π “

1

2πipn´mq
reipn´mqπ ´ eipm´nqπs “ 0.

En résumé, xun, umy “ δn,m, ce qui prouve l’orthonormalité. La preuve que le système soit
complet est beaucoup plus compliquée et on l’assumera.

L’expansion en série de Fourier ici s’écrit :

@f P L2r´π, πs : f “
ÿ

nPZ
xf, unyun,

où :

xf, uny ” f̂pnq “
1
?

2π

ż π

´π
fpxqe´inxdx,

est l’n-ième coefficient de Fourier de f . On souligne que la convergence de la série doit être
interprétée comme ça :

ż π

´π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´
N
ÿ

n“´N

f̂pnqunpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dx Ñ
NÑ`8

0.

Déf. 5.6.1 Soit H “ L2r´π, πs ou L2r0, 2πs. L’application :

F ” ˆ : H ÝÑ `2pZ,Cq
f ÞÝÑ pf̂pnqqnPZ.

est dite transformée de Fourier sur H “ L2r´π, πs ou L2r0, 2πs.

On observe que F cöıncide avec la transformation qui implémente l’isomorphisme entre
L2r´π, πs et son prototype `2pZ,Cq !
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La base hilbertienne de Fourier de L2pr´π, πsq et L2pr0, 2πsq peut être écrite en termes de
fonctions réelles :

$

’

’

&

’

’

%

u0 ”
1?
2π

cosnpxq ”
1?
π

cospnxq, n P N
sinnpxq ”

1?
π

sinpnxq, n P N,

il faut observer que l’exponentiel complexe avec paramètre n P Z est remplacé par deux
suites réelles avec paramètre n P N ce qui n’est pas surprenant grâce à la formule de Euler
eiϑ “ cosϑ` i sinϑ.

Cette base a l’avantage de ne pas présenter l’unité imaginaire et, en plus, le développement
en série de Fourier d’une fonction :

— paire est fait avec u0 et cosn

— impaire est fait avec sinn,

en fait, supposons f paire, alors f̂pnq “ 1?
π

şπ
´π fpxq sinpnxqdx “ 0 @n, car fpxq sinpnxq est

impaire et r´π, πs est un domaine symétrique. Une considération analogue vaut dans le cas de
f impaire.

5.6.2 L2pTq

Le choix de considérer l’intervalle r´π, πs ou r0, 2πs a été motivé seulement par le fait qu’il
est très simple de démontrer l’orthonormalité du système p 1?

2π
einxqnPZ. Néanmoins, toutes les

propriétés qu’on a énoncées pour ce système de fonctions restent valides si on change r´π, πs
ou r0, 2πs avec n’importe quel intervalle de taille 2π.

De plus, les propriétés restent valides si on considère des fonctions définies sur tout
l’intervalle réel, i.e. f : RÑ C, mais 2π-périodiques. Pour formaliser cela, allons à définir un
espace de Hilbert très utile :

L2pTq “
"

f : RÑ C , f mesurable , fpx` 2πq “ fpxq ,

ż 2π

0
|fpxq|2 dx ă `8

*

{ „

où, comme d’habitude, f „ g si f “ g p.p. Par périodicité, l’intégration peut être faite sur
n’importe quel intervalle de taille 2π.

Le symbole T représente le tore 1D, qui peut être identifié avec la circonférence unitaire.
Toute fonction f : RÑ C 2π-périodique peut être identifiée avec une fonction définie sur T
grâce au diagramme suivant :

R f //

p

��

C

T
rf

??

p : R ÝÑ T
x ÞÝÑ pcosx, sinxq,

f : RÑ C 2π-périodique, f̃ : TÑ C, f̃pppxqq “ fpxq.
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L2pTq est isomorphe à L2r0, 2πs ou L2r´π, πs via l’application qui réalise la restriction de
f P L2pTq, f : RÑ C, à l’intervalle r0, 2πs ou r´π, πs (ou n’importe quel intervalle de taille
2π) :

I : L2pTq ÝÑ L2r0, 2πs
f ÞÝÑ If “ f |r0,2πs ou f |r´π,πs .

grâce à I on peut transporter le s.o.n.c. de Fourier de L2r0, 2πs ou de L2r´π, πs sur L2pTq :

ˆ

1
?

2π
einx

˙

nPZ
: base hilbertienne pour L2pTq,

et étendre la définition de la transformée de Fourier sur L2pTq.

Déf. 5.6.2 La transformation :

F ” ˆ : L2pTq ÝÑ `2pZ,Cq
f ÞÝÑ Ff “ rf,

Ffpnq “ f̂pnq “ pxf, unyqnPZ “ p
1?
2π

ş2π
0 fpxqe´inx dxqnPZ. est dite transformée de Fourier sur

L2pTq.

On sait que cette transformation est un isomorphisme entre espaces de Hilbert et que :
|| pf ||`2pZ,Cq “

ř

nPZ
|xf, uny|

2 “ ||f ||L2pTq.

5.6.3 L2ra, bs

Si au lieu d’une fonction 2π-périodique on doit gérer une fonction f P L2ra, bs, a, b P R,
a ă b, alors il faut changer le s.o.n.c de Fourier pour avoir des fonctions pb´ aq-périodiques.
L’astuce consiste tout simplement en multiplier la variable de f par une quantité opportune,
la pulsation, qui rend f une fonction pb´ aq-périodique. On définit :

— T “ b´ a : période
— ν “ 1

T : fréquence
— ω “ 2πν “ 2π

T : pulsation

et on observe que

eiωnpx`T q “ cosrωnpx` T qs ` i sinrωnpx` T qs “ cosrωnx` ωnT s ` i sinrωnx` ωnT s

“ cos

„

ωnx`
2π

T
nT



` i sinrωnx`
2π

T
nT s “ cosrωnx` 2πns ` i sinrωnx` 2πns

“ cospωnxq ` i sinpωnxq “ eiωnx,

donc x ÞÑ eiωnx est une fonction T -périodique. Grâce à ces considérations, on peut démontrer
qu’un s.o.n.c de L2ra, bs est donné par l’ensemble de fonctions :

un : ra, bs ÝÑ C
x ÞÝÑ unpxq “

1?
b´a

e2πnix´a
b´a , n P Z.
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dans le cas complexe, et :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

u0 “
1?
b´a

cosnpxq ”
b

2
b´a cos

´

2πnx´ab´a

¯

, n P N

sinnpxq ”
b

2
b´a sin

´

2πnx´ab´a

¯

, n P N,

dans le cas réel.
Dans le cas particulier de l’espace de Hilbert L2r`, `s, on peut écrire les bases hilbertiennes

de Fourier comme ceci :

unpxq “
1
?

2`
eπin

x
` , n P Z

dans le cas complexe, et :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

u0 “
1?
2`

cosnpxq ”
b

1
` cos

`

πnx`
˘

, n P N

sinnpxq ”
b

1
` sin

`

πnx`
˘

, n P N,

dans le cas réel.

5.6.4 Série de Fourier réelle

Si on utilise la base hilbertienne réelle de L2pTq, i.e.

$

’

’

&

’

’

%

u0 ”
1?
2π

cosnpxq ”
1?
π

cospnxq, n P N
sinnpxq ”

1?
π

sinpnxq, n P N,

alors l’expansion en série de Fourier réelle pour tout élément f P L2pTq est la suivante :

fptq “
L2pTq

a0

2
`

`8
ÿ

n“1

an cospntq `
`8
ÿ

n“1

bn sinpntq ,

avec

a0 “
1

π

ż

T
fptqdt ùñ

a0

2
“

1

2π

ż

T
fptqdt “ xfyT (moyenne de f)

an “
1

π

ż

T
fptq cospntqdt @n “ 1, 2, . . .

bn “
1

π

ż

T
fptq sinpntqdt @n “ 1, 2, . . .

Les coefficients a0, an, bn, n “ 1, 2, . . . sont dits coefficients de Fourier réels de f .
L’égalité doit bien sûr être interprétée dans le sens de L2pTq, i.e.

ż

T

«

fptq ´

˜

a0

2
`

N
ÿ

n“1

an cospntq `
N
ÿ

n“1

bn sinpntq

¸ff2

dt ÝÑ
NÑ`8

0,
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l’expression

SN ptq “
a0

2
`

N
ÿ

n“1

an cospntq `
N
ÿ

n“1

bn sinpntq

est dite polynôme trigonométrique d’ordre N . SN est une fonction 2π-périodique, comme
les éléments de L2pTq.

Pour comprendre la présence de la constante 1
π dans les coefficients de Fourier réels on va

considérer, par exemple, l’expansion de f par rapport au système de cosinus :

`8
ÿ

n“1

xf,
1
?
π

cospntqy
1
?
π

cospntq “
`8
ÿ

n“1

ˆ

1

π

ż

T
fptq cospntqdt

˙

cospntq,

la même considération vaut pour le système de sinus et pour la constante.
La constante 1

π est incorporée dans la définition des coefficients de Fourier pour permettre
d’identifier a0

2 avec la moyenne de f et donc pour pouvoir interpréter la série de Fourier réelle
comme la superposition entre la moyenne de f et des combinaisons d’ondes harmoniques avec
fréquence croissante, en particulier :

— t ÞÑ a1 cosptq ` b1 sinptq est dite harmonique fondamentale ;

— t ÞÑ an cospntq ` bn sinpntq est dite harmonique d’ordre n.

Un diapason peut émettre un son ! pur ", i.e. constitué par la seule harmonique fondamentale,
par contre la grande majorité des instruments musicaux produit des sons qui peuvent être
décrits par une série de Fourier, i.e. une superposition d’harmoniques avec fréquences multiples
d’une fréquente fondamentale.
Grâce au théorème de la projection orthogonale et à l’identité de Plancherel on peut dire
que l’erreur quadratique moyenne (i.e. la norme L2) entre f et le polynôme trigonométrique
d’ordre N est :

EN “

ż

T
rfptq ´ SN ptqs

2 dt “

ż

T
fptq2dt´ π

«

a0

2
`

N
ÿ

n“1

`

a2
n ` b

2
n

˘

ff

,

comme EN ÝÑ
NÑ`8

0, ça vaut que :

ż

T
fptq2dt “ π

«

a0

2
`

`8
ÿ

n“1

`

a2
n ` b

2
n

˘

ff

,

qui est une identité entre une intégrale et une série numérique très utile pour déterminer l’une
grâce au calcul de l’autre.

Si on considère L2ra, bs et on écrit T “ b ´ a, et ω “ 2π
T , alors on sait que sa base

hilbertienne de Fourier réelle est :
#

1
?
T
,

c

2

T
cospωntq,

c

2

T
sinpωntq, n “ 1, 2, 3, . . .

+

,

par rapport à cette base hilbertienne, l’expansion en série de Fourier de f P L2pra, bsq, f
(T -périodique) est :

fptq “
L2ra,bs

a0

2
`

`8
ÿ

n“1

an cospωntq `
`8
ÿ

n“1

bn sinpωntq,
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avec :
a0

2
“

1

T

ż b

a
fptqdt “ xfyra,bs (moyenne de f)

an “
2

T

ż b

a
fptq cospωntqdt, bn “

2

T

ż b

a
fptq sinpωntqdt @n “ 1, 2, . . .

Les polynômes de Fourier dans ce cas sont des fonctions T -périodiques.

Exercice 5.2

La famille pek : r´π, πs Ñ CqkPZ des exponentiels non-normalisés
`

ekptq :“ eikt
˘

kPZ est
une base hilbertienne de L2r´π, πs si on muni cet espace du produit scalaire défini par
xf, gy0 “

1
2π

şπ
´π fpxqgpxqdx.

1. Écrire la série de Fourier associée à la fonction φ : r´π, πs Ñ C, t ÞÑ cosp3tq ´ sinp5tq.

2. Soit N˚ “ Nzt0u. Soit pψk : RÑ RqkPN˚ la famille définie par : ψkptq “ sinpktq.

(a) Soit f P L2r0, πs telle que
şπ
0 fptqψkptqdt “ 0 @k P N˚ et soit

gptq “

#

fptq si 0 ď t ă π

´fp´tq si ´ π ă t ă 0.

Montrer que
şπ
´π gptqe

´iktdt “ 0 @k P N˚.
(b) Montrer que pψkqkPN˚ est un système complet de L2r0, πs muni du produit scalaire

xf, gy “
şπ
0 fpxqgpxqdx, i.e. une famille, non-orthogonale, d’éléments de L2r0, πs telle

que

spanppψkqkPN˚q “ L2r0, πs ô pspanppψkqkPN˚qq
K “ t0L2r0,πsu

ô xf, ψky “ 0 @f P L2r0, 2πs,@k P N˚ ñ f ” 0L2r0,πs.

3. Construire une base hilbertienne de L2r0, πs à partir de la famille pψkqkPN˚ .

4. Utiliser le résultat obtenu au point précédent pour déterminer une suite de coefficients

réels pakqkPN˚ telle que
`8
ř

k“1

akψk “ 1 (égalité dans le sens de L2r0, πs).

5. En utilisant l’identité de Plancherel, montrer la validité de la formule suivante :

`8
ÿ

k“0

1

p2k ` 1q2
“
π2

8
.

Solution de l’exercice 5.2

1. Nous allons réécrire φ comme ça :

φpxq “
1

2
pe3it ` e´3itq ´

1

2i
pe5it ` e´5itq,

i.e. φ “ 1
2pe3 ` e´3q ´

1
2ipe5 ´ e´5q, où l’égalité est dans le sens de L2r´π, πs, est la

série de Fourier de la fonction φ par l’unicité de la décomposition.
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2. Étudions les deux points séparément.

(a) Par calcul direct :

ż π

´π
gptqe´iktdt “

ż 0

´π
´fp´tqe´iktdt`

ż π

0
fptqe´iktdt,

si on change la variable dans la première intégrale s “ ´t, ds “ ´dt, on obtient
ş0
´π ´fp´tqe

´iktdt “
ş0
π fpsqe

iksds “
şπ
0 ´fpsqe

iksds “
şπ
0 ´fptqe

iktdt et alors

ż π

´π
gptqe´iktdt “

ż π

0
´fptqeiktdt`

ż π

0
fptqe´iktdt “

ż π

0
fptqpe´ikt ´ eiktqdt,

grâce à la formule de Euler pour le sinus, nous avons :

ż π

´π
gptqe´iktdt “ ´2i

ż π

0
fptq sinpktqdt “ ´2i

ż π

0
fptqψkptqdt “ 0

par définition des fonctions ψk.

(b) D’après le point précédent, xg, eky “
1

2π

şπ
´π gptqe

´iktdt “ 0 @k P N˚, allons vérifier
que ça vaut aussi pour k “ 0 et pour k P ´N˚, ou ´k P N˚ :

xg, e0y “ xg, e0y “
1

2π

ż 0

´π
pcosp´3tq ´ sinp´5tqqdt “

1

2π

ż 0

´π
pcosp3tq ` sinp5tqqdt

“
1

2π

˜

sinp3tq

3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

´π

´
cosp5tq

3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

´π

¸

“ 0,

xg, e´ky “
1

2π

ż 0

´π
pcosp3tq ` sinp5tqqe´iktdt`

1

2π

ż π

0
pcosp3tq ´ sinp5tqqe´iktdt

“
1

2π

ż 0

´π
pcosp3tq ` sinp5tqqeiktdt`

1

2π

ż π

0
pcosp3tq ´ sinp5tqqeiktdt

“
1

2π

ż 0

π
´pcosp3sq ´ sinp5sqqe´iksds`

1

2π

ż ´π

0
´pcosp3sq ` sinp5sqqe´iksds

“
1

2π

ż π

0
pcosp3tq ´ sinp5tqqe´iktdt`

1

2π

ż 0

´π
pcosp3tq ` sinp5tqqe´iktdt

” xg, eky “ 0 @k P N˚,

donc, xg, eky “ 0 @k P Z et, comme pekqkPZ est une base hilbertienne de L2r´π, πs,
g “ 0L2r´π,πs. Mais, par sa définition, g “ 0L2r´π,πs si et seulement si f “ 0L2r0,πs,
i.e. ce que l’on devait vérifier pour prouver que pψkqkPN˚ est un système complet de
L2r0, πs.

3. Le fait que pψkqkPN˚ est un système complet de L2r0, πs nous permet de trouver
une base hilbertienne du même espace tout simplement en examinant les propriétés
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d’orthonormalité de ce système. Pour tout n,m P N˚ :

xψn, ψmy “

ż π

0
sinpntq sinpmtqdt pt ÞÑ sinpntq sinpmtq est paireq

“
1

2

ż π

´π
sinpntq sinpmtqdt

“
1

2

ż π

´π

eint ´ e´int

2i

eimt ´ e´imt

2i
dt

“ ´
1

8

ż π

´π
peint ´ e´intqpeimt ´ e´imtqdt

“ ´
1

8

ż π

´π
peint ´ e´intqpe´imt ´ eimtqdt

“ ´
2π

8
xen ´ e´n, e´m ´ emy0

“ ´
π

4
pxen, e´my0 ´ xen, emy0 ´ xe´n, e´my0 ` xe´n, emy0q

“

#

0 si n ‰ m

´π
4 p´1´ 1q “ π

2 si n “ m,

donc }ψn} “
a

π
2 @n P N

˚ et alors
´
b

2
πψn

¯

nPN˚
est une base hilbertienne de L2r0, πs.

4. Nous allons interpréter 1 comme la fonction constante 1 P L2r0, πs, 1ptq “ 1 @t P r0, πs

et nous allons la décomposer sur la base hilbertienne
´
b

2
πψn

¯

nPN˚
de L2r0, πs que l’on

vient de déterminer :

1 “
`8
ÿ

k“1

x1,

c

2

π
ψky

c

2

π
ψk “

`8
ÿ

k“1

x1,
2

π
ψkyψk,

ce qui montre que 1 “
`8
ř

k“1

ak ψk, avec

ak “ x1,
2

π
ψky “

2

π

ż π

0
sinpktqdt “

2

πk
r´ cospktqsπ0 “

2

πk

”

1´ p´1qk
ı

,

i.e. la suite cherchée est : ak “

#

0 k pair
4
πk k impair

.

5. L’identité de Plancherel pour 1 donne :

}1}2 “
`8
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1,

c

2

π
ψky

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

,

mais }1}2 “
şπ
0 1dt “ π et x1,

b

2
πψky “

a

π
2ak, d’où

π “
`8
ÿ

k“0

π

2
|a2k`1|

2 “

`8
ÿ

k“0

π

2

ˆ

4

π

˙2 1

p2k ` 1q2
ðñ

`8
ÿ

k“0

1

p2k ` 1q2
“
π2

8
.

2
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5.6.5 Convergence ponctuelle de la série de Fourier réelle : le théorème de
Dirichlet

La communauté mathématique a initialement été très sceptique vis-à-vis de la série de Fou-
rier : il était considéré absurde qu’une série dont les termes sont des fonctions trigonométriques,
et donc infiniment dérivables, pouvait approcher des fonctions non dérivables ou, pire encore,
non continues. De plus, Fourier n’a pas pu prouver des résultats de convergence pour sa série.

En fait, les résultats de convergence en norme qu’on a discuté dans les sections antécédentes
sont venu après et, en tout cas, ils ne sont pas suffisantes pour garantir la convergence ponctuelle
de la série. Les premières conditions de ce type ont été découvertes par le mathématicien
allemand Dirichlet 6 (Düren 1805 ´ Göttingen 1859) en 1829. La démonstration constructive
de Dirichlet a une grande importance dans l’analyse de Fourier, le lecteur intéressé peut
consulter [14].

Ici nous nous limitons à citer d’une manière rigoureuse le théorème de Dirichlet. Pour cela,
on va introduire une notation et deux définitions. La notation est la suivante : si t0 est un
point de discontinuité d’une fonction f réelle de variable réelle, alors on écrit les limites à
droite et à gauche comme ceci :

fpt`0 q “ lim
tÑt`0

fptq, fpt´0 q “ lim
tÑt´0

fptq.

Déf. 5.6.3 (Fonction de Dirichlet) Soit f : R Ñ R. On dit que f est une fonction de
Dirichlet si elle vérifie les trois conditions suivantes :

1. f est T -périodique, T P R` ;

2. f est continue par morceaux, i.e. il existe seulement un nombre fini de points dans
lesquels f n’est pas continue ;

3. Pour tout t0 P R,

fpt0q “
fpt`0 q ` fpt

´
0 q

2
, (5.7)

i.e. en tout point t0 P R, la valeur de f en t0 est la moyenne de la limite à droite et de
la limite à gauche de f en t0.

La condition (5.7) dit que la valeur en t0 est la moyenne de la limite à droite et de la limite à
gauche de f en t0. Cette condition est trivialement vérifiée en tout point où f est continue.
C’est seulement aux éventuels points de discontinuité de f que cette condition est non triviale.

Déf. 5.6.4 (Dérivée généralisée) Soit f une fonction de Dirichlet et t0 P R. On dit que f
possède une dérivée généralisée à droite en t0 s’il existe (finie) la limite :

lim
hÑ0`

fpt0 ` hq ´ fpt
`
0 q

h
,

de la même manière, on dit que f possède une dérivée généralisée à gauche en t0 si’il existe
(finie) la limite :

lim
hÑ0´

fpt0 ` hq ´ fpt
´
0 q

h
.

6. C’est dans l’effort de démontrer la convergence ponctuelle de la série de Fourier que Dirichlet a donné la
définition ! moderne " de fonction comme correspondance univoque entre deux ensembles.
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On peut finalement énoncer le théorème de Dirichlet.

Théorème 5.6.1 (Théorème de Dirichlet (1829)) Soit f une fonction de Dirichlet et
t0 P R. Si la fonction f possède des dérivées généralisées à droite et à gauche au point t0,
alors la série de Fourier réelle évaluée en t0 converge vers fpt0q.

Les conditions du théorème sont dites ! conditions de Dirichlet " et sont seulement suffisantes
mais pas nécessaires pour la convergence ponctuelle de la série de Fourier réelle. Trouver
des conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence ponctuelle de la série de Fourier
reste un problème toujours ouvert. Néanmoins, heureusement, les conditions de Dirichlet sont
vérifiées par la grande majorité des fonctions qu’on rencontre dans les applications pratiques.

Il faut souligner que, si on élimine la requête (5.7), alors la série de Fourier converge vers

fpt0q “
fpt`0 q`fpt

´
0 q

2 .
Une observation finale relativement aux possibles conséquences du manque de continuité

de f : le grand mathématicien russe Kolmogorov (Tambov 1903 ´ Moscow 1987) a construit
en 1923 une fonction avec de discontinuités pathologiques qui font que sa série de Fourier est
divergente en chaque point !

5.6.6 Le phénomène de Gibbs et les sommes de Cesàro

L’énoncé du théorème de Dirichlet ne doit pas faire penser que le comportement de la série
de Fourier dans un voisinage d’une discontinuité d’une fonction soit ! régulière ". En fait, à
chaque fois qu’on approche la discontinuité d’une fonction, des oscillations, dite de Gibbs,
apparaissent. Même en augmentant la quantité de coefficients de Fourier les oscillations restent.
Si une fonction f est de Dirichlet, alors les oscillations à gauche et à droite de la discontinuité
se compensent et leur moyenne cöıncide avec la valeur de f dans la discontinuité.

On peut démontrer que l’écart entre la valeur de la fonction f et la valeur du polynôme
trigonométrique SN dans un voisinage proche comme l’on veut d’une discontinuité reste
proche du 18% même quand N Ñ `8. L’étude du phénomène de Gibbs a des subtilités
mathématiques non-triviales et il est hors du but de ce cours. Pour connâıtre les détails du
phénomène de Gibbs un excellente référence est [14].

Nous nous limitons à montrer, dans la figure 5.2, l’effet de Gibbs pour la fonction créneau.
Il y a la possibilité d’éliminer les oscillations de Gibbs si on considère, au lieu de la somme

usuelle, une sommation dite de Cesàro (Naples, 1859 ´ Torre Annunziata, 1906), dans laquelle
on opère de moyennes des sommes partielles qui ‘lissent’ les oscillations de Gibbs.

5.6.7 La vitesse de convergence à 0 des coefficients de Fourier

On commence avec un résultat général.

Lemme 5.6.1 (Riemann-Lebesgue) Soit f P L1ra, bs, alors :

lim
nÑ`8

ż b

a
fptq cospntqdt “ lim

nÑ`8

ż b

a
fptq sinpntqdt “ lim

nÑ`8

ż b

a
fptqeintdt “ 0.

L’interprétation géométrique du lemme de Riemann-Lebesgue est que la fonction fptq cospntq
ou fptq sinpntq oscille avec une fréquence tellement élevée, quand n Ñ `8, que les valeurs
autour de la moyenne se compensent et donc l’intégrale converge vers 0.
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Figure 5.2 – Le phénomène de Gibbs pour la fonction créneau (courtoisie de Eric Luçon).

Un corollaire immédiat du lemme est que les coefficients de Fourier de la série de
Fourier d’une fonction f P L1ra, bs (et pb´ aq-périodique, bien sûr), décroissent vers 0
quand nÑ `8.

Le théorème suivant montre que la régularité de f a un impact important sur la vitesse de
décroissance des coefficients de Fourier.

Théorème 5.6.2 Soit f : RÑ R une fonction :
— de classe Cppra, bsq, i.e. f dérivable p fois sur ra, bs avec p dérivées continues ;
— pb´ aq-périodique ;
— qui possède des dérivées généralisées égales dans les extrêmes de l’intervalle ra, bs.

Alors, les coefficients de Fourier de f , an, bn, n “ 1, 2, . . . vérifient :

an, bn “ o

ˆ

1

np

˙

,

i.e., ils décroissent vers 0 plus rapidement que 1
np .
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Ce résultat est très important car nous dit que si f est ! bien lisse ", alors on peut l’approximer
avec précision même en considérant très peu de coefficients de sa série de Fourier.

Par contre, si f n’est pas trop lisse, alors la convergence vers 0 des coefficients de Fourier
de f est lente et il faut considérer une grande quantité de coefficients de Fourier pour avoir
une bonne approximation de f .

Le vice-versa est vrai aussi sous des hypothèses opportunes qu’on n’a pas le temps de
discuter. Le concept le plus important à retenir c’est que plus la convergence vers 0 des
coefficients de Fourier d’une fonction est rapide, plus la fonction est lisse.

Preuve.

On considère seulement les coefficients an, la preuve est identique pour les coefficients bn. De
plus, par simplicité, on développe la preuve dans le cas b “ π, a “ ´π, car on peut toujours se
ramener à ce cas avec la transformation linéaire de variable suivante :

sptq “
b` a

2
`
b´ a

2π
t ,

en fait spπq “ b et sp´πq “ a.
Avec cette convention, on intègre par parties l’expression des an, n “ 0, 1, 2, . . ., avec

u “ fptq et dv “ cospωntqdt, donc du “ f 1ptqdt et v “ 1
ωn sinpωntq.

On obtient :

an “
1

πn
rfptq sinpntqsπ´π ´

1

πn

ż π

´π
f 1ptq sinpntqdt “

1

πn

ż π

´π
f 1ptq cos

´π

2
` nt

¯

dt,

car sinpnπq “ sinp´nπq “ 0 et cos
`

π
2 ` α

˘

“ ´ sinpαq @α P R.
En procédant encore une fois à l’intégration par parties on obtient :

an “
1

πn

"

1

n

”

f 1ptq sin
´π

2
` nt

¯ıπ

´π
´

1

n

ż π

´π
f2ptq sin

´π

2
` nt

¯

dt

*

,

mais le premier terme dans les accolades est nul car, par hypothèse, f 1p´πq “ f 1pπq, donc

”

f 1ptq sin
´π

2
` nt

¯ıπ

´π
“ f 1pπq sin

´π

2
` nπ

¯

´ f 1p´πq sin
´π

2
´ nπ

¯

“ f 1pπq
”

sin
´π

2
` nπ

¯

´ sin
´π

2
´ nπ

¯ı

“ f 1pπq
”

sin
´π

2
` nπ

¯

´ sin
´π

2
´ n` 2nπ

¯ı

“ f 1pπq
”

sin
´π

2
` nπ

¯

´ sin
´π

2
` nπ

¯ı

“ 0.

Par ailleurs, on peut réécrire le deuxième terme dans les accolades comme ceci :

´
1

n

ż π

´π
f2ptq sin

´π

2
` nt

¯

dt “
1

n

ż π

´π
f2ptq cos

´π

2
`
π

2
` nt

¯

dt “
1

n

ż π

´π
f2ptq cos

´π

2
¨ 2` nt

¯

dt,

or,

an “
1

πn2

ż π

´π
f2ptq cos

´π

2
¨ 2` nt

¯

dt.
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En résumé, une intégration par parties de an amène à l’expression

an “
1

πn

ż π

´π
f 1ptq cos

´π

2
` nt

¯

dt,

deux intégrations par parties de an amènent à l’expression

an “
1

πn2

ż π

´π
f2ptq cos

´π

2
¨ 2` nt

¯

dt,

si on intègre de an p fois par parties, on arrive à l’expression

an “
1

πnp

ż π

´π
f ppqptq cos

´π

2
¨ p` nt

¯

dt.

D’une façon analogue, on trouve

bn “
1

πnp

ż π

´π
f ppqptq sin

´π

2
¨ p` nt

¯

dt.

On observe maintenant que, grâce aux identités trigonométriques cos
`

π
2 ` α

˘

“ ´ sinpαq et
sin

`

π
2 ` α

˘

“ cospαq, @α P R, les intégrales

εn “
1

π

ż π

´π
f ppqptq cos

´π

2
¨ p` nt

¯

dt, ε̃n “
1

π

ż π

´π
f ppqptq sin

´π

2
¨ p` nt

¯

dt

sont, par définition, les coefficients de Fourier de la fonction f ppq au signe près. Par hypothèse
f ppq est continue sur r´π, pis et donc, comme le domaine r´π, πs est compact, f ppq P L2r´π, πs
et donc, grâce au lemme de Riemann-Lebesgue, ses coefficients de Fourier convergent vers 0
quand nÑ `8, or εn ÝÑ

nÑ8
0 et ε̃n ÝÑ

nÑ8
0, mais alors

an “
εn
np

ÝÑ
nÑ8

0, bn “
ε̃n
np

ÝÑ
nÑ8

0,

i.e. an, bn “ o
`

1
np

˘

. 2

Ce résultat a été utilisé par A. Krylov (1863-1945) qui l’a mis à la base de sa méthode
d’amélioration de la convergence des séries de Fourier pour des fonctions avec de discontinuités.

5.6.8 Transformée de Fourier en L2pTq et translation

Allons analyser maintenant la relation entre translation et transformée de Fourier pour
une fonction f P L2pTq. Le résultat sera qualitativement identique à ce qu’on a déjà vu dans
le cas de la transformée de Fourier discrète dans la section 2.7.2.

Théorème 5.6.3 (Transformée de Fourier et translation) Soit f P L2pTq, alors :

1. Si gapxq “ fpx´ aq, a P R, alors : ĝapnq “ e´inaf̂pnq, @n P Z

2. Si gkpxq “ eikxfpxq, k P Z, alors : ĝkpnq “ f̂pn´ kq, @n P Z.
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Preuve. On va faire seulement la preuve pour 1., car la preuve pour 2. est analogue. Il s’agit
d’un calcul direct qui utilise l’invariance de la mesure de Lebesgue par translations :

ĝapnq “ xga, uny “

ż 2π

0

fpx´ aq
?

2π
e´inxdx

“

ż 2π´a

´a

fpxq
?

2π
e´inpx`aqdpx` aq “ e´ina

ż 2π

0

fpxq
?

2π
e´inxdx

“ e´ina pfpnq.

2

Déf. 5.6.5 L’ensemble
!

|f̂pnq|, n P Z
)

est dit le spectre (d’amplitude) de f P L2pTq.

|f̂pnq| représente l’importance de l’harmonique de fréquence n, i.e. einx, dans la reconstruction

de f , ce qui peut être compris grâce à la formule : f “
ř

nPZ
f̂pnq e

inx
?

2π
.

La propriété qu’on vient de prouver montre que le spectre de f donne des informations
sur la présence de certaines fréquences en f , mais pas sur leur ! position " ! En fait, le signal
translaté gapxq “ fpx´ aq a le même spectre que f , car |pgapnq| “ | pfpnq|.

La théorie des ! ondelettes " permet d’obtenir des informations localisées par rapport à
leur fréquence et à leur position.

191



5.7 Résumé du chapitre 5

‚ Nous avons étendu les propriétés des espaces vectoriels avec produit scalaire de dimen-
sion finie aux espaces de Hilbert.

‚ Un rôle important dans cette extension est joué par le complément orthogonale à un
sous-ensemble ou sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert.

‚ Le résultat clé pour l’extension de la structure géométrique des espaces Euclidiens de
dimension finie à la dimension infinie est le théorème de projection sur un sous-ensemble
convexe fermé d’un espace de Hilbert. Dans la preuve de ce théorème on utilise d’une
manière essentielle la formule du parallélogramme, ce qui implique la nécessité d’avoir
une norme hilbertienne, d’ici l’exigence d’un espace de Hilbert pour la validité du
théorème.

‚ Quand le convexe fermé du théorème ci-dessus est aussi un sous-espace vectoriel, alors la
différence entre le vecteur projeté et la projection appartient au complément orthogonal
du sous-espace, comme en dimension finie, et ceci permet d’étendre le théorème de
projection orthogonale aux espaces de Hilbert de dimension infinie.

‚ Le théorème de la projection orthogonale est utilisé pour donner une caractérisation
très utile des sous-espaces vectoriels fermés des espaces de Hilbert : ils sont ceux qui
cöıncident avec leur complément bi-orthogonal.

‚ Nous avons examiné les systèmes orthonormés (s.o.n) dans les espaces de Hilbert
séparables, i.e. ceux qui possèdent au moins un sous-ensemble dénombrable et dense.
Un s.o.n d’un espace de Hilbert séparable est dénombrable. Tous les espaces de Hibert
qu’on examinera seront supposés séparables sans devoir le spécifier.

‚ Si on veut qu’un s.o.n punqnPN soit la généralisation d’une base orthonormée pour
un espaces de Hilbert H de dimension infinie, alors on doit garantir que, pour tout
x P H, la suite des coefficients de Fourier px̂pnq “ xx, unyqnPN soit décroissante vers 0,
sinon l’expansion

ř

nPN
xx, unyun ne pourra pas être convergente. L’inégalité de Bessel

assure cela, comme conséquence du fait que la suite des coefficients de Fourier relatifs
à un s.o.n. quelconque d’un espace de Hilbert appartient à `2. Néanmoins, l’inégalité
de Bessel dit que l’identité de Plancherel n’est pas forcement vérifiée pour un s.o.n
quelconque, car, en général, ça vaut que

ř

nPN
|xx, uny|

2un ď }x}
2.

‚ Le théorème de Fischer-Riesz dit que ça vaut l’identité de Plancherel quand la série
ř

nPN
xx, unyun converge vers x et on a vu, avec un contre-exemple, que ceci n’est pas

assuré pour un s.o.n quelconque. La condition qui assure la validité de l’expansion sur
ř

nPN
xx, unyun est que le s.o.n punqnPN soit complet, i.e. qu’il ne soit pas une partie propre

d’un autre s.o.n de H. Les s.o.n complets s’écrivent s.o.n.c ou bases hilbertiennes.
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‚ Il est possible de caracteriser une base hilbertienne punqnPN avec cinq conditions
équivalentes : le fait que le seul vecteur orthogonale à tous les éléments d’une base hil-
bertienne est le vecteur nul ; le fait que le sous-espace engendré par la base hilbertienne
soit dense en H ; la possibilité d’opérer l’expansion en série de Fourier généralisée ;
l’identité de Parseval et celle de Plancherel.

‚ Un isomorphisme d’espaces de Hilbert est une transformation surjective et qui préserve
le produit scalaire. On a vu que préserver les produits scalaires implique l’isométrie et
donc l’injectivité et le mélange entre surjectivité et préservation du produit scalaire
implique la linéarité. Tous les espaces de Hilbert séparables sur le même corps sont
isomorphes entre eux, en particulier, le prototype d’un espace de Hilbert séparable de
dimension infinie sur le corps K est `2pN,Kq. Ce résultat est l’extension à la dimension
infinie du fait que Kn est le prototype de tous les espaces vectoriels de dimension finie
n sur K.

‚ La série et la transformée de Fourier usuelle sur les espaces L2pra, bsq sont définies
comme un cas particulier de la théorie qu’on a développé avant, la particularité étant le
choix d’une base hilbertienne donné par des exponentiels complexes, ou par un système
de cosinus et sinus (plus une fonction constante). Ceci vaut aussi pour les fonctions
définies sur tout R mais périodiques.

‚ Comme pour les suites de `2pZN q, aussi pour les fonctions de L2 ci-dessus, le spectre de
Fourier (l’ensemble des modules des coefficients de Fourier) est invariant par translation,
ce qui amène à l’exigence de développer une théorie fréquentielle localisée. À cette
exigence répond la théorie des ondelettes.
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Chapitre 6

Les opérateurs linéaires bornés dans
les espaces de Hilbert

Une fonction A : V ÑW , V et W espaces vectoriels normés sur le même corps K, est dite
opérateur linéaire entre V et W si

@α, β P K, Apαx` βyq “ αApxq ` βApyq, @x, y P V,

pour simplifier la notation, dans la suite parfois on pourra omettre la parenthèse et écrire
simplement Ax au lieu de Apxq. V est le domaine de A et l’ensemble

ImpAq “ ApV q “ ty PW : Dx P V : y “ Axu ĎW

est le codomaine ou l’image de A, W est l’ensemble d’arrivé de A.
Allons voir des exemples basiques :

1. L’opérateur identité : id : V Ñ V , idpxq “ x @x P V et l’opérateur nul : 0 : V Ñ V ,
0pxq “ 0V @x P V .

2. L’opérateur de dérivation : il est défini sur un espace de fonctions différentiables
qui peut changer selon l’application à laquelle nous sommes intéressés. Pour avoir un
exemple concret considérons l’opérateur de dérivation première : D1fptq “

df
dt ptq “ f 1ptq,

un domaine bien défini pour D1 pourrait être dompD1q “ tf P L
2ra, bsXC1ra, bs : f 1 P

L2ra, bsu, a ă b constantes réelles, alors :

D1 : dompD1q Ă L2ra, bs ÝÑ L2ra, bs
f ÞÝÑ D1f.

De même, on peut définir l’opérateur

Dnfptq “
dnf

dtn
ptq “ f pnqptq

sur le domaine dompDnq “ tf P L
2ra, bs X C1ra, bs : f pnq P L2ra, bsu, a ă b constantes

réelles, i.e. :
Dn : dompDnq Ă L2ra, bs ÝÑ L2ra, bs

f ÞÝÑ Dnf.

Les opérateurs de dérivation partielle sont définis d’une manière analogue.
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3. L’opérateur d’intégration : il est typiquement défini on considérant une fonction,
dite ! kernel " (noyau, en français), kps, tq, k P L2pra, bs ˆ ra, bsq, a ă b constantes
réelles, alors l’opérateur d’intégration avec kernel k est

Tk : L2ra, bs ÝÑ L2ra, bs

f ÞÝÑ Tkf, où Tkfpsq “
şb
a kps, tqfptqdt.

4. Les opérateurs linéaires en dimension finie. Soit A : Kn Ñ Kn un opérateur
linéaire et soit pu1, . . . , unq une base orthonormée de Kn. Tout x P Kn peut être écrit

comme x “
n
ř

j“1
λjuj , avec λj P K @j et, par linéarité, Ax “

n
ř

j“1
λjAuj . Donc :

xAx, ujy “
n
ÿ

j“1

λjxAuj , uiy “
n
ÿ

j“1

αijλj , @i “ 1, . . . , n, (6.1)

où : αij “ xAuj , uiy. Ceci montre que l’action de A est complètement déterminée
par la matrice d’élément pαijqi,j“1,...,n et, vice-versa, pour toute matrice d’éléments
pαijqi,j“1,...,n, la formule (6.1) définit un opérateur linéaire sur Kn.

Ce que l’on vient de rappeler dans le dernier exemple est la célèbre relation entre opérateurs
linéaires sur Kn et matrices nˆ n avec éléments en K. Vu que Kn est le prototype de tous les
espaces vectoriels V de dimension n sur K, on peut dire que la théorie des opérateurs linéaires
sur les espaces vectoriels de dimension finie est, essentiellement, une théorie de matrices.

On verra que pour les opérateurs linéaires dits ! continus " on peut encore exprimer leur
action via une matrice, mais cette fois-ci, la matrice a une nombre infini (dénombrable) de
lignes et de colonnes.

L’examen de la continuité d’un opérateur linéaire définit entre deux espaces vectoriels normés
V et W est motivé à cause de la présence d’une topologie engendrée par la norme. Si V et W
ont une dimension finie, le problème a une solution très simple : tout opérateur linéaire défini
sur un espace vectoriel normé de dimension finie est continu.

Néanmoins, on verra dans la section 6.2.1 que si V a une dimension infinie, alors un
opérateur linéaire, même très simple, peut ne pas être continu.

Dans les sections suivantes on examinera les principales propriétés des opérateurs linéaires. En
particulier, on montrera que, pour eux, la propriété d’être continu et celle d’être borné sont
équivalentes.
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6.1 Les propriétés fondamentales des opérateurs linéaires bornés
entre espaces vectoriels normés

Allons commencer par introduire les définitions formelles d’opérateur continu et borné.
pV, } }V q et pW, } }W q seront deux espaces vectoriels normés fixés.

Déf. 6.1.1 Soit A : V ÑW un opérateur linéaire.

— A est continu en x0 P V si

@ε ą 0 Dδε ą 0 : }x´ x0}V ă δε ùñ }Ax´Ax0}W “ }Apx´ x0q}W ă ε.

— A est continu sur V si A est continu en tout élément de V.

— A est borné si Dc P R, c ě 0, tel que :

}Ax}W ď c}x}V @x P V,

i.e., tout vecteur x P V est transformé par A dans un vecteur Ax dont la norme en W
est majorée par un multiple positif de la norme de x en V .

Comme pour les fonctions définies sur les espaces métriques, on peut caractériser la
continuité d’un opérateur linéaire à travers de son interaction avec les suites.

Théorème 6.1.1 L’opérateur linéaire A : V ÑW est continu en x0 P V si et seulement si

@pxnqnPN Ă V, xn ÝÑ
nÑ`8

x0 ùñ Axn ÝÑ
nÑ`8

Ax0,

i.e. :
@pxnqnPN Ă V, }xn ´ x0}V ÝÑ

nÑ`8
0 ùñ }Axn ´Ax0}W ÝÑ

nÑ`8
0.

Avant d’analyser en détail les propriétés des opérateurs linéaires continus, allons montrer
que tout opérateur linéaire continu sur un espace de Hilbert peut être représenté
par une matrice infinie : on va utiliser le même argument de l’exemple 4. vu précédemment,
i.e. soit H un espace de Hilbert, A : HÑ H un opérateur linéaire continu et punqnPN une base
hilbertienne de H. Alors, pour tout x P H, x “

ř

nPN
xx, unyun et, grâce à la continuité et à la

linéarité de A :

Ax “ A

˜

ÿ

nPN
xx, unyun

¸

“
(continuité)

ÿ

nPN
Apxx, unyunq “

(linéarité)

ÿ

nPN
xx, unyAun.

De plus, grâce à la continuité du produit scalaire :

xAx, umy “ x
ÿ

nPN
xx, unyAun, umy “

ÿ

nPN
xAun, umyxx, umy “

ÿ

nPN
αnmxx, umy, @m P N,

où αnm “ xAun, umy, donc la matrice infinie d’éléments pαmnqn,mPN est la représentation de
l’opérateur linéaire continu A par rapport à la base hilbertienne punqnPN.

Différemment que dans la dimension finie, il n’est pas simple de savoir quand une matrice
infinie correspond à un opérateur linéaire borné, c’est à cause de cette difficulté que les matrices
infinies ne sont pratiquement jamais utilisées pour l’étude des opérateurs linéaires dans les
espaces de Hilbert.

Le théorème suivant permet de simplifier remarquablement l’analyse de la continuité des
opérateurs linéaires.
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Théorème 6.1.2 Soit A : V ÑW un opérateur linéaire et x0 P V un élément fixé quelconque.
Alors, A est continu en x0 si et seulement si A est continu sur tout V .

Ce théorème garantit qu’il suffit de prouver la continuité d’un opérateur linéaire dans un
seul point (choisi arbitrairement) pour garantir la continuité sur tout l’espace vectoriel de
définition.

Preuve.
ð : trivial, car si A est continu sur V , alors, par définition, A est continu dans tout point de V !

ñ : soit A continu en x0. Pour démontrer que A est continu en V on doit prouver que la
continuité de A en x0 implique sa continuité en tout élément arbitraire x P V . Soit pxnqnPN Ă V ,
xn Ñ

nÑ`8
x, on doit démontrer que ceci implique }Apxnq ´Apxq} Ñ

nÑ`8
0.

Observons que la suite pxn ´ x ` x0qnPN converge vers x0 car pxnqnP N converge vers x,
donc grâce à la continuité de A en x0, ça vaut Apxn ´ x ` x0q Ñ

nÑ`8
Apx0q, c’est-à-dire,

}Apxn ´ x` x0q ´Apx0q} Ñ
nÑ`8

0 mais, grâce à la linéarité de A, }Apxn ´ x` x0q ´Apx0q} “

}Apxnq ´Apxq `��
�Apx0q ´��

�Apx0q} “ }Apxnq ´Apxq} Ñ
nÑ`8

0. 2

Donc, pour vérifier la continuité 1 (ou. . .le manque de continuité !) d’un opérateur linéaire
A : V Ñ W il suffit de la vérifier en un point quelconque de V . Ce point est souvent 0V , le
vecteur nul de V , car ce choix permet de simplifier les calculs dans beaucoup de cas.

Allons utiliser tout de suite cette propriété dans la preuve d’un théorème qui montre la
relation entre opérateurs linéaires continus et bornés.

Théorème 6.1.3 Un opérateur linéaire A : V ÑW est borné si et seulement s’il est continu.

Preuve.
A borné ñ A continu ô A continu en 0V . Soit pxnqnPN Ă V , xn Ñ

nÑ`8
0V , i.e. }xn}V Ñ

nÑ`8
0,

mais A est supposé être borné, donc Dc P R` tel que :

}Axn ´A0V }W “
A0V “0W

}Axn}W ď c}xn}V Ñ
nÑ`8

0,

donc on a démontré que pour toute suite pxnqnPN Ă V , xn Ñ
nÑ`8

0V , Axn Ñ
nÑ`8

Ap0V q, ce qui

correspond à la continuité de A en 0V , et donc sur tout V grâce au théorème précédent.

A continu ô A continu en 0V ñ A borné. Ici c’est utile de considérer la définition originale
de continuité et de l’expliciter en x0 “ 0V :

@ε ą 0 Dδε ą 0 : }x´ 0V }V ă δε ñ }Ax´A0V }W ă ε,

i.e.
@ε ą 0 Dδε ą 0 : }x}V ă δε ñ }Ax}W ă ε.

1. On rappelle que, pour un opérateur linéaire, la continuité et la continuité uniforme sont deux conditions
équivalentes.
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Comme l’expression ci-dessus est valide pour tout ε, on a la possibilité de considérer ε “ 1.
Allons écrire par simplicité δε“1 ” K ą 0. Avec ces choix, l’hypothèse de continuité de A en
0V donne lieu à l’implication :

}x}V ă K ùñ }Ax}W ă 1, (6.2)

qui s’approche de la définition d’opérateur borné.
Tout ce qui reste à faire est de construire un x particulier qui satisfait (6.2) et qui nous

permet de manipuler l’inégalité }Ax}W ă 1 afin d’arriver à montrer que A est borné.
Pour faire ça, considérons un nombre réel positif 0 ă σ ă K, comme ça K ´ σ ą 0, et un

élément y P V quelconque.
Analysons la norme du vecteur pK ´ σq y

}y}V
:

›

›

›

›

pK ´ σq
y

}y}V

›

›

›

›

V

“
K ´ σ

}y}V
}y}V “ K ´ σ ă K,

i.e. pK ´ σq y
}y}V

est un vecteur de V avec norme strictement inférieure à K, alors la relation

(6.2) implique

›

›

›

›

A

ˆ

pK ´ σq
y

}y}V

˙›

›

›

›

W

ă 1 ðñ
K ´ σ

}y}V
}Ay}W ă 1 ðñ }Ay}W ă

1

K ´ σ
}y}V .

Comme y P V est arbitraire et K ´ σ ą 0, on peut poser c ” 1
K´σ et obtenir la définition de

A borné :
}Ay}W ă c}y}W @y P V.

2

On peut donc utiliser les adjectifs borné et continu d’une manière équivalente
pour les opérateurs linéaires entre espaces vectoriels normés.

Ci-dessus on a voulu spécifier l’espace vectoriel dans lequel on considère la norme, néanmoins,
pour rendre la notation plus simple, dans la suite on évitera cette spécification et on écrira
tout simplement le symbole } }.
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6.1.1 La continuité des opérateurs linéaires définis sur un espace vectoriel
normé de dimension finie

Le résultat suivant montre que tout opérateur linéaire défini sur un espace vectoriel de
dimension finie est continue (et donc borné).

Théorème 6.1.4 Si V est un espace vectoriel normé de dimension finie N et W est un
espace vectoriel normé (de dimension quelconque), alors tout opérateur linéaire A : V ÑW
est borné (et donc continu).

Preuve. L’espace V étant de dimension finie, toutes les normes sur V sont équivalentes grâce
au théorème de Tychonov (4.2.3), donc, il suffit de démontrer que A : V ÑW est continu par
rapport à une norme particulière, pour le démontrer pour toutes les autres normes.

Pour cela, soit pu1, . . . , uN q est une base de V , on peut écrire tout x P V comme x “
N
ř

n“1
xnun, xn P K, et considérer sur V la norme suivante : ‖x‖ “

∥∥∥∥ N
ř

n“1
xnun

∥∥∥∥ ” sup
n“1,...,N

|xn|.

La linéarité de A et l’inégalité triangulaire impliquent alors :

‖Ax‖ “

∥∥∥∥∥A
˜

N
ÿ

n“1

xnun

¸
∥∥∥∥∥ “

∥∥∥∥∥ N
ÿ

n“1

xnAun

∥∥∥∥∥ ď N
ÿ

n“1

‖xnAun‖ “
N
ÿ

n“1

|xn| ‖Aun‖

ď

N
ÿ

n“1

sup
n“1,...,N

|xn| ‖Aun‖ “

˜

sup
n“1,...,N

|xn|

¸˜

N
ÿ

n“1

‖Aun‖

¸

“
déf de}x}

˜

N
ÿ

n“1

‖Aun‖

¸

}x},

ce qui montre que A est borné, i.e. continu. 2

Il n’y a, donc, pas de problèmes de continuité quand on considère des opérateurs linéaires
définis sur des espaces vectoriels normés de dimension finie, indépendamment de la dimension
de l’espace image. Comme on va le voir dans la suite, la situation est bien différente si la
dimension du domaine de l’opérateur linéaire est infini.

6.2 La norme opératorielle, la convergence des suites d’opérateurs
et les algèbres de Banach

Déf. 6.2.1 Soit A : V Ñ W , V ‰ t0V u, un opérateur linéaire borné. On définit la norme
opératorielle de A de quatre manières différentes (mais équivalentes) :

}A} “ inf tc ě 0 : }Ax} ď c}x}, @x P V u “ N1 (6.3)

}A} “ sup
}x}ď1

}Ax} “ N2 (6.4)

}A} “ sup
}x}“1

}Ax} “ N3 (6.5)

}A} “ sup
x‰0V

}Ax}

}x}
“ N4 (6.6)
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Pour un opérateur non borné A on écrira ‖A‖ “ `8 et, évidemment, pour l’opérateur nul 0
ça vaut }0} “ 0. La définition ci-dessus est bien posée grâce au théorème suivant.

Théorème 6.2.1 Les quatre définitions ci-dessus cöıncident 2.

Preuve. On va montrer que N1 ď N4 ď N3 ď N2 ď N1 . . . de la droite vers la gauche. Dans
toutes les preuves on utilisera le fait que, par définition, le sup d’un ensemble est le plus petit
des majorants de l’ensemble lui-même.

N2 ď N1 : par définition de N1, i.e. (6.3), on peut écrire }Ax} ď N1}x} @x P V , donc, en
particulier, pour les vecteurs x tels que }x} ď 1 c’est vrai que }Ax} ď N1, i.e. N1 est un
majorant pour l’ensemble t}Ax}, x P V, }x} ď 1u. Par définition, le sup est le plus petit des
majorants d’un ensemble, donc N2 “ sup

}x}ď1
}Ax} ď N1.

N3 ď N2 : considérons x P V tel que }x} “ 1 et la suite xn “
`

1´ 1
n

˘

x, n ě 1. D’un côté :

}xn} “
`

1´ 1
n

˘

}x} “
`

1´ 1
n

˘

ď 1 et donc }Axn} ď sup
}y}ď1

}Ay} “ N2. Si on passe à la limite

on obtient : lim
nÑ`8

}Axn} ď lim
nÑ`8

N2 “ N2. De l’autre côté, il est évident que xn Ñ
nÑ`8

x et

alors, par la continuité de A et de la norme : lim
nÑ`8

}Axn} “ }A lim
nÑ`8

xn} “ }Ax}.

Si on mélange les informations qu’on a obtenu on peut écrire }Ax} ď N2, i.e. N2 est un
majorant pour l’ensemble t}Ax}, x P V, }x} “ 1u. La quantité N3 est définie être le sup de
cet ensemble, i.e. le plus petit majorant, par conséquent N3 ď N2.

N4 ď N3 : considérons x P V , x ‰ 0V , alors
›

›

›

x
}x}

›

›

›
“ 1 et

›

›

›
A x
}x}

›

›

›
ď sup
}y}“1

}Ay} “ N3, mais

›

›

›
A x
}x}

›

›

›
“
}Ax}
}x} , donc }Ax}

}x} ď N3, i.e. c est un majorant pour l’ensemble
!

}Ax}
}x} , x P V, x ‰ 0V

)

.

Vu que N4 est le sup de cet ensemble, i.e. le plus petit des majorants, alors N4 ď N3.

N1 ď N4 : pour tout x ‰ 0V , }Ax}
}x} ď N4, or }Ax} ď N4}x} mais, par définition de N1 ça

vaut que N1 ď N4. 2

Remarque 6.2.1

1. Dans la définition }A} “ inf tc ě 0 : }Ax} ď c}x}, @x P V u, il faut faire attention à la
spécification @x P V : sans cette condition la norme de A serait trivialement nulle pour
tout opérateur linéaire, car A0 “ 0. Par contre, le fait de considérer tous les vecteurs
transformés Ax, x P V , permet à la norme de A d’être ‰ 0 (sauf, bien sûr, quand A est
l’opérateur identiquement nul).

2. Nous soulignons aussi la différence entre l’expression }A}, qui représente la norme
opératorielle de l’application linéaire A : V Ñ W et l’expression }x}, qui représente
la norme d’un vecteur x P V . Certains auteurs utilisent un symbole différent pour la
norme opératorielle, comme, par exemple, |||A|||, mais nous utiliserons le même symbole,
i.e. } }.

2. Une cinquième caractérisation de la norme d’un opérateur borné est possible si V “W “ H, espace de
Hilbert, cfr. formule (6.19).
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Allons maintenant vérifier que la norme opératorielle est bien définie sur l’ensemble des
opérateurs linéaires de V à W et que cet espace est stable par rapport aux opérations linéaires
définies ponctuellement, i.e. pA`Bqx “ Ax`Bx et pαAqx “ αAx, pour tout α P K et pour
tout x P V .

— Définie positivité : évidemment }A} ě 0 pour tout opérateur borné A grâce à la déf.

(6.3), de plus, grâce à la déf. (6.6), }A} “ sup
x‰0V

}Ax}
}x} “ 0 si et seulement si }Ax} “ 0

@x P V , x ‰ 0V (si x “ 0V alors Ax “ 0 par linéarité). Donc, grâce à la définie
positivité de la norme de W , }A} “ 0 ðñ Ax “ 0 @x P V , i.e. si et seulement si A
est l’opérateur nul 0pxq “ 0 @x P V .

— Homogénéité : conséquence directe de l’homogénéité de la norme de W , en fait @α P K,
en utilisant, par exemple, la déf. (6.5) on obtient

}αA} “ sup
}x}“1

}αAx} “ sup
}x}“1

|α|}Ax} “ |α| sup
}x}“1

}Ax} “ |α|}A},

i.e.
}αA} “ |α|}A} @α P K. (6.7)

— Inégalité triangulaire : on observe que, comme conséquence de la définition (6.3), on
peut écrire :

}Ax} ď }A}}x} @x P V, (6.8)

donc, en utilisant ceci et l’inégalité triangulaire de la norme de W , pour toute couple
d’opérateurs A,B : V ÑW et pour tout x P V on peut écrire

}pA`Bqx} :“ }Ax`Bx} ď }Ax} ` }Bx} ď }A}}x} ` }B}}x} “ p}A} ` }B}q}x},

ce qui implique, grâce à la déf. (6.3), que

}A`B} ď }A} ` }B} . (6.9)

L’inégalité (6.9) et l’homogénéité (6.7) montrent que l’ensemble des opérateurs linéaires
bornés est stable par rapport aux combinaisons linéaires et donc il est un espace vectoriel
lui-même, qui devient normé grâce à la norme opératorielle.

Déf. 6.2.2 On écrit avec le symbole BpV,W q l’espace vectoriel normé des opérateurs linéaires
continus de V à W avec norme opératorielle. Si V “W , on écrit simplement BpV q.

Dans la littérature mathématique on utilise la lettre B pour ! bounded " (borné, en anglais).
Une autre notation souvent utilisée est LpV,W q.

La définition suivante est une conséquence immédiate du fait que BpV,W q est un espace
vectoriel normé.

Déf. 6.2.3 (Convergence dans BpV,W q) Une suite d’opérateurs bornés pAnqnPN Ă BpV,W q
converge vers l’opérateur borné A P BpV,W q si :

}An ´A} ÝÑ
nÑ`8

0,

où }An ´A} est la norme opératorielle de la différence entre An et A.
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Exercice 6.1

Utiliser la définition (6.4) pour prouver qu’une condition nécessaire de convergence pour
une suite d’opérateurs de pAnqnPN Ă BpV,W q vers A P BpV,W q est que

lim
nÑ`8

}pAn ´Aqx} “ 0 @x P Bp0, 1q. (6.10)

Solution de l’exercice 6.1

Pour obtenir cette condition, on commence par observer que, vu que le sup est un majorant
d’un ensemble, ça vaut que

}A} ě }Ax} @x P Bp0, 1q , Bp0, 1q :“ tx P V : }x} ď 1u. (6.11)

L’inégalité (6.11) implique }An´A} ě }pAn´Aqx} @x P Bp0, 1q, donc, s’il existe au moins
un x P Bp0, 1q tel que lim

nÑ`8
}pAn ´ Aqx} ą 0, alors lim

nÑ`8
}An ´ A} ą 0 et on ne peut pas

avoir la convergence de la suite pAnqnPN vers A. La propriété (6.10) est donc nécessaire pour
la convergence de pAnqnPN Ă BpV,W q vers A P BpV,W q. 2

Dans le cas V “W on peut rajouter une troisième opération sur BpV q, le produit :

pABqpxq :“ pA ˝Bqpxq “ ApBpxqq @x P V,

i.e., le produit en BpV q correspond à l’opération de composition fonctionnelle entre opérateurs
linéaires. On observe que :

}pABqx} “ }ApBxq} ď
pBx : vecteur de Vq

}A}}Bx} ď }A}}B}}x} @x P V,

et donc, grâce à la déf. (6.3),

}AB} ď }A}}B} (6.12)

et ainsi, en prenant A “ B, }A2} ď }A}2, en itérant ces considérations on arrive à la formule :

}An} ď }A}n @n P N.

Par conséquent, BpV q est stable par rapport à l’opération de produit défini ci-dessus, donc
BpV q est une algèbre associative normée avec unité, où l’unité est l’opérateur identité.

Nous rappelons qu’une algèbre A sur le corps K est un espace vectoriel sur K muni d’une
opération binaire ¨ : AˆAÑ A, communément appelée produit, compatible avec les opérations
linéaires, ce qui est équivalent à dire que ¨ est bilinéaire, i.e. pour tout a, b, c P A et k P K ça
vaut :

— pa` bq ¨ c “ a ¨ c` b ¨ c et a ¨ pb` cq “ a ¨ b` a ¨ c ;
— pkaq ¨ b “ kpa ¨ bq, a ¨ pkbq “ kpa ¨ bq.

Théorème 6.2.2 Soit pV, } }q un espace vectoriel normé quelconque, alors, les opérations de
somme, produit par un scalaire et produit dans l’algèbre BpV q sont continues par rapport à la
norme opératorielle.
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Preuve. Le théorème 4.2.1 s’applique aussi dans le cas de l’algèbre BpV q, donc la somme et
le produit par un scalaire sont continues, la seule preuve qui reste à faire est celle relative
à la continuité du produit opératoriel. Si pAnqnPN et pBnqnPN sont deux suites d’opérateurs
de BpV q convergentes vers A P BpV q et B P BpV q, respectivement, i.e. }An ´ A} Ñ

nÑ`8
0,

}Bn´B} Ñ
nÑ`8

0, alors il faut démontrer que AnBn Ñ
nÑ`8

AB, i.e. que }AnBn´AB} Ñ
nÑ`8

0 :

}AnBn´AB} “ }AnpBn´Bq` pAn´AqB} ď
p6.9q,p6.12q

}An}}Bn´B}` }An´A}}B} Ñ
nÑ`8

0.

2

La présence d’une norme sur BpV,W q génère une topologie et ceci amène d’une manière
naturelle à se demander sous quelles conditions cet espace est complet. Le résultat suivant
donne une condition suffisante pour la complétude de BpV,W q.

Théorème 6.2.3 Soient V,W deux espaces vectoriels normés. Si W est complet alors BpV,W q
est complet.

Avant de montrer la preuve, on souligne que, en particulier, le théorème vaut pour
BpHq ou BpH1,H2q, si H,H1,H2 sont des espaces de Hilbert.

Preuve. Soit pAnqnPN une suite de Cauchy d’opérateurs de BpV,W q, i.e. :

@ε ą 0 DNε ą 0 : @m,n ě Nε : }An ´Am} ă ε,

pour prouver le théorème il faut démontrer que pAnqnPN converge en BpV,W q en utilisant
l’hypothèse de complétude de W .

On commence par observer que @x P V fixé, ça vaut que

@m,n ě Nε : }Anx´Amx} ď }An ´Am}}x} ă ε}x}, (6.13)

et donc, grâce à l’arbitrarité de ε, pAnxqnPN est une suite de Cauchy en W .
Par hypothèse, W est complet, donc il existe lim

nÑ8
Anx P W et cela permet de définir

l’opérateur limite A associé à la suite pAnqnPN :

A : V ÝÑ W
x ÞÝÑ Apxq “ lim

nÑ`8
Anx.

On va démontrer que pAnqnPN converge à A en norme opératorielle et que A P BpV,W q, ceci
terminera la preuve.

On commence par observer que @n ě Nε, ça vaut :

}Anpxq ´Apxq} “ }Anpxq ´ lim
mÑ`8

Ampxq} “
(continutité } })

lim
mÑ`8

}Anpxq ´Ampxq} ă
(6.13)

ε}x},

(6.14)
où dans la dernière inégalité on a utilisé le fait que m tend vers `8, donc sûrement m ě Nε.

Par conséquent,

@ε ą 0 DNε ą 0 : n ě Nε ùñ }An ´A} “ sup
}x}“1

}pAn ´Aqx} “ sup
}x}“1

}Anpxq ´Apxq} ă ε,
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i.e. pAnqnPN converge vers A en norme opératorielle.
Il reste simplement à vérifier que A P BpV,W q. Soit x P V quelconque, alors, comme

l’inéquation (6.14) vaut pour tout n ě Nε on peut écrire :

}Ax} “ }Ax´ANεx`ANεx} ď }Ax´ANεx} ` }ANεx} ă
p6.14q

ε}x} ` }ANε}}x},

i.e. }Ax} ă pε` }ANε}q}x} @x P V , et donc A est borné. 2

Déf. 6.2.4 (Algèbre de Banach) Une algèbre A sur le corps K est une algèbre de Banach
si les propriétés suivantes sont vérifiées @a, b, c P A :

— A est une algèbre associative, i.e. a ¨ pb ¨ cq “ pa ¨ bq ¨ c ;
— A, en tant qu’espace vectoriel, admet une norme ‖ ‖ par rapport à laquelle il est un

espace de Banach ;
— ‖a ¨ b‖ ď ‖a‖ ‖b‖.

Grâce à ce qu’on a vu avant, si V est un espace de Banach, BpV q est une algèbre associative
avec unité et complète par rapport à la norme opératorielle, et donc BpV q est une algèbre de
Banach avec unité. Évidemment, pour tout espace de Hilbert H, BpHq est une algèbre de
Banach avec unité.

Allons maintenant présenter une propriété très importante du noyau des opérateurs de
BpV,W q.

Théorème 6.2.4 Soient V,W deux espaces vectoriels normés et soit A P BpV,W q, alors
kerpAq est un sous-espace vectoriel fermé de V .

Preuve. Soit pvnqnPN Ă kerpAq une arbitraire suite convergente, il faut démontrer que sa limite,
v̄ “ lim

nÑ`8
vn, reste en kerpAq. A est borné donc continu et alors lim

nÑ`8
Avn “ Ap lim

nÑ`8
vnq “

Av̄, mais Avn “ 0 @n P N car vn P kerpAq, donc Av̄ “ lim
nÑ`8

0 “ 0, ce qui implique que

v̄ P kerpAq. 2

Pour montrer l’utilité remarquable de ce théorème, allons l’exploiter tout de suite dans le
prochain exercice pour montrer que le théorème de la projection sur un sous-espace
vectoriel propre et fermé n’est plus valide sans l’hypothèse de complétude.

Exercice 6.2

Soit T l’opérateur linéaire (en fait une fonctionnelle linéaire) définit par :

T : `2 pN,Cq ÝÑ C
x “ pxnqnPN ÞÝÑ T pxq “

ř

nPN

xn
n`1 .

1. Montrer que T est continue.

2. Soit F “

"

pxnqnPN P `
2 pN,Cq :

ř

nPN

xn
n`1 “ 0

*

. Montrer que F est un sous-espace

vectoriel propre et fermé de `2 pN,Cq.
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3. Montrer qu’il existe u P `2 pN,Cq tel que F “ tuuK et en déduire l’expression explicite
de FK.

4. On rappelle (cfr. déf. (4.26)) que `0 pN,Cq est le sous-espace vectoriel de `2 pN,Cq formé
des suites pxnqnPN nulles à partir d’un certain rang, que l’on munit de la topologie
induite par `2 pN,Cq. Soit G “ F X `0 pN,Cq.
(a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel propre et fermé de `0 pN,Cq.
(b) En rappelant la formule (5.4), démontrer que le complément orthogonal de G dans

`0 pN,Cq, i.e. GK`0 :“ GK X `0, est réduit au vecteur nul : GK`0 “ t0`2pN,Cqu.

(c) En déduire que `0pN,Cq n’est pas complet dans la topologie héritée de
`2pN,Cq.

Solution de l’exercice 6.2

1. Notons avec u “ punqnPN la suite définie par un “
1

n`1 @n P N, évidemment appartenant

à `2pN,Cq. Pour tout x P `2pN,Cq ça vaut :

|T pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

nPN
xn

1

n` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

nPN
xnun

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |xx, uy| ď
Cauchy-Schwarz

}x}}u},

donc T est borné, avec }T } ď }u}, i.e. continu.

2. Par définition, F “ kerpT q et donc il est un sous-espace vectoriel fermé de `2pN,Cq,
vu qu’on vient de démontrer la continuité de T . Un exemple d’élément de `2pN,Cq
qui n’appartient pas à F est le premier vecteur de la base canonique de `2pN,Cq, i.e.

e1 “ p1, 0, 0, . . . q, vu que
ř

nPN

e1pnq
n`1 “ 1

2 ‰ 0. Par conséquent, F est un sous-espace

vectoriel propre et fermé de `2pN,Cq.
3. Si u est défini comme dans la question 1. alors il est évident que

F “ tx P `2pN,Cq : xx, uy “ 0u ” tuuK,

donc FK “ tuuKK “
p5.2.4q

spantuu, mais spantuu “
!

λ
n`1 , λ P C

)

est un sous-espace

vectoriel mono-dimensionnel, et donc il est fermé, par conséquent spantuu “ spantuu

et FK “
!

λ
n`1 , λ P C

)

.

4. (a) Avec un moment de réflexion on peut comprendre que G peut être écrit explicitement
comme ça :

G “ F X `0pN,Cq “ tpxnqnPN, DN P N : xn “ 0 @n ą N et
N
ÿ

n“0

xn
n` 1

“ 0u,

ce qui montre que G “ ker T |`0pN,Cq, mais comme la restriction d’un opérateur
linéaire continue est continue elle-même, G est un sous-espace vectoriel fermé
de `0pN,Cq. Pour démontrer que G est propre, il suffit de considérer encore e1 :

e1 P `
0pN,Cq, mais

N
ř

n“0

e1pnq
n`1 “

1
2 ‰ 0.
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(b) Nous avons :

GK`0 “ GK X `0pN,Cq “ pF X `0pN,CqqK X `0pN,Cq

“
p5.4q

spanpFK Y `0pN,CqK X `0pN,Cq,

mais nous avons vu (cfr. th. 4.4.8) que `0pN,Cq est dense en `2pN,Cq, donc
`0pN,CqqK “ t0`2pN,Cqu qui est déjà inclus en FK en tant que sous-espace vectoriel
de `2pN,Cq, mais alors

spanpFK Y `0pN,CqKq “ spanpFKq “ FK “ FK “

"

λ

n` 1
, λ P C

*

,

car FK est fermé et grâce au résultat de la question 3. Alors,

GK`0 “

"

λ

n` 1
, λ P C

*

X `0pN,Cq “ t0`2pN,Cqu,

car évidemment la suite λ
n`1 R `

0pN,Cq.

(c) G est un sous-espace vectoriel propre et fermé de `0pN,Cqmuni de la topologie héritée
par `2pN,Cq, néanmoins on vient de démontrer que GK`0 , le complément orthogonal
de G en `0pN,Cq, est réduit au seul vecteur nul, mais ceci est en contradiction avec
le résultat du théorème 5.2.3 (un corollaire du théorème de la projection sur une
partie propre convexe fermée d’un espace de Hilbert) qui dit que le complément
orthogonal d’un sous-espace vectoriel propre et fermé d’un espace de Hilbert n’est
pas réduit au seul vecteur nul. Il est clair que la seule hypothèse qui est mise en
défaut est la complétude de `0pN,Cq par rapport à la topologie héritée de `2pN,Cq.

2

Voyons maintenant comment un opérateur linéaire continue entre deux espaces vectoriels
normés interagit avec les suites de Cauchy.

Théorème 6.2.5 Soient V et W deux espaces vectoriels normés quelconques, A P BpV,W q
et pxnqnPN Ă V une suite de Cauchy, alors pAxnqnPN est une suite de Cauchy en W .

Preuve. Par hypothèse : @ε ą 0 DNε ą 0 : @n,m ě Nε : }xn´xm} ă ε. Considérons maintenant
pAxnqnPN, et analysons }Axn ´ Axm} “ }Apxn ´ xmq} ď }A}}xn ´ xm} ă }A}ε,@n,m ě Nε.
Grâce à l’arbitrarité de ε, pAxnqnPN est une suite de Cauchy d’éléments de W . 2

Ce résultat peut aider à prouver la complétude d’un espace vectoriel normé, comme on le
montre dans l’exercice suivant, qui peut être vu comme la suite de l’exercice 4.2.

Exercice 6.3

Nous rappelons que, fixé une suite a “ panqnPN de nombres réels strictement positifs, on
note

`2a pN,Cq :“ tu P CN :
ÿ

nPN
an|un|

2 ă `8 ðñ
?
au P `2pN,Cqu.
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Dans l’exercice 4.2 on avait vérifié que

xu, vy`2a “
ÿ

nPN
anunvn et }u}2`2a “

ÿ

nPN
an|un|

2

sont un produit scalaire et une norme sur `2a pN,Cq.
1. Montrer que l’opérateur

ıa : `2a pN,Cq ãÑ `2 pN,Cq
u ÞÑ ıapuq :“

?
au ” p

?
anunqnPN,

est linéaire, continu, de norme égale à 1 et bijectif. Expliciter l’opérateur inverse de ıa
et vérifier qu’il soit continu et de norme égale à 1.

2. En déduire que `2a pN,Cq est un espace de Hilbert.

3. Soit a et b deux suites de nombres réels strictement positifs telles que an “
nÑ`8

Opbnq.

Montrer que `2b pN,Cq Ă `2a pN,Cq et que cette injection est continue.

Solution de l’exercice 6.3

1. La linéarité suit d’un simple exercice d’écriture : si u, v P `2a pN,Cq et λ P C, alors
ıpu` λvq “

?
apu` λvq “

?
au` λ

?
av “ ıpuq ` λıpvq. Examinons la continuité : pour

tout u P `2a pN,Cq, ıpuq P `2 pN,Cq et sa norme vaut

}ıapuq}
2
`2 “

ÿ

nPN
|
?
anun|

2 “
ÿ

nPN
an|un|

2 “ }u}2`2a ðñ }ıapuq}`2 “ }u}
2
`2a

ce qui montre la continuité de ıa et le fait que sa norme soit unitaire. Nous terminons
avec la bijectivité : observons que l’opérateur

j1{a : `2 pN,Cq Ñ `2a pN,Cq
v ÞÑ ı1{apvq :“ 1?

a
v ” p 1?

an
vnqnPN,

est bien défini car a ą 0 et v{
?
a P `2apN,Cq ðñ

?
av{
?
a “ v P `2pN,Cq. De plus, il

est tel que j1{a ˝ ıa : `2a pN,Cq Ñ `2a pN,Cq, j1{a ˝ ıapuq “
?
a

?
a
u “ u @u P `2a pN,Cq ; vice-

versa, pour tout v P `2 pN,Cq, ıa ˝ j1{a : `2 pN,Cq Ñ `2 pN,Cq, ıa ˝ j1{apvq “
?
a

?
a
v “ v,

i.e. j1{a ˝ ıa “ id`2apN,Cq et ıa ˝ j1{a “ id`2pN,Cq. Donc, ıa est bijectif avec inverse j1{a,
évidemment continu lui aussi et avec norme unitaire car

}j1{apvq}
2
`2a
“

ÿ

nPN

an
an
|vn|

2 “ }v}2`2 ðñ }j1{apvq}`2a “ }v}
2
`2 @v P `2pN,Cq. (6.15)

2. Grâce à la continuité de ıa et au théorème 6.2.5, ıa transforme des suites de Cauchy
de `2apN,Cq en suites de Cauchy de `2pN,Cq. Soit alors pumqmPN une suite de Cauchy
quelconque d’éléments de `2apN,Cq, ıappumqmPNq est une suite de Cauchy de `2pN,Cq,
que l’on sait être complet, donc DL P `2pN,Cq tel que ıappumqmPNq Ñ

mÑ`8
L, i.e.

0 “ lim
mÑ`8

}ıappumqmPNq ´ L}`2 “
p6.15q

lim
mÑ`8

}j1{apıappumqmPNq ´ Lq}`2a

“
j1{a linéaire

lim
mÑ`8

}j1{a ˝ ıappumqmPNq ´ j1{apLq}`2a “ lim
mÑ`8

}pumqmPN ´ j1{apLq}`2a ,

i.e. pumqmPN converge en `2apN,Cq vers j1{apLq, et alors `2apN,Cq est un espace de Hilbert.
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3. Nous devons démontrer que, si an “
nÑ`8

Opbnq, alors u P `2b pN,Cq ùñ `2a pN,Cq, i.e.

ÿ

nPN
bn|un|

2 ă `8 ùñ
ÿ

nPN
an|un|

2 ă `8,

pour tout u P `2b pN,Cq. Par définition, an “
nÑ`8

Opbnq si et seulement s’il existe C1 ą 0

et N P N tels que, pour tout n ě N ça vaut an ď C1bn.

Pour arriver à démontrer ce que l’on veut, il n’est pas compliqué de voir qu’il faut
multiplier les deux côtés de l’inégalité précedente par |un|

2, en obtenant an|un|
2 ď

C1bn|un|
2 pour tout n ě N , i.e.

`8
ř

n“N

an|un|
2 ď C1

`8
ř

n“N

bn|un|
2. La somme des premiers

N termes, de n “ 0 à n “ N ´ 1 est finie, donc il existe sûrement une constante

C2 ą 0 suffisamment grande telle que
N´1
ř

n“0
an|un|

2 ď C2

N´1
ř

n“0
bn|un|

2, mais alors il suffit

de considérer C :“ maxpC1, C2q ą 0 pour avoir
ř

nPN
an|un|

2 ď C
ř

nPN
bn|un|

2, ce qui

montre que, si u P `2b pN,Cq, alors u P `2a pN,Cq. De plus, l’inégalité précédente peut être
réécrite comme }u}2`2a

ď C}u}2
`2b

et alors l’injection canonique ι : `2b pN,Cq ãÑ `2a pN,Cq
vérifie }ιpuq}`2a ď

?
C}u}`2b

pour tout u P `2b pN,Cq, i.e. elle est bornée, et donc continue.

2

On termine cette section avec un résultat extrêmement utile qui permet de caractériser
l’égalité entre opérateurs continus sur un espace vectoriel avec produit scalaire de dimension
quelconque avec l’égalité de leur action sur les vecteurs à l’intérieur d’un produit scalaire.

Théorème 6.2.6 Soient A,B : V Ñ W deux opérateurs linéaires définis sur un espace
vectoriel avec produit scalaire de dimension quelconque, alors :

A “ B ðñ xx,Ayy “ xx,Byy @x, y P H ðñ xx,Axy “ xx,Bxy @x P H.

Preuve. Prouvons d’abord la première équivalence. Par linéarité de A ça vaut que xx,Ayy “
xx,Byy @x, y P H ðñ xx, pA ´ Bqyy “ 0 @x, y P H. Fixons un élément y P H quelconque
et écrivons u “ pA ´ Bqy P H, alors xx, uy “ 0 @x P H est vrai si et seulement si u “ 0, i.e.
pA´Bqy “ 0 @y P H, i.e. A´B “ 0, mais alors A “ B.

La preuve de la deuxième équivalence est analogue : il suffit de considérer u “ pA´Bqx
au lieu de u “ pA´Bqy. 2

6.2.1 Un exemple (classique) d’opérateur linéaire non borné sur un espace
vectoriel de dimension infinie

Malgré le fait qu’on va s’occuper seulement des opérateurs linéaires bornés sur un espace
de Hilbert, il est impératif de montrer au moins un exemple d’opérateur linéaire non borné :
on va vérifier qu’une des plus simples opérations, celle de dérivation, faite sur la plus simple
des bases hilbertiennes, celle de Fourier, ne donne pas lieu à un opérateur borné !

En fait, soit unpxq “
1?
2π
einx, pn P Zq, la base hilbertienne de Fourier de L2r0, 2πs.

Considérons l’opérateur de dérivation première sur l’espace vectoriel (de dimension infinie)
engendré par la base hilbertienne de Fourier de L2r0, 2πs :
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D : spanppunqnPZq ÝÑ L2r0, 2πs

un ÞÝÑ Dun “
d
dxun,

où d
dxunpxq “

in?
2π
einx, qui est intégrable en module carré sur r0, 2πs.

On montera que la norme de D n’est pas finie. Pour calculer sa norme, on peut choisir la
définition (6.5) de norme opératorielle, i.e.

}D} “ sup
}un}“1

}Dun},

mais la condition }un} “ 1 ne détermine aucune contrainte car tout élément un de la base
hilbertienne de Fourier de L2r0, 2πs a norme unitaire, donc }D} est simplement le sup de
l’ensemble de valeurs }Dun} par rapport à l’indice entier n, i.e. :

}D} “ sup
nPZ

}Dun} “ sup
nPZ

˜

ż 2π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

in
?

2π
einx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dx

¸1{2

“ sup
nPZ

˜

|in|2
ż 2π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
?

2π
einx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dx

¸1{2

,

i.e.
}D} “ sup

nPZ
|in| “ sup

nPZ
n “ `8,

ce qui implique que l’opérateur de dérivation définit ci-dessus n’est pas borné, et, donc, pas
continu.

6.3 Inversibilité des opérateurs linéaires

Dans l’exercice 6.3 nous avons pu apprécier l’importance de l’analyse de l’inverse d’un
opérateur linéaire. Dans cette section nous allons examiner en profondeur ce sujet.

Déf. 6.3.1 Soient V,W deux espaces vectoriels normés sur le même corps K et soit A : V Ñ
ImpAq ĎW linéaire. L’opérateur inverse de A est l’opérateur A´1 : ImpAq ĎW Ñ V tel que
@x P V ,

A´1 : ImpAq ĎW ÝÑ V
Ax ÞÝÑ A´1pAxq “ x.

Si A´1 existe, on dit que A est inversible.

Pour tout x P V , ça vaut que A´1pAxq “ x et que ApA´1pAxqq “ Apxq, donc l’inversibilité de
A peut être définie d’une manière équivalente avec les conditions

A´1 ˝A “ idV et A ˝A´1 “ idImpAq.

Dans le cas particulier W “ V et ImpAq “ V , l’inversibilité de A est équivalente à l’existence
d’un opérateur A´1 : V Ñ V tel que :

A ˝A´1 “ A´1 ˝A “ idV .

Si A : V Ñ V , on utilise le symbole GLpV q pour dénoter l’ensemble des opérateurs linéaires
continus et bijectifs avec inverse continue, qu’on appelle l’ensemble des éléments réguliers
de V .

Dans le théorème suivant on rappelle des propriétés élémentaires de l’inverse (les preuves
sont identiques à celles déjà connues dans le cas de dimension finie).
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Théorème 6.3.1 Soient V,W deux espaces vectoriels normés et soit A : V Ñ ImpAq Ď W
linéaire.

1. Si A´1 existe, alors il est unique.

2. Si A´1 existe, alors il est un opérateur linéaire.

3. A´1 existe si et seulement si kerpAq “ t0V u, i.e. condition nécessaire et suffisante pour
l’inversibilité de A sur son image est que son noyau soit réduit au vecteur nul de V .

Preuve.

1. Supposons que B1, B2 : ImpAq Ď W Ñ V soient deux opérateurs inverses de A, alors :
B1 “ B1 ˝ idImpAq “ B1 ˝ pA ˝B2q “ pB1 ˝Aq ˝B2 “ idImpAq ˝B2 “ B2.

2. Pour tout w1, w2 P ImpAq et k P K on a :

A´1pw1 ` kw2q “ A´1pAA´1pw1q ` kAA
´1pw2qq

(linéarité de Aq

“ A´1ApA´1pw1q ` kA
´1pw2qq

“ A´1pw1q ` kA
´1pw2q.

3. Nous savons qu’il est possible définir l’inverse de A sur son image si et seulement si A
est injectif. Vérifions que cela est équivalent à kerpAq “ 0V . D’un côté, si Ax “ 0W , alors
x “ A´1Ax “ A´10W “ 0V par linéarité de A´1, donc si A´1 existe, le noyau de A est
réduit au vecteur nul de V . Vice-versa, supposons kerpAq “ t0V u et soient x1, x2 P V tels
que Ax1 “ Ax2, alors Ax1 ´ Ax2 “ 0W , i.e. par linéarité de A, Apx1 ´ x2q “ 0W , mais si
kerpAq “ t0V u alors x1 ´ x2 “ 0V , i.e. x1 “ x2, ce qui prouve l’injectivité de A. 2

La condition kerpAq “ t0V u est nécessaire et suffisante pour l’inversibilité d’un opérateur
linéaire sur son espace image ImpAq en dimension finie et infinie. De plus, en dimension finie,
l’inverse d’un opérateur linéaire, s’il existe, il est toujours borné.

Par contre, en dimension infinie, la condition kerpAq “ t0V u n’implique aucune relation
entre la continuité de A et celle de A´1 : A peut être borné et avoir un inverse non
borné ou, vice-versa, A peut être non borné avec un inverse borné ! Un exemple
classique de cette situation est donné par les opérateurs de dérivation et d’intégration.
Voyons un exemple explicite : soit A : `2pN,Kq Ñ `2pN,Kq l’opérateur linéaire défini par
Apx1, x2, x3, . . . , xn, . . . q “ px1, x2{2, x3{3, . . . , xn{n, . . . q, i.e. AppxnqnPN˚q “ pxn{nqnPN˚ . A
est borné et }A} ď 1, en fait, pour tout x “ pxnqnPN P `

2pN,Kq :

}Ax}2`2 “
ÿ

nPN

|xn|
2

n2
ď

ÿ

nPN
|xn|

2 “ }x}2`2 .

L’opérateur A´1 : `2pN,Kq Ñ `2pN,Kq, A´1ppynqnPN˚q “ pnynqnPN˚ est évidemment l’inverse
de A. Néanmoins, A´1 n’est pas borné : pour le vérifier, il suffit de considérer l’élément
général de la base canonique de `2pN,Kq, i.e. en “ p0, 0, . . . , 1, 0, 0, . . . q avec 1 dans la position
n, et d’observer que, d’un côté }en}`2 “ 1 @n P N et, de l’autre côté, }A´1en}`2 “ n, donc
}A´1} “ sup

nPN
}A´1en}`2 “ `8.
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Il existe une caractérisation très utile de l’inversibilité bornée d’un opérateur linéaire. Il
faut souligner que cette caractérisation vaut indépendamment de la continuité de l’opérateur,
ceci est très utile dans les applications.

Théorème 6.3.2 (Inversibilité bornée d’un opérateur linéaire) Si V et W sont deux
espaces vectoriels normés et si A : V Ñ W est un opérateur linéaire (non nécessairement
borné), alors DA´1 P BpImpAq, V q si et seulement si Dµ ą 0 tel que }Ax} ě µ}x} @x P V .

Preuve.

ñ : supposons que DA´1 P BpImpAq,W q, alors, par définition Dm ą 0 tel que @y P ImpAq :
}A´1y} ď m}y}. Comme A est inversible et y P ImpAq, Dx P V tel qu’on peut écrire y “ Ax,

donc }A´1Ax}
loooomoooon

}x}

ď m}Ax}, i.e. }Ax} ě
1

m
loomoon

“µą0

}x} et, comme y est un élément arbitraire de

ImpAq, l’inégalité vaut pour tout x P V .

ð : vice-versa, soit }Ax} ě µ
pą0q

}x} @x P V , alors, en particulier, si x P kerpAq,

}Ax} “ }0} “ 0 ě µ}x} ðñ
pµą0q

}x} “ 0 ðñ x “ 0V ùñ kerpAq “ t0V u,

i.e. DA´1 : ImpAq Ñ V . Ça reste à démontrer que A´1 est borné. Pour tout y P ImpAq tel
que x “ A´1y, alors : }Ax} ě µ}x} ðñ }AA´1y} ě µ}A´1y} ðñ }y} ě µ}A´1y} ðñ
}A´1y} ď 1

µ}y}, @y P ImpAq, i.e. A´1 est borné. 2

L’interprétation de la condition du théorème est la suivante : tout d’abord, le fait que
}Ax} ě µ}x} permet de garantir que le noyau de A est réduit au seul vecteur nul. De plus,
l’inégalité }Ax} ě µ}x} est inversée par rapport à celle qui définit un opérateur borné, elle est
donc bien adaptée pour permettre à l’opérateur inverse de A d’être borné !

Une conséquence immédiate du théorème qu’on vient de voir est qu’un opérateur linéaire
A : V ÑW satisfait les deux conditions : A P BpV,W q et D A´1 P BpImpAq, V q si et seulement
s’il satisfait la condition :

Da, b ą 0, a ď b : a}x} ď }Ax} ď b}x} @x P V,

i.e. la norme de tous les vecteurs de V , transformés par l’action de A, est bornée par la
norme du vecteur lui-même multipliée par deux constantes positives. Cette considération a une
conséquence importante sur les images des opérateurs linéaires bornés définis sur les espaces
de Banach.

Théorème 6.3.3 Soit V un espace de Banach et W un espace vectoriel normé quelconque.
Soit A P BpV,W q. Si A est inversible avec inverse borné, alors ImpAq est un sous-espace
vectoriel fermé de W .

Preuve. Grâce au théorème 6.3.2, la condition DA´1 P BpImpAq, V q est équivalente à

Da ą 0 : }x} ď a}Ax} @x P V,
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il faut démontrer que cette condition implique que ImpAq est fermé, i.e. que si pynqnPN ĂImpAq
est telle que yn Ñ

nÑ`8
y, alors y PImpAq. Comme yn PImpAq, alors il existe pxnqnPN Ă V tel

que yn “ Axn @n P N, donc :

‖xn ´ xm‖ ď a ‖Apxn ´ xmq‖ “ ‖Axn ´Axm‖ “ ‖yn ´ ym‖ Ñ
n,mÑ`8

0,

car pynqnPN est une suite convergente, et donc elle est de Cauchy, mais alors aussi la suite
pxnqnPN est de Cauchy et, comme V est de Banach, il existe x P V tel que xn Ñ

nÑ`8
x. Grâce

à la continuité de A on obtient :

Ax “ A lim
nÑ`8

xn “ lim
nÑ`8

Axn “ lim
nÑ`8

yn “ y,

i.e. y PImpAq. 2

On termine cette section avec une deuxième condition suffisante pour la continuité de
l’inverse d’un opérateur linéaire. Pour cela on a besoin d’un résultat intermédiaire qui est l’un
plus importantes théorèmes de l’analyse fonctionnelle (on assumera la démonstration, qui est
une conséquence d’un autre théorème très important : le théorème de catégorie de Baire).

Théorème 6.3.4 (Théorème de Banach-Schauder - application ouverte) Soient V et
W deux espaces de Banach. Si A P BpV,W q est surjectif, alors A est une application ouverte,
i.e. A transforme sous-ensembles ouverts de V en sous-ensembles ouverts de W .

Théorème 6.3.5 (Théorème de l’inverse continu en espaces de Banach) Soient V et
W deux espaces de Banach. Si A P BpV,W q est bijectif, i.e. kerpAq “ t0V u et A est surjectif,
alors A´1 P BpW,V q, i.e. A´1 est continu.

Preuve. On rappelle que la caractérisation topologique de la continuité est la suivante : une
fonction entre deux espaces topologiques est continue si et seulement si la contre-image de
tout sous-ensemble ouvert est un ouvert. Par définition, les contre-images de A´1 sont les
images de A, donc A´1 est continu si et seulement si toute image via A d’un ouvert est ouvert,
mais ça est garanti par le théorème de Banach-Schauder. 2

Le théorème de l’inverse continu permet de caractériser les opérateurs qui appartiennent à
l’ensemble GLpV q pour un espace de Banach V quelconque.

Théorème 6.3.6 (Caracterisation de GLpV q) Soit V un espace de Banach et GLpV q
l’ensemble des éléments réguliers de l’algèbre de Banach BpV q (bijections linéaires avec inverse
continu). Pour un opérateur A P BpV q les conditions suivantes sont équivalentes :

1. A P GLpV q.

2. D un opérateur linéaire B définit sur tout V tel que : BA “ idV et AB “ idV .

Le cas échéant, B est unique et B “ A´1.

Preuve.

1. ùñ 2. Si A P GLpV q, alors ça suffit de considérer B “ A´1 pour prouver l’implication.
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2. ùñ 1. L’hypothèse BA “ idV implique que kerpAq “ t0u, i.e. que A est injectif. En fait,
si, par l’absurde x ‰ 0 et Ax “ 0, alors BAx “ 0, ce qui est en contradiction avec le fait que
BAx “ idV pxq “ x ‰ 0. De plus, l’hypothèse AB “ idV implique que ImpAq “ V , en fait,
pour tout x P V ça vaut ApBxq “ ABpxq “ idV pxq “ x, donc tout x P V peut être vu comme
le transformé d’un élément de V , i.e. Bx, via A, i.e. A est surjectif. Donc l’existence de B tel
que les deux hypothèses BA “ idV et AB “ idV sont valides implique que A est une bijection
linéaire et que @x P V , BpAxq “ x, i.e. B “ A´1. Donc A est borné par hypothèse, inversible
et surjectif, grâce au théorème de l’inverse continu B “ A´1 est continu, et alors A P GLpV q.

Il reste à démontrer l’unicité : soient B et B1 deux opérateurs qui vérifient la 2., alors
A´1 “ A´1AB et A´1 “ A´1AB1 et donc A´1 “ B “ B1. 2

Évidemment, si A P GLpV q, alors aussi A´1 P GLpV q et si A,B P GLpV q, alors AB P

GLpV q car pABq´1 “ B´1A´1 vu que ABB´1A´1 “ idV et B´1A´1AB “ idV . Donc, GLpV q
est stable par rapport au produit et à l’inversion et son élément unité est idV , i.e. GLpV q est
un groupe.

Déf. 6.3.2 Le groupe GLpV q est dit le groupe général linéaire de V .

6.4 L’espace dual d’un espace de Hilbert et le théorème de
représentation de Riesz

Reconsidérons BpV,W q, où V,W sont deux espaces vectoriels normés. On a vu que BpV,W q
est un espace de Banach par rapport à la norme opératorielle si W est un espace de Banach.
Allons considérer le cas particulier dans lequel W est le corps K sur lequel V est défini en tant
qu’espace vectoriel.

Comme K “ R ou C est complet, BpV,Kq est un espace de Banach, qu’on appelle le dual
de V et qu’on écrit V ˚ (parfois dans la littérature mathématique on trouve la notation V 1

pour l’espace dual). On appelle les éléments de V ˚ les ! fonctionnelles linéaires bornés
sur V ".

On peut se demander comment le processus de ! dualisation " de V peut s’itérer. En fait, il
est possible de démontrer que, pour tout espace de Hilbert H, la dualisation est une involution,
i.e. H˚˚ » H , où » est un isomorphisme entre espaces de Hilbert. H˚˚ est appelé le bidual
de H.

Ceci n’est plus vrai pour les espaces de Banach, ceux qui ont la propriété d’être isomorphes
à leur bidual sont dits espaces de Banach réflexifs. Les espaces de Banach LppX,A, µq
sont réflexifs pour 1 ă p ă 8, mais L1pX,A, µq et L8pX,A, µq ne le sont pas.

Chaque fonctionnelle ϕ P V ˚ transforme un élément de V en un scalaire de K, la notation
pour représenter cette transformation est la suivante :

ϕ : V ÝÑ K
x ÞÝÑ ϕpxq “ xϕ, xy,

la notation xϕ, xy vient du fait que si V est un espace de Hilbert, alors toute fonctionnelle
linéaire continue ϕ P V ˚ agit sur les vecteurs de V comme un produit scalaire ! Cette affirmation
est la thèse d’un célèbre résultat de Riesz qu’on énonce et démontre ci-dessous.
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Théorème 6.4.1 (Représentation de Riesz) Soient H un espace de Hilbert sur K “ R
ou C, et H˚ le dual de H. Alors :

T : H ÝÑ H˚
x ÞÝÑ Tx,

où :
Tx : H ÝÑ K

y ÞÝÑ Txpyq “ xy, xy

est un isomorphisme entre H et H˚ interprétés comme espaces de Banach, i.e. T est bijective,
préserve les normes et :

— si K “ R, alors T est linéaire ;

— si K “ C, alors T est anti-linéaire.

La fonctionnelle Tx est dite le ! représentant de Riesz " de x en H˚.
Avant de donner la preuve, allons comprendre la raison de l’anti-linéarité dans le cas

K “ C. On commence à analyser l’opération de somme :

T : H ÝÑ H˚
x1 ` x2 ÞÝÑ Tx1`x2 ,

Tx1`x2 : H ÝÑ C
y ÞÝÑ Tx1`x2pyq “ xy, x1 ` x2y “ xy, x1y ` xy, x2y “ Tx1pyq ` Tx2pyq,

donc Tx1`x2 “ Tx1 ` Tx2 .

On considère maintenant l’opération de produit par un scalaire k P C :

T : H ÝÑ H˚
kx ÞÝÑ Tkx,

Tkx : H ÝÑ C
y ÞÝÑ Tkxpyq “ xy, kxy “ k̄xy, xy “ k̄Txpyq,

donc Tkx “ k̄Tx .
Par conséquent,

T : H ÝÑ H˚ T : H ÝÑ H˚
x1 ` x2 ÞÝÑ Tx1 ` Tx2 , kx ÞÝÑ k̄Tx

ceci explique pourquoi T est anti-linéaire si K “ C. Bien évidemment, si K “ R cette distinction
n’existe plus et T est linéaire.

Le théorème de représentation de Riesz est appelé comme ça car il permet de représenter
toutes les fonctionnelles linéaires continues sur un espace de Hilbert via des produits scalaires,
en particulier, pour toute fonctionnelle linéaire continue ϕ sur H “ L2pX,A, µq existe un seul
élément f P L2pX,A, µq tel que ϕ “ Tf avec :

Tf : L2pX,A, µq ÝÑ K
g ÞÝÑ Tf pgq “ xg, fy “

ş

X gf̄dµ.
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Plus en général, on sait que tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie est isomorphe
à `2pN,Kq, qui a un produit scalaire défini par une série.

Ces observations expliquent pourquoi, dans les applications de l’analyse fonction-
nelle à des problèmes concrets, les fonctionnelles linéaires continues sont très
souvent représentées par des sommes finies, des séries ou des intégrales !

Une dernière observation avant de passer à la preuve du théorème : si on considère le
produit scalaire ! à la physicien ", i.e. anti-linéaire par rapport à la première entrée et linéaire
par rapport à la deuxième, alors la définition de Tx devient : Txpyq “ xx, yy.

Preuve. Ayant déjà examiné le caractère linéaire ou anti-linéaire de T , on commence la preuve
par vérifier la bonne définition de T , i.e. que Tx est une fonctionnelle linéaire bornée sur H.
Soient α, β P K, y, y1, y2 P H :

— Tx est linéaire 3 :

Txpαy1 ` βy2q “ xαy1 ` βy2, xy “ αxy1, xy ` βxy2, xy “ αTxpy1q ` βTxpy2q.

— Tx est borné. Pour prouver ça, on observe que }Txpyq} “ |Txpyq| car Txpyq P K ! Donc :

}Txpyq} “ |Txpyq| “ |xy, xy| ď
(Cauchy-Schwarz)

}x}}y}. (6.16)

Le fait que Tx soit un opérateur linéaire borné entre les espaces de Hilbert H et K nous
autorise à calculer la norme opératorielle de Tx. C’est par rapport à cette norme que T est une
isométrie, i.e. }Tx}BpHq “ }x}H @x P H. On va éliminer tout de suite le cas banal du vecteur
nul : si x “ 0H alors T0H est la fonctionnelle nulle car T0Hpyq “ xy, 0Hy “ 0 @y P H, donc :
}0H} “ 0 “ }T0H}.

Soit donc x P H, x ‰ 0H, on va prouver que }Tx} ď }x} et que }x} ď }Tx}, dans cet ordre.

— }Tx} ď }x} : grâce à (6.16) on peut écrire }Txpyq} ď }x}}y} @y P H, donc

}Tx} “ sup
‖y‖“1

|Txpyq| ď sup
‖y‖“1

}x}}y} “ }x}.

— }x} ď }Tx} : l’astuce ici consiste à écrire

}x}2 “ xx, xy “
(déf de Tx)

Txpxq “
Txpxq“}x}2ě0 !

|Txpxq| “ }Txpxq} ď
(Tx borné)

}Tx}}x},

mais comme }x} ‰ 0, on peut diviser par }x} le premier et le dernier membre de
l’expression ci-dessus, en obtenant }x} ď }Tx}.

En résumé, }Tx} “ }x} @x P H, donc T est une isométrie et, par conséquent, T est injective.

La dernière étape de la preuve consiste en démontrer que T est surjective, i.e. que pour
tout ϕ P H˚ il existe un x P H tel que ϕ “ Tx. L’argument utilisé par Riesz pour démontrer la
surjectivité de T est particulièrement élégant.

Tout d’abord, si ϕ est la fonctionnelle identiquement nulle 0, alors ϕ “ T0.
Soit alors ϕ une fonctionnelle non-identiquement nulle et analysons son noyau :

3. Si on avait définit Txpyq “ xx, yy, alors on aurait Txpyq, i.e. Txpαy1 ` βy2q “ ᾱxx, y1y ` β̄xx, y2y “

ᾱTxpy1q ` β̄Txpy2q, i.e. Tx serait une fonctionnelle anti-linéaire. Par conséquent, on ne peut pas échapper à
l’antilinéarité, soit de T , soit de Tx.
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— 0H P kerpϕq par linéarité de ϕ, donc kerpϕq ‰ H ;
— vu que ϕ ‰ 0, il existe au moins un vecteur de H qui n’est pas annulé par ϕ, i.e.

kerpϕq ‰ H ;
— comme on l’a vu dans le théorème 6.2.4, kerpϕq est toujours fermé.

Par conséquent, kerpϕq est un sous-espace propre et fermé de H, grâce à cette observation
on peut utiliser le théorème 5.2.3 pour assurer que kerpϕqK ‰ t0Hu, i.e. il existe au moins un
u ‰ 0H, u P kerpϕqK.

Nous observons maintenant que, comme kerpϕq X kerpϕqK “ t0Hu et comme u ‰ 0H,

u R kerpϕq, pour tout y P H il est bien défini le vecteur z “ y ´ ϕpyq
ϕpuqu.

z P kerpϕq, en fait, par linéarité, ϕpzq “ ϕpy ´ ϕpyq
ϕpuquq “ ϕpyq ´ ϕpyq

��ϕpuq�
��ϕpuq “ 0, en résumé :

#

u P kerpϕqK

z “ y ´ ϕpyq
ϕpuqu P kerpϕq,

d’où :

0 “ xz, uy “ xy ´
ϕpyq

ϕpuq
u, uy “ xy, uy ´ x

ϕpyq

ϕpuq
u, uy “ xy, uy ´

ϕpyq

ϕpuq
}u}2,

i.e. :

ϕpyq “
ϕpuq

}u}2
xy, uy “ xy,

ϕpuq

}u}2
uy @y P H.

Par conséquent, pour tout vecteur u P kerpϕqK, u ‰ 0H, le vecteur x “ ϕpuq
}u}2

u, est tel que

ϕpyq “ xy, xy “ Txpyq, @y P H,

i.e. ϕ “ Tx. Ceci montre que T est surjective et ça termine la preuve. 2

Pendant la partie finale de la preuve, en réalité, on a prouvé intrinsèquement un résultat
encore plus fin : le complément orthogonal du noyau d’une fonctionnelle linéaire
bornée sur un espace de Hilbert H est une droite en H.

Corollaire 6.4.1 Soit H un espace de Hilbert et ϕ P H˚, ϕ��”0. Alors kerpϕqK est un sous-
espace vectoriel mono-dimensionnel de H, i.e. dimpkerpϕqKq “ 1. Un générateur de cet espace
est le vecteur résidu x´ Pkerϕx, où x P H est tel que ϕ “ Tx via isomorphisme de Riesz.

Preuve. Dans la partie finale de la preuve du théorème de représentation de Riesz on a démontré
que si ϕ n’est pas la fonctionnelle identiquement nulle, alors, pour n’importe quel u P kerpϕqK,

u ‰ 0H, x “ ϕpuq
}u}2

u est le vecteur de H qu’on identifie avec ϕ via la formule ϕ “ Tx.

Si, par l’absurde, kerpϕqK a dimension supérieure à 1, alors il existe au moins un autre
générateur, disons u1 ‰ u, u1 ‰ 0H, u1 P kerpϕqK, u et u1 linéairement indépendants. Vu
que kerpϕqK est un espace vectoriel, on peut appliquer l’algorithme de Gram-Schmidt pour
orthonormaliser le couple pu, u1q et obtenir le couple pũ, ũ1q P kerpϕqKˆkerpϕqK, }ũ} “ }ũ1} “ 1
et ũ K ũ1. Allons définir les vecteurs

x “
ϕpũq

}ũ}2
ũ “ ϕpũqũ, x1 “

ϕpũ1q

}ũ1}2
ũ1 “ ϕpũ1qũ1,
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qui sont eux-mêmes orthogonaux, donc on peut utiliser le théorème de Pythagore pour estimer
la norme au carré de leur différence :

}x´ x1}2 “ }x` p´x1q}2 “ }x}2 ` }x1}2 “ |ϕpũq|2}ũ}2 ` |ϕpũ1q|2}ũ1}2 ą 0,

car ϕpũq, ϕpũ1q et les normes de ũ et de ũ1 sont ‰ 0. Par conséquent, x ‰ x1 et alors on aurait
deux vecteurs différents de H, x et x1, associés à la même fonctionnelle ϕ P H˚, ce qui est en
contradiction avec l’injectivité de la transformation de Riesz.

De plus, vu que x “ ϕpuq
}u}2

u et u P kerpϕqK, x R kerϕ et alors le théorème 5.2.3 nous assure

que le vecteur résidu de la projection orthogonale de x sur kerϕ, i.e. x´ Pkerϕx, appartient à
kerpϕqK. 2

Remarque 6.4.1

À la lumière de ce qu’on vient de discuter, on peut expliciter l’inverse de la transformation de
Riesz comme ça :

T´1 : H˚ ÝÑ H
ϕ ÞÝÑ T´1pϕq “ x “ ϕpuq

}u}2
u,

où u ‰ 0H est un vecteur quelconque de kerpϕqK. Vu que dimpkerpϕqKq “ 1, pour vérifier
que la définition soit bien posée, la seule chose qu’il faut faire est de vérifier que, si k P K,
k ‰ 0, alors le vecteur x associé à ϕ via u1 “ ku (en tant qu’élément arbitraire du sous-espace
mono-dimensionnel kerpϕqK) est le même :

x1 “
ϕpu1q

}u1}2
u1 “

k ϕpuq

|k|2}u}2
ku “ �

�kk ϕpuq

�
�|k|2 }u}2

u “
ϕpuq

}u}2
u “ x,

donc la définition de T´1 ne dépend pas du choix du vecteur u ‰ 0H P kerpϕqK.

6.4.1 Le produit scalaire induit sur le dual d’un espace de Hilbert

Dans le théorème de représentation de Riesz nous avons vu qu’un espace de Hilbert H
et son dual H˚ peuvent être identifiés comme espaces de Banach, vu que l’isométrie de la
transformation T fait appel seulement à la norme de H et de H˚. Néanmoins, nous pouvons
aller encore plus loin et les identifier en tant qu’espaces de Hilbert.

Pour faire ça, on doit tout d’abord introduire un produit scalaire sur H˚. Ceci peut être
fait grâce à l’isomorphisme de Riesz T : HÑ H˚ : toute fonctionnelle linéaire bornée de H˚
est l’image d’un vecteur de H et, vu qu’on sait comment faire le produit scalaire en H, il n’y
aura aucune ambigüıté si on définit le produit scalaire sur H˚ comme ça :

xϕ,ψyH˚ :“ xT´1ϕ, T´1ψyH, @ϕ,ψ P H˚.

Le fait que T préserve la norme, garantit que cette définition de produit scalaire est
compatible avec la structure d’espace de Banach déjà existant sur H˚. En fait, si ϕ “ Tx, i.e.
ϕ est la fonctionnelle qui peut être identifiée avec l’image du vecteur x P H via T , alors :

}ϕ}2 “ xT´1pTxq, T
´1pTxqy “ xx, xy “ }x}

2 “ }Tx}
2,
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où la dernière égalité est une conséquence du théorème de représentation de Riesz.
La compatibilité entre la structure d’espace vectoriel avec produit scalaire et espace vectoriel

normé complet implique que H˚, muni du produit scalaire induit par l’isomorphisme de Riesz
T , est lui-même un espace de Hilbert et, comme ça, T devient un isomorphisme (anti-linéaire)
entre les espaces de Hilbert H et H˚.

Le théorème de représentation de Riesz est l’un des résultat les plus importantes de
l’analyse fonctionnelle. Dans les deux sections suivantes, nous allons examiner une extension
de ce résultat (le théorème de Lax-Milgram) et une conséquence extrêmement significative : la
possibilité d’associer sans ambigüıté à chaque opérateur de BpHq un opérateur, dit adjoint,
qui va jouer un rôle fondamental dans l’analyse des opérateurs de projection et unitaires.

6.5 Formes bilinéaires, sesquilinéaires et formes quadratiques
associées

Le concept de forme quadratique associée à une forme bilinéaire, ou sesquilinéaire, aurait
pu être introduit dans le chapitre 1, nous avons décidé de traiter seulement maintenant ce
sujet parce que le lien entre opérateurs linéaires bornés dans les espaces de Hilbert et formes
quadratiques amène directement à la définition d’opérateur adjoint, que l’ont verra dans la
section 6.6.

Déf. 6.5.1 (Forme quadratique) Soit φ : V ˆ V Ñ R (resp. φ : V ˆ V Ñ C) une forme
bilinéaire (resp. sésquilinéaire) sur l’espace vectoriel réel (resp. complexe) V . La fonction
Φ : V Ñ R, resp. Φ : V Ñ C, définie par restriction de φ sur la diagonal de V ˆ V , i.e.

Φpxq :“ φpx, xq

est dite la forme quadratique associée à φ.

Si nous rajoutons la requête de définie positivité et symétrie (resp. symétrie conjuguée), φ
devient un produit scalaire x , y et, dans ce cas, Φpxq “ xx, xy “ }x}2 pour tout v P V , i.e. Φ
est le carré de la norme canoniquement associée à φ. Cette observation explique pourquoi Φ
est dite forme quadratique.

Venons-en maintenant au concept de forme bornée.

Déf. 6.5.2 Si pV, } }q est un espace vectoriel normé, alors la forme φ : V ˆ V Ñ K que l’on
suppose être bilinéaire si K “ R et sesquilinéaire si K “ C est dite bornée s’il existe une
constante k ą 0 telle que :

|φpx, yq| ď m}x}}y}, @x, y P V.

Le cas échéant, la norme de φ est définie par la formule :

‖φ‖ :“ inftm ą 0 : |φpx, yq| ď m}x}}y}, @x, y P V u

Comme pour le cas des opérateurs de BpHq, la norme de φ peut être réécrite avec une formule
équivalente et très utile :

‖φ‖ “ sup
‖x‖“‖y‖“1

φpx, yq,

qui entrâıne
|φpx, yq| ď ‖φ‖ ‖x‖ ‖y‖ , @x, y P H.
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Déf. 6.5.3 (Formes quadratiques bornées et leur norme) Si pV, } }q est un espace vec-
toriel normé, alors la forme quadratique Φ est dite bornée s’il existe une constante k ą 0 telle
que :

|Φpxq| ď k}x}2, @x P V.

La norme d’une forme quadratique bornée est définie par

‖Φ‖ :“ inftk ą 0 : |Φpxq| ď k}x}2, @x P V u.

Comme pour la norme de φ, nous avons la possibilité de réécrire la norme de Φ comme ça :

}Φ} :“ sup
}x}“1

|Φpxq|,

ce qui entrâıne
}Φpxq} ď }Φ}}x}2, @x P V. (6.17)

2 Comme pour le produit scalaire et sa norme, la formule de polarisation qui permet de décrire
complètement une forme bilinéaire (sesquilinéaire) via sa forme quadratique associée.

Théorème 6.5.1 Soit φ une forme bilinéaire (resp. sesquilinéaire) sur V et soit Φ sa forme
quadratique associée. Alors, pour tout x, y P V :

4φpx, yq “ Φpx` yq ´ Φpx´ yq,

respectivement :

4φpx, yq “ Φpx` yq ´ Φpx´ yq ` iΦpx` iyq ´ iΦpx´ iyq.

La preuve est identique à celle déjà vue dans la section 1.2.1 où nous avons souligné que
seulement la bilinéarité ou la sesquilinéarité de la forme φ interviennent dans la démonstration
de la formule de polarisation.

Le résultat suivant, corollaire immédiat de la formule de polarisation, donne une condition
équivalente à celle du théorème 6.2.6 pour les formes bilinéaires ou sesquilinéaires.

Corollaire 6.5.1 Soient φ1 et φ2 deux formes bilinéaires ou sesquilinéaires sur V . Alors :

φ1 “ φ2 ðñ Φ1 “ Φ2, i.e. φ1px, yq “ φ2px, yq @x, y P V ðñ φ1px, xq “ φ2px, xq @x P V,

i.e. l’égalité des formes quadratiques est nécessaire et suffisante pour caractériser l’égalité des
formes auxquelles elles sont associées.

Allons examiner une conséquence importante de ce corollaire.

Théorème 6.5.2 Une forme sesquilinéaire φ : V ˆ V Ñ C est hermitienne si et seulement si
sa forme quadratique associée Φ est réelle, i.e. Φpxq P R @x P V .
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Preuve. Allons prouver les deux implications :

ùñ : soit φ hermitienne, i.e. φpx, yq “ φpy, xq @x, y P V , alors

Φpxq “ φpx, xq “ φpx, xq “ Φpxq, @x P V,

i.e. Φ est réelle.

ðù : supposons maintenant que Φpxq “ Φpxq et allons définir une forme sesquilinéaire

ψ : V ˆ V Ñ C de la manière suivante : ψpx, yq “ φpy, xq. Si on démontre que ψ “ φ, on
prouve que φ est sesquilinéaire. Pour cela, examinons la forme quadratique Ψ associée à ψ :

Ψpxq “ φpx, xq “ Φpxq “ Φpxq, @x P V,

mais, grâce au corollaire 6.5.1, Ψ “ Φ implique ψ “ φ. 2

Comme cas particulier du théorème qu’on vient de prouver, nous avons que si une forme
sesquilinéaire φ est positive, et donc réelle, elle ne peut que être hermitienne. Cette considération
donne une ultérieure justification à la définition de produit scalaire complexe qu’on a donné
dans le chapitre 1.

Dans le théorème suivant on examine la relation entre la bornitude d’une forme bilinéaire
ou sesquilinéaire φ et celle da sa forme quadratique associée.

Théorème 6.5.3 Une forme bilinéaire ou sesquilinéaire φ sur un espace vectoriel normé
pV, } }q est bornée si et seulement si la forme quadratique associée Φ est bornée. De plus,

— si φ est réelle, alors : }φ} “ }Φ} ;

— si φ est complexe, alors sa norme est contenue dans l’intervalle de valeurs entre la
norme de Φ et son double : }Φ} ď }φ} ď 2}Φ}.

Preuve. Nous allons prouver la première inégalité en considérant une forme bilinéaire réelle ou
sesquilinéaire complexe.

}Φ} ď }φ}, φ réelle ou complexe : par définition on a

}Φ} “ sup
‖x‖“1

|Φpxq| “ sup
‖x‖“1

|φpx, xq| ď
p˚q

sup
‖x‖“‖y‖“1

|φpx, yq| “ }φ},

où p˚q est dû au fait que la borne supérieure est calculée sur un ensemble de valeurs plus
grand. Si φ est bornée, alors aussi Φ est bornée et la première inégalité vaut.

}φ} ď }Φ}, φ bilinéaire réelle : supposons maintenant que Φ soit bornée, alors, par la formule

de polarisation on a

|φpx, yq| “
1

4
|Φpx` yq ´ Φpx´ yq| ď

p6.17q

1

4
}φ}p}x` y}2 ` }x´ y}2q

ď
1

4
}φ}2p‖x‖2

` ‖y‖2
q “

1

2
}φ}p‖x‖2

` ‖y‖2
q

en ayant appliqué la formule du parallélogramme ‖x` y‖2
` ‖x´ y‖2

“ 2p‖x‖2
` ‖y‖2

q. D’où :

}φ} “ sup
‖x‖“‖y‖“1

1

2
|φpx, yq| ď sup

‖x‖“‖y‖“1
}Φ}p‖x‖2

` ‖y‖2
q “ }Φ}.
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Donc Φ bornée implique φ bornée et ça vaut que }ϕ} ď }Φ}.

}φ} ď 2}Φ}, φ sesquilinéaire complexe : supposons que Φ soit bornée, alors, encore par la

formule de polarisation on a

|φpx, yq| “
1

4
|Φpx` yq ´ Φpx´ yq ` iΦpx` iyq ´ iΦpx´ iyq|

ď
p6.17q

1

4
}φ}p}x` y}2 ` }x´ y}2 ` }x` iy}2 ` }x´ iy}2q.

Par la formule du parallélogramme dans ce cas : ‖x` iy‖2
` ‖x´ iy‖2

“ 2p‖x‖2
` ‖iy‖2

q “

2p‖x‖2
` |i|2 ‖y‖2

q “ 2p‖x‖2
` ‖y‖2

q, donc }x ` y}2 ` }x ´ y}2 ` }x ` iy}2 ` }x ´ iy}2 “
4p‖x‖2

` ‖y‖2
q et alors

|φpx, yq| ď }Φ}p‖x‖2
` ‖y‖2

q,

ce qui implique :

}φ} “ sup
‖x‖“‖y‖“1

|φpx, yq| ď sup
‖x‖“‖y‖“1

}Φ}p‖x‖2
` ‖y‖2

q “ 2}Φ}.

Donc Φ bornée implique φ bornée et ça vaut que }ϕ} ď 2}Φ}. 2

Si une forme sesquilinéaire (complexe) φ est aussi hermitienne, alors nous savons que
sa forme quadratique associée Φ est réelle. Le théorème que l’on vient de démontrer nous
assure l’égalité des normes de φ et de Φ quand φ est une forme bilinéaire réelle (et donc
aussi Φ est réelle). Ces considérations nous amènent naturellement vers l’idée qu’une forme
sesquilinéaire (complexe) hermitienne pourrait avoir une norme cöıncidente avec celle de sa
forme quadratique (réelle). Le résultat suivant nous confirme que c’est effectivement le cas.

Théorème 6.5.4 Si une forme sesquilinéaire φ : V ˆ V Ñ C, où pV, } }q est un espace
vectoriel normé, est bornée et hermitienne, alors }φ} “ }Φ}.

Preuve. Nous avons vu que l’inégalité }Φ} ď }φ} est toujours valide. Il faut tout simplement
montrer la validité de l’inégalité opposée quand φ est hermitienne.

Considérons encore la formule de polarisation

φpx, yq “
1

4
pΦpx` yq ´ Φpx´ yq ` iΦpx` iyq ´ iΦpx´ iyqq,

vu que Φ est réelle, la partie réelle des deux côtés vaut :

<pφpx, yqq “ 1

4
pΦpx` yq ´ Φpx´ yqq,

grâce à l’éq. (6.17) et à la formule du parallélogramme nous pouvons écrire la majoration
suivante :

|<pφpx, yqq| ď 1

4
}Φ}p}x` y}2 ` }x´ y}2q “

1

2
}Φ}p}x}2 ` }y}2q. (6.18)

Si θ P r0, 2πr est tel que φpx, yq “ |φpx, yq|eiθ, alors, par linéarité à gauche de φ :

0 ď |φpx, yq| “ e´iθφpx, yq “ φpe´iθx, yq,
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i.e. φpe´iθx, yq est une quantité réelle positive, donc elle cöıncide avec sa partie réelle et aussi
avec son module, d’où : |φpx, yq| “ |<pφpe´iθx, yqq|. En utilisant l’éq. (6.18) on obtient :

}φ} “ sup
‖x‖“‖y‖“1

|φpx, yq| “ sup
‖x‖“‖y‖“1

|<pφpe´iθx, yqq| ď sup
‖x‖“‖y‖“1

1

2
}Φ}p}x}2 ` }y}2q “ }Φ}.

2

Venons maintenant à l’importante relation entre formes bilinéaires ou sesquilinéaires
bornées définies sur un espace de Hilbert H et opérateurs de BpHq avec deux résultats qui
seront essentiels pour définir l’adjoint d’un opérateur borné.

Théorème 6.5.5 Pour tout A P BpHq fixé, la forme bilinéaire sur (si H est réel) ou sesqui-
linéaire (si H est complexe) φA sur H définie par

φApx, yq “ xAx, yy ou φApx, yq “ xx,Ayy

est bornée et ça vaut que }φA} “ }A}.

Preuve. Considérons la définition φApx, yq “ xAx, yy, la preuve relative à l’autre définition est
analogue. Observons que :

|φApx, yq| “ |xAx, yy| ď
(Cauchy-Schwarz)

}Ax}}y} ď
p6.11q

}A}}x}}y}, @x, y P H,

donc φA est bornée et

}φA} “ sup
‖x‖“‖y‖“1

|φApx, yq| ď sup
‖x‖“‖y‖“1

}A}}x}}y} “ }A},

donc }φA} ď }A}. Allons maintenant prouver l’égalité des normes en démontrant que }A} ď
}φA}. Pour cela, observons que φApx,Axq “ xAx,Axy “ }Ax}

2 ě 0 et alors ça vaut aussi que
}Ax}2 “ |φApx,Axq|, donc, vu que φA est bornée :

}Ax}2 “ |φApx,Axq| ď }φA}}x}}Ax}.

Si Ax ‰ 0, alors on peut diviser les deux côtés de l’inégalité précédente par }Ax} en obtenant
}Ax} ď }φA}}x}. Si Ax “ 0, alors l’inégalité }Ax} ď }φA}}x} s’écrit 0 ď }φA}}x} ce qui est
trivialement vrai. Par conséquent, l’inégalité }Ax} ď }φA}}x} vaut sans aucune contrainte et
alors nous pouvons écrire :

}A} “ sup
‖x‖“1

}Ax} ď sup
‖x‖“1

}φA}}x} “ }φA},

i.e. }A} ď }φA}. 2

Si nous écrivons BilbpHq, resp. SesqbpHq, pour indiquer l’espace vectoriel (par rapport
aux opérations linéaires définies ponctuellement) des formes bilinéaires, resp. sesquilinéaires,
bornes sur H, alors la correspondance

BpHq ÝÑ Bilbphq
A ÞÝÑ φA

, ou
BpHq ÝÑ Sesqbphq
A ÞÝÑ φA

222



est une inclusion isométrique.
La correspondence définie par BpHq Q A ÞÑ φA P BilbpHq est linéaire, par contre, celle

donnée par BpHq Q A ÞÑ φA P SesqbpHq est linéaire si l’on définit φApx, yq “ xAx, yy et
antilinéaire si l’on définit φApx, yq “ xx,Ayy.

Grâce à l’isométrie, nous pouvons rajouter une autre caractérisation de la norme d’un
opérateur A P BpHq.

Corollaire 6.5.2 (Cinquième caractérisation de la norme d’un opérateur de BpHq)
Pour tout A P BpHq ça vaut :

}A} “ sup
‖x‖“‖y‖“1

|xAx, yy| . (6.19)

Le résultat suivant dit que l’application qui associe un opérateur borné à une forme
bilinéaire ou sesquilinéaire bornée n’est pas seulement une inclusion isométrique, mais elle
est aussi surjective, i.e. toute forme bilinéaire ou sesquilinéaire bornée sur un espace de
Hilbert H est définie par un et un seul opérateur de BpHq. En résumé : la correspondance
opérateur borné Ø forme bilinéaire ou sesquilinéaire bornée est un isomorphisme
isométrique.

Théorème 6.5.6 Soit H un espace de Hilbert sur K “ R,C. Pour toute forme φ : HˆHÑ K
bilinéaire, si K “ R, ou sesquilinéaire si K “ C, bornée il existe un unique opérateur B P BpHq
tel que φ “ φB, i.e. ça vaut :

φpx, yq “ xBx, yy ou φpx, yq “ xx,Byy, @x, y P H.

Preuve. Pour fixer les idées, nous allons considérer la définition φBpx, yq “ xx,Byy, la preuve
pour l’autre définition est complètement analogue.

Injectivité : le théorème précédent garantit que, pour tout B P BpHq, φBpx, yq “ xx,Byy
est une forme bilinéaire ou sesquilinéaire bornée. Soient maintenant B1, B2 P BpHq tels que
φ “ φB1 “ φB2 , i.e. φpx, yq “ xx,B1yy “ xx,B2yy @x, y P H, alors, grâce au théorème 6.2.6,
B1 “ B2.

Surjectivité : fixées arbitrairement une forme bilinéaire ou sesquilinéaire φ : HˆHÑ K et
un élément y P H, l’application

φy : H ÝÑ K
x ÞÝÑ φypxq :“ φpx, yq

est évidemment une fonctionnelle linéaire bornée sur H, i.e. φy P H˚. Grâce au théorème de
représentation de Riesz, il existe un seul élément ξy P H tel que φy “ Tξy “ T pξyq, où T est
l’isomorphisme de Riesz et Tξy P H˚ est le représentant de Riesz de ξy P H, dont l’action sur
n’importe quel x P H l’on sait est définie par Tξypxq “ xx, ξyy.

En résumé, @x, y P H, ça vaut que φpx, yq “ φypxq “ xx, ξyy, et alors la surjectivité que
l’ont cherche sera prouvé si nous montrons que l’application

B : H ÝÑ H
y ÞÝÑ By :“ ξy
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est un opérateur linéaire borné sur H, vu que, dans ce cas ça vaut φpx, yq “ xx,Byy @x, y P H.
Soient x, y1, y2 P H et α1, α2 P K quelconques, alors :

xx, ξα1y1`α2y2y “ φpx, α1y1 ` α2y2q “ α1φpx, y1q ` α2φpx, y2q

“ α1xx, ξy1y ` α2xx, ξy2yxx, α1ξy1y ` xx, α2ξy2y

“ xx, α1ξy1 ` α2ξy2y,

ce qui montre la linéarité de la correspondance H Q y ÞÑ ξy “ By P H.
Pour montrer que B est borné, observons que, comme φ est bornée, il existe k ą 0 tel que

|xx,Byy| “ |φpx, yq| ă k}x}}y} @x, y P H,

grâce à l’arbitrarité de x, l’inégalité vaut aussi quand x “ Ay, i.e.

}By}2 “ |xBy,Byy| ă k}By}}y} @y P H,

d’où }By} ă k}y} @y P H tel que By ‰ 0, et quand By “ 0 l’inégalité }By} ă k}y} est
trivialement vraie, donc ça vaut }By} ă k}y} @y P H, i.e. B est borné. 2

6.5.1 Le théorème de Lax-Milgram et ses conséquences

En 1954 P. Lax et A.N. Milgram en 1954 ont donné une preuve simple et élégante d’une
conséquence remarquable du théorème précédent, qui généralise le théorème de représentation
de Riesz à formes bilinéaires ou sesquilinéaires.

Une des hypothèses nécessaires pour ce résultat est définie ci-dessous.

Déf. 6.5.4 (Forme coercive ou V -elliptique) Soit pV, } }q un espace vectoriel normé, une
forme bilinéaire ou sesquilinéaire φ : V ˆV Ñ K, K “ R ou C est dite coercive ou V -elliptique
s’il existe une constante K ą 0 telle que :

Φpxq ě K}x}2, @x P V.

Évidemment, un produit scalaire sur V est une forme coercive, car, dans ce cas
Φpxq “ xx, xy “ }x}2 ě K}x}2 @x P V avec 0 ă K ď 1.

Un exemple moins évident : si z P Cpr0, 1s,Rq est telles que min
tPr0,1s

zptq ą 0, alors la forme

bilinéaire
φ : L2r0, 1s ˆ L2r0, 1s ÝÑ R

px, yq ÞÝÑ φpx, yq :“
ş1
0 xptqyptqzptqdt

est coercive car

Φpxq “

ż 1

0
|xptq|2zptqdt ě

ż 1

0
|xptq|2 min

tPr0,1s
zptqdt “ min

tPr0,1s
zptq

ż 1

0
|xptq|2dt “ K}x}2,

où K “ min
tPr0,1s

zptq.
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Théorème 6.5.7 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert sur K “ R ou C et soit
φ : HˆHÑ K une forme bilinéaire, si K “ R, ou sesquilinéaire, si K “ C, bornée et coercive.
Alors, pour toute fonctionnelle bornée ϕ P H˚ existe un seul élément uϕ P H tel que :

ϕpxq “ φpx, uϕq, @x P H.

Preuve. Grâce au théorème 6.5.6 nous savons qu’il existe un opérateur A P BpHq tel que :

φpx, yq “ xx,Ayy, @x, y P H. (6.20)

De l’autre côté, le théorème de représentation de Riesz garantit que, pour toute fonctionnelle
linéaire bornée ϕ P H˚, il existe un seul élément T´1pϕq P H, où T est l’isomorphisme de
Riesz, tel que :

ϕpxq “ xx, T´1pϕqy, @x P H. (6.21)

L’idée pour démontrer le théorème passe par une simple comparaison des équations (6.20)
et (6.21) : en fait, si l’opérateur A : H Ñ H est un isomorphisme, alors il existe un unique
élément de H, que l’on écrit uϕ P H car il dépend de ϕ, qui satisfait Auϕ “ T´1pϕq, mais
alors :

ϕpxq “
p6.21q

xx, T´1pϕqy “
pT´1pϕq“Auϕq

xx,Auϕy “
p6.20q

φpx, uϕq, @x P H,

i.e. la thèse du théorème de Lax-Milgram.
Allons alors démontrer que A est un isomorphisme. L’injectivité est une simple conséquence

de la coercivité, en fait :

0 ď K}x}2 ď Φpxq “ φpx, xq “ xx,Axy “
xx,Axyě0

|xx,Axy| ď
Cauchy-Schwarz

‖x‖ ‖Ax‖ ,

d’où : }x} ď 1
K ‖Ax‖ pour tout x ‰ 0, et pour x “ 0 l’inégalité vaut trivialement, donc elle

vaut pour tout x P H. Ceci entrâıne que A est injectif : en fait, étant donnés x1, x2 P H
arbitraires, la condition Ax1 “ Ax2 implique, par linéarité, que Apx1 ´ x2q “ 0, mais alors
}x1 ´ x2} ď

1
K ‖Apx1 ´ x2q‖ “ 0, i.e. x1 “ x2.

La surjectivité de A, i.e. le fait que ImpAq “ H, est légèrement plus compliqué à démontrer.
Le premier argument à utiliser passe encore par l’inégalité que l’on vient de démontrer.
Précisément, soit pxnqnPN Ă H une suite quelconque d’éléments de H, alors pAxnqnPN Ă
ImpAq est une suite arbitraire d’éléments de l’image de A. Supposons que cette suite soit
convergente en H, i.e. qu’il existe y P H tel que : ‖Axn ´ y‖ Ñ

nÑ`8
0, en particulier, en tant

que suite convergente, pAxnqnPN est de Cauchy, i.e. pour tout ε ą 0 DNε P N tel que n,m ě Nε

implique ‖Axn ´Axm‖ ă ε, mais alors ça vaut aussi }xn ´ xm} ď
1
K ‖Axn ´Axm‖ ă ε pour

tout n,m ě Nε, i.e. si pAxnqnPN converge en H, alors pxnqnPN est une suite de Cauchy en
H. Vu que H est complet, pxnqnPN converge elle-même en H, i.e. il existe x P H tel que

lim
nÑ`8

‖xn ´ x‖ “ 0. A est borné et donc continu, par conséquent,

A

ˆ

lim
nÑ`8

‖xn ´ x‖
˙

“ lim
nÑ`8

‖Axn ´Ax‖ “ 0,

mais alors, par l’unicité de la limite dans un espace métrique, on obtient y “ Ax P ImpAq, i.e.
ImpAq est un sous-espace vectoriel fermé de H car il contient les limites de toutes ses suites.
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La fermeture de ImpAq nous permet d’utiliser le théorème 5.2.3 qui établit que, si, par
l’absurde, ImpAq est un sous-espace vectoriel propre de H, alors il existe un vecteur non nul
ξ P Hz ImpAq orthogonal à ImpAq, i.e. xξ, Ayy “ 0 @y P H. En prenant y “ ξ on obtient

0 “ xξ, Aξy “ Φpξq ě
coercivité

K}ξ}2 ą 0,

car ξ ‰ 0 et K ą 0, d’où l’absurde. 2

Le théorème de Lax-Milgram est très utilisé dans la résolution des équations différentielle
en dérivées partielles (EDP) exprimés sous forme variationnelle. Grossièrement, l’idée consiste
à réécrire une EDP sous la forme de minimisation d’une fonctionnelle exprimée par une
intégrale et chercher ce que l’on appelle la solution au sens faible de l’EDP sous la forme d’un
minimiseur de la fonctionnelle.

Dans ce type de démarche, un corollaire presque immédiat du théorème de Lax-Milgram
(souvent cité comme une partie intégrante du théorème lui-même) est extrêmement utile.

Corollaire 6.5.3 (Lax-Milgram cas symétrique) Soient :

— H un espace de Hilbert réel ;

— ϕ P H˚ ;

— φ : HˆHÑ R une forme bilinéaire bornée, coercive et symétrique ;

— Φ : HÑ R la forme quadratique associée à φ.

Alors, le vecteur uϕ P H tel que ϕpxq “ φpx, uϕq @x P H est le seul élément de H qui minimise
la fonctionnelle linéaire

Jϕ : H ÝÑ R
x ÞÝÑ Jϕpxq :“ 1

2Φpxq ´ ϕpxq,

i.e. D! uϕ P H tel que :

Jϕpuϕq “ min
xPH

Jϕpxq ðñ uϕ “ arg min
xPH

Jϕpxq.

Preuve. Allons perturber la fonctionnelle Jϕ autour de uϕ avec un vecteur w P H quelconque :

Jϕpuϕ ` wq “
1

2
φpuϕ ` w, uϕ ` wq ´ ϕpuϕ ` wq

“
1

2
rφpuϕ, uϕq ` φpuϕ, wq ` φpw, uϕq ` φpw,wqs ´ ϕpuϕq ´ ϕpwq

“
pφ symétriqueq

1

2
rφpuϕ, uϕq ` 2φpuϕ, wq ` φpw,wqs ´ ϕpuϕq ´ ϕpwq

“
1

2
φpuϕ, uϕq ´ ϕpuϕq `

1

2
φpw,wq ` φpw, uϕq ´ ϕpwq

ˆ

1

2
φpuϕ, uϕq ´ ϕpuϕq “ Jpuϕq and uϕ satisfait ϕpwq “ φpw, uϕq

˙

“ Jpuϕq `
1

2
Φpwq

ě
pφ coerciveq

Jpuϕq `
K

2
}w}2 ě

pK
2
}w}2ě0q

Jpuϕq,
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i.e. Jpuϕq ď Jϕpuϕ ` wq @w P H, donc uϕ est le seul minimiseur de J . 2

Vu qu’un produit scalaire réel est une forme bilinéaire bornée, coercive et symétrique, et
que sa forme quadratique associée est la norme au carré (exprimé typiquement sous une forme
intégrale), ce résultat garantit que, pour toute fonctionnelle réelle de la forme :

Jϕpxq “
1

2
}x}2 ´ ϕpxq,

où ϕ P H˚, il existe un seul minimiseur uϕ P H.

Le théorème de Lax-Milgram et sa version symétrique sont à la base des méthodes aux
éléments finis, l’idée est la suivante : si ϕ n’a pas une expression simple, alors chercher
directement le minimiseur (solution faible d’une EDP) uϕ dans l’entier espace de Hilbert H
peut être très compliqué, dans ce cas on approche le problème en cherchant une suite u

pnq
ϕ

dans Hn, un sous-espace de dimension finie de H (d’où le nom ‘éléments finis’).

Dans le cas où φ est symétrique et définie positive, u
pnq
ϕ est la projection orthogonale de u

sur Hn au sens du produit scalaire défini par φ.
Une fois définie une base (typiquement orthonormée) phiq

n
i“1 de Hn, le problème se ramène

à la résolution du système linéaire Au
pnq
ϕ “ b, où Aij “ φphj , hiq et bi “ ϕphiq.

Terminons cette section avec l’observation que le théorème de Lax-Milgram que l’on a
présenté peut être obtenu comme corollaire d’un théorème démontré par J.L. Lions et G.
Stampacchia en 1967 dans le cadre des inégalités variationnelles.

6.6 L’opérateur adjoint et ses propriétés

Dans cette section nous allons examiner une conséquence très importante du théorème de
représentation de Riesz et des résultats que l’on vient d’examiner dans la section précédente : la
possibilité d’associer à A un autre opérateur, dit ! adjoint ", qui a une importance fondamentale
dans la théorie et dans les applications de l’analyse fonctionnelle.

Considérons un opérateur A P BpHq, alors, grâce au théorème 6.5.5, la forme bilinéaire
ou sesquilinéaire définie par φpx, yq “ xx,Ayy est bornée. Grâce au théorème 6.5.6, il existe
un unique opérateur borné B tel que, pour tout x, y P H, ça vaut φpx, yq “ xBx, yy, d’où :
xx,Ayy “ φpx, yq “ xBx, yy. Avec les mêmes arguments, en sélectionnant les options alterna-
tives dans les théorèmes 6.5.5 et 6.5.6, on arrive à l’équation : xAx, yy “ φpx, yq “ xx,Byy
@x, y P H.

L’opérateur B a un symbole et un nom spécifiques.

Déf. 6.6.1 Soit A P BpHq. On appelle opérateur adjoint de A, et on l’écrit avec 4 A:,
l’opérateur A: P BpHq tel que :

xA:x, yy “ xx,Ayy et xAx, yy “ xx,A:yy @x, y P H.

L’application : : BpHq Ñ BpHq, A ÞÑ A: est dite adjonction.

4. L’origine du symbole :, dagger en anglais, poignard en français, vient de la relation étroite entre
l’opérateur adjoint A: et l’opérateur transposé ou dual At, pour plus d’information le lecteur est invité à
consulter l’appendice B. Un autre symbole très utilisé est A˚.
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Théorème 6.6.1 L’adjonction est un automorphisme antilinéaire de BpHq, en fait elle vérifie
les propriétés suivantes : pour tout A,B P BpHq et k P K,

1. pA`Bq: “ A: `B:

2. pkAq: “ k̄A:

3. pABq: “ B:A:

4. pAq:: “ A

5. }A:A} “ }A}2, }AA:} “ }A:}2

6. }A:} “ }A}.

Preuve.

1. et 2. : conséquences immédiates de la sesquilinéarité du produit scalaire complexe (si
l’espace de Hilbert est réel, bien sur k̄ “ k, comme conséquence de la bilinéarité).

3. : xpABq:x, yy “ xx,AByy “ xA:x,Byy “ xB:A:x, yy @x, y P H, d’où la 3.

4. : vu que A:: “ pA:q:, xA::x, yy “ xpA:q:x, yy “ xx,A:yy “ xA:y, xy “ xy,Axy “
xAx, yy @x, y P H, d’où la 4.

5. : montrons d’abord que }A}2 ď }A:A} : soit x P H, }x} “ 1, alors

}Ax}2 “ xAx,Axy “ |xAx,Axy| “ |xA:Ax, xy| ď
Cauchy-Schwarz

}A:Ax}}x} “ }A:Ax}

ď }A:A}}x} “ }A:A},

donc, vu que }A}2 “ sup
}x}“1

}Ax}2, }A}2 ď }A:A}.

Montrons maintenant que }A:A} ď }A}2. Commençons par observer que, pour tout
x, y P H, }x} “ }y} “ 1 ça vaut que

<xAx,Ayy ď
a

p<xAx,Ayyq2 ` pImpxAx,Ayyq2 “ |xAx,Ayy|
ď

Cauchy-Schwarz
}Ax}}Ay} ď }A}}x}}A}}y} “ }A}2.

(6.22)

Si xA:Ax, yy “ |xA:Ax, yy|eiϑ, ϑ étant la phase de xA:Ax, yy, alors

R Q |xA:Ax, yy| “ e´iϑxA:Ax, yy “ xA:Ax, eiϑyy,

i.e. xA:Ax, eiϑyy P R et donc xA:Ax, eiϑyy “ <xA:Ax, eiϑyy ď
p6.22q

}A}2, vu que }eiϑy} “

1. Grâce au fait que xA:Ax, yy “ xA:Ax, eiϑyy on peut écrire :

|xA:Ax, yy| ď }A}2, @x, y P H, }x} “ }y} “ 1. (6.23)

Prenons maintenant un ξ P H quelconque et utilisons cette dernière inégalité pour
estimer la norme de A:Aξ :

}A:Aξ} “
1

}A:Aξ}

1

}ξ}
}A:Aξ}2}ξ} “

1

}A:Aξ}

1

}ξ}
xA:Aξ,A:Aξy}ξ}

“
1

}A:Aξ}

1

}ξ}
|xA:Aξ,A:Aξy|}ξ} “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xA:A
ξ

}ξ}
,
A:Aξ

}A:Aξ}
y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

}ξ},
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si on écrit x “ ξ
}ξ} et y “ A:Aξ

}A:Aξ}
et on observe que ces deux vecteurs sont unitaires, alors

on peut utiliser l’inégalité (6.23) pour écrire }A:Aξ} ď }A}2}ξ}, pour tout ξ P H, ce qui
implique que }A:A} “ sup}ξ}“1 }A

:Aξ} ď }A}2. D’où }A:A} “ }A}2 @A P BpHq. Si on

écrit B “ A:, alors B P BpHq et }B:B} “ }B}2, i.e. }A::A:} “ }A:}2, mais A:: “ A,
donc }AA:} “ }A:}2 pour tout A P BpHq.

6. : d’un côté on a

}A}2 “ }A:A} ď
p6.12q

}A:}}A} ùñ
}A}2

}A}
ď
}A:}}A}

}A}
ðñ }A} ď }A:},

de l’autre côté

}A:}2 “ }AA:} ď
p6.12q

}A}}A:} ùñ
}A:}2

}A:}
ď
}A}}A:}

}A:}
ðñ }A:} ď }A}.

2

Un corollaire immédiat des propriétés 1. et 6. est que l’adjonction : : BpHq Ñ BpHq est
une fonction continue, en fait, supposons que pAnqnPN Ă BpHq soit une suite de BpHq
convergente vers A P BpHq, i.e. }An ´A} Ñ

nÑ`8
0, alors :

}An
: ´A:} “

p1.q
}pAn ´Aq

:} “
p6.q
}An ´A} Ñ

nÑ`8
0.

L’algèbre de Banach BpHq munie de l’opération d’adjonction devient une C˚-algèbre,
comme formalisé ci-dessous.

Déf. 6.6.2 (C˚-algèbre) Une algèbre de Banach A est dite C˚-algèbre s’il est possible définir
sur A une involution, i.e. une transformation j : AÑ A telle que, @a, b P A et @k P C :

1. jpa` bq “ jpaq ` jpbq

2. jpkaq “ k̄jpaq

3. jpabq “ jpbqjpaq

4. jpjpaqq “ a.

La théorie des C˚-algèbres est très importante dans l’analyse fonctionnelle et ses applica-
tions, néanmoins, une discussion des C˚-algèbres est hors du but de cet ouvrage.

Allons examiner les opérateurs qui sont ! insensibles " par rapport à l’adjonction, dans le
sens que ils sont l’adjoint d’eux mêmes, ces opérateurs sont très utilisés et c’est pour ça qu’on
leur donne un nom spécifique.

Déf. 6.6.3 (Opérateurs auto-adjoints ou hermitiens) A P BpHq est dit un opérateur
auto-adjoint (a.a.) ou hermitien si A: “ A, i.e. si :

xAx, yy “ xx,Ayy, @x, y P H.
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Pour avoir une idée de l’importance des opérateurs auto-adjoints, ça suffit de dire que
les observables physiques de la mécanique quantique sont représentées par des
opérateurs auto-adjoints définis sur un espace de Hilbert.

Deux opérateurs auto-adjoints remarquables sont : A:A et AA:.

Théorème 6.6.2 Soit A P BpHq, alors A:A et AA: sont auto-adjoints.

Preuve. Il suffit d’appliquer les propriétés pABq: “ B:A: et A:: “ A, en fait :

pA:Aq: “ A:A:: “ A:A

et
pAA:q: “ A::A: “ AA:.

2

Dans le théorème suivant on montre sous quelles conditions la propriété d’être auto-adjoint
est stable par rapport aux opérations de l’algèbre BpHq. Avant d’énoncer le résultat, on
introduit la notation suivante : @A,B P BpHq on définit l’opérateur rA,Bs “ AB ´BA, dit le
commutateur entre A et B. On dit que A et B commutent si rA,Bs “ 0, l’opérateur nul,
dans ce cas : AB “ BA.

Théorème 6.6.3 Soient A,B P BpHq, A,B auto-adjoints, alors :

— αA` βB est auto-adjoint si et seulement si α, β P R ;

— AB est auto-adjoint si et seulement si rA,Bs “ 0.

Preuve. La première propriété est une conséquence très simple de la propriété 2. de l’adjonction
et de la sesquilinéairité du produit scalaire. Allons démontrer la deuxième.

ñ : AB a.a., i.e. AB “ pABq:, alors pABq: “ B:A: “
A,B a.a.

BA, donc AB “ BA.

ð : @x, y P H ça vaut : xABx, yy “ xBx,A:yy “ xx,B:A:yy “
A,B a.a.

xx,BAyy “
rA,Bs“0

xx,AByy, donc AB “ pABq:.
2

Allons voir un exercice dans lequel on va appliquer plusieurs résultats qu’on a vu jusqu’ici.

Exercice 6.4

Soient punqnPN un s.o.n. dans l’espace de Hilbert H, pλnqnPN Ă C et A : HÑ H,

Ax “
ÿ

nPN
λnxx, unyun, @x P H .

1. Démontrer que si la suite pλnqnPN est bornée, alors A P BpHq ;

2. Calculer l’adjoint A: de A. En déduire une condition nécessaire est suffisante pour que
l’opérateur A soit anti-autoadjoint, i.e. A`A: “ 0 ;
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3. On considère, pour tout n P N, l’opérateur An défini par

Anx “
n
ÿ

k“0

λkxx, ukyuk .

(a) Pour n P N, calculer Anun`1 ´ Aun`1. En déduire une condition nécessaire pour
qu’on ait An ÝÑ

nÑ`8
A dans BpHq.

(b) En supposant que lim
nÑ`8

λn “ 0, prouver que An ÝÑ
nÑ`8

A dans BpHq.

Solution de l’exercice 6.4

1. Vu que punqnPN un s.o.n. dans l’espace de Hilbert, le théorème de Fischer-Riesz 5.5.3 ga-
rantit que la bonne définition de Ax, i.e. la convergence de la série (en H)

ř

nPN
λnxx, unyun

est équivalente à la convergence de la série (en C)
ř

nPN
|λnxx, uny|

2 “
ř

nPN
|λn|

2|xx, uny|
2.

Si pλnqnPN est une suite bornée, i.e. sup
nPN

|λn| “ M ă `8, alors,
ř

nPN
|λnxx, uny|

2 ď

M2}x}2 ă `8, grâce à l’inégalité de Bessel (5.5).

Analysons maintenant la bornitude de A :

}Ax}2 “

›

›

›

›

›

ÿ

nPN
λnxx, unyun

›

›

›

›

›

2

“
(th. Pythagore)

ÿ

nPN
}λnxx, unyun}

2
“

ÿ

nPN
|λn|

2|xx, uny|
2,

et on peut utiliser encore la bornitude de pλnqnPN et l’inégalité de Bessel pour écrire
}Ax} ďM}x}, @x P H, mais alors }A} “ sup

}x}“1
}Ax} ďM , ce qui montre que A P BpHq.

2. Soient x, y P H, alors

xAx, yy “
ÿ

nPN
λnxx, uny xun, yy “

C

x,
ÿ

nPN
λn xun, yyun

G

“

C

x,
ÿ

nPN
λn xy, unyun

G

,

par conséquent A:x “
ř

nPN
λn xx, unyun, @x P H.

Par continuité on peut écrire pA ` A:qx “
ř

nPN
pλn ` λnq xx, unyun, donc A ` A: est

l’opérateur nul si et seulement si λn ` λn “ 0 @n P N. En écrivant λn “ an ` ibn,
an, bn P R @n P N, on voit que la condition λn ` λn “ 0 est équivalente à an “ ´an
@n P N, i.e. an “ 0 @n P N, tandis qu’on n’a aucune contrainte sur bn. Par conséquent,
A est anti-autoadjoint si et seulement si λn P iR pour tout n P N, i.e. λn est une suite
imaginaire pure.

3. (a) En utilisant les faits suivants :

}un} “ 1, xuk, un`1y “ 0 @n P N, k ‰ n` 1,

on déduit que Anun`1 “ 0, Aun`1 “ λn`1un`1 @n P N. Par conséquent, grâce au
résultat 6.10, nous pouvons écrire :

}An ´A}BpHq ě }pAn ´Aqun`1}H “ |λn`1| @n P N,

i.e., une condition nécessaire pour que lim
nÑ`8

}An ´A}BpHq “ 0 est lim
nÑ`8

λn “ 0.
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(b) Calculons, pour tout n P N et x P H,

}Anx´Ax}
2 “

›

›

›

›

›

8
ÿ

k“n`1

λnxx, ukyuk

›

›

›

›

›

2

“

8
ÿ

k“n`1

|λk|
2 |xx, uky|

2
ď

ˆ

sup
kěn`1

|λk|

˙2

}x}2,

grâce à l’inégalité de Bessel. Par conséquent }An ´A}BpHq ď supkěn`1 |λk|, @n P N.
En utilisant le fait que lim

nÑ`8
λn “ 0, on obtient donc bien que

lim
nÑ`8

}An ´A}BpHq “ 0.

2

Venons maintenant à la norme d’un opérateur auto-adjoint.

Théorème 6.6.4 Soit A P BpHq un opérateur auto-adjoint. Alors :

‖A‖ “ sup
}x}“1

|xAx, xy|.

Preuve. Par simplicité, écrivons :

sA “ sup
}x}“1

|xAx, xy|.

sA ď }A} : par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a que

|xAx, xy| ď }x}}Ax} ď }A}}x}2,

donc
sA “ sup

}x}“1
|xAx, xy| ď sup

}x}“1
}A}}x}2 “ }A},

et alors sA ď }A}.

}A} ď sA : nous allons utiliser le fait que, @z P C, z ` z̄ “ 2Repzq pour écrire @x, y P H

4<pxAx, yyq “ 4
1

2
rxAx, yy ` xAx, yys “ 2rxAx, yy ` xy,Axys.

Par calcul direct, on peut vérifier que ça vaut l’égalité suivante :

2rxAx, yy ` xy,Axys “ xApx` yq, x` yy ´ xApx´ yq, x´ yy,

donc

4<pxAx, yyq “ xApx` yq, x` yy ´ xApx´ yq, x´ yy

“ }x` y}2xA
x` y

}x` y}
,
x` y

}x` y}
y ´ }x´ y}2xA

x´ y

}x´ y}
,
x´ y

}x´ y}
y

ď }x` y}2sA ` }x´ y}
2sA “ sAp}x` y}

2 ` }x´ y}2q “
(1.2.4)

sA2p}x}2 ` }y}2q,
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i.e. <pxAx, yyq ď 1
2sAp}x}

2 ` }y}2q @x, y P H. Vu la validité de l’inégalité pour chaque couple
de vecteurs de H, nous pouvons considérer, en particulier, le couple x, z où z “ eiϑy, ϑ P R
quelconque. Comme }z} “ }y}, l’inégalité précédente devient

<pxAx, eiϑyyq ď 1

2
sAp}x}

2 ` }y}2q. (6.24)

Utilisons maintenant un argument similaire à celui qu’on a déjà utilisé dans la preuve de
la propriété 5. de l’adjonction, i.e. écrivons xAx, yy “ |xAx, yy|eiϑ, ϑ étant la phase de xAx, yy,
alors

R Q |xAx, yy| “ e´iϑxAx, yy “ xAx, eiϑyy “
(car réel)

<pxAx, eiϑyyq,

donc |xAx, yy| “ <pxAx, eiϑyyq et alors l’inégalité (6.24) peut être réécrite comme ça :

|xAx, yy| ď
1

2
sAp}x}

2 ` }y}2q.

Allons introduire dans cette inégalité le vecteur y “ }x}
}Ax}Ax. Dans le côté de gauche on

obtient :

|xAx, yy| “ |xAx,
}x}

}Ax}
Axy| “

}x}

}Ax}
|xAx,Axy| “

}x}

}Ax}
}Ax}2 “ }x}}Ax},

tandis qu’à droite on a :

1

2
sAp}x}

2 ` }y}2q “
1

2
sAp}x}

2 `
}x}2

}Ax}2
}Ax}2q “

1

2
sAp}x}

2 ` }x}2q “ sA}x}
2,

donc, @x P H ça vaut }x}}Ax} ď sA}x}
2, et, si x ‰ 0H, alors }Ax} ď sA}x}, d’où :

}A} “ sup
x‰0H

}Ax}

}x}
ď sA sup

x‰0H

}x}

}x}
“ sA,

en définitive }A} ď sA. 2

Le théorème suivant montre une propriété des opérateurs adjoints fondamentale dans la
théorie de l’optimisation.

Théorème 6.6.5 Soit A P BpHq, alors :

kerpAq “ pImpA:qqK et ImpA:q “ pkerpAqqK,

donc
H “ kerpAq ‘ ImpA:q et H “ kerpA:q ‘ ImpAq.

Preuve.

kerpAq Ď pImpA:qqK : soit x P H quelconque et y P kerpAq, alors Ay “ 0H et donc on peut

écrire
0 “ xx, 0Hy “ xx,Ayy “ xA

:x, yy,

i.e. y K A:x @x P H, comme ImpA:q “ tA:x, x P Hu, cela implique que y P pImpA:qqK.
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pImpA:qqK Ď kerpAq : soit y P pImpA:qqK, alors xA:x, yy “ 0 @x P H, mais xA:x, yy “ xx,Ayy,

donc xx,Ayy “ 0 @x P H, i.e. Ay “ 0H, mais alors y P kerpAq.

Par conséquent : kerpAq “ pImpA:qqK “ pImpA:qqK, mais alors, si on opère encore une fois
le complément orthogonale : kerpAqK “ pImpA:qqKK “ ImpA:q. On observe que considérer
l’adhérence de ImpA:q est indispensable, car kerpAqK est un sous-espace fermé de H et ImpA:q
ne l’est, en général, pas.

Les décompositions orthogonales de H en somme directe de sous-espaces sont une conséquence
immédiate du théorème de la projection orthogonale. 2

Terminons avec l’analyse de la relation entre l’inversion et l’adjonction. Nous rappelons de
la section 6.3 que, si V est un espace de Banach, alors GLpV q est son groupe général linéaire,
i.e. le groupe des opérateur linéaires continus et bijectifs avec inverse continue.

Théorème 6.6.6 Soit H un espace de Hilbert et soit A P GLpHq. Alors A: est inversible et :

1. ça vaut :

pA:q´1 “ pA´1q:

i.e. pour les opérateurs de GLpHq les opérations d’inversion et d’adjonctions commutent
entre elles : l’inverse de l’adjoint est l’adjoint de l’inverse ;

2. si, en plus, A P GLpHq est auto-adjoint, alors A´1 est autoadjoint.

Preuve.

1. Il faut prouver que, pour tout x P H, pA´1q:A:x “ A:pA´1q:x “ x. Pour cela, considérons,
@x, y P H :

xy, pA´1q:A:xy “ xA´1y,A:xy “ xAA´1y, xy “ xy, xy

xy,A:pA´1q:xy “ xAy, pA´1q:xy “ xA´1Ay, xy “ xy, xy,

d’où, grâce à (6.2.6) pA´1q:A:x “ A:pA´1q:x “ x.

2. Conséquence immédiate de la propriété 1. : si A “ A:, alors A´1 “ pA´1q:.
2

6.7 Les opérateurs de projection orthogonale dans un espace
de Hilbert

On a déjà rencontré les opérateurs de projection orthogonale dans un espace de Hilbert H.
On veut, d’un côté, généraliser le concept de projection et, de l’autre côté, caractériser les
projections orthogonales. L’opérateur adjoint sera fondamentale pour arriver à ce résultat.

Pour avoir une idée claire et simple du concept d’opérateur de projection, non nécessairement
orthogonale, imaginons d’être dans un espace Euclidien de dimension finie, par exemple R2 et
de projeter un vecteur dans la direction d’un autre vecteur.

Imaginons d’itérer le processus, i.e. de vouloir ! projeter la projection ", il est clair que cette
opération n’a aucun effet sur le vecteur projeté. Cette propriété est prise comme définition du
concept de projection 5.

5. Beaucoup d’auteurs utilisent la définition projection oblique pour la distinguer du concept, plus
restrictif, de projection orthogonale.
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Déf. 6.7.1 Soit A P BpHq, A est un projecteur, ou un opérateur de projection, s’il est
idempotent, i.e. A2 “ A.

La présence d’un produit scalaire en H permet de cibler une projection particulière, celle
orthogonale. Les résultats du chapitre 5 ont montré que la complétude de H par rapport à la
topologie engendrée par le produit scalaire permet de donner deux définitions équivalentes de
projection orthogonales.

Déf. 6.7.2 Soit H un espace de Hilbert et S un sous-espace vectoriel propre et fermé de H.
La fonction :

PS : H ÝÑ S
x ÞÝÑ PSpxq,

où : }x´ PSpxq} “ inf
yPS
}x´ y}, i.e. PSpxq est l’élément de S qui minimise la distance à x P H

par rapport à la norme induite par le produit scalaire de H, est dite opérateur de projection
orthogonale sur le sous-espace S.

D’une manière équivalente, si on considère la décomposition de H suivante : H “ S‘SK et
l’écriture x “ x1 ` x2, avec x P H, x1 P S, x2 P SK, alors l’opérateur de projection orthogonale
PS est défini via PSpxq “ x1.

Allons voir un exemple de projecteur. Soit H “ L2r´a, as, avec a P R munit de la tribu de
Borel et de la mesure de Lebesgue. On peut démontrer que les fonctions paires et impaires sont
orthogonales pour le produit scalaire de L2r´a, as. On a ensuite la décomposition suivante :

fpxq “
fpxq ` fp´xq

2
looooooomooooooon

partie paire

`
fpxq ´ fp´xq

2
looooooomooooooon

partie impaire

,

donc, le projecteur de f P L2r´a, as sur le sous-espace P Ă L2r´a, as des fonctions paires est

défini par PPfpxq “
fpxq`fp´xq

2 et le projecteur sur le sous-espace I Ă L2r´a, as des fonctions

impaires est définit par PIfpxq “
fpxq´fp´xq

2 .

Examinons les propriétés de l’opérateur PS :

1. P 2
S “ PS (idempotence). @x P H, on a : P 2

Spxq “ PSp PSpxq
loomoon

PS, par définition

q “ PSpxq. Donc

PS est bien un projecteur.

2. PS |S “ idS . C’est évident : l’élément PSpxq P S qui minimise la distance à x P S est

lui même. Autrement dit, si x “ x1 P S alors, PSpxq “ PSpx
1q “ x1.

3. PS est un opérateur linéaire continu. Soit x1 “ x11 ` x21 P H , avec x11 P S et
x21 P S

K et x2 “ x12 ` x
2
2 P H, avec x12 P S et x22 P S

K. Pour tout α, β P K on a :

αx1 ` βx2 “ αx11 ` βx
1
2

looooomooooon

PS

`αx21 ` βx
2
2

looooomooooon

PSK
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et donc,

PSpαx1 ` βx2q “ αx11 ` βx
1
2

“ αPSpx1q ` βPSpx2q,

PS est donc un opérateur linéaire. Pour montrer qu’il est continu, on montre qu’il est
borné : si x “ x1 ` x2 P H quelconque, avec x1 P S, x2 P SK, alors, par le théorème
de Pythagore, }x}2 “ }x1}2 ` }x2}2 et ‖PSx‖2

“ ‖x1‖2
ď ‖x1‖2

` ‖x2‖2
“ ‖x‖2, i.e.

‖PSx‖ ď ‖x‖ @x P H.

4. PS est une fonction 1-lipschitzienne, i.e :

}PSpxq ´ PSpyq} ď }x´ y} , @x, y P H.

Il suffit de remarquer que @x, y P H, la projection de x´ y, i.e. PSpx´ yq et le vecteur
résidu px´ yq ´ PSpx´ yq sont orthogonaux, car l’une appartient à S et l’autre à SK,
donc on peut appliquer le théorème de Pythagore pour écrire :

}x´ y}2 “ }px´ yq ´ PSpx´ yq ` PSpx´ yq}
2

“ }px´ yq ´ PSpx´ yq}
2
` }PSpx´ yq}

2

ě }PSpx´ yq}
2

“ }PSpxq ´ PSpyq}
2 .

On retrouve ainsi : }PSpxq ´ PSpyq} ď }x´ y} ,@x, y P H.

5. Les projecteurs orthogonaux non banals ont norme unitaire :

‖PS‖ “

#

1 si S ‰ t0Hu

0 si S “ t0Hu.

Si S “ t0Hu alors PS ” 0 et donc sa norme est 0. Sinon, vu que PS est borné,

‖PSx‖ ď ‖x‖ @x P H, i.e. ‖PSx‖
‖x‖ ď 1 @x P H. Mais, si S ‰ t0Hu, alors il existe x̄ P S,

x̄ ‰ 0H et PS x̄ “ x̄, i.e. ‖PS x̄‖ “ ‖x̄‖, i.e. ‖PS x̄‖
‖x̄‖ “ 1. Alors, ‖PS‖ “ sup

xPH, x‰0

‖PSx‖
‖x‖ “ 1.

6. ImpPSq “ S . Évident, par définition de l’opérateur de projection.

7. kerPS “ SK . On montre la double inclusion :

x P kerPS ùñ PSpxq “ 0 et 0 K y, @y P S, donc x P SK.
x P SK ùñ x “ 0` x “ PSpxq `PSKpxq, par unicité de la décomposition orthogonale,
donc PSpxq “ 0, et alors x P kerPS .

8. Une conséquence immédiate des deux propriétés précédentes et du théorème de la
projection est :

H “ ImpPSq ‘ kerpPSq @S sous-espace fermé de H.
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9. PS ` PSK “ idH (décomposition de l’identité). C’est évident. Pour x P H quel-

conque, on a toujours la décomposition x “ x1`x2 avec x1 “ PSpxq et x2 “ PSKpxq. On
a donc PSpxq ` PSKpxq “ pPS ` PSKqpxq “ x1 ` x2 “ x, @x P H. Comme conséquence
immédiate on a que :

PSK “ idH ´ PS @S sous-espace fermé de H.

Pour tout x P H, le vecteur résidu de la projection de x sur S est obtenu via PSK “
pidH ´ PSqpxq “ x´ PSpxq.

10. Caractérisation du sous-espace de projection :

S “ tx P H : PSpxq “ xu “ tx P H : }PSpxq} “ }x}u ,

c’est-à-dire, les éléments de S sont les points fixes de PS en H, qui peuvent se caractériser
eux-mêmes pour être les éléments de H qui ont une norme égale à celle de leur projection
sur S. La caractérisation est une conséquence immédiate de l’idempotence, il faut
simplement vérifier l’équivalence : PSpxq “ xðñ }PSpxq} “ }x} :

ñ : évidemment, PSpxq “ x ñ }PSpxq} “ }x}.

ð : on pose à nouveau H Q x “ x1 ` x2 avec PSpxq “ x1, alors

}PSpxq} “ }x} ùñ }PSpxq}
2
“ }x}2 ùñ

›

›x1
›

›

2
“

›

›x1 ` x2
›

›

2

ùñ
›

›x1
›

›

2
“

›

›x1
›

›

2
`
›

›x2
›

›

2
pcar x1 K x2q

ðñ
›

›x2
›

›

2
“ 0

ðñ x2 “ 0 (propriété de la norme)

ðñ x “ x1 (par l’écriture de x),

on a donc }PSpxq} “ }x} ñ x “ x1 “ PSpxq.

11. PS “ P :S (auto-adjoint). Pour le prouver on utilise deux fois le théorème de la

projection, sur x P H et sur y P H : x “ x1 ` x2, y “ y1 ` y2, x1, y1 P S, x2, y2 P SK :

xPSx, yy “ xx
1, y1 ` y2y “ xx1, y1y `���

�
xx1, y2y “ xx´ x2, y1y “ xx, y1y ´���

�
xx2, y1y “ xx, y1y,

mais y1 “ PSy et donc : xPSx, yy “ xx, PSyy @x, y P H.

Parmi les propriétés qu’on vient d’examiner, il y en a deux qui caractérisent les opérateurs
linéaires bornés comme projecteurs orthogonales.

Théorème 6.7.1 (Caractérisation ! algébrique " des projecteurs orthogonales) Soit
A P BpHq. Les affirmations suivantes sont équivalentes.

1. A est un projecteur orthogonale

2. A:A “ A

3. A:A “ A:

4. A est auto-adjoint et idempotent, i.e. A: “ A et A2 “ A.
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Preuve. La boucle logique suivante : 1. ùñ 2. ùñ 3. ùñ 4. ùñ 1. démontrera le
théorème.

1. ùñ 2. : A est un projecteur orthogonale, donc A: “ A et A2 “ A, alors A:A “ AA “
A2 “ A.

2. ùñ 3. : si A:A “ A, alors pA:Aq: “ A:, mais on sait que A:A est auto-adjoint, donc
pA:Aq: “ A:A “ A:.

3. ùñ 4. : si A:A “ A:, alors pA:Aq: “ A:: “ A, mais A:A est auto-adjoint, donc
pA:Aq: “ A:A “ A. Néanmoins, par hypothèse, A:A “ A:, donc A: “ A, i.e. A est auto-
adjoint. En utilisant encore une fois de l’hypothèse de départ A:A “ A:, le fait que A soit
auto-adjoint implique que A2 “ A, i.e. A est idempotent.

4. ùñ 1. : soit A P BpHq auto-adjoint et idempotent, on doit démontrer que A est un
projecteur orthogonale. Par définition, un projecteur orthogonale projette sur un sous-espace
vectoriel fermé, donc il faut tout d’abord démontrer que ImpAq, le sous-espace candidat à être
! le lieu " de la projection, est fermé, étant données les hypothèses du théorème.

On montrera que la continuité et l’idempotence d’un opérateur linéaire A impliquent la
fermeture de son image, ce qui est remarquable, car l’idempotence semble ne pas avoir une
relation évidente avec le concept de fermeture d’un sous-espace vectoriel.

Soit pxnqnPN Ă ImpAq une suite convergente à x0 P H, il faut démontrer que x0 P ImpAq.
Comme chaque xn P ImpAq, alors, @n P N, il existe ξn P H tel que xn “ Aξn et donc
on peut réécrire xn ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
x0 comme Aξn ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
x0. La continuité de A implique que

A2ξn ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Ax0, mais A2 “ A, donc Aξn ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Ax0. Mais alors on a Aξn ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Ax0 et

Aξn ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

x0, l’unicité de la limite implique que Ax0 “ x0, i.e. x0 P ImpAq, donc ImpAq est

fermé.
La propriété A: “ A ici intervient pour aider l’idempotence afin de montrer que A projette et

il le fait d’une manière orthogonale. Pour prouver cela, allons essayer d’écrire une décomposition
orthogonale de H relative à ImpAq : pour tout x P H considérons x “ Ax` px´ Axq, alors
Ax P ImpAq par définition, il faut démontrer que x´Ax est orthogonale à tout vecteur de la
forme Aξ, ξ P H :

xAξ, x´Axy “ xξ, A:px´Axqy “
A a.a.

xξ, Apx´Axqy “ xξ, Ax´A2xy “
A2“A

xξ, Ax´Axy “ 0,

donc x´Ax P ImpAqK et alors A “ PImpAq grâce au théorème de la projection orthogonale. 2

Exercice 6.5

Soit E Ă `2pN,Cq l’ensemble :

E “ tx “ pxnqnPN P `
2pN,Cq : x0 ` x1 “ 0u.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel fermé de `2pN,Cq.

2. Décrire explicitement EK et déterminer l’opérateur PE : `2pN,Cq Ñ E de projection
orthogonale sur E. Déterminer }PE} et P :E .
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3. Soit x “ pxnqnPN P `
2pN,Cq tel que :

xn “

#

1 si n “ 0

0 sinon,

calculer la distance entre x et le sous-espace E, i.e. δ “ inf
yPE

t}x´ y}u.

4. Soit A : `2pN,Cq Ñ `2pN,Cq l’opérateur défini par

pApx0, x1, x2, . . . qqn “

#

´x1 si n “ 0

xn sinon.

Déterminer }A} et A:. (Indication : calculer Ap0, 1, 0, 0, ...q).

5. Montrer que A2 “ A et déterminer ImpAq. L’opérateur A est-il une projecteur orthogo-
nal ?

Solution de l’exercice 6.5

1. Montrons d’abord que E est un sous-espace vectoriel de `2pN,Cq : considérons λ P C
quelconque et x, y P E arbitraires, alors, vu que la structure linéaire de `2pN,Cq est
définie ponctuellement, ça vaut que

z :“ λx` y “ pλxnqnPN ` pynqnPN “ pλxn ` ynqnPN,

donc z0 “ λx0`y0 et z1 “ λx1`y1, et alors z0`z1 “ λpx0`x1q`py0`y1q “ λ¨0`0 “ 0
car x, y P E, ce qui montre que E est fermé par rapport aux combinaisons linéaires de
ses éléments.

Pour montrer que E est fermé nous allons utiliser une stratégie très pratique quand il
y a des contraintes d’annulation, comme dans le cas de l’équation x0 ` x1 “ 0. L’idée
consiste à identifier cette contrainte avec la condition qui définit le noyau
d’un opérateur linéaire continu entre espaces vectoriels normés, que l’on sait
être un sous espace vectoriel fermé du domaine de l’opérateur grâce au théorème
(6.2.4). Dans notre cas, il est simple d’identifier la somme des opérateurs de projec-
tion sur la première et deuxième composante, i.e. A :“ P0 ` P1 : `2pN,Cq Ñ C,
Apxq :“ P0pxq ` P1pxq “ x0 ` x1, comme l’opérateur linéaire continu (en tant
que somme d’opérateurs linéaires continus) entre deux espaces de Hilbert tel que
kerpAq “ tx P `2pN,Cq : Ax “ 0 ðñ x0 ` x1 “ 0u “ E, ce qui montre la fermeture
de E.

2. Dû à la contrainte x0 ` x1 “ 0, nous pouvons écrire une suite x P E comme ça :
px0,´x0, x2, x3, . . . q, bien sûr tout en respectant le fait que x P `2pN,Cq, ceci implique
que la base hilbertienne canonique de `2pN,Cq, i.e. e “ pp1, 0, 0, . . . q, p0, 1, 0, . . . q, . . . q
peut être utilisée pour construire une bases hilbertienne de E comme ça :

ẽ :“ pp1,´1, 0, . . . q, p´1, 1, 0, . . . q, p0, 0, 1, 0, . . . q, . . . q

et donc : EK “ ty P `2pN,Cq : xy, ẽny “ 0 @n P Nu.
Soit y “ py0, y1, y2, . . . q P `

2pN,Cq, alors
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— n “ 0 : xy, ẽ0y “ y0 ´ y1 ` 0` ¨ ¨ ¨ “ y0 ´ y1 nul si et seulement si y0 “ y1

— n “ 1 : xy, ẽ1y “ y0 ´ y1 ` 0` ¨ ¨ ¨ “ ´y0 ` y1 nul si et seulement si y0 “ y1, comme
pour n “ 0

— n “ 2 : xy, ẽ2y “ 0` 0` y2 ` 0` ¨ ¨ ¨ “ y2 nul si et seulement si y2 “ 0,
il est clair que, pour tout n ě 2, xy, ẽny “ yn, qui est nul si et seulement si yn “ 0. Par
conséquent, le seul vecteur y P `2pN,Cq qui est orthogonal à tous les éléments de la
base hilbertienne ẽ de E est y “ py0, y0, 0, . . . q, i.e.

EK “ tpy, y, 0, 0, . . . q, y P Cu.

Pour déterminer l’opérateur de projection orthogonale sur E nous allons utiliser le
théorème de la projection : `2pN,Cq “ E ‘ EK. Il suffit de décomposer le vecteur
arbitraire z “ pznqnPN P `

2pN,Cq dans la somme de deux vecteurs, l’un qui appartient à
E est l’autre à EK. Pour faire ça nous observons que, donné z “ pz0, z1, z2, . . . q, z P E
si les deux premières composantes sont l’une inverse de l’autre, et z P EK si les deux
premières composantes sont égales et elles sont nulles à partir de la troisième, alors

z “ pz0, z1, z2, z3, . . . q “ pa,´a, z2, z3, . . . q ` pb, b, 0, 0, . . . q,

avec les conditions :
#

a` b “ z0

b´ a “ z1,

qui a comme solution a “ pz0 ´ z1q{2 et b “ pz0 ` z1q{2, i.e.

pz0, z1, z2, . . . q “

ˆ

z0 ´ z1

2
,´

z0 ´ z1

2
, z2, . . .

˙

`

ˆ

z0 ` z1

2
,
z0 ` z1

2
, 0, 0, . . .

˙

,

avec le premier vecteur dans E et le deuxième en EK, donc

PEpz0, z1, z2, . . . q “

ˆ

z0 ´ z1

2
,´

z0 ´ z1

2
, z2, . . .

˙

est l’expression explicite du projecteur orthogonal sur E. Finalement, sans faire un
seul calcul, nous pouvons assurer que PE a norme unitaire, }PE} “ 1, en tant que
projecteur orthogonale, et aussi que P :E “ PE , car les projecteurs orthogonaux sont
auto-adjoints.

3. Soit x “ pxnqnPN l’élément de `2pN,Cq tel que :

xn “

#

1 si n “ 0

0 sinon

Comme E est un sous-espace vectoriel fermé de `2pN,Cq, la distance entre x et E est
bien définie grâce au théorème de la projection. PEpxq représente le vecteur de E le
plus proche de x, donc cette distance est égale à δ “ }x´ PEpxq}`2 .

PEpxq “ PEpp1, 0, . . . qq “

ˆ

1´ 0

2
,´

1´ 0

2
, 0, . . .

˙

“

ˆ

1

2
,´

1

2
, 0, . . .

˙

,

et alors

δ “

›

›

›

›

p1, 0, . . . q ´

ˆ

1

2
,´

1

2
, 0, . . .

˙›

›

›

›

`2
“

›

›

›

›

ˆ

1

2
,
1

2
, 0, . . .

˙›

›

›

›

`2
“

d

ˆ

1

2

˙2

`

ˆ

1

2

˙2

“
1
?

2
.
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4. Tout d’abord nous observons que x0 n’intervient pas dans l’action de A, donc

Apx0, x1, x2, . . . q “ Apy0, x1, x2, . . . q “

#

´x1 si n “ 0

xn sinon
@y0 P C.

En particulier cela vaut pour y0 “ 0, par conséquent nous pouvons restreindre l’action
de A sur les éléments de `2pN,Cq de la forme suivante x “ p0, x1, x2, . . . q. Avec cette
spécification, par calcul direct nous obtenons :

}Ax}`2 “
b

p´x1q
2 ` x2

1 ` x
2
2 ` . . . “

b

2x2
1 ` x

2
2 ` . . . ď

b

2x2
1 ` 2x2

2 ` . . .

ď
?

2
b

02 ` x2
1 ` x

2
2 ` . . . “

?
2}x}`2 .

Cette majoration implique que la définition (6.3) de norme opératorielle dans notre cas
devient :

}A} “ inft0 ă c ď
?

2 : }Ax}`2 ď c}x}`2 @x “ p0, x1, x2, . . . q P `
2pN,Cqu.

L’inf est le sup de l’ensemble de minimiseurs, donc, si on trouve un vecteur x P `2pN,Cq
pour lequel }Ax}`2 “

?
2, la norme de A sera obligatoirement

?
2. En suivant la

suggestion, nous allons calculer

}Ap0, 1, 0, . . . q}`2 “ }p´1, 1, 0, . . . q}`2 “
a

p´1q2 ` 12 ` 02 ` . . . “
?

2,

et alors }A} “
?

2.

Passons au calcul de A:. Pour tout x, y P `2pN,Cq (ici on ne considère pas nécessairement
x de la forme p0, x1, x2, . . . q) ça vaut :

xAx, yy`2 “ xp´x1, x1, x2, . . . q, py0, y1, y2, . . . qy`2 “ ´x1y0 ` x1y1 ` x2y2 ` ¨ ¨ ¨

“ x0 ¨ 0` x1py1 ´ y0q ` x2y2 ` ¨ ¨ ¨ “ xx, p0, y1 ´ y0, y2, ...qy “ xx,A
:yy,

et alors l’opérateur adjoint de A est :

A:pyq “ p0, y1 ´ y0, y2, . . . q @y P `2pN,Cq.

5. On a A2x “ AAx “ Ap´x1, x1, x2, . . . q “ p´x1, x1, x2, . . . q “ Ax pour tout x P
`2pN,Cq, donc A est idempotent. De plus, il est clair que ImpAq “ E, où E est le
sous-espace définit au début de l’exercice. Donc, A est un opérateur de projection sur E,
néanmoins, }A} “

?
2 ‰ 1 et pour ça il ne peut pas être un projecteur orthogonal ! Par

conséquent, A est un opérateur de projection oblique sur E. Ci-dessous, nous montrons
explicitement la différence de l’action de A et PE :

Ax “ p´x1, x1, x2, . . . q opérateur de projection oblique sur E

PE x “

ˆ

x0 ´ x1

2
,´

x0 ´ x1

2
, x2, . . .

˙

opérateur de projection orthogonale sur E.

2
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6.7.1 Les opérateurs de multiplication bornés et leur relation avec les pro-
jecteurs orthogonaux

Nous allons voir une application concrète du dernier théorème et, en même temps, nous en
profitons pour introduire une nouvelle catégorie d’opérateurs linéaires très utilisés.

Déf. 6.7.3 Soit H “ L2pX,A, µq et g P L8pX,A, µq. L’opérateur de multiplication par g est
défini par :

Mg : L2pX,A, µq ÝÑ L2pX,A, µq
f ÞÝÑ Mgf “ f ¨ g,

où f ¨ gpxq “ fpxqgpxq @x P X (multiplication ponctuelle).

Allons examiner les propriétés de Mg :

— Mg est borné @g P L8pX,A, µq :

}Mgf}
2
2 “

ż

X
|fpxqgpxq|2dµpxq ď

ż

X

ˆ

sup
xPX

|gpxq|2
˙

|fpxq|2dµpxq “ }g}28 ‖f‖2
2 ă `8,

donc 6 }Mg}2 ď }g}8 et alors Mg P BpL2pX,A, µqq @g P L8pX,A, µq.

— @g, h P L8pX,A, µq, grâce à la commutativité du produit ponctuel, les opérateurs
de multiplication commutent, i.e. MgMh “MhMg, i.e. rMg,Mhs “ 0.

— kerpMgq “ tf P L
2pX,A, µq : Mgpfq “ f ¨ g “ 0L2pX,A,µqu. Si on définit l’ensemble

Ng “ tx P X : gpxq “ 0u,

il est clair que pf ¨gqpxq “ 0 @x P Ng, par conséquent, comme gpxq ‰ 0 @x P Ng
c “ XzNg,

pour avoir obtenir la fonction nulle sur X via le produit f ¨ g il faut tout simplement
demander que f soit nulle sur Ng

c (se rappeler que f est une classe d’équivalence de
fonctions égales presque partout). En résumé :

kerpMgq “ tf P L
2pX,A, µq : fpxq “ 0 @x P Ng

cu .

— Examinons l’inversibilité de Mg : pour rendre le noyau de Mg soit banale, il faut que le
seul élément de kerpMgq soit la classe d’équivalence dans laquelle appartient la fonction
identiquement nulle, mais cela correspond à demander que µpNgq “ 0, car, dans ce cas
µpNg

cq “ µpXq ´ µpNgq “ µpXq donc kerpMgq “ tf P L
2pX,A, µq : fpxq “ 0 p.pu.

— Si µpNgq “ 0, alors il existe l’opérateur inverse de Mg : Mg
´1 : ImpMgq Ñ L2pX,A, µq

qui peut être caractérisé à l’aide de la fonction 1
g : X Ñ K, 1

g pxq “

#

1
gpxq si gpxq ‰ 0

0 sinon.

Par définition, ImpMgq “ th P L
2pX,A, µq : Df P L2pX,A, µq : h “Mgpfq “ f ¨gu, il

est clair que 1
g ¨h “

1
gpxq ¨f ¨ g “ f , cette simple observation nous permet de caractériser,

à la fois, ImpMgq et l’action de Mg
´1 :

ImpMgq “ th P L
2pX,A, µq :

1

g
¨ h P L2pX,A, µqu et Mg

´1 “M 1
g
.

6. Il est possible de démontrer que, si pX,A, µq est un espace mesuré avec mesure σ-finie, i.e. X “
Ť

kPN
Ak,

où µpAkq ă `8, alors }Mg}2 “ }g}8.
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— Calculons l’adjoint de Mg : @f, h P L2pX,A, µq, g P L8pX,A, µq,

xM :
gf, hy “ xf,Mghy “ xf, ghy “

ż

X
fpxqgpxqhpxqdµpxq “

ż

X

´

gpxqfpxq
¯

hpxqdµpxq

“ xḡ ¨ f, hy “ xMḡf, hy,

i.e. M :
g “Mḡ , grâce au théorème 6.2.6.

— Calculons M2
g :

M2
g f “MgpMgfq “Mgpfgq “ fg2 “Mg2f, @f P L2pX,A, µq, g P L8pX,A, µq.

Donc l’opérateur linéaire borné Mg est auto-adjoint et idempotent si et seulement si :
ḡ “ g et g2 “ g. La première condition impose que g soit une fonction à valeurs réelles,
la seule fonction à valeurs réelles qui est égale à son carré est une fonction qui prend
seulement les valeurs 0 et 1, i.e. la fonction indicatrice d’un sous-ensemble mesurable
de Rn, qui est certainement un élément de L8pX,A, µq.
En résumé : l’opérateur de multiplication Mg est un opérateur de projection
orthogonale si et seulement si g “ χE, E Ď X mesurable. MχE est inversible si
et seulement si µpEcq ‰ 0, i.e. µpEq ‰ µpXq.
Indépendamment de l’inversibilité, calculons l’image de MχE : la condition qui détermine
ce sous-espace est 1

χE
¨ h P L2pX,A, µq, mais, par définition, 1

χE
pxq “ 0 @x P X tel que

χEpxq “ 0, i.e. @x P Ec et, dans ce cas, 1
χE
¨ h P L2pX,A, µq. Quand x P E, 1

χE
pxq “ 1,

et donc la condition définitoire de ImpMgq devient h P L2pE,A, µq.

En conclusion, pour tout ensemble mesurable E Ď X, l’opérateur de multiplication et de
projection orthogonale MχE est, explicitement,

MχE : L2pX,A, µq ÝÑ L2pE,A, µq

f ÞÝÑ MχEf “

#

fpxq x P E

0 sinon.

6.7.2 La réalisation géométrique des opérateurs de projection orthogonale
via systèmes orthonormés

On a maintenant la possibilité de démontrer une autre analogie entre les espaces de
Hilbert et les espaces Euclidiens en dimension finie : la réalisation géométrique des projecteurs
orthogonaux sur un sous-espace vectoriel engendré par une famille orthogonale, déjà examiné
dans le chapitre 1.

Rappelons que le projecteur orthogonal d’un espace vectoriel pré-hilbertien V de dimension
finie n dans un sous-espace vectoriel S de dimension s est :

PSpxq “
s
ÿ

i“1

xx, uiyui,

où puiq
s
i“1 est une base orthonormale quelconque de S.

Dans un espace de Hilbert on a le résultat suivant.
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Théorème 6.7.2 Soit A P BpHq, A ‰ 0. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. A est un projecteur orthogonale

2. Il existe un s.o.n 7 punqnPN en H tel que

Ax “
ÿ

nPN
xx, unyun @x P H.

Le cas échéant, A projette sur le sous-espace fermé spanpun, n P Nq.

Preuve.

1. ùñ 2. : on commence par observer qu’un projecteur orthogonale A est surjectif si et
seulement s’il est l’opérateur identité. En fait, la condition ImpAq “ H implique, par les
propriétés 6. et 7. des projecteurs orthogonaux, que ImpAqK “ kerpAq “ t0Hu, donc, grâce à
la propriété 8., ça vaut : Ax “ x @x P H, i.e. A “ idH. Dans ce cas, tout s.o.n.c. punqnPN de H
réalise A car, d’un côté, Ax “ x et de l’autre côté, grâce au théorème 5.5.4 de caractérisation
des s.o.n.c, on peut écrire x “

ř

nPN
xx, unyun. Vu que un s.o.n.c est, en particulier, un s.o.n.

l’implication 1. ùñ 2. quand ImpAq “ H est vraie.
Soit alors A un projecteur orthogonale tel que ImpAq Ă H, i.e. ImpAq est un sous-espace

vectoriel fermé (par définition de projecteur orthogonale) et propre de H, et donc il est
lui-même un espace de Hilbert inclus proprement en H.

Soit punqnPN un s.o.n.c quelconque de ImpAq. Vu nos hypothèses, punqnPN est seulement
un s.o.n. (et non pas, en général, un s.o.n.c) de H. Pour tout y P ImpAq ça vaut la décomposition :

y “
ÿ

nPN
xy, unyun,

mais ImpAq “ tAx, x P Hu, donc, en utilisant le fait que A, en tant que projecteur orthogonale,
est auto-adjoint :

Ax “
ÿ

nPN
xAx, unyun “

pA a.a.q

ÿ

nPN
xx,Aunyun, @x P H,

mais comme A est l’identité ImpAq et un P ImpAq @n P N, alors Aun “ un, donc :

Ax “
ÿ

nPN
xx, unyun, @x P H,

i.e. le projecteur orthogonale A est réalisé sur le s.o.n. punqnPN de H comme décrit dans le
point 2.

2. ùñ 1. : pour toute couple x, y P H, soit punqnPN un s.o.n. de H tel que :

Ax “
ÿ

mPN
xx, umyum, Ay “

ÿ

nPN
xy, unyun,

alors, par la continuité du produit scalaire,

xx,Ayy “ xx,
ÿ

nPN
xy, unyuny “

ÿ

nPN
xy, unyxx, uny “

ÿ

nPN
xx, unyxun, yy.

7. On rappelle que, malgré que l’on écrive punqnPN, le s.o.n. peut être fini, i.e. avoir seulement un nombre
fini de un ‰ 0.
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Mais, en utilisant encore la continuité du produit scalaire, comme déjà vu dans la preuve de
l’identité de Parseval (théorème 5.5.4),

xx,A:Ayy “ xAx,Ayy “ x
ÿ

mPN
xx, umyum,

ÿ

nPN
xy, unyuny “

ÿ

mPN

ÿ

nPN
xx, umyxy, unyxum, uny

“
ÿ

mPN

ÿ

nPN
xx, umy xun, yy δn,m “

ÿ

nPN
xx, uny xun, yy,

donc xx,Ayy “ xx,A:Ayy @x, y P H, i.e. A “ A:A grâce au théorème 6.2.6. La caractérisation
algébrique des projecteurs orthogonaux, théorème 6.7.1, permet de dire que A est un projecteur
orthogonale.

Supposons que 1. et 2. soient vérifiés, alors :

1. ùñ ImpAq “ kerpAqK et kerpAq “ ImpAqK ;

2. ùñ ImpAq Ď spanpun, n P Nq, évident, et que kerpAq Ď p spanpun, n P Nq qK,
ce qui n’est pas totalement évident : pour x “ 0H c’est vrai, soit x P kerpAq, x ‰

0H, alors Ax “ 0 “
ř

nPN
xx, unyun “ lim

NÑ`8

N
ř

n“1
xx, unyun, mais les vecteurs un sont

linéairement indépendants car orthogonaux, donc, pour tout N P N, la combinaison

linéaire
N
ř

n“1
xx, unyun est nulle si et seulement si les coefficients xx, uny sont nuls, i.e.

x P pun, n P NqK “ pspanpun, n P NqqK “ p spanpun, n P Nq qK, grâce aux propriétés
du complément orthogonale.

En résumé : d’un côté ImpAq Ď spanpun, n P Nq, de l’autre kerpAq Ď p spanpun, n P Nq qK,
donc spanpun, n P Nq Ď kerpAqK “ ImpAq, i.e. ImpAq “ spanpun, n P Nq. 2

Remarque : dans la preuve du théorème on a pu voir que tout s.o.n punqnPN de ImpAq permet
de réaliser un projecteur dans le sens défini par le théorème. Cela veut dire que, malgré que
chaque terme de la somme peut être différent, l’action globale de l’opérateur sera la même
pour tout s.o.n punqnPN de ImpAq.

Voyons une application remarquable de ce résultat avec l’exercice suivant, qui montre
comment on peut trouver la meilleure approximation linéaire d’une parabole sur un intervalle
réel grâce à la théorie de la projection orthogonale dans les espaces de Hilbert.

Exercice 6.6

Soient fpxq “ 1 (fonction constante et égale à 1) e gpxq “ x deux éléments de L2r0, 1s.
Calculer :

1. L’angle ϑ entre f et g.

2. Leur distance en L2r0, 1s.

3. La projection PW de la fonction h P L2r0, 1s, hpxq “ x2, sur l’espace W “ spanpf, gq.
Interpréter ce résultat.
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Solution de l’exercice 6.6

1. L’angle entre f et g est calculé à partir de la définition de produit scalaire : xf, gy “
‖f‖ ‖g‖ cospϑq, donc il faut calculer xf, gy, ‖f‖, ‖g‖ :

xf, gy “

ż 1

0
xdx “

„

x2

2

1

0

“
1

2
,

‖f‖ “
ˆ
ż 1

0
dxq

˙1{2

“ 1, ‖g‖ “
ˆ
ż 1

0
x2dxq

˙1{2

“

˜

„

x3

3

1

0

¸1{2

“
1
?

3
,

en conclusion, cospϑq “ xf,gy
‖f‖‖g‖ “

?
3

2 , donc ϑ “ π
6 .

2. La distance :

dpf, gq “ ‖f ´ g‖ “
ˆ
ż 1

0
pfpxq ´ gpxqq2dx

˙1{2

“

ˆ
ż 1

0
p1´ xq2dx

˙1{2

“

˜

´

„

p1´ xq3

3

1

0

¸1{2

“
1
?

3
“

?
3

3
.

3. La projection sur W : utilisons la caractérisation de la projection qu’on vient de voir.
Il faut construire une base orthonormée de W , pour cela on utilise la procédure de
Gram-Schmidt en commençant par la fonction f , qui est un générateur de W et qui,
en plus, a norme unitaire. Le deuxième (et dernier) élément de la base orthonormée de
W sera alors :

g̃pxq “
gpxq ´ xf, gyfpxq

‖gpxq ´ xf, gyfpxq‖
“

x´ 1
2∥∥x´ 1
2

∥∥ ,
mais ∥∥∥∥x´ 1

2

∥∥∥∥ “
˜

ż 1

0

ˆ

x´
1

2

˙2

dx

¸1{2

“

¨

˝

1

3

«

ˆ

x´
1

2

˙3
ff1

0

˛

‚

1{2

“
1

2
?

3
,

donc g̃pxq “ 2
?

3
`

x´ 1
2

˘

et la base orthonormée cherchée est B “ p1,
?

3 p2x´ 1qq. La
projection orthogonale de hpxq “ x2 sur W est alors :

PWh “ xh, fyf ` xh, g̃yg̃,

par calcul direct on obtient xh, fy “ 1
3 et xh, g̃y “

?
3

6 , donc :

PWhpxq “
1

3
`

?
3

6

?
3 p2x´ 1q “ x´

1

6
.

L’interprétation du résultat est la suivante : les fonctions r0, 1s ÞÑ
f

1 et r0, 1s ÞÑ
g
x sont

les générateurs de l’espace W des fonctions linéaires (les droites !) définies sur l’intervalle
r0, 1s. En fait, toute fonction linéaire ` : r0, 1s Ñ K peut s’écrire comme `pxq “ α` βx,
x P r0, 1s et α, β P K, mais α` βx “ αfpxq ` βgpxq @x P r0, 1s, donc ` “ αf ` βg !
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La fonction r0, 1s ÞÑ
g
x2 est une parabole définie sur le même intervalle. Par définition

de projection orthogonale,

PWh “ arg min
wPW

‖h´ w‖ ,

i.e. PWh est l’élément de W qui a la distance L2 minimale entre h et les droites, on
peut affirmer que la droite d’équation y “ x´ 1

6 est la meilleure approximation de la
parabole d’équation y “ x2, dans le sens de la norme L2, sur l’intervalle r0, 1s.

2

Dans la figure 6.1 on peut voir le graphe de cette approximation.

Figure 6.1 – La droite d’équation y “ x´ 1
6 (en bleu) est la meilleure approximation de la

parabole d’équation y “ x2 (en rouge) par rapport à la norme hilbertienne de L2r0, 1s.

Terminons avec une liste de propriétés des opérateurs de projection orthogonale (pour les
preuves, consulter par exemple [1]). Pour tout A,B P BpHq, on écrit

rA,Bs “ AB ´BA,

rA,Bs est dit le commutateur de A et B. Si rA,Bs “ 0, l’opérateur nul, i.e. AB “ BA, alors
on dit que A et B commutent.

Soient R et S deux sous-espaces vectoriels fermés de l’espace de Hilbert H et PR, PS les
opérateurs de projection orthogonale sur R et S, respectivement.
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Théorème 6.7.3 (Somme de projecteurs orthogonaux) Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

1. PR ` PS est un projecteur orthogonal ;

2. PRPS “ PSPR “ 0 ;

3. PRpxq “ 0 @x P S et PSpxq “ 0 @x P R ;

4. R K S.

De plus, si PR ` PS est un projecteur orthogonal, alors il projette sur R` S, le sous-espace
somme de R et S.

Théorème 6.7.4 (Produit de projecteurs orthogonaux) Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

1. PRPS est un projecteur orthogonal ;

2. PSPR est un projecteur orthogonal ;

3. rPR, PSs “ 0 ;

4. R “ pRX Sq ‘ pRX SKq ;

5. S “ pRX Sq ‘ pRK X Sq.

Si PRPS et PSPR sont des projecteurs orthogonaux, alors ils projettent sur RX S.

Théorème 6.7.5 (Différence de projecteurs orthogonaux) Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

1. PR ´ PS est un projecteur ;

2. PRPS “ PSPR “ PS ;

3. RX S “ S, i.e. S Ă R.

Si PR ´ PS est un projecteur orthogonale, alors il projette sur RX SK.

Théorème 6.7.6 (Mélange de somme, différence et produit de projecteurs) Si

rPS , PRs “ 0,

alors PR ` PS ´ PRPS est un projecteur orthogonal qui projette sur spanpRY Sq.
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6.8 Les opérateurs isométriques et unitaires

Dans cette section on va déterminer les propriétés des opérateurs isométriques et unitaires
dans un espace de Hilbert de dimension infinie, ainsi qu’une caractérisation algébrique et
géométrique de ces opérateurs. L’opérateur adjoint va jouer encore une fois un rôle fondamentale
dans la caractérisation algébrique, tandis que pour celle géométrique les protagonistes seront
les s.o.n et les bases hilbertiennes.

Dans les espaces vectoriels V de dimension finie, un opérateur linéaire qui conserve le
produit scalaire, i.e. A : V Ñ V , xAx,Ayy “ xx, yy, @x, y P V conserve aussi la norme des
vecteurs (ça suffit de considérer x “ y), i.e. }Ax} “ }x} @x P V . Pour démontrer que ça vaut
aussi l’inverse, considérons la formule de polarisation 8 (1.2.5), @x, y P V :

xx, yy “
1

4

´

‖x` y‖2
´ ‖x´ y‖2

` i ‖x` iy‖2
´ i ‖x´ iy‖2

¯

et allons remplacer x, y par Ax,Ay, en utilisant, en plus, la linéarité de A :

xAx,Ayy “
1

4

´

‖Apx` yq‖2
´ ‖Apx´ yq‖2

` i ‖Apx` iyq‖2
´ i ‖Apx´ iyq‖2

¯

mais on a supposé que A conserve la norme, donc :

xAx,Ayy “
1

4

´

‖x` y‖2
´ ‖x´ y‖2

` i ‖x` iy‖2
´ i ‖x´ iy‖2

¯

“ xx, yy.

La norme génère canoniquement une distance, ou métrique : dpx, yq “ }x´y}, c’est pour ça
qu’un opérateur qui préserve le produit scalaire ou la norme est dit isométrique. Le seul vecteur
qui a norme nulle est le vecteur 0V , donc un opérateur A isométrique ne transforme jamais
un vecteur non nul, qui a norme ą 0, en 0, i.e. kerpAq “ t0V u, donc dimpkerpAqq “ 0 et alors,
grâce au théorème de nullité + rang, dimpImpAqq “ dimpV q. C’est-à-dire, un endomorphisme
isométrique en dimension finie est automatiquement surjectif.

En un espace de Hilbert de dimension infinie c’est encore vrai que l’opérateur A P BpHq
conserve le produit scalaire si et seulement s’il est isométrique, mais il n’est plus vrai qu’un
opérateur A : H Ñ H isométrique est toujours surjectif. Un contre-exemple est offert par
l’opérateur A P BpHq défini par : Aun “ u2n, où punqnPN est une base hilbertienne quelconque de
H. Évidemment, A est isométrique, mais ImpAq “ spanpuk, k P N, pairq Ă H, où l’inclusion
est stricte car puk, k P N, k pairq n’est pas un s.o.n. complet, car sous-ensemble propre de
punqnPN.

Ces considérations justifient les définitions suivantes :

Déf. 6.8.1 L’opérateur A : HÑ H est dit :

— isométrique, si xAx,Ayy “ xx, yy, @x, y P H, ou, d’une manière équivalente, si
}Ax} “ }x}, @x P H ;

— unitaire, si A est isométrique et surjectif.

Calculons la norme d’un opérateur isométrique :

}A} “ sup
}x}“1

}Ax} “ sup
}x}“1

}x} “ 1,

comme un opérateur unitaire est aussi isométrique, on peut dire que : la norme des
opérateurs isométriques et unitaires est 1.

8. On considère le cas complexe ici, le cas réel est encore plus simple.
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Exemples basiques d’opérateurs unitaires. Considérons Rn avec la tribu borélienne et
la mesure de Lebesgue. Fixé un élément a P Rn tout opérateur de translation

Ta : L2pRnq ÝÑ L2pRnq
f ÞÝÑ Taf, où Tafpxq “ fpx´ aq, @x P Rn,

est unitaire, en fait il est évidemment bien défini, linéaire, et isométrique grâce à l’invariance
de la mesure de Lebesgue par rapport aux translations. En plus, il est surjectif, car pour tout
élément g P L2pRnq il suffit de considérer f P L2pRnq, fpxq “ gpx ` aq @x P Rn, pour avoir
Taf “ g.

Soit maintenant R P Opnq une matrice de rotation de Rn, où Opnq est le groupe orthogonale
de dimension n, i.e. le groupe des matrices carrés R de dimension n orthogonales, i.e. telles
que Rt “ R´1. Tout opérateur de rotation

TR : L2pRnq ÝÑ L2pRnq
f ÞÝÑ TRf, où TRfpxq “ fpRxq, @x P Rn,

est unitaire, grâce au fait que le Jacobien de la transformation, i.e. le déterminant de R, a
valeur absolu 1 et donc les intégrales qui permettent le calcul de la norme de TRf et de f
sont égales. De plus, il est surjectif car pour tout élément g P L2pRnq il suffit de considérer
f P L2pRnq, fpxq “ gpRtxq @x P Rn, pour avoir TRf “ g.

On souligne, comme cas particulier d’opérateur de rotation, le cas de la matrice inverse
de l’identité : P “ ´I, dans ce cas TP f “ fP , avec fP pxq “ fp´xq. TP est dit opérateur de
parité.

6.8.1 Les caractérisations des opérateurs isométriques et unitaires

On présente ici des résultats qui donnent une caractérisation très utile des opérateurs
isométriques et unitaires.

Théorème 6.8.1 (Caractérisation algébrique des opérateurs isométriques) A P BpHq
est un opérateur isométrique si et seulement si A:A “ idH.

Preuve. Soit A isométrique, alors @x P H :

xA:Ax, xy “ xAx,Axy “ ‖Ax‖2
“

A isométrique
‖x‖2

“ xx, xy,

i.e. A:A “ idH.
Vice-versa, si A:A “ idH, alors, @x, y P H :

xAx,Ayy “ xA:Ax, yy “ xx, yy,

i.e. A préserve le produit scalaire et donc il est isométrique. 2

Cette caractérisation a une conséquence très utilisée, par exemple, dans la théorie de
l’optimisation.

Théorème 6.8.2 Soit A P BpHq isométrique, alors AA: est un projecteur orthogonale.
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Preuve. On utilise le théorème de caractérisation algébrique des projecteurs orthogonaux : vu
qu’on sait déjà que AA: est auto-adjoint pour tout A P BpHq, il faut tout simplement vérifier
que AA: est borné et idempotent.

1. AA: borné : @x P H ça vaut

}AA:x} “ }ApA:xq} “
A isométrique

}A:x} ď
∥∥A:∥∥ ‖x‖ “ ‖A‖ ‖x‖ “

}A}“1
‖x‖ .

2. AA: idempotent : pAA:q2 “ AA:pAA:q “ ApA:AqA: “
A:A“idH

AA:.

2

AA: projette sur son image, qui peut être caractérisée d’une manière très simple.

Théorème 6.8.3 Soit A P BpHq isométrique. L’image du projecteur orthogonale AA: est
ImpAq, donc l’image d’un A P BpHq isométrique est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Preuve. Il faut prouver que ImpAA:q = ImpAq. On commence par observer que, en général,
@A,B P BpHq, ça vaut que ImpABq Ď ImpAq et ImpABq “ ImpAq si et seulement si B est
surjectif, en fait :

ImpAq “ ty P H : Dx P H : Ax “ yu, ImpABq “ tz P H : Dx P ImpBq : Ax “ yu,

ce qui montre que ImpABq = ImpAq si et seulement si B est surjectif, sinon, les images de A
sont non inférieures à celles de AB.

Si on prend B “ A:, alors ImpAA:q Ď ImpAq @A P BpHq. Soit maintenant A isométrique,

i.e. A:A “ idH et y P ImpAq, alors Dx P H tel que :

y “ Ax “ ApA:Aqx “ AA:pAxq,

i.e. y P ImpAA:q, d’où ImA Ď ImpAA:q. Par conséquent, ImpAA:q=ImpAq.

Comme AA: est un projecteur orthogonale, on sait que son image est fermée, donc ImpAq
est fermée pour tout opérateur isométrique. 2

Le fait que un opérateur isométrique ait une image fermée peut être démontré même
directement avec une preuve très similaire à celle du théorème 6.3.3.

Si A est unitaire, i.e. isométrique et surjectif, alors ImpAA:q “ ImpAq “ H et alors
AA: “ idH.

Grâce au fait que kerpA:q “ ImpAqK on a immédiatement des conditions suffisantes pour
garantir l’inversibilité ou pas de l’adjoint d’un opérateur de BpHq.

Théorème 6.8.4 Soit A P BpHq.
— Si A est isométrique non surjectif, alors kerpA:q “ ImpAqK ‰ t0Hu, i.e. A: n’est pas

inversible.
— Si A est unitaire, alors kerpA:q “ HK “ t0u, i.e. A: est inversible.

A la lumière de ces résultats, reprenons l’exemple de l’opérateur Aun “ u2n où punqnPN est
un s.o.n.c de H. Comme }Aun} “ }u2n} “ 1 “ }un}, A est isométrique mais non unitaire, car
ImpAq “ spanpuk, k pairq Ă H.
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Calculons A: : xAun, umy “ xun, A
:umy, mais xAun, umy “ xu2n, umy “ δ2n,m, et alors on

peut écrire xun, A
:umy “ δ2n,m, i.e.

A:um “

#

um
2

si m “ 2n

0 si m ‰ 2n.

On voit que kerpA:q “ spanpum, m impairq “ ImpAqK, ce qui confirme les résultats ci-dessus.
Allons voir maintenant une caractérisation algébrique encore plus fine des opérateurs

unitaires.

Théorème 6.8.5 (Caractérisation algébrique des opérateurs unitaires) A P BpHq, les
affirmations suivantes sont équivalentes :

1. A est unitaire

2. A est inversible et A´1 “ A: P BpHq
3. A:A “ AA: “ idH

4. A: est unitaire.

Preuve.

1. ùñ 2. : on sait que si A est unitaire, alors A est injectif, i.e. inversible sur son image,
mais, par définition, A est surjectif, donc il est bijectif et inversible sur tout H. Pour démontrer
que A´1 “ A: on va écrire :

xA:Ax, yy “ xAx,Ayy “ xx, yy, @x, y P H

donc A:A “ idH (ce qui montre que A: est l’inverse gauche de A) et alors :

A: “ A:pAA´1q “ pA:AqA´1 “ idHA
´1 “ A´1

i.e. A: “ A´1. Il reste seulement à prouver que A: “ A´1 est borné : comme A est surjectif,
Dy P H tel que x “ Ay, et, par unitarité : }x} “ }Ay} “ }y}, i.e. }x} “ }y} et alors :

}A:x} “ }A´1x} “ }A´1Ay} “ }y} “ }x} @x P H,

ce qui implique que }A´1} “ }A:} “ sup
‖x‖“1

}x} “ 1.

2. ùñ 3. :
A: “ A´1 ùñ A:A “ A´1A “ idH,

et aussi
A: “ A´1 ùñ AA: “ AA´1 “ idH.

3. ùñ 4. : de AA: “ idH on obtient : xx,AA:yy “ xx, yy @x, y P H, mais xx,AA:yy “
xA:x,A:yy, donc xA:x,A:yy “ xx, yy @x, y P H, i.e. A: est isométrique. Il reste à prouver que
A: est surjectif, pour cela on utilise l’autre identité, A:A “ idH, qui implique

A:pAyq “ pA:Aqy “ idHpyq “ y,@y P H,
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i.e. @y P H Dξ “ Ay P H tel que A:ξ “ y, i.e. A: est surjectif.

1. ùñ 4. ùñ 1. : nous avons démontré que, donné un opérateur unitaire (quelconque),
son adjoint est unitaire aussi. Donc, si on fait l’hypothèse que A: soit un opérateur unitaire,
alors A:: est unitaire, mais A:: “ A, donc A: unitaire implique A unitaire. 2

Ce résultat a comme conséquence qu’on peut étudier l’unitarité d’un opérateur A via celle
de son adjoint, qui, parfois, peut être une tâche plus simple.

Nous soulignons dans le corollaire suivant le résultat sur la norme de l’adjoint et de l’inverse
d’un opérateur unitaire.

Corollaire 6.8.1 Si A P BpHq est unitaire, alors }A} “ }A:} “ }A´1} “ 1.

Écrivons avec UpHq l’ensemble des opérateurs unitaires sur un espace de Hilbert H. Si
A,B P UpHq, alors, par calcul direct, on peut vérifier que AB P UpHq. Le théorème qu’on
vient de démontrer nous permet de dire que si A P UpHq alors A´1 “ A: P UpHq, i.e. UpHq
vérifie les axiomes de groupe par rapport à la loi de composition d’opérateurs.

Déf. 6.8.2 On appelle UpHq le groupe unitaire de H. UpHq cöıncide avec le groupe des
automorphismes de H : AutpHq.

Allons voir des applications de la caractérisation des opérateurs unitaires.

Soit H “ L2pX,A, µq et g P L8pX,A, µq, on a vu que l’opérateur de multiplication par g
défini par :

Mg : L2pX,A, µq ÝÑ L2pX,A, µq
f ÞÝÑ Mgf “ f ¨ g,

où f ¨ gpxq “ fpxqgpxq @x P X est linéaire et borné. De plus, on sait que M :
g “ Mḡ, donc

MgM
:
g “ Mgḡ “ M|g|2 , et alors MgM

:
g “ idH si et seulement si M|g|2 “ idH, mais cela est

équivalent à demander |g|2 “ 1, i.e. que dans la classe d’équivalence de g il y a au moins
un représentant, qu’on écrira encore avec g par simplicité, de la forme gpxq “ eihpxq, avec
h : X Ñ R mesurable.

Allons appliquer te théorème qu’on vient de démontrer pour vérifier que : @punqnPN s.o.n.c de
H, l’opérateur U défini comme ça

Uun “ p´iq
nun

est un opérateur unitaire. Utilisons la caractérisation algébrique U :U “ UU : “ idH : d’un
côté, par définition,

xUun, uny “ xun, U
:uny, (6.25)

de l’autre côté

xUun, uny “ xp´iq
nun, uny “ p´iq

nxun, uny “ xun, p´iqnuny “
p6.25q

xun, U
:uny @n P N,

donc U :un “ p´iqnun et alors

U :Uun “ U :pUunq “ p´iqnUun “ p´iqnp´iq
nun “ |p´iq

n|2un “ un
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et
UU :un “ UpU :unq “ Up´iqnun “ p´iq

np´iqnun “ |p´iq
n|2un “ un

comme punqnPN est s.o.n.c, le fait que U :U “ UU : soient l’identité sur tout élément un peut
être étendu à tout H, en fait, pour tout x P H ça vaut x “

ř

nPNxx, unyun et, par la linéarité
et la continuité de U :U et de U :U on peut écrire :

U :Ux “
ÿ

nPN
xx, unyU

:Uun “
ÿ

nPN
xx, unyun “ x,

et pareil pour UU :x, i.e. U :U “ UU : “ idH et ceci montre que U est unitaire.

Comme en dimension finie, les opérateurs unitaires permettent d’établir une relation
d’équivalence entre opérateurs, formalisée dans la définition suivante.

Déf. 6.8.3 Deux opérateurs A,B P BpHq sont unitairement équivalents s’il existe un opérateur
unitaire U P BpHq tel que : A “ UBU´1.

Nous n’avons pas l’opportunité de discuter des propriétés de l’équivalence unitaire, nous nous
limitons à dire que l’équivalence unitaire préserve les propriétés des opérateurs, comme la
continuité, l’inversibilité, le fait d’être auto-adjoint et les propriétés spectrales.

6.8.2 Relation entre opérateurs isométriques et unitaires et systèmes or-
thonormés

La dernière propriété des opérateurs isométriques et unitaires qu’on veut discuter est
leur interaction avec les s.o.n. et les s.o.n.c. des espaces de Hilbert. En dimension finie, les
opérateur isométriques et unitaires cöıncident et ils transforment bases orthonormales en bases
orthonormales. En dimension infinie ceci n’est plus vrai en général.

Théorème 6.8.6 (Caractérisation géométrique opérateurs isométriques) A P BpHq
est isométrique si et seulement s’il transforme tout s.o.n.c punqnPN de H en un s.o.n pAunqnPN.

Preuve.

ñ : pour tout s.o.n.c punqnPN de H, grâce à l’isométrie de A on peut écrire

xAun, Aumy “ xun, umy “ δn,m @n,m P N,

donc pAunqnPN est s.o.n. de H.

ð : soit A P BpHq, punqnPN est s.o.n.c de H et pAunqnPN un s.o.n de H. Il faut prouver que
A est isométrique.

D’un côté, le fait que punqnPN soit un s.o.n.c implique que, pour tout x P H ça vaut la
décomposition en série de Fourier généralisée x “

ř

nPN
xx, unyun et l’identité de Plancherel

}x}2 “
ř

nPN
|xx, uny|

2.
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De l’autre côté, grâce à la continuité de A, nous pouvons écrire Ax “
ř

nPN
xx, unyAun, de

plus, l’hypothèse que pAunqnPN soit s.o.n. de H nous permet d’invoquer la deuxième partie du
théorème de Fischer-Riesz 5.5.3 pour dire que 9

‖Ax‖2
“

ÿ

nPN
|xx, uny|

2,

i.e. ‖Ax‖2
“ ‖x‖2, donc A est isométrique. 2

Pour les opérateurs unitaires ça vaut un résultat encore plus fort.

Théorème 6.8.7 (Caractérisation géométrique des opérateurs unitaires) A P BpHq
est unitaire si et seulement s’il transforme tout s.o.n.c punqnPN de H en un s.o.n.c pAunqnPN.

Preuve.

ñ : A unitaire est isométrique, donc, grâce au théorème précédent, pAunqnPN est un s.o.n. Il
faut seulement démontrer que pAunqnPN est complet. Pour cela, on utilise une des propriétés
qui caractérisent une base hilbertienne : comme on l’a vu dans le point 2. du théorème 5.5.4,
si xx,Auny “ 0 @n P N implique x “ 0H alors pAunqnPN est un s.o.n.c. Comme A est surjectif,
il existe y P H tel que x “ Ay, donc la condition xx,Auny “ 0 @n P N devient :

@n P N : xAy,Auny “
A unitaire

xy, uny “ 0,

mais comme punqnPN est un s.o.n.c de H, y “ 0H, ce qui implique x “ A0H “ 0H, et alors
pAunqnPN est s.o.n.c de H.

ð : grâce au théorème précédent, on peut garantir que, si A transforme tout s.o.n.c punqnPN
de H en un s.o.n.c pAunqnPN de H, alors A est, au moins, isométrique, donc ça reste seulement
à démontrer la surjectivité.

Pour cela, on a vu que l’image d’un opérateur isométrique est fermé, i.e., par linéarité,
ImpAq “ spanpAun, n P Nq “ H, car pAunqnPN est s.o.n.c par hypothèse, donc A est surjectif,
ce qui implique que A est unitaire. 2

Terminons la section avec un simple exercice qui met en relation les opérateurs unitaires et les
projecteurs orthogonaux.

Exercice 6.7

Soit H un espace de Hilbert. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.
Suggestion : montrer que 1. ðñ 2. et 2. ðñ 3.

1. A P BpHq est auto-adjoint et unitaire.

2. L’opérateur P “ 1
2pA` idHq est un projecteur orthogonal.

9. Explicitement, la deuxième partie du théorème de Fischer-Riesz dit que, donné un s.o.n pvnqnPN dans un
espace de Hilbert H, si la série

ř

nPN
knvn converge vers y P H, alors ça vaut }y}2 “

ř

nPN
|kn|

2, dans notre cas :

y “ Ax, vn “ Aun et kn “ xx, uny.

255



3. Il existe deux sous-espaces vectoriels fermés et orthogonaux H1 et H2 de H tels que
H “ H1‘H2 et il existe un opérateur A P BpHq tel que, pour tout x “ x1`x2, xi P Hi,
ça vaut : Ax “ x1 ´ x2.

Solution de l’exercice 6.7

Commençons avec l’équivalence 1. ðñ 2.

1. ùñ 2. : par hypothèse, A est auto-adjoint, i.e. A “ A:, et unitaire, i.e. A: “ A´1, mais
alors A “ A´1 et donc A2 “ AA “ AA´1 “ idH. Utilisons ça pour montrer que P “ 1

2pA`idHq
est auto-adjoint et idempotent, ce qui impliquera qu’il est un projecteur orthogonal :

P : “
1

2
pA` idHq

: “
linéairité de :

1

2
pA: ` id:Hq “

1

2
pA` idHq “ P

P 2 “
1

4
pA2 ` 2A` idHq “

1

4
pidH ` 2A` idHq “

1

2
pA` idHq “ P.

2. ùñ 1. : si ça vaut 2. alors on peut écrire A “ 2P ´ idH avec P projecteur orthogonal,
démontrons que A est auto-adjoint et unitaire :

A: “ 2P : ´ id:H “ 2P ´ idh “ A

A:A “ A:A “ p2P ´ idHq
2 “ 4P 2 ´ 4P ` idh “ 4P ´ 4P ` idh “ idh ùñ A: “ A´1.

Analysons maintenant l’équivalence 2. ðñ 3.

2. ùñ 3. : si ça vaut 2. alors on sait que H “ ImpP q ‘ kerpP q, donc H1 “ ImpP q et
H2 “ kerpP q. De plus, écrit H Q x “ x1 ` x2, x1 P ImpP q et x2 P kerpP q,

Px “ x1 et P pxq “
1

2
pA` idHqpxq “

1

2
pAx` x1 ` x2q,

i.e. x1 “
1
2pAx` x1 ` x2q, et alors Ax “ 2x1 ´ x1 ´ x2 “ x1 ´ x2.

3. ùñ 2. : supposons que 3. soit vérifiée. P pxq “ 1
2pAx` xq “ 1

2px1 ´ x2 ` x1 ` x2q “ x1

pour tout x P H, donc P , par définition, est le projecteur orthogonal PH1 grâce à l’hypothèse
que H1 et H2 sont orthogonaux et fermés.

2

6.9 La transformée de Fourier sur SpRnq, L1pRnq et L2pRnq

La transformée de Fourier sur L2pRnq est l’exemple le plus important d’opérateur unitaire
sur L2pRnq par rapport à ses applications dans la physique théorique, la théorie des équations
différentielles et le traitement des signaux, pour ne citer que trois champs d’application.

Malgré ça, la construction de cet opérateur n’est pas simple car L2pRnq n’est pas l’espace le
plus naturel pour la transformée de Fourier. L’environnement le plus adapté à la transformée
de Fourier s’avère être l’espace de Schwarz.

Plusieurs constructions de la transformée de Fourier sur L2pRnq sont disponibles dans la
littérature, la plus courante, celle que l’on va adopter ici, consiste à définir la transformée
de Fourier sur l’espace de Schwarz, pour pouvoir souligner ses propriétés remarquables, et
après à opérer une extension à L2pRnq via une procédure limite. À côté de ce résultat, nous
montrerons aussi une formule explicite qui passe par l’utilisation de la base hilbertienne de
Hermite de L2pRnq.
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6.9.1 Un espace invariante par la transformée de Fourier : l’espace de
Schwarz

Allons d’abord définir la transformée de Fourier sur l’espace de Schwarz SpRnq pour
n “ 1, 2 et après on va généraliser la définition pour n arbitraire (fini).

Déf. 6.9.1 La transformée de Fourier sur SpRq est l’opérateur linéaire suivant

F̂ : SpRq ÝÑ SpRq
f ÞÝÑ F̂ pfq “ f̂ , où : f̂pωq “ 1?

2π

ş

R fpxqe
´iωxdmpxq,

où m est la mesure de Lebesgue sur R et ω P R. L’anti-transformée de Fourier, ou transformée
de Fourier inverse sur SpRq est l’opérateur linéaire suivant

F̌ : SpRq ÝÑ SpRq
f ÞÝÑ F̌ pfq “ f̌ , où : f̌pxq “ 1?

2π

ş

R fpωqe
iωxdmpωq.

Plus en général, la transformée de Fourier sur SpRnq est l’opérateur linéaire suivant

F̂ : SpRnq ÝÑ SpRnq
f ÞÝÑ F̂ pfq “ f̂ , où : f̂pωq “ 1

p2πqn{2

ş

Rn fpxqe
´ixω,xydmpxq,

où m est la mesure de Lebesgue sur Rn, ω P Rn et xω, xy “
n
ř

k“1

ω1xi est le produit scalaire

Euclidien en Rn. L’anti-transformée de Fourier, ou transformée de Fourier inverse sur SpRnq
est l’opérateur linéaire suivant

F̌ : SpRnq ÝÑ SpRnq
f ÞÝÑ F̌ pfq “ f̌ , où : f̌pxq “ 1

p2πqn{2

ş

Rn fpωqe
ixω,xydmpωq.

Pour vérifier que les définitions sont bien posées, il faut vérifier que les intégrales existent et
que f̂ et f̌ sont des fonctions à décroissance rapide. L’existence des intégrales est immédiate si
on considère que SpRnq Ă L1pRnq et donc

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ
fpxqe´ixω,xy

ˇ

ˇ

ˇ
dmpxq “

ż

Rn
|fpxq| dmpxq ă `8,

et pareil pour l’anti-transformée de Fourier. Le fait que f̂ et f̌ soient des fonctions à décroissance
rapide peut être vérifié en itérant la dérivation sous signe d’intégrale et le théorème d’intégration
par partie.

Dans la table suivante on résume les plus importantes propriétés de la transformée de
Fourier pour une fonction f P SpRq, a, b, c P R, a ‰ 0.
Observations importantes :

— F̂ transforme le produit pour une constante en la division par la même constante (à un
coefficient près) ;

— F̂ , comme la DFT, transforme la translation de la variable initiale en le produit par un
exponentiel complexe ;
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Fonction originale f P SpRq Transformée de Fourier f̂ P SpRq
fpaxq 1

|a| f̂
`

ω
a

˘

fpx´ bq e´iωbf̂pωq

fpax´ bq e´iω
b
a

|a| f̂
`

ω
a

˘

eicxfpxq f̂pω ´ cq

f 1pxq iωf̂pωq

f2pxq ´ω2f̂pωq
dnf
dxn piωqnf̂pωq

p´ixqnfpxq dnf̂
dωn pωq

e´
x2

2 e´
ω2

2

e´c
2x2 1

c
?

2
e´

ω2

4c2

— F̂ transforme la dérivation n-ième en le produit par une puissance de iω. Cette
propriété est très importante pour transformer les équations différentielles en équations
algébriques ;

— F̂ transforme une Gaussienne d’écart-type 1 en une Gaussienne d’écart-type 1. Si la
Gaussienne n’a pas écart-type 1, alors F̂ opère une inversion de l’écart-type : une
Gaussienne avec un écart-type petit, i.e. avec valeurs bien localisées autour de sa valeur
moyenne, est transformée par F̂ en une Gaussienne avec un écart-type grand, i.e. avec
valeurs bien étalées par rapport à la moyenne, et vice-versa.

On veut démontrer la propriété : pf 1pωq “ iωf̂pωq.

Preuve. On commence par observer que pour f : RÑ C, f P SpRq, alors fpxq ÝÑ
|x|Ñ`8

0. On

écrit la transformée de Fourier de f 1 :

pf 1pωq “
1
?

2π

ż `8

´8

f 1pxqe´iωxdx “ (par parties)

“
1
?

2π

“

fpxqe´iωx
‰`8

´8
´

1
?

2π

ż `8

´8

fpxqp´iωqe´iωxdx

“ 0´ p´iωq
1
?

2π

ż `8

´8

fpxqe´iωxdx

“ iωf̂pωq.

2

Le fait que la Gaussienne d’écart-type 1 soit invariante par rapport à la transformée de
Fourier n’est pas un résultat intuitif, donc c’est utile de le démontrer. On va avoir besoin de
deux lemmes.

Lemme 6.9.1 Ça vaut :
ż `8

´8

e´
x2

2 dx “
?

2π.

258



Preuve. On écrit I “
ş`8

´8
e´

x2

2 dx, alors :

I2 “

ż `8

´8

e´
x2

2 dx ¨

ż `8

´8

e´
y2

2 dy “
(th. Fubini)

ż `8

´8

ż `8

´8

e´
1
2
px2`y2qdxdy.

Si on passe en coordonnés polaires pρ, ϑq, ρ P r0,`8q, ϑ P r0, 2πq et on rappelle que le Jacobien
en coordonnés polaires est ρ, on obtient :

I2 “

ż `8

0

ż 2π

0
e´

ρ2

2 ρ dρdϑ “

ż 2π

0
dϑ

ż `8

0
e´

ρ2

2 ρ dρ

“ 2π

„

´e´
ρ2

2

`8

0

“ 2π
“

´e´8 ` e0
‰

“ 2π.

Donc I “
?

2π. 2

Lemme 6.9.2 Ça vaut :
ż `8

´8

e´
px`iωq2

2 dx “

ż `8

´8

e´
x2

2 dx.

La preuve utilise le calcul des résidus de l’analyse complexe.
Maintenant on peut démontrer que :

z

e´
x2

2 pωq “ e´
ω2

2 .

Preuve.

z

e´
x2

2 pωq “
1
?

2π

ż `8

´8

e´
x2

2 e´iωxdx

“

¨e´
ω2
2 ¨e

ω2
2

e´
ω2

2

?
2π

ż `8

´8

e´
x2

2 e´iωxe
ω2

2 dx

“
e´

ω2

2

?
2π

ż `8

´8

e´
x2`2iωx´ω2

2 dx

“
e´

ω2

2

?
2π

ż `8

´8

e´
px`iωq2

2 dx

“
Lemme 6.9.2

e´
ω2

2

?
2π

ż `8

´8

e´
x2

2 dx

“
Lemme 6.9.1

e´
ω2

2

?
2π

?
2π “ e´

ω2

2 .

2

Pour démontrer la propriété d’inversion de l’écart-type, i.e. que e´c
2x2
ÞÑ
F̂

1
c
?

2
e´

ω2

4c2 , nous allons

utiliser une technique alternative à celle précédente (qui, bien sûr, pourrait être également
utilisée).
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Cette technique passe par la résolution d’une équation différentielle : en fait, si fpxq “ e´c
2x2

,
alors f 1pxq “ ´2c2xfpxq, donc f 1 ` 2c2xf “ 0 et, compte tenu des propriétés f 1pxq ÞÑ

F̂
iωf̂pωq,

´ixfpxq ÞÑ
F̂
f̂ 1pωq et du fait que 2c2xf “ i2c2p´ixfq, en appliquant F̂ aux deux côtés de

l’équation différentielle précédente on arrive à écrire :

iωf̂pωq ` i2c2f̂ 1pωq “ 0 ðñ ωf̂pωq ` 2c2f̂ 1pωq “ 0. (6.26)

Nous avons obtenu une équation différentielle en variables séparables 10 par rapport à f̂ . La
technique canonique de résolution de ce type d’équation différentielle passe, d’abord, par la
recherche de solutions constantes f̂pωq “ C P R @ω P R, ce qui implique f̂ 1pωq “ 0 @ω P R,
donc (6.26) devient ωf̂pωq “ 0 qui peut être vérifiée pour toute ω P R seulement quand
f̂pωq ” 0, donc la seule solutions constante de l’équation différentielle (6.26) peut être la
fonction identiquement nulle. Néanmoins, cette fonction n’est pas coherente avec le fait que
f̂p0q ‰ 0, en fait :

fp0q “
déf. de f̂p0q !

1
?

2π

ż

R
fpxqe´i0xdx

“
1
?

2π

ż

R
fpxqdx “

1
?

2π

ż

R
e´c

2x2
dx

“
1

?
2πc
?

2

ż

R
e´y

2{2dy “
Lemme (6.9.1)

1
?

2πc
?

2

?
2π “

1

c
?

2
.

donc, f̂p0q ” 0 n’est pas une solution de (6.26). Supposons alors f̂pωq ‰ 0 et allons chercher les
solutions non constantes de (6.26) avec la technique de séparation des variables, i.e. écrivons
l’équations comme ceci :

f̂ 1pωq

f̂pωq
“ ´

ω

2c2
,

par intégrations des deux côtés : log |f̂pωq| “ ´ ω2

4c2
` logC, C ą 0, où logC est la constante

arbitraire issue de l’intégration, elle est écrite comme ça car, si on prend l’exponentiel aux
deux côtés, on obtient

|f̂pωq| “ e´
ω2

4c2
`logC

“ Ce´
ω2

4c2 f̂pωq “ ˘Ce´
ω2

4c2 ,

i.e. f̂pωq “ Ke´
ω2

4c2 , K P Rzt0u. Il suffit maintenant d’observer que K “ f̂p0q “ 1
c
?

2
, comme

vu ci-dessus, pour arriver à la solution f̂pωq “ 1
c
?

2
e´

ω2

4c2 .

Les propriétés de la transformée de Fourier définie sur SpRnq, que l’on va résumer dans
le tableau suivante (où c P R, c ‰ 0, a, b P Rn, k P t1, . . . , nu), suivent directement de celles
du cas n “ 1 avec des changements plutôt évidents dans la technique de démonstration et,
notamment, avec l’application du théorème de Fubini pour le calcul d’intégrales multiples.

Terminons cette section en citant le résultat qui justifie l’intérêt privilégié que l’on réserve
à l’espace de Schwarz dans la théorie de la transformée de Fourier (et qui justifie aussi le nom
de F̌ ).

10. Nous rappelons qu’une équation différentielle par rapport à la fonction yptq est dite en variables séparables
si elle peut être écrite comme y1ptq “ fpyptqq ¨ gptq, où f et g sont deux fonctions continues.
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Fonction originale f P SpRnq Transformée de Fourier f̂ P SpRnq
fpcxq 1

|c| f̂
`

ω
c

˘

fpx´ bq e´ixω,byf̂pωq

fpcx´ bq e´iω
b
c

|c| f̂
`

ω
c

˘

eixa,xyfpxq f̂pω ´ aq

Bxkfpxq iωkf̂pωq

B2
xk
fpxq ´ω2

kf̂pωq

Bnxkfpxq piωkq
nf̂pωq

p´ixkq
nfpxq Bnxk f̂pωq

e´
}x}2

2 e´
}ω}2

2

e´c
2}x}2 1

c
?

2
e´

}ω}2

4c2

Théorème 6.9.1 La transformation F̂ est un isomorphisme linéaire de SpRnq en lui même
et sa transformation inverse est F̌ : F̌ “ F̂´1. De plus, si on interprète f P SpRnq comme
une fonction de L2pRnq, alors : }f} “ }f̂} @f P SpRnq Ă L2pRnq.

Donc, l’espace de Schwarz est invariant par rapport à l’application de la transformée de Fourier
F̂ , qui a une formule intégrale explicite, qui possède une inverse donnée par F̌ et qui conserve
la norme des fonctions à décroissance rapide quand on les interprète comme des éléments de
L2pRnq. Dans aucun autre espace fonctionnel de dimension infinie la transformée de Fourier a
toutes ces propriétés à la fois.

En fait, on va voir tout de suite que, en L1pRq on doit renoncer à l’invariance de l’espace,
et donc à l’inversibilité de l’opérateur linéaire sur tout l’espace, tandis que en L2pRq on doit
renoncer à la formule intégrale explicite.

6.9.2 Extension de la transformée de Fourier de SpRnq à L1pRnq : le théorème
de Riemann-Lebesgue

Les éléments de l’espace de Schwarz sont des fonctions trop régulières pour être exhaustives,
surtout par rapport aux applications.

Il est donc impératif de s’intéresser à l’extension de la transformée de Fourier à des espaces
de fonctions moins régulières comme L1pRq et L2pRq. Dans cette section on va considérer
L1pRq : par rapport à cet espace, il vaut le célèbre résultat qui suit.

Théorème 6.9.2 (Théorème de Riemann-Lebesgue) L’opérateur F̂ de la section 6.9.1
peut être étendu d’une manière unique à l’opérateur linéaire injectif et continu définit de la
manière suivante

F̂1 : L1pRnq ÝÑ C8pRnq
f ÞÝÑ F̂1pfq “, où : F̂1fpωq “

1
p2πqn{2

ş

Rn fpxqe
´ixω,xydmpxq.

Le même énoncé vaut pour l’extension de F̌ à L1pRnq avec la formule intégrale correspondante,
i.e.

F̌1 : L1pRnq ÝÑ C8pRnq
f ÞÝÑ F̌1pfq “, où : F̌1fpxq “

1
p2πqn{2

ş

Rn fpωqe
ixω,xydmpωq.

261



On rappelle que C8pRnq est l’espace des fonctions définies et continues sur Rn qui tendent
vers 0 à l’infini muni de la norme }f}8 “ supxPRn |fpxq|.

Observations :

— Le théorème de Riemann-Lebesgue garantit que la formule intégrale de la transformée
de Fourier reste valide pour les éléments de L1pRnq, ce qui est très important car les
fonctions absolument intégrables au sens de Lebesgue sont énormément plus répandues
dans les applications que celles à décroissance rapide.

— L’injectivité de F1 permet son inversion sur l’image F1pL
1pRnqq Ă C8pRnq, mais pas sur

L1pRnq. Un contre-exemple classique quand n “ 1 est fourni par la fonction indicatrice
de l’intervalle r´1, 1s en R, i.e. χr´1,1s : elle appartient à L1pRq, mais, par calcul direct,
on obtient

F̂1pχr´1,1sqpωq “

c

2

π

sinω

ω
, (6.27)

qui, bien sûr, appartient à C8pRq, mais elle n’appartient pas à L1pRq. . .en fait elle
appartient à L2pRq. . . Par conséquent, F̌1, qui est défini sur tout L1pRq, n’est pas
l’inverse de F̂1.

6.9.3 Extension de la transformée de Fourier à un opérateur unitaire sur
L2pRnq : la transformée de Fourier Plancherel

La technique classique pour étendre F̂ à L2pRnq consiste en l’utilisation de ce théorème
fondamentale de l’analyse fonctionnelle, qu’on énonce et démontre après la définition d’extension
d’un opérateur linéaire.

Déf. 6.9.2 (Extension d’un opérateur linéaire) Soient E, V,W des espaces vectoriels
sur le même corps K et soit E un sous-espace vectoriel de V . Soit A : E ÑW un opérateur
linéaire. On dit que l’opérateur linéaire B : V Ñ W est une extension de A sur V si la
restriction de B à E cöıncide avec A, i.e. si Ax “ Bx @x P E.

Théorème 6.9.3 (Théorème d’extension d’un opérateur linéaire borné) Soient E et
F deux espaces vectoriels normés, avec F espace de Banach. Soit A : DA Ď E Ñ F un
opérateur linéaire borné, où DA est un sous-espace vectoriel de E. Alors, il existe seulement
un opérateur linéaire A avec les propriétés suivantes :

1. le domaine de A est l’adhérence de DA en E : DA “ DA ;

2. A est continu : A P BpDA, F q ;

3. }A} “ }A}.

Cet opérateur est défini comme ça : soit pxnqnPN Ă DA une suite quelconque d’éléments qui

converge vers x P DA, alors

A : DA Ď E ÝÑ F

x ÞÝÑ Ax “ lim
nÑ`8

Axn .
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Preuve. Soit x un élément quelconque de DA “ DA, alors, par définition, il existe une suite
pxnqnPN Ă DA telle que x “ lim

nÑ`8
xn. pxnqnPN, en tant que suite convergente, est de Cauchy

et, vu que A est continu, aussi la suite pAxnqnPN Ă F est de Cauchy, grâce au théorème 6.2.5.
Comme F est un espace de Banach, il existe y “ lim

nÑ`8
Axn, par conséquent, l’opérateur

A : DA Ñ F , Ax “ lim
nÑ`8

Axn est bien défini et linéaire, car il est défini via l’opération de

limite, qui est linéaire.
De plus, A ne dépend pas de la suite qui converge vers x, en fait, si px1nqnPN Ă E est une

autre suite telle que x “ lim
nÑ`8

x1n, alors

} lim
nÑ`8

Axn ´ lim
nÑ`8

Ax1n} “ lim
nÑ`8

}Axn ´Ax
1
n} (Continuité } })

“ lim
nÑ`8

}Apxn ´ x
1
nq} ď lim

nÑ`8
}A}}xn ´ x

1
n} (A borné)

“ }A} lim
nÑ`8

}xn ´ x
1
n} “ }A} } lim

nÑ`8
pxn ´ x

1
nq} (Continuité } })

“ }A} } lim
nÑ`8

xn ´ lim
nÑ`8

x1n} “ }A}}x´ x} “ 0.

Évidemment, tout x P DA peut être identifié comme la limite de la suite constante xn “ x
@n P N, donc, vu l’indépendance de la définition de A par rapport à la suite choisie, Ax “ Ax
@x P DA, i.e. la restriction de A à DA est A et, inversement, A est une extension de A sur DA.

Le fait que A soit un opérateur borné sur DA peut être vérifié en considérant la limite de
l’inégalité }Axn} ď }A}}xn}, en fait, la limite préserve la relation d’ordre, i.e.

lim
nÑ`8

}Axn} ď lim
nÑ`8

}A}}xn}

et, par la continuité de la norme on a

} lim
nÑ`8

Axn} ď }A} } lim
nÑ`8

xn} ðñ }Ax} ď }A}}x},

pour tout x P DA, i.e. A est borné, i.e. continu.
Démontrons maintenant que toute autre extension de A à DA cöıncide avec A. Soit B une

autre extension borné de A sur DA, alors, pour tout x P DA, il existe une suite pxnqnPN Ă DA,
telle que x “ lim

nÑ`8
xn et, par définition de A et grâce à la continuité de B on a

Ax´Bx “ lim
nÑ`8

Axn ´B

ˆ

lim
nÑ`8

xn

˙

“ lim
nÑ`8

Axn ´ lim
nÑ`8

Bxn “ lim
nÑ`8

pAxn ´Bxnq.

Pour tout n P N, xn P DA et, comme B est une extension de A, par définition Bxn “ Axn
@n P N, alors Axn ´ Bxn “ 0 @n P N et donc Ax´ Bx “ lim

nÑ`8
pAxn ´ Bxnq “ lim

nÑ`8
0 “ 0,

i.e. A “ B.
Il nous reste à démontrer seulement que l’extension est isométrique, i.e. que }A} “ }A}.

Nous avons déjà vu que
∥∥Ax∥∥ ď ‖A‖ ‖x‖ pour tout x P DA, donc∥∥A∥∥ “ sup

‖x‖“1

∥∥Ax∥∥ ď sup
‖x‖“1

‖A‖ ‖x‖ “ ‖A‖ ,

alors, si on démontre que
∥∥A∥∥ ě ‖A‖, on aura prouvé l’isométrie de l’extension. Ceci est

immédiat si on considère la définition de norme opératorielle suivante :

}A} “ sup

#∥∥Ax∥∥
‖x‖

, x P DAzt0Eu

+

ě sup

"

‖Ax‖
‖x‖

, x P DAzt0Eu

*

“ ‖A‖ ,
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vu que Ax “ Ax @x P DA et que DA Ď DA, d’où
∥∥A∥∥ “ ‖A‖ et le théorème est complètement

démontré. 2

Grâce au théorème d’extension et au fait que SpRnq “ L2pRnq, nous pouvons étendre la
transformée de Fourier de l’espace de Schwarz à L2pRnq via la formule limite du théorème
d’extension, comme formalisé dans le résultat suivant.

Théorème 6.9.4 Les opérateurs F̂ et F̌ qui définissent la transformée et l’antitransformée
de Fourier sur SpRnq, respectivement, peuvent être étendus d’une manière unique à deux
opérateurs unitaires F et F̃ sur L2pRnq, de plus F̃ “ F´1.

L’opérateur F est dit transformée de Fourier-Plancherel et il est défini comme ça :
soit pfnqnPN Ă SpRnq une suite quelconque d’éléments de SpRnq qui convergent vers f P L2pRnq,
alors

F : L2pRnq ÝÑ L2pRnq
f ÞÝÑ F pfq “ lim

nÑ`8
f̂n,

et :
F´1 : L2pRnq ÝÑ L2pRnq

f ÞÝÑ F pfq “ lim
nÑ`8

f̌n,

Donc, la transformée de Fourier-Plancherel F sur L2pRnq a les propriétés (essentielles !)
d’être un opérateur linéaire unitaire (et donc continu) et d’avoir l’opérateur unitaire F´1

comme inverse.
Ce qui rend moins naturel d’examiner la transformée de Fourier dans L2pRnq par rapport

à SpRnq est la manque d’une formule intégrale valide pour tous les éléments de L2pRnq. Une
solution partielle à ce problème est fourni par le théorème suivant.

Théorème 6.9.5 Si f P L1pRnq X L2pRnq, alors F “ F̂1 et , i.e. pour les fonctions qui
appartiennent à L1pRnq X L2pRnq la formule intégrale de la transformée de Fourier reste
valide.

Heureusement, comme on l’a vu dans la section 4.4.4, parmi les fonctions de L1pRnq XL2pRnq
on a les fonctions bornées de L1pRnq et celles de L2pRnq qui s’annulent hors d’un sous-ensemble
compact, que l’on rencontre souvent dans les applications.

6.9.4 Relation entre transformée de Fourier-Plancherel et base hilbertienne
de Hermite

Une base hilbertienne très importante de L2pRq est celle de Hermite, définie comme ça :

unpxq “
p´1qn

a

2nn!
?
π
e

1
2
x2 dn

dxn
e´x

2
, x P R, n P N.

Il est possible de démontrer que les fonctions un sont à décroissance rapide, donc leur
transformée de Fourier est obtenue via l’application de la formule intégrale, i.e.

Funpωq “
1
?

2π

ż

R
unpxqe

´iωxdmpxq

“
1
?

2π

p´1qn
a

2nn!
?
π

ż

R
e´iωx`

1
2
x2 dn

dxn
e´x

2
dmpxq.
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Avec des simples manipulations algébriques, il est possible de démontrer que :

Fun “ p´iq
nun, n P N,

et donc F cöıncide avec l’opérateur unitaire introduit dans la section 6.8.1. Grâce à la continuité
de F , on peut écrire :

Ff “
ÿ

nPN
p´iqnxf, unyun , @f P L2pRq, punqnPN : s.o.n.c de Hermite.

6.9.5 La transformée de Fourier et la convolution

Nous dédions une section à part aux propriétés de la transformée de Fourier par rapport à
la convolution, vu l’importance et l’utilité (théorique et appliquée) de ces propriétés dans les
mathématiques. Une référence très complète par rapport ce sujet est offerte par le livre [10].

Nous allons définir la convolution et, après avoir discuté ses propriétés basiques, nous
allons prouver la propriété la plus connue et plus importante de la transformée de Fourier en
L1pRnq par rapport à la convolution : le fait que la transformée de Fourier modifie le produit
de convolution en le produit ponctuel des transformées (à un coefficient près).

Déf. 6.9.3 Soient f, g : Rn Ñ R, la convolution entre f et g est la fonction f ˚ g définie par :

pf ˚ gqpxq “

ż

Rn
fpx´ yqgpyqdmpyq, @x P Rn,

toutefois que l’intégrale existe dans le sens de Lebesgue.

Théorème 6.9.6 (Propriétés basiques de la convolution) Les propriétés suivantes sont
vraies :

1. Si f P L1pRnq et g P L8pRnq ou vice-versa, alors la convolution est bien définie ;

2. Si f, g P L2pRnq, alors la convolution est bien définie et, en général, est un élément de
L8pRnq ;

3. Si f, g P L1pRnq, alors la convolution est bien définie et appartient à L1pRnq, qui devient
une algèbre de Banach par rapport à la convolution ;

4. Si le produit de convolution est défini, alors :
— f ˚ pαg ` βhq “ αf ˚ g ` βf ˚ h (linéarité) ;
— f ˚ g “ g ˚ f (commutativité) ;
— f ˚ pg ˚ hq “ pf ˚ gq ˚ h (associativité).

Preuve. Nous allons prouver seulement les deux premières propriétés, la preuve des propriétés
suivantes est laissé comme exercice.

1. Si f P L1pRnq et g P L8pRnq, alors

ż

Rn
|fpx´ yqgpyq|dmpyq ď }g}8

ż

Rn
|fpx´ yq|dmpyq “ }g}8}f}1,

grâce à l’invariance par translations de la mesure de Lebesgue.

265



2. Si f, g P L2pRnq, alors, par l’inégalité de Hölder (4.19) :

ż

Rn
|fpx´yqgpyq|dmpyq ď

ˆ
ż

Rn
|fpx´ yq|2dmpyq

˙1{2 ˆż

Rn
|gpyq|2dmpyq

˙1{2

“ }f}2}g}2,

encore une fois grâce à l’invariance par translations de la mesure de Lebesgue.

2

Théorème 6.9.7 (Convolution et transformée de Fourier en L1) Soient f, g P L1pRnq,
alors la transformée de Fourier vérifie cette propriété :

zf ˚ g “ p2πqn{2f̂ ¨ ĝ.

Preuve. Nous écrivons tout simplement la définition de convolution et de transformée de
Fourier et nous appliquons deux fois le théorème de Fubini, avec une petit astuce algébrique
au milieu :

{pf ˚ gqpωq “
1

p2πqn{2

ż

Rn

ˆ
ż

Rn
fpx´ yqgpyqdmpyq

˙

e´ixω,xydmpxq

“
1

p2πqn{2

ż

Rn

ż

Rn
fpx´ yqgpyqe´ixω,xydmpxqdmpyq (Fubini)

“
1

p2πqn{2

ż

Rn

ż

Rn
fpx´ yqgpyqe´ixω,x´y`yydmpxqdmpyq (Astuce algébrique)

“
1

p2πqn{2

ż

Rn

ż

Rn
fpx´ yqe´ixω,x´yygpyqe´ixω,yydmpxqdmpyq

“
1

p2πqn{2

ż

Rn
fpx´ yqe´ixω,x´yydmpxq

ż

Rn
gpyqe´ixω,yydmpyq (Fubini)

“ (t “ x´ y, dmptq “ dmpx´ yq)

“ p2πqn{2
1

p2πqn{2

ż

Rn
fptqe´ixω,tydmptq

1

p2πqn{2

ż

Rn
gpyqe´ixω,yydmpyq

“ p2πqn{2f̂pωq ¨ ĝpωq, @ω P Rn.

2

Si nous inversons la transformée de Fourier sur l’image F1pL
1pRnqq Ă C8pRnq, alors nous

trouvons f ˚ g “ p2πqn{2pf̂ ¨ ĝq_, que l’on trouve souvent écrite sous la forme suivante

pf ¨ gq_ “ p2πq´n{2f̌ ˚ ǧ. (6.28)

Nous allons utiliser cette formule dans la section 6.11.

La convolution est une opération stationnaire, i.e. elle commute avec la translation, comme
dans le cas discret. En fait, si on fixe s P R et g P L1pRq, alors on peut définir l’opérateur de
translation à droite Rs et l’opérateur de convolution avec g, Tg, comme cela :

Rsfptq “ fpt´ sq, Tgfptq “ pf ˚ gqptq “

ż

R
fpt´ xqgpxqdx,
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alors, pour tout t P R :

RsTgfptq “ Tgfpt´ sq “

ż

R
fpt´ s´ xqgpxqdx “

ż

R
Rsfpt´ xqgpxqdx “ TgRsfptq.

Nous avons déjà vu dans le cas discret (cfr. section 2.9.6) que l’opération de convolution avec
la fonction Gaussienne produit le floutage d’un signal. Nous avons la possibilité de comprendre
ce résultat sous un autre point de vu. Pour cela, on commence par considérer la ! fonction
impulsion " suivante :

Iεptq “

#

1
ε 0 ă t ă ε

0 autrement

si f P L1pRq, alors

pf ˚ Iεqptq “

ż

R
fpt´ xqIεpxqdx “

1

ε

ż ε

0
fpt´ xqdx,

si maintenant on opère le changement de variable u “ t ´ x, on obtient du “ ´dx et les
extrêmes inférieur et supérieur de l’intégrale par rapport à la nouvelle variable u deviennent t
et t´ ε, alors

pf ˚ Iεqptq “ ´
1

ε

ż t´ε

t
fpuqdu “

1

ε

ż t

t´ε
fpuqdu “ xfyrt,t`εs,

i.e. la moyenne de f dans l’intervalle rt´ ε, ts, qui a taille ε.
Une Gaussienne Gµ,σ de moyenne µ et écart-type σ, est une version ! lisse " de l’impulsion

Iε, qui tend vers 0 rapidement hors de l’intervalle rµ´ σ, µ` σs, donc :

f ˚Gµ,σ » moyenne locale de f en rµ´ σ, µ` σs .

Dans la section 2.9.6 on avait vu que l’explication du floutage dans le domaine fréquentiel
était le fait que le multiplicateur de Fourier correspondant à la convolution avec la Gaussienne
était un filtre passe bas. Ici on a l’explication de l’effet de floutage dans le domaine originale
du signal f : en fait, après la convolution avec une Gaussienne, chaque valeur de f en t est
replacée par une approximation de la moyenne locale des valeurs de f , le paramètre qui gère
la localité est l’écart-type de la Gaussienne.

Une autre propriété de la convolution, cruciale dans les applications à la théorie des
équations différentielles, est la possibilité de ! faire tomber " la dérivée d’une convolution sur
un des deux facteurs selon notre nécessité, comme montré par le résultat suivant.

Théorème 6.9.8 Soient f P CpRnq avec dérivées partielles bornés et g P L1pRnq, alors
f ˚ g P CpRnq et :

Bxkpf ˚ gq “ pBxkfq ˚ g, @k “ 1, . . . , n.

De la même manière, si g P CpRnq avec dérivées partielles bornées et f P L1pRnq, alors

Bxkpf ˚ gq “ f ˚ pBxkgq , @k “ 1, . . . , n.
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Preuve. Les hypothèses du théorème garantissent la possibilité de passer la dérivation sous le
signe d’intégrale, donc @k “ 1, . . . , n :

Bxk

ˆ
ż

Rn
fpx´ yqgpyqdmpyq

˙

“

ż

Rn
Bxk pfpx´ yqgpyqq dmpyq “

ż

Rn
pBxkfpx´ yqq gpyqdmpyq,

vu que seulement f dépend de x, i.e. Bxkpf ˚ gq “ pBxkfq ˚ g. La deuxième formule est une
conséquence de la propriété commutative de la convolution, qui permet d’échanger les rôles de
f et de g. 2

6.9.6 Convolution et transformée de Fourier en L2 : le problème de la
localisation de la transformée de Fourier

Une généralisation de l’équation (6.27) permet de souligner une limite importante de la
transformée de Fourier. Pour formaliser cette affirmation nous avons besoin de citer le résultat
suivant [10], qui dit que la transformée de Fourier du produit de des éléments de L2pRnq est
proportionnel à la convolution de leurs transformées de Fourier.

Théorème 6.9.9 Si f, g P L2pRnq, alors

yf ¨ g “ p2πq´n{2f̂ ˚ ĝ .

Imaginons d’être intéressés par le spectre de f P L2pRq seulement dans le voisinage d’une
valeur de t0. Avec une translation on peut toujours supposer que t0 soit t “ 0. L’idée la plus
simple, mais (comme on le verra de suite) incorrecte, pour localiser l’analyse du spectre de
fptq consiste à le ! tronquer ", i.e. à le multiplier par la fonction créneau de taille 2T

χptq “

#

1 si |t| ď T

0 autrement,

où 2T est la taille du voisinage d’intérêt. Vu que χ P L2pRq, grâce 11 au théorème 6.9.9, la

transformée de Fourier du signal tronqué f̃ptq “ fptqχptq est
p

f̃pωq “ 1{
?

2πf̂pωq ˚ χ̂pωq, où

pχ̃pωq “
1
?

2π

c

2

π
T

sinpωT q

ωT
“
T

π
sincpωT q,

où la fonction sinc, R Q t ÞÑ sincptq “ sin t
t , est dite sinus cardinal. Donc,

p

f̃pωq “
T

π

´

f̂pωq ˚ sincpωT q
¯

,

i.e. le spectre du signal tronqué est proportionnel à la convolution entre le spectre
du signal initial et le sinus cardinal de ωT .

Cela montre que nous ne pouvons obtenir des informations localisées précises sur le signal
original tout simplement en le tronquant. Ceci est une des difficultés liées à la localisation
de l’analyse en fréquence d’un signal dans l’analyse de Fourier. La théorie des ondelettes [9],
développée surtout à la fin des année 1980, donne des outils très puissants pour contourner ce
problème.

11. Cet argument n’est pas valide si f P L1
pRq car la formule du théorème 6.9.9, dans ce cas, serait valide

seulement si f̂ et χ̂ appartiennent à L1
pRq, mais, comme on l’a vu dans la section 6.9.2, χ̂ R L1

pRq.
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6.10 Le théorème d’échantillonnage de Shannon, Nyquist et
Whittaker

Le théorème de Shannon, Nyquist et Whittaker, l’un des plus importants de la théorie des
signaux, dit que, lorsqu’une fonction f a un spectre borné, comme précisé dans la définition
suivante, nous pouvons la reconstruire à partir d’un ensemble discret d’échantillons.

Déf. 6.10.1 On dit que la fonction f : RÑ C est un signal continue à bande limitée s’il
existe Ω P R` tel que :

f̂pωq “ 0 @|ω| ą Ω.

Le concept de signal à bande limitée est de grande importance dans les applications, en fait,
même si f n’est pas à bande limitée, les senseurs humains le sont toujours !

Par exemple, le système visuel humain n’est pas capable de percevoir les fréquences d’une
onde électromagnétique comme lumière quand la fréquence d’oscillation est inférieure à 400
THz et supérieure à 800 THz, T=! Tera=1012

". Le système auditif humain peut percevoir les
sons comme ondes de variation de la pression de l’aire, quand elles ont une fréquence entre
20Hz et 20KHz, K=! Kilo=103

".
Les signaux visuels et auditifs passés au cerveau pour être interprétés sont, donc, deux

exemples extrêmement importantes de signaux à bande limitée.

Théorème 6.10.1 (Théorème d’échantillonnage de Shannon-Nyquist-Whittaker 12)
Soient :

— f : RÑ C un signal à bande limitée : DΩ P R` tel que f̂pωq “ 0 @|ω| ą Ω.
— f̂ : continue et C1pRq par morceaux.

Alors, f est complètement déterminée par ses échantillons dans les points tn “
π
Ωn, n P Z, en

fait ça vaut la formule suivante :

fptq “
ÿ

nPZ
f
´π

Ω
n
¯

sincpΩt´ πnq , (6.29)

et la convergence de la série est uniforme.

Il y a plusieurs preuves du théorème d’échantillonnage, notamment une qui utilise la
formule de sommation de Poisson (Pithiviers, 1781 ´ Paris, 1840), ici on propose une preuve
alternative à la méthode de Poisson que l’on peut trouver dans [4], page 118.

Preuve. On va utiliser la série et la transformée de Fourier de f̂ . Pour cela, on doit interpréter
f̂ comme une fonction 2Ω-périodique quand on écrit sa série de Fourier et comme une fonction
à support limité en r´Ω,Ωs quand on calcule sa transformée de Fourier. Donc, on souligne
que pour reconstruire f on utilise une extension en copies périodiques de son spectre.

Grâce aux hypothèses, f̂ P L2r´Ω,Ωs et donc on peut développer f̂ en série de Fourier :

f̂pωq “
ÿ

kPZ
cke

i 2πωk
2Ω “

ÿ

kPZ
cke

iπωk
Ω , (6.30)
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avec :

ck “
1

2Ω

ż Ω

´Ω
f̂pωqe´i

πωk
Ω dω

“
f̂pωq“0 @|ω|ąΩ

?
2π

2Ω

1
?

2π

ż

R
f̂pωqeip

´π
Ω
kqωdω

“

?
2π

2Ω
ˇ̂
f
´

´
π

Ω
k
¯

“

?
2π

2Ω
f
´

´
π

Ω
k
¯

,

où dans la dernière étape on a utilisé la définition d’anti-transformée de Fourier de f̂ , i.e. f ,
calculée en ´ π

Ωk et on a inclut en ck le facteur de normalisation de la série.
Donc on peut réécrire la série de Fourier (6.30) comme ceci :

f̂pωq “
ÿ

kPZ

?
2π

2Ω
f
´

´
π

Ω
k
¯

ei
πωk
Ω “

pn“´kô k“´nq

ÿ

nPZ

?
2π

2Ω
f
´π

Ω
n
¯

e´i
πωn

Ω ,

et cette série converge uniformément car f̂ est continue et C1 par morceaux.
On calcule fptq via transformée de Fourier inverse de f̂pωq :

fptq “
1
?

2π

ż

R
f̂pωqeiωtdω

“
f̂pωq“0 @|ω|ąΩ

1
?

2π

ż Ω

´Ω
f̂pωqeiωtdω

“
1
?

2π

ż Ω

´Ω

ÿ

nPZ

?
2π

2Ω
f
´π

Ω
n
¯

e´i
πωn

Ω eiωtdω

“
ÿ

nPZ

1

2Ω
f
´π

Ω
n
¯

ż Ω

´Ω
eiω

tΩ´πn
Ω dω,

(6.31)

où, dans la dernière étape, on a pu échanger la série et l’intégrale grâce au fait que la série
converge uniformément. On s’intéresse maintenant à l’intégrale :

ż Ω

´Ω
eiω

tΩ´πn
Ω dω “

ż Ω

´Ω
cos

ˆ

ω
tΩ´ πn

Ω

˙

dω ` i

ż Ω

´Ω
sin

ˆ

ω
tΩ´ πn

Ω

˙

dω,

la deuxième intégrale est nulle car la fonction sinus est impaire et le domaine d’intégration est
symétrique, par contre la fonction cosinus est paire et donc on obtient :

ż Ω

´Ω
eiωp

tΩ´πn
Ω qdω “ 2

ż Ω

0
cos

ˆ

tΩ´ πn

Ω

˙

dω “ 2

«

sin
`

ω tΩ´πnΩ

˘

tΩ´πn
Ω

ffΩ

0

“ 2Ω
sin

`

Ω tΩ´πn
Ω

˘

tΩ´ πn
´ 0 “ 2Ω

sin ptΩ´ πnq

tΩ´ πn
.

En introduisant ce résultat dans l’expression de fptq en (6.31), on obtient :

fptq “
ÿ

nPZ

2Ω

2Ω
f
´π

Ω
n
¯ sin ptΩ´ πnq

tΩ´ πn
“

ÿ

nPZ
f
´π

Ω
n
¯

sinc ptΩ´ πnq ,

et, comme déjà souligné, la convergence de la série est uniforme. 2
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6.10.1 La fréquence de Nyquist : ! aliasing " et ! oversampling "

Vu que la fonction sinus cardinal est toujours la même pour chaque signal f , ce qui
caractérise univoquement f est la suite d’échantillons f

`

π
Ωn

˘

.
On observe que la période d’échantillonnage des valeurs de f qui apparait dans la formule

du théorème est : T “ π
Ω , donc la fréquence d’échantillonnage de la formule du théorème, dite

fréquence de Nyquist est écrite comme νN , est νN “
1
T “

Ω
π .

On veut maintenant comparer la fréquence de Nyquist avec la fréquence maximale du
signal f : on rappelle qu’on est parti de l’hypothèse que f soit un signal à bande limitée
avec pulsation maximale Ω, alors la fréquence maximale νmax de f est définie par la relation
Ω “ 2πνmax, i.e. νmax “

Ω
2π .

Si on compare la fréquence d’échantillonnage de Nyquist νN avec la fréquence maximale
νmax du signal f on obtient : νN “ 2νmax, i.e. le théorème d’échantillonnage vaut si et
seulement si la fréquence d’échantillonnage est (minimum) deux fois la fréquence
maximale du signal f !

Si on échantillonne avec une fréquence inférieure à celle de Nyquist, alors on obtient un
phénomène connu avec le nom de aliasing, qui correspond à des erreurs dans la reconstruction
du signal. Les erreurs sont dues au fait que, comme on l’a vu dans la preuve, on doit considérer
une extension périodique du spectre de f , la fréquence de Nyquist νN est la fréquence (minimale)
correcte pour pouvoir reconstruire f et pour éviter de ! déborder " dans une période adjacente
du spectre ! Une fréquence d’échantillonnage inférieure introduit des informations parasites
qui viennent des périodes spectres adjacentes à gauche et à droite.

Pour terminer, on observe que le terme général de la série du théorème converge vers 0
comme 1

n quand nÑ `8, qui est une convergence plutôt lente. Pour augmenter la vitesse de
convergence, par exemple à 1

n2 on peut augmenter la fréquence d’échantillonnage avec une
technique connue comme sur-échantillonnage (oversampling).

6.11 Application de la transformée de Fourier à la résolution
d’équations différentielles en dérivées ordinaires et par-
tielles

Le comportement de la transformée de Fourier en relation aux dérivées permet d’obtenir
des techniques très efficaces pour résoudre certains types d’équations différentielles. Pour
comprendre l’idée générale, on commence avec un exemple donné par une équation différentielle
ordinaire (EDO).

6.11.1 Un exemple de EDO résolue avec la transformée de Fourier

Soient y, g : RÑ R, y, g P L1pRq, y deux fois différentiable, on considère l’EDO suivante :

y2ptq ´ yptq “ ´gptq @t P R.

Si on applique la transformée de Fourier aux deux côtés, grâce à sa linéarité on peut écrire :

py2pωq ´ ŷpωq “ ´ĝpωq,

i.e.
´ω2ŷpωq ´ ŷpωq “ ´ĝpωq ðñ p1` ω2qŷpωq “ ĝpωq,
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i.e.

ŷpωq “
1

1` ω2
¨ ĝpωq (Solution dans le domain fréquentiel).

Grâce aux propriétés de la transformée de Fourier, on a rendu l’EDO une équation algébrique
dans le domaine fréquentiel ! Si on connâıt la transformée de Fourier de g, alors on a résolu
l’EDO dans l’espace de Fourier.

Néanmoins, l’EDO initiale a été formulée par rapport à la variable t, donc il faut revenir à
la représentation originale en appliquant la transformée de Fourier inverse aux deux côtés de
la dernière équation en utilisant la propriété (6.28) :

pŷpωqq_ptq “ yptq “

„

1

1` ω2
¨ ĝpωq

_

ptq “
1
?

2π

ˆˆ

1

1` ω2

˙_

ptq ˚ gptq

˙

. (6.32)

Par calcul direct il est possible de vérifier que :

ze´a|t|pωq “

c

2

π

a

a2 ` ω2
,

donc, si on considère a “ 1 :
c

π

2
ye´|t|pωq “

1

1` ω2
,

et alors :

yptq “
1
?

2π

c

π

2
e´|t| ˚ gptq,

i.e.

yptq “
1

2

ż `8

´8

e´|t´s|gpsqds “
1

2

ż `8

´8

gpt´ sqe´|s|ds.

Si on sait calculer l’intégrale (ceci dépend de l’expression analytique de g), alors on peut
déterminer explicitement yptq, sinon on peut en tout cas approximer sa valeur.

Les étapes de la résolution de une EDO via transformée de Fourier sont donc :

1. Transformer l’EDO dans l’espace fréquentiel en appliquant la transformée de Fourier
aux deux côtés de l’équation ;

2. Résoudre l’EDO algébrique dans l’espace de Fourier ;

3. Appliquer la transformée de Fourier inverse pour obtenir la solution de l’EDO dans la
représentation originale ;

4. Typiquement, la solution dans l’espace de Fourier est donné par un produit, alors la
solution dans la représentation originale est écrite avec une convolution.

Pour pouvoir utiliser cette technique, les coefficients des dérivées doivent être constantes et les
fonctions doivent être intégrables.
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6.11.2 Transformée de Fourier et EDPs

La technique de la transformée de Fourier est encore plus efficace quand on l’applique
aux EDP : équations différentielles en dérivées partielles. Pour fixer les idées, on considère
seulement des fonctions du type suivant : u “ u pt, xq ou u “ upt, x, y, zq, où t est la coordonné
temporelle et x ou px, y, zq sont coordonnées spatiales 1D et 3D, respectivement. On suppose
toujours implicitement que u P L1pR2q ou u P L1pR4q, respectivement, et, bien sûr, que u
soit dérivable un nombre suffisant de fois pour pouvoir écrire l’EDP correspondante. Dans
des cas moins réguliers, d’autres types de solutions doivent être cherchées, c’est aussi à cause
de ça que plusieurs types de convergence doivent être considérées. Dans l’appendice C nous
discutons un aperçu de ce sujet.

Pour simplifier la notation, on écrit :

Bu

Bx
“ ux,

B2u

Bx2
“ uxx,

Bu

Bt
“ ut, . . .

Les propriétés de la transformée de Fourier par rapport aux dérivées partielles sont les
suivantes :

— Si la variable d’intégration de la transformée de Fourier est x, alors

xuxpt, ωq “ iωûpt, ωq, yuxxpt, ωq “ ´ω
2ûpt, ωq,

putpt, ωq “
B

Bt
ûpt, ωq, xuttpt, ωq “

B2

Bt2
ûpt, ωq,

les deux premières formules sont attendues, pour obtenir les autres deux il faut observer
que, comme u P L1pR2q, alors on peut échanger l’ordre de dérivation et d’intégration :

1
?

2π

ż `8

´8

Bu pt, xq

Bt
e´iωxdx “

B

Bt

1
?

2π

ż `8

´8

u pt, xq e´iωxdx “
B

Bt
û pt, ωq ,

et pareil pour utt.

— Si la variable d’intégration de la transformée de Fourier est t, alors

putpx, ωq “ iωûpx, ωq, xuttpx, ωq “ ´ω
2ûpx, ωq,

xuxpx, ωq “
B

Bx
ûpx, ωq, yuxxpx, ωq “

B2

Bx2
ûpx, ωq.

— Ces considération peuvent être étendues à upt, x, y, zq.

6.11.3 Résolution de l’EDP de la propagation de la chaleur avec la trans-
formée de Fourier

On considère le problème de Cauchy pour u P C2pR2qXL1pR2q et ϕ P C2pRqXL1pRq défini
par :

#

ut “ α2uxx @x P p´8,`8q ,@t P p0,`8q , α P R`

up0, xq “ ϕ pxq @x P p´8,`8q , t “ 0
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— u pt, xq : température d’une barre 1D à l’instant t et dans le point x ;

— utpt, xq : vitesse de changement de la température à l’instant t et dans le point x ;

— uxxpt, xq : concavité du profile de la température à l’instant t et dans le point x
(la dérivée seconde est par rapport à la variable spatiale, donc ça serait incorrect
d’interpréter uxx comme une accélération) ;

— ϕpxq : concavité initiale du profile de la température dans le point x.

Si on écrit la dérivée seconde discrète (avec un pas ∆x) par rapport à x, on peut comprendre
qu’elle définit la comparaison entre la température en x à l’instant t et celle des voisins au
même instant, en fait :

uxxpt, xq »
upt, x`∆xq ´ 2upt, xq ` upt, x´∆xq

p∆xq2

“
2

p∆xq2

»

—

—

–

upt, x`∆xq ` upt, x´∆xq

2
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

température moyenne voisins

´upt, xq

fi

ffi

ffi

fl

Donc, l’équation ut “ α2uxx dit que :

— si upt, xq est inférieure à la température moyenne des voisins, alors uxx ą 0 et donc
utpt, xqp“ α2uxxq ą 0 et cela signifie que la température en x augmente dans le temps :
les voisins cèdent un peu de leur chaleur à x pour arriver à l’équilibre thermique ;

— dans le cas contraire, utpt, xqp“ α2uxxq ă 0 et la température en x baisse dans le temps :
x cède un peu de sa chaleur aux voisins pour arriver à l’équilibre thermique.

— La constante positive α2 est une caractéristique du matériel dite ! coefficient de diffusion
thermique ", plus α2 est grand, plus rapidement la barre arrive à l’équilibre thermique.

L’équation de la chaleur est utilisée dans beaucoup d’autres domaines, par exemple en
traitement d’images pour lisser les imperfections et en mathématiques financières dans le
modèle de Black-Scholes-Merton.

Pour résoudre l’équation de la chaleur, on calcule la transformée de Fourier (en intégrant
par rapport à la variable x) des deux côtés :

utpt, xq “ α2uxxpt, xq
p

ÝÑ
B

Bt
pupt, ωq “ ´α2ω2

pupt, ωq.

La condition initiale dans l’espace de Fourier devient : pup0, ωq “ pϕpωq. On a donc transformé
la EDP dans une EDO :

#

utpt, xq “ αuxxpt, xq

up0, xq “ ϕpxq

p

ÝÑ

#

B
Btpupt, ωq “ ´α

2ω2
pupt, ωq

pup0, ωq “ pϕpωq,

en fait ω est une constante par rapport à la variable t, donc l’équation B
Btpupt, ωq “ ´α

2ω2
pupt, ωq

est ordinaire.
On rappelle que la solution du problème de Cauchy :

#

y1 “ ´ky

yp0q “ y0

274



est : yptq “ y0e
´kt et donc, dans notre cas :

pu pt, ωq “ pϕpωq ¨ e´α
2ω2t “ pϕpωq ¨ e´pα

2tqω2
(Solution dans l’espace de Fourier).

On doit maintenant appliquer la transformée de Fourier inverse pour revenir à la solution dans
la représentation originale. Grâce à l’éq. (6.28) on obtient :

upt, xq “
´

pϕpωq ¨ e´pα
2tqω2

¯_

pt, xq

“
1
?

2π
ˇ̂ϕpxq ˚

´

e´pα
2tqω2

¯_

pt, xq,

mais ˇ̂ϕpxq “ ϕpxq et e´pα
2tqω2

est une Gaussienne par rapport à ω, donc on peut utiliser la
propriété :

{e´c2x2
pωq “

1

c
?

2
e´

ω2

4c2 ðñ c
?

2{e´c2x2
pωq “ e´

1
4c2

ω2

,

qui dans notre cas ça donne : 1
4c2
“ α2t, or c2 “ 1

4α2t
et alors c “ 1

2α
?
t

(physiquement, ça a

du sens de considérer seulement la détermination positive de la racine, car la détermination
négative change du signe à la température). On peut finalement écrire :

´

e´pα
2tqω2

¯_

pt, xq “

?
2

2α
?
t
e´

x2

4α2t “
1

α
?

2t
e´

x2

4α2t

et alors la solution de l’EDP de propagation de la chaleur est :

upt, xq “
1

α
?

4πt

ż `8

´8

e´
px´yq2

4α2t ϕpyqdy .

Pour certaines expressions de ϕpxq on peut intégrer exactement et obtenir une expression
analytique pour upt, xq, plus en général, on peut seulement approximer upt, xq.

C’est intéressant d’observer que, comme l’expression standard d’une Gaussienne est :

1

σ
?

2π
e´

px´µq2

2σ2 ,

alors σ “ α
?

2t, i.e. σ2 “ 2α2t : la variance de la Gaussienne qui apparait dans la solution
de l’EDP de la propagation de la chaleur n’est pas fixe, mais augmente linéairement avec le
temps t.

Cela veut dire que le support de la Gaussienne devient de plus en plus large au fur et à
mesure que le temps avance, ce que est parfaitement cohérente avec le fait que, quand tÑ `8,
la barre arrive à l’équilibre thermique, et donc la température est uniforme partout.

Ce qu’on vient de démontrer nous permet de comprendre encore plus en profondeur la
technique classique de convolution avec une Gaussienne en traitement de signaux, qu’on a vu,
par exemple, dans l’opération de floutage d’une image numérique.

En fait, si on identifie ϕpyq avec l’intensité originale d’un pixel quelconque y dans une
image numérique, et upt, xq avec l’intensité de l’image flouté à l’instant t et dans un pixel fixé
de position x, on peut interpréter la convolution d’une image avec une Gaussienne comme une
étape du processus d’échange d’intensité entre x et ses voisins, où cet échange suit la même loi
de la propagation de la chaleur.

275



De plus, comme la propagation de la chaleur est un processus irréversible, on ne peut pas
penser de pouvoir inverser de manière simple l’effet de floutage obtenu par convolution avec
une Gaussienne.

Une dernière observation relative à la dimension spatiale du problème : l’application de la
technique qu’on vient de voir nécessite que x soit variable entre et ´8 et `8, pour résoudre
des problèmes avec x variable dans un intervalle borné il faut utiliser d’autres techniques : la
transformée de Fourier sinus et cosinus et la transformée de Laplace.

6.12 Résumé du chapitre 6

‚ Les opérateurs linéaires entre espaces vectoriels normés sont continus dans un point
quelconque si et seulement s’ils sont continus partout si et seulement s’ils sont bornés.
Tous les opérateurs linéaires définis sur un espace vectoriel de dimension finie sont conti-
nus (et donc bornés), ceci n’est plus vrai, en général, l’espace de définition de l’opérateur
n’a pas une dimension finie, comme le montre l’exemple classique de l’opérateur de
dérivation défini sur l’espace vectoriel engendré par le s.o.n.c de Fourier sur L2r0, 2πs.

‚ Pour les opérateurs linéaires bornés on peut définir une norme, avec 4 définitions
équivalentes, qui rend l’ensemble BpV,W q des opérateurs linéaires bornés entre les
espaces vectoriels normés V et W un espace vectoriel normé lui-même. En particulier, si
V “W , alors on peut définir la composition des opérateurs définit un produit en BpV q
par rapport auquel BpV q devient une algèbre associative normée avec unité (l’opérateur
identité). De plus, si W est complet, alors BpV,W q est complet, en particulier, si
V “W “ H, espace de Hilbert, alors BpHq est une algèbre de Banach avec unité, i.e.
une algèbre normée associative, avec unité, complète et telle que ‖AB‖ ď ‖A‖ ‖B‖
@A,B P BpHq.

‚ Le noyau d’un opérateur borné est toujours un sous-espace vectoriel fermé du domaine
de l’opérateur. Si le noyau est réduit au seul vecteur nul, alors l’opérateur est inversible,
mais son inverse peut ne pas être borné. Il existe une caractérisation très simple, et très
utile, de l’inversibilité bornée d’un opérateur A : V ÑW , non nécessairement borné :
l’existence de µ ą 0 telle que }Ax} ě µ}x}. Si V est un espace de Banach et cette
condition est vérifiée, alors ImpAq, l’espace image de A, est fermé. Dans les applications
on pourra utiliser la fermeture de kerpAq (A continu) et de ImpAq (sous les hypothèses
ci-dessus) pour caractériser un sous-espace fermé : il suffit de démontrer qu’il cöıncide
avec le noyau ou l’image d’un opérateur linéaire qui satisfait des hypothèses opportunes.

‚ Le dual d’un espace vectoriel quelconque V sur le corps K “ R ou C est l’espace
vectoriel V ˚ des fonctionnelles linéaires définies sur l’espace vectoriel lui-même. Si
l’espace est normé alors il est naturel de demander la compatibilité avec la structure
topologique engendrée par la norme, i.e. que les fonctionnelles soient continues, alors
V ˚ “ BpV,Kq. Comme K est complet, V ˚ est toujours complet, même quand V ne
l’est pas. Dans le cas d’un espace de Hilbert H, le théorème de représentation de Riesz
nous assure que H et H˚ sont isomorphes grâce à la transformation qui associe à
chaque x P H la fonctionnelle Tx qui implémente le produit scalaire, i.e. Txpyq “ xy, xy
@y P H. Ce théorème nous donne la possibilité de définir l’adjoint A: de tout opérateur
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A P BpHq via la relation xA:x, yy “ xx,Ayy @x, y P H. Si A “ A: on dit que A est
auto-adjoint. Deux exemples d’opérateurs auto-adjoints sont A:A et AA:.

‚ L’adjoint d’un opérateur linéaire borné est un opérateur très important dans la théorie
et dans les applications. Nous pouvons avoir un aperçu de son importance grâce au
théorème qui donne la caractérisation d’un opérateur de projection orthogonale sur
un espace de Hilbert : A P BpHq est un projecteur orthogonale, sur ImpAq, si et
seulement si A est auto-adjoint A “ A: et idempotent A2 “ A. Ce résultat permet,
par exemple, de démontrer que les opérateurs de multiplication sur L2pRnq sont des
projecteurs orthogonaux si et seulement s’ils multiplient par la fonction indicatrice
d’un sous-ensemble mesurable de Rn. Il existe une représentation géométrique très
importante des projecteurs orthogonaux : A P BpHq est un projecteur orthogonale si
et seulement s’il existe un s.o.n punqnPN dans H tel que Ax “

ř

nPN
xx, unyun, @x P H.

On voit que cette explicitation du projecteur est l’extension, en dimension finie, de la
réalisation des projecteurs orthogonaux en dimension finie.

‚ L’adjoint intervient aussi dans l’analyse des opérateurs isométriques et unitaires. Un
opérateur A P BpHq est isométrique s’il préserve la norme (ou, d’une manière équivalente,
le produit scalaire), un opérateur unitaire est un opérateur isométrique et surjectif.
Les deux catégories d’opérateurs ont une norme unitaire. Le lien entre opérateurs
isométriques et projecteurs orthogonaux est donné par le résultat suivant : si A P BpHq
est isométrique, alors AA: est un projecteur orthogonal. Si A P BpHq est isométrique,
alors ImpAq “ ImpAA:q et, vu que AA: est un projecteur orthogonal (car A est supposé
être isométrique), ImpAA:q est fermée, par conséquent, l’espace image d’un opérateur
isométrique est toujours fermé. Vu que kerpA:q “ Im pAqK, si A est isométrique mais
non surjectif, alors ImpAq ‰ H, donc Im pAqK ‰ t0Hu et alors A: n’est pas inversible.
Par contre, avec le même argument, on voit que si A est unitaire, alors A: est inversible.

‚ Comme pour les opérateurs de projection orthogonale, on peut donner une caractérisation
algébrique des opérateurs isométriques et unitaires via l’adjoint : A P BpHq est
isométrique si et seulement si A:A “ idH, tandis que A P BpHq est unitaire si et
seulement si A:A “ AA: “ idH, dans ce dernier cas A est inversible et A´1 “ A:,
de plus, on peut démontrer que A est unitaire si et seulement si A: l’est. Ce résultat
a comme conséquence qu’on peut étudier l’unitarité d’un opérateur A via celle de
son adjoint, qui, parfois, peut être une tache plus simple. Venons-en à la réalisation
géométrique des opérateurs isométriques et unitaires : A P BpHq est isométrique si et
seulement s’il transforme des bases hilbertiennes en s.o.n, tandis que A P BpHq est
unitaire si et seulement s’il transforme des bases hilbertiennes en bases hilbertiennes.
Ceci montre une différence importante par rapport à la dimension finie.

‚ La transformée de Fourier, fpxq ÞÑ f̂pωq “ 1
p2πqn{2

ş

Rn fpxqe
´ixω,xy dx est un outil uni-

versellement utilisé en mathématiques pures et appliquées. L’espace le plus naturel
pour définir cette transformation est celui de Schwarz, dans lequel la transformée de
Fourier a la formule intégrale écrite ci-dessus, et elle est un isomorphisme isométrique
par rapport à la norme héritée par L2pRnq. Si on veut étendre la transformée à un
espace de fonctions moins régulières, par exemple à L1pRnq ou L2pRnq, on doit renoncer
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à quelques propriétés. Sur L1pRnq on renonce à l’inversibilité sur l’espace entier, car
l’image est C8pRnq, mais on garde la formule intégrale, sur L2pRnq on perd la formule
intégrale, remplacée par une formule limite, mais on garde le caractère isomorphe de la
transformation, en fait l’extension de la transformée de Fourier sur L2pRnq définit un
opérateur unitaire F P BpL2pRnqq. Une formule explicite pour cet opérateur unitaire
est permise grâce à la base hilbertienne de Hermite : Ff “

ř

nPN
p´iqnxf, unyun. Pour

terminer, on souligne que, à une constante près, la transformée de Fourier de la convo-
lution de deux fonctions de L1pRnq est le produit ponctuel des transformées.

‚ Nous avons terminé avec le théorème d’échantillonnage de Shannon-Nyquist-Whittaker,
qui permet de reconstruire un signal à bande fréquentielle bornée à partir d’un ensemble
suffisamment dense, mais fini, d’échantillons du signal et en présentant des applications
de la transformée de Fourier à la résolution d’équations différentielles, notamment, à
celle de la chaleur, en étudiant celle sur laquelle Fourier a développé sa théorie.
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Annexe A

L’espace vectoriel quotient

Le concept d’espace vectoriel quotient est essentiel en mathématique et, selon l’opinion de
l’auteur, il est parfois traité d’une manière trop superficielle dans les livres d’algèbre linéaire.
C’est pour ça que l’on va dédier une annexe à la définition et à l’interprétation de l’espace
vectoriel quotient.

Déf. A.0.1 Une relation d’équivalence „ définie sur un espace vectoriel V (de dimension
quelconque) sur le corps K est dite compatible avec la structure linéaire de V si :

v „ v1, w „ w1 ùñ αv ` βw „ αv1 ` βw1, @α, β P K.

Le cas échéant, la classe d’équivalence de 0, le vecteur nul de V , est un espace vectoriel Z (vu
qu’elle est stable par rapport aux combinaisons linéaires et contient 0) qui est dit noyau de la
relation d’équivalence.

Comme cas particulier de la définition nous pouvons considérer w “ w1 “ v1 et α “ 1, β “ ´1,
ce qui implique :

v „ v1 ùñ v ´ v1 „ 0 ðñ v ´ v1 P Z.

Vice-versa, si v´ v1 P Z, i.e. v´ v1 „ 0 ðñ v´ v1 „ v1´ v1 et du fait que v1 „ v1, on obtient,
grâce à la compatibilité de „ avec la structure linéaire de V : v ´ v1 ` v1 „ v1 ´ v1 ` v1, i.e.
v „ v1.

En résumé : v „ v1 ðñ v ´ v1 P Z, ce qui nous dit qu’une relation d’équivalence
compatible avec la structure linéaire d’un espace vectoriel est univoquement déterminée par
son noyau, qui est un sous-espace vectoriel de V . Cette observation nous permet de reverser le
processus : donné un sous-espace vectoriel quelconque W de V , si l’on définit

v „W v1 ðñ v ´ v1 PW @v, v1 P V,

alors „ est une relation d’équivalence en V compatible avec sa structure linéaire
et avec noyau W !

Par symétrie, v „W v1 ðñ v1 „W v ðñ v1 ´ v PW et ça veut dire qu’il existe w PW
tel que v1´v “ w, i.e. v1 “ v`w, donc, la classe d’équivalence rvsW à laquelle v P V appartient
est le sous-ensemble de V donné par

rvsW “ v `W “ tv ` w : w PW u ,
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que l’on appelle une sous-variété linéaire et que l’on interprète géométriquement comme la
translation du sous-espace W à travers du vecteur v.

Nous observons que si v PW , alors la translation de W via v, par linéarité, ne modifie pas
W . W , en tant que sous-espace vectoriel de V , contient le 0, donc, si v R W alors la classe
d’équivalence v `W ne contient pas le 0 et donc elle ne peut pas être un sous-espace vectoriel
de V .

Le lemme suivant est indispensable pour la définition d’espace vectoriel quotient et il sera
utilisé souvent dans la suite.

Lemme A.0.1 Soit V un espace vectoriel quelconque, v1, v2 P V et W un sous-espace vectoriel
de V . Alors, l’égalité v1 `W “ v2 `W vaut si et seulement si W1 “W2 ”W et v1 ´ v2 PW .

Preuve.

ð : soit v1 ´ v2 ” w0 PW “W1 “W2, alors v2 “ v1 ´ w0 et :

v1 `W “ tv1 ` w : w PW u, v2 `W “ tv1 ` w ´ w0 : w PW u,

mais, évidemment, W “ tw : w PW u “ tw ´ w0 : w PW u, donc v1 `W “ v2 `W .

ñ : vice-versa, soit v1 ` W1 “ v2 ` W2, alors, par définition de sous-variété linéaire
v1 ´ v2 ` W1 “ v2 ´ v2 ` W2 “ W2, donc, si w0 “ v1 ´ v2, on obtient w0 ` W1 “ W2.
Comme W2 est un sous-espace vectoriel de V , il contient 0, mais alors aussi w0 `W1 contient
0, i.e. ´w0 P W1 et alors w0 P W1 car aussi W1 est un sous-espace vectoriel. Mais alors,
opérer la translation des vecteurs de W1 avec w0, qui est un vecteur de W1, ne change par le
sous-espace, i.e. w0 `W1 “ W1, mais comme w0 `W1 “ W2, on arrive à W1 “ W2 “ W et
w0 “ v1 ´ v2 PW1 “W . Ce qui termine la preuve de l’implication directe, et donc du lemme.
2

L’interprétation du lemme est la suivante : chaque sous-variété linéaire est univoque-
ment déterminée par un seul sous-espace W , dont la sous-variété est la translation.
De plus, aussi le vecteur qui opère la translation est univoquement déterminé, à
moins de la somme avec un vecteur de W .

Nous pouvons finalement donner la définition d’espace vectoriel quotient et prouver que la
définition est bien posée.

Déf. A.0.2 (Espace vectoriel quotient (ou facteur)) Soit V un espace vectoriel quel-
conque et W un sous-espace vectoriel de V . L’espace vectoriel quotient V {W est l’ensemble
de toutes les sous-variétés linéaires de V qui sont des translations de W , muni des opérations
linéaires suivantes :

pv1 `W q ` pv2 `W q “ pv1 ` v2q `W, @v1, v2 P V

αpv `W q “ αv `W, @v P V,@α P K.

Allons vérifier que ces opérations sont bien définies et elles font de V {W un espace vectoriel
sur K.

Le lecteur pourra vérifier que les axiomes d’espace vectoriel descendent immédiatement
des propriétés d’espace vectoriel vérifiées par V . Par contre, les deux propriétés suivantes ne
sont pas totalement triviales :
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a) si v1 `W “ v11 `W et v2 `W “ v12 `W , alors v1 ` v2 `W “ v11 ` v
1
2 `W ;

b) si v1 `W “ v11 `W , alors αv1 `W “ αv11 `W ,

@v1, v2, v
1
1, v

1
2 P V et @α P K.

Commençons par prouver la validité de a) : le lemme A.0.1 nous garantit que v1 ´ v
1
1 ”

w1 PW et que v2 ´ v
1
2 ” w2 PW , donc

pv1 ` v2q `W “ pv11 ` v
1
2q ` pw1 ` w2q `W

loooooooomoooooooon

“W

“ pv11 ` v
1
2q `W.

Pour démontrer la validité de b) il faut observer tout simplement que, si nous écrivons
v1 ´ v11 ” w P W , alors αpv1 ´ v11q “ αw P W , et alors le lemme A.0.1 nous garantit que
αv1 `W “ αv11 `W .

Une question naturelle que nous pouvons nous poser maintenant est : quelle est la dimension
de V {W ? Est-elle associée à celle de V et de W ? Pour répondre à cette question, nous allons
analyser des résultats qui nous feront mieux comprendre la signification géométrique de l’espace
vectoriel quotient.

Commençons avec un résultat préliminaire.

Lemme A.0.2 Soit V un espace vectoriel quelconque, W un sous-espace vectoriel de V et
H un sous-espace de V supplémentaire à W , i.e. tel que W X H “ t0u et V “ W ‘ H.
Alors, pour tout vecteur v P V qui opère une translation de W , il existe seulement un vecteur
hv P H X pv `W q. Ce vecteur est celui qui intervient dans l’écriture (unique) de v dans la
somme directe suivante : v “ wv ` hv.

Preuve. Commençons à démontrer qu’il existe un vecteur hv qui appartient à H et à v `W .
Grâce à l’hypothèses V “W ‘H, tout vecteur v P V peut être écrit d’une manière unique
comme v “ wv ` hv, wv PW et hv P H, il faut démontrer que hv P v `W .

Pour cela, considérons maintenant un vecteur v1 “ wv1 ` hv1 P V , wv1 PW et hv1 P H, qui
appartient à la même classe d’équivalence de v, i.e. tel que v `W “ v1 `W , alors, encore
grâce au lemme A.0.1, v1 ´ v PW , i.e. wv1 ` hv1 ´ wv ´ hv PW , i.e. wv1 ´ wv ` hv1 ´ hv PW .
Mais wv1 ´ wv P W et hv1 ´ hv P H, la seule possibilité que leur somme reste en W est que
hv1 ´ hv “ 0 (vu que W XH “ t0u !).

Donc hv1 “ hv et alors v `W Q v1 “ wv1 ` hv, i.e. wv1 ` hv P v `W mais, encore grâce au
lemme A.0.1, nous savons que la somme d’un vecteur qui appartient à v `W avec un vecteur
de W ne fait pas sortit de la classe d’équivalence v `W , donc hv P v `W . Comme hv P H et
hv P v `W , alors hv P H X pv `W q.

Vice-versa, si h P H X pv `W q, en particulier h P v `W , i.e. h „W v, i.e. Dv P V et w̃v PW
tel que h “ w̃v ` v, i.e. v “ wv ` h, où wv “ ´w̃v, c’est-à-dire, h “ hv. 2

Théorème A.0.1 Si W est un sous-espace de l’espace vectoriel V qui admet un supplémentaire
H en V , alors H est isomorphe à V {W :

V {W » H, V “W ‘H.
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Preuve. L’unicité du vecteur hv que l’on vient d’établir avec le lemme A.0.2 nous permet de
construire la correspondance bijective et intrinsèquement linéaire qui associe à une sous-variété
linéaire arbitraire v `W de V la composante en H d’un représentant quelconque v P v `W ,
i.e.

V {W ÝÑ H
v `W ÞÝÑ hv, tel que : v “ wv ` hv.

est un isomorphisme linéaire. 2

Observons que, donné un sous-espace vectoriel fermé W d’un espace de Hilbert H,
le théorème de la projection orthogonale 5.4.1 nous garantit qu’il existe toujours sont
supplémentaire : le complément orthogonale WK, donc, dans ce cas :

H{W »WK ,

i.e. l’espace vectoriel quotient d’un espace de Hilbert sur un sous-espace vectoriel fermé W est
isomorphe au complément orthogonale de W . Ce résultat nous permet aussi de déterminer la
dimension de V {W en fonction de celle de V et de W en dimension finie. En fait, dans ce cas,
dimpV q “ dimpW q`dimpHq et dimpHq “ dimpV {W q, alors dimpV {W q “ dimpV q´dimpW q.

Corollaire A.0.1 (Dimension de V {W ) Soit V un espace vectoriel de dimension finie et
W un sous-espace vectoriel de V , alors :

dimpV {W q “ dimpV q ´ dimpW q .

Des nombreux problèmes en mathématique pure et appliquées amènent à considérer situations
où V et W ont une dimension infinie, tandis que V {W a une dimension finie. Dans ce cas,
on appelle dimpV {W q la codimension de W en V et on écrit codimpV {W q.

Une fois déterminée la dimension de V {W et l’isomorphisme linéaire avec H, nous obtenons
d’une manière pratiquement immédiate le corollaire suivant sur les bases de V {W en dimension
finie.

Corollaire A.0.2 (Bases de V {W ) Soit V un espace vectoriel de dimension finie n et W
un sous-espace vectoriel de V , alors les sous-variétés linéaires pei `W q

n
i“1 Ă V {W sont une

base de l’espace vectoriel quotient V {W si et seulement si les représentants peiq
n
i“1 Ă V forment

une base pour un sous-espace supplémentaire de W en V .

Nous observons que, évidemment, le zéro de V {W est la sous-variété linéaire qui contient
le 0 de V , i.e. 0V `W ”W est le zéro de V `W .

Terminons l’analyse de V {W en considérant la projection naturelle de V sur V {W :

π : V ÝÑ V {W
v ÞÝÑ πpvq “ v `W.

Les propriétés de π sont décrites ci-dessous :

— π est surjective : ceci découle du fait que chaque élément de V {W est représenté par
un vecteur de V ;
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— les fibres de π, i.e. les contres-images des éléments de V {W via π, sont les éléments de
V {W interprétés comme sous-variétés de V , en fait :

π´1prv0sq “ tv P V : v `W “ v0 `W u

mais l’égalité entre ensembles v`W “ v0 `W est vérifiée seulement pour v “ v0 `W ,
donc :

π´1prv0sq “ v0 `W,

où d’abord nous interprétons rv0s comme la classe d’équivalence qui correspond à
l’élément de V {W identifié par v0 P V et après comme v0 `W , vu comme un sous-
ensemble de V ;

— π est une application linéaire, grâce à la bonne définition de V {W ;

— le noyau de π est W : kerpπq “W , en fait, grâce au Lemme A.0.1 v0 `W “W si et
seulement si v0 PW .
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Annexe B

L’opérateur transposé (ou dual)
d’un opérateur linéaire

À tout opérateur linéaire A : V Ñ W , où V et W sont deux espaces vectoriels de
dimension finie, on peut associer univoquement un opérateur linéaire At qui est dit l’opérateur
transposé ou dual de A et qui est définit comme ça :

At : W ˚ ÝÑ V ˚

ϕ ÞÝÑ Atϕ “ ϕ ˝A,

i.e. :
Atϕ : V ÝÑ K

v ÞÝÑ Atϕpvq “ ϕpAvq,

la définition est naturelle car nous utilisons seulement A, les élément fournis par les espaces
vectoriels mêmes et rien d’autre !

Si on utilise la notation canonique pour exprimer l’action d’une fonctionnelle linéaire, on
peut réécrire la forme de dualité Atϕpvq “ ϕpAvq comme

xAtϕ, vy “ xϕ,Avy. (B.1)

La bonne position de la définition, i.e. la linéarité de la fonctionnelle Atϕ est garantie
du fait que, une fois fixé ϕ, la forme v ÞÑ ϕpAvq est linéaire car composition d’applications
linéaires. Nous pouvons démontrer l’unicité de la définition comme ça : soient At1 et At2 deux
opérateurs transposés tels que At1ϕpvq “ ϕpAvq “ At2ϕpvq, i.e. pAt1 ´ At2qϕpvq “ 0. Alors, si
on fixe d’une manière arbitraire ϕ P V ˚ et qu’on laisse v libre de varier en V , il est évident
que l’équation pAt1 ´A

t
2qϕpvq “ 0 nous dit que pAt1 ´A

t
2qϕ est la fonctionnelle identiquement

nulle. Comme ceci vaut pour tout ϕ P V ˚, ce qui implique que At1 ´A
t
2 “ 0, i.e. At1 “ At2.

Supposons maintenant que V et W soient deux espaces de Banach de dimension finie.
Dans ce cas, la définition est encore valide si, pour chaque A P BpV,W q l’opérateur transposé
défini ci-dessus est continu, i.e. At P BpW ˚, V ˚q et si Atϕ est une fonctionnelle linéaire bornée
sur V toutefois que ϕ est une fonctionnelle linéaire bornée sur W .
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Allons vérifier ces propriétés :

— Atϕ est une fonctionnelle linéaire bornée sur V @ϕ PW ˚ : la linéarité est évidente par
définition, ça reste à démontrer que Atϕ est borné

}Atϕ} “ sup
}v}“1

}pAtϕqv} “
déf de At

sup
}v}“1

}ϕpAvq} ď
ϕ borné

sup
}v}“1

}ϕ}}Av}

ď
A borné

sup
}v}“1

}ϕ}}A}}v} “ }ϕ}}A} ă `8.

— At P BpW ˚, V ˚q :

}At} “ sup
}ϕ}“1

}Atϕ} “
déf de At

sup
}ϕ}“1

}ϕ ˝A} ď
ϕ borné

sup
}ϕ}“1

}ϕ}}A} “ }A} ă
APBpV,W q

`8.

Si V “W “ H, où H est un espaces de Hilbert, alors l’isomorphisme de Riesz T : HÑ H˚,
H Q x ÞÑ T pxq “ Tx, où Txpyq “ xy, xy @y P H est associé avec l’opérateur adjoint qu’on a
défini dans la section 6.4 via l’expression

A: “ T´1AtT.
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Annexe C

La convergence uniforme, forte et
faible

La volonté de donner un sens à la convergence de suites définies par l’action d’opérateurs
! sauvages ", comme le sont souvent les opérateurs différentiels, amène d’une manière naturelle
à l’introduction de formes différentes de définition de convergence par rapport à celles qu’on a
examiné jusqu’ici. Ceci peut être fait dans les espaces de Banach, de Hilbert et dans l’algèbre
de Banach BpHq.

Pour avoir un exemple concret, allons examiner la situation suivante : soit punqnPN une
base hilbertienne quelconque d’un espace de Hilbert H. Pour tout n P N définissons l’opérateur
linéaire

An : H ÝÑ H

x ÞÝÑ Anx “
n
ř

m“1
xx, umyum.

Grâce à la caractérisation géométrique des opérateurs de projection (cfr. théorème 6.7.2),
on sait que An est l’opérateur de projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel de H
engendré par u1, . . . , un : Sn “ spanpu1, . . . , unq.

Comme tout x P H peut être écrit comme x “
8
ř

n“1
xx, unyun, on est amené à penser que la

suite de projecteurs pAnqnPN converge vers idH lorsque nÑ `8.
Néanmoins, comme Sn Ă Sn1 @n ă n1, on sait que An1 ´ An est le projecteur relatif à

spanpun`1, un`2, . . . , un1q ‰ t0Hu. Nous avons vu que tout projecteur orthogonale sur un
sous-espace non banal a norme unitaire, i.e. ‖An1 ´An‖ “ 1 @n ă n1, donc la suite pAnqnPN
n’est pas une suite de Cauchy en BpHq par rapport à la norme opératorielle et donc elle ne
peut pas être convergente !

En revanche, si on considère la suite pAnxqnPN en H, elle converge vers x pour tout x P H,
grâce au fait que punqnPN est une base hilbertienne. Ceci montre l’opportunité de définir une
forme de convergence alternative (qu’on verra être la convergence forte dans l’algèbre de
Banach BpHq) pour pouvoir donner un sens rigoureux à l’idée intuitive que la suite pAnqnPN
converge vers idH.

Des exemples similaires peuvent être faits dans les espaces de Banach et de Hilbert, c’est
pour ça qu’on a décidé de diviser la présentation des formes alternatives de convergence dans
des sections séparées selon l’espace examiné.
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C.1 Convergence forte et faible dans un espace de Banach

Soit pV, } }q un espace de Banach. Par définition, une suite pxnqnPN Ă V converge vers
x P V si ‖xn ´ x‖ ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
0. On peut définir un autre type de convergence en V en utilisant

les fonctionnelles linéaires continues de son espace dual V ˚.

Déf. C.1.1 (La convergence faible dans un espace de Banach) Soit V un espace de
Banach. La suite pxnqnPN Ă V converge faiblement vers x P V si, pour tout ϕ P V ˚,

ϕpxnq ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ϕpxq,

où ici la convergence est celle des suites de scalaires en K. x est dit la limite faible de la
suite pxnqnPN et nous écrivons xn

w
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

x, où w est utilisé pour ! weak ", qui veut dire faible

en anglais.

On observe que, pour tout ϕ P V ˚ et x P V , ‖ϕpxq‖ ď ‖ϕ‖ ‖x‖, donc, si ‖xn ´ x‖ ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0,

alors
‖ϕpxnq ´ ϕpxq‖ “ ‖ϕpxn ´ xq‖ ď ‖ϕ‖ ‖xn ´ x‖ ÝÝÝÝÑ

nÑ`8
0,

i.e. la convergence usuelle implique celle faible. Pour cette raison, la convergence usuelle dans
un espace de Banach est appelée aussi convergence forte.

Des contre-exemples montrent que l’inverse n’est pas vrai, en général. Donc, dans un espace
de Banach, la topologie définie par la convergence faible a moins d’ouverts que celle définie
par la convergence forte.

C.2 Convergence forte et faible dans un espace de Hilbert

Un espace de Hilbert H est aussi un espace de Banach, donc la définition de convergence
forte et faible qu’on a donné ci-dessus s’applique aussi à un espace de Hilbert. Néanmoins,
grâce au théorème de représentation de Riesz, on sait que l’action de toute fonctionnelle
linéaire continue sur H peut être identifiée avec un produit scalaire. C’est pour ça qu’on peut
donner une définition équivalente, mais plus explicite pour les calculs, de convergence faible
dans un espace de Hilbert.

Déf. C.2.1 (La convergence faible dans un espace de Hilbert) Soit H un espace de
Hilbert. La suite pxnqnPN Ă H converge faiblement vers x P H si, pour tout y P H,

xy, xny ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

xy, xy,

Comme pour les espaces de Banach, x est dit la limite faible de la suite pxnqnPN et on écrit
xn

w
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

x.

On peut montrer un contre-exemple très simple pour vérifier que la convergence faible
n’implique pas, en général, la convergence forte en un espace de Hilbert.

Soit y P H quelconque et xn “ un @n P N, où punqnPN est un s.o.n quelconque de H. Grâce
à l’inégalité de Bessel

ř

nPN
|xy, uny|

2 ď ‖y‖2, la série est convergente et donc son terme général

tend vers 0.
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Comme H est complet, toute série absolument convergente est convergente, donc
ř

nPN
xy, uny

2

est convergente et alors xy, uny
2 ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0, mais ça vaut si et seulement si xy, uny ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0

pour tout y P H.
Par conséquent, tout s.o.n punqnPN d’un espace de Hilbert converge faiblement

vers 0.
Néanmoins, on sait que la distance entre deux éléments quelconques d’un s.o.n est

?
2 :

‖un ´ um‖ “
?

2 @n,m P N, donc punqnPN ne vérifie pas la condition de Cauchy et alors elle
ne peut pas être fortement convergente.

C.3 Convergence uniforme, forte et faible dans l’algèbre de
Banach BpHq

Dans l’algèbre de Banach pBpHq, } }q, où H est un espace de Hilbert quelconque et } } est
la norme opératorielle, on a la possibilité de définir trois convergences différentes pour une
suite d’opérateurs pAnqnPN Ă BpHq.

Déf. C.3.1 On utilisera les lettres u, s et w pour : uniform, strong et weak, i.e. uniforme,
forte et faible, en anglais. Soit pAnqnPN Ă BpHq une suite d’opérateurs linéaires bornés sur
l’espace de Hilbert H et soit A P BpHq.

— Convergence uniforme : (la convergence usuelle, en norme opératorielle)

An
u

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

A ðñ ‖An ´A‖ ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

— Convergence forte :

An
s

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

A ðñ Anx ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

Ax ðñ ‖Anx´Ax‖H ÝÝÝÝÑnÑ`8
0 @x P H.

— Convergence faible :

An
w

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

A ðñ xy,Anxy ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

xy,Axy @x, y P H.

Comme on l’a vu dans la motivation initiale de ce chapitre, pour toute base hilbertienne
pumqmPN, la suite

An : H ÝÑ H

x ÞÝÑ Anx “
n
ř

m“1
xx, umyum,

ne converge pas uniformément vers idH. Néanmoins, elle converge fortement vers l’opérateur
identité, vu que, par la continuité de la norme, on a

lim
nÑ`8

}Anx´ idHpxq}H “ } lim
nÑ`8

Anx´ x}H “ }
ÿ

mPN
xx, umyum ´ x}H “ 0,

vu que idHpxq ne dépend pas de n et grâce à la formule de décomposition en série de Fourier
généralisée.

Il est possible de démontrer que en BpHq, la convergence uniforme implique celle forte, qui
implique celle faible. L’exemple ci-dessus montre que la convergence forte n’implique pas celle
uniforme. Avec d’autres contre-exemples, on peut montrer que la convergence faible en BpHq
n’implique pas la forte.
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L8, 139
Lp, 130
V {W , 281
C˚-algèbre, 229
KN, 133
`2pZN q, 34
`8, 140
`p, 133
DpΩq “ C8c pΩq, 148
σ-algèbre, 98
BpV,W q, 201
BpHq, 203
SpRq, 149
SpRnq, 149
DpRq, 148

Adhérence, 107
Algèbre

de Banach, 204
sur un corps, 202

Base
hilbertienne, 171
hilbertienne de Fourier de L2, 177
hilbertienne de Hermite, 264
orthogonale, 17
orthonormale, 17
orthonormale de Fourier de `2pZN q, 40

Bipolaire, 162
Borélien, 99
Borne supérieure essentielle, 140

Codomaine d’un opérateur linéaire, 194
Coefficients

de Fourier en `2pZN q, 42
de Fourier généralisés, 168

Commutateur, 247
Complément orthogonale, 152

Continuité des opérations fondamentales
des espaces pré-hilbertiens, 111

Contraction, 126

Convergence

d’une suite d’opérateurs bornés, 201

faible, 288

forte, 288

uniforme, 289

Convolution, 66, 265

Densité d’une partie, 109

Dimension orthogonale d’un espace de
Hilbert, 175

Dual, 213

Ensemble

mesurable, 98

fermé, 107

ouvert, 107

Enveloppe convexe fermé, 162

Equivalence des topologies en dimension
finie, 116

Espace

de Banach, 119

de Hilbert, 119

de Hilbert séparable, 166

de Schwartz, 149

métrique complét, 118

mesurable, 98

pré-Hilbertien complexe, 9

pré-Hilbertien réel, 7

vectoriel métrique, 107

vectoriel normé, 11

vectoriel quotient, 281

vectoriel topologique, 116

Expansion en série de Fourier généralisée,
172
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Exponentiel matriciel, 125
Extension d’un opérateur linéaire, 262

Famille orthogonale de vecteurs, 15
Fermeture, 107
FFT - Fast Fourier Transform, 50
Fonction

essentiellement bornée, 139
1-lipschitzienne, 236
étagée (ou simple), 147
continue entre espaces métriques, 109
indicatrice (ou caractéristique), 100
mesurable, 100
test, 148

Fonctionnelle linéaire, 213
Forme, 7

bilinéaire, 7
bilinéaire ou sesquilinéaire bornée, 218
coercive, 224
définie, 8, 9
elliptique, 224
hermitienne, 9
positive, 8, 9
quadratique, 218
sesquilinéaire, 9
symétrique, 8

Formule
d’analyse, 52
de polarisation, 14
de synthèse, 51
du parallélogramme, 13

Fréquence de Nyquist, 57

Gram-Schmidt - Algorithme
d’orthonormalisation, 23

Harmonique
d’ordre supérieur, 52, 182
fondamentale, 52, 182

Homogénéité de la norme, 11

Identité
de Parseval, 172
de Parseval en dimension finie, 24
de Plancherel, 172
de Plancherel en dimension finie, 24

Image d’un opérateur linéaire, 194
Impulsion unitaire, 53

Inégalité
de Bessel, 168
de Cauchy-Schwarz, 11
de Hölder pour les intégrales, 132
de Hölder pour les séries, 134
de Minkowski pour les intégrales, 131
de Minkowski pour les séries, 133
triangulaire, 11

Intégrale à la Lebesgue d’une fonction, 102
Isométrie, 176
Isomorphisme entre espaces de Hilbert, 175

Lemme
de Fatou, 104
Riemann-Lebesgue, 187

Méthodes aux éléments finis, 227
Matrice de Sylvester, 48
Mesure, 99

σ-finie, 99
de Borel, 102
de Borel régulière, 102
de comptage, 133
finie, 99

multi-indice, 148
Multiplicateur de Fourier, 59

Norme, 11
d’une forme bilinéaire ou sesquilinéaire

bornée, 218
de Frobenius d’une matrice, 125
hilbertienne, 11
opératorielle, 199

Opérateur
adjoint, 227
auto-adjoint (ou hermitien), 229
d’intégration, 194
de dérivation, 194
de multiplication en `2pZN q, 58
de multiplication en L2, 242
de projection (oblique), 234
de projection orthogonale en espaces

de Hilbert, 235
de rotation, 250
de translation, 250
de translation en `2pZN q, 61
identité, 194
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inverse, 209
isométrique, 249
linéaire borné, 196
linéaire continu, 196
nul, 194
transposé, 285
unitaire, 249

Polaire, 162
Presque partout (p.p), 100
Produit

d’opérateurs bornés, 202
scalaire Euclidien complexe, 10
scalaire Euclidien réel, 8

Produit de Kronecker, 86
Projection orthogonale en dimension finie,

20

Série
absolutement convergente en norme,

109
convergente en norme, 109
de Fourier réelle en L2, 181

Signal à bande limitée, 269
Spectre

d’amplitude, 53
de phase, 53
de puissance, 53

Suite
bornée, 119
bornée dans un espace métrique, 119
convergente en norme, 108
de Cauchy, 118
extraite (ou sous-suite), 120

Support d’une fonction, 148
Symbole de Kronecker, 15
Système

orthonormé (s.o.n), 166
orthonormé complet (s.o.n.c), 171

Théorème
d’échantillonnage, 269

d’extension d’un opérateur linéaire
borné, 262

de Banach-Schauder (ou de
l’application ouverte), 212

de caractérisation de la complétude des
espaces normés via les séries, 123

de caracterisation d’une norme
hilbertienne, 114

de Carnot, 13
de complétion d’un espace métrique

non complet, 121
de convergence dominée, 104
de convergence monotone, 104
de décomposition sur une base

orthonormale, 24
de Fischer-Riesz, 169
de l’inverse continu, 212
de la projection orthogonale dans un

espace de Hilbert, 164
de Lax-Milgram, 225
de point fixe de Banach, 126
de projection sur un convexe fermé,

155
de Pythagore généralisé, 15
de représentation de Riesz, 213
de Riemann-Lebesgue, 261
de Riesz-Fisher (complétude des

espaces Lp), 134
Topologie

métrique, 108
séparée, 108

Transformée
de Fourier discrète (DFT), 43
de Fourier discrète inverse (IDFT), 44
de Fourier-Plancherel sur L2pRnq, 264

Tribu, 98
de Borel, 99
engendrée, 98

Vecteur résidu, 20
Voisinage ouvert, 107
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