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Chapitre 1

Les outils algébriques pour la
résolution du probléeme des
moindres carrés

Dans ce chapitre initial on va introduire des outils algébriques, qu’on trouve souvent dans
les applications pratiques, pour la résolution d’un probleme d’optimisation trés simple mais tres
répandu : le probleme des moindres carrés.

1.1 Introduction aux outils algébriques de l’optimisation
avec le probleme des moindres carrés

Dans les applications des mathématiques on trouve souvent des systémes d’équations sur-
déterminés, i.e. avec un nombre d’équations supérieur au nombre des inconnues, ou sous-déterminés,
i.e. avec un nombre d’équations supérieur au nombre des inconnues.

La raison est simple a comprendre : imaginons de devoir déterminer un vecteur = via des
expériences et que chaque expérience donne les valeurs d’une équation linéaire satisfaite par x. Les
erreurs dans la mesure imposent, quand il est possible, d’estimer x avec une quantité d’expériences
supérieure a celle des inconnues. Cela correspond a un systeme sur-déterminé. Par contre, il est
possible que la difficulté d’acces aux données (par exemple la mesure d’une particule qui tombe sur
la Terre rarement) fait que le systéme ait moins d’équations que des inconnues, cette fois-ci on
tombe dans le cas d’un systéeme sous-déterminé.

Dans les deux cas, la solution exacte du systéme n’existe pas, il faut se contenter de calculer
le vecteur  qui minimise, dans un sens & préciser, les erreurs expérimentales. Pour formaliser
mathématiquement cela, on a a disposition le concept de distance entre vecteurs, i.e. la norme
de leur différence. En réalité, on va voir que, plutot que la norme de la différence, on utilisera la
norme au carré pour des raisons qui seront claires plus tard. La minimisation de la norme au carré
entre deux vecteurs est appelée une méthode des « moindres carrés ».

Allons introduire concretement le probléme des moindres carrés avec un exemple tres simple.
Imaginons de savoir qu’'une quantité y dépend linéairement d’une autre quantité x, fixons 4 valeurs
de x et allons mesurer les valeurs de y correspondants. Supposons d’obtenir la table suivante :

Ty
1] 6
215
317
4110




On veut trouver la droite d’équation y = a1 + asx qui détermine le relation linéaire entre x et
y. On sait que pour déterminer une droite il faut et il suffit un couple d’équations indépendantes
pour a; et g, donc, avec le systéme (sur-déterminé) suivant

a; +as =6

ag + 209 =5
ar +3as =7
a1 + 4o =10

on ne peut pas trouver une solution analytique & notre probléeme, en fait, par exemple, si on
considere les deux premieres équations, on obtient le systeme linéaire :

a; +as =6
a1 + 200 =5

qui est résolu par a; = 7 et @y = —1, mais le couple (a1,as) = (7,—1) n’est pas solution de
I’équation oy + 3as = 7 ni de I'équation oy + 3as = 10!

Le fait que le systéme ne soit pas résoluble analytiquement ne veut pas dire qu’on doit renoncer
a notre propos, comme on 1’a dit avant, il faut changer le paradigme : on se contente de trouver
la droite qui mieux approxime la relation de dépendance linéaire entre = et y. Cela implique
d’établir un critere d’approximation : quand ce critere est la minimisation de la somme des erreurs
quadratiques entre le coté de gauche et le coté de droite des équations du systeme, alors on parle
d’un probléme des moindres carrés.

Le but des sections suivantes est de montrer que ce probléme peut étre résolu avec de techniques
d’algebre linéaire relativement simples, élégants et rapides.

Le lecteur est fortement invité a lire l'appendice A, relative aux outils de [’algebre linéaire, avant
de continuer la lecture.

1.2 Résolution d’un systeme linéaire dans le sens des moindres
carrés

Considérons un systeme linéaire avec m équations et n inconnues écrit sous forme matricielle
Ax = b, ou

ail e A1n
. . 1=1,....m
Ae Mm,n(R)a A= : : = (aij)j=1,...,n
Aml1 - Qmn
est la matrice des coefficients du systéme,
T

zeR™ z=
In
est les vecteur des inconnues, et
b1
beR™, b=| :
b,
est le vecteur des donnés connus, typiquement mesurées.

Déf. 1.2.1 Le systeme Ax = b est résoluble s’il existe, au moins, une solution, i.e. un vecteur T
tel que léquation AT = b est une identité.



Par définition, Az = b est résoluble si et seulement si b€ Im(A).

Il est important de rappeler que la solution générale de Az = b est donnée par la somme de
la solution générale du systéme homogeéne associé, i.e. Ax = 0, et d’une solution particuliére de
Ax = b. En fait, si ¢ est la solution générale de Az = 0 et T est une solution particuliere de
Ax =b,ie. AT = b, alors :

Alxog+Z) = Azg+ AZ=0+b=1,

par conséquent, si ker(A) # {0}, & chaque solution Z de Az = b on peut rajouter une solution non
nulle de Az = 0, i.e. un vecteur qui appartient & ker(A), et obtenir une autre solution. Ceci a une
conséquence importante : si Ax = b est résoluble, alors, soit il a une seule solution, soit il en a
une infinité, en fait, s'il existe xg # 0, xg € ker(A), alors aussi Azg € ker(A) VA € R, donc on peut
construire une infinité de solutions différentes en faisant varier le coefficient .

Sous 'hypothese que b € Im(A), analysons les trois possibilités qu’on peut avoir :

— : on a plus d’inconnues que d’équations, le systéme est dit sous-déterminé.
Comme r =rank(A) < min(m,n) = m < n, alors, grace au théoréme de nullité + rank
(appendice A) dim(ker(A)) = n —m > 0, donc le systéme a un nombre infini de solutions,
il existe un nombre n—r d’inconnues libres, auxquelles on peut donner un valeur quelconque;;

— : méme nombre d’inconnues et d’équations, le systeme est dit déterminé. Dans
ce cas, la condition nécessaire et suffisante pour I'unicité de la solution est rank(A) = n
< ker(A) = {0}. Si rank(A) < n, le systéme a un nombre infini de solutions;

— : plus d’équations que d’inconnues, les systeme est dit sur-déterminé. Si on a n
équations indépendantes et les autres m — n sont combinaisons linéaires des précédentes,
i.e. si rank(A) = n, alors on a l'unicité de la solution. Autrement, si rank(A) < n, on a des
inconnues libres et, donc, un nombre infini de solutions.

Jusqu’ici on a examiné les systémes résolubles, supposons maintenant que b ¢ Im(A), alors
Az = b n’est pas résoluble de manieére exacte, mais, comme Im(A) est un sous-espace vectoriel de
R™, on a la tentation de remplacer b par le vecteur de Im(A) le plus proche a lui. Dans 'appendice
A on démontre que ce vecteur est la projection orthogonale de b sur Im(A) :

b’ = Pry(a)b.
Allons examiner les propriétés du nouveau systeéme linéaire Az = b'.

Théoréme 1.2.1 La résolution du systéme Ax = Pu,a)b est équivalente a la résolution du
probléme suivant :
arg min| Az — b||*.
zeR™
Interprétation du théoreme : AT = Ppy,4)b si et seulement si T est le vecteur qui minimise la
distance Euclidienne entre Az et b, i.e. |AZ — b| < ||Ax — b| pour tout x € R™.

Preuve. Dans I'appendice A on montre que l'erreur y entre b et Py, (4)b appartient au complément
orthogonale de Im(A) :

Yy =b— Pyab




b= Pryab+y

Ar —b=_Ax —le(A)b-‘r -y

Im(A) Im(A) Im(A)+
—_—
Im(A)
Vu que Az — Py a)b et y sont orthogonales et comme | — y|I*> = |ly|?, on peut appliquer le

théoreme de Pythagore généralisé (Annexe A) pour écrire :

| Az —b]* = | Az — Punayb|* + vl
donc arg min||Az — b||> =  tel que | AT — Pyyy(a)b|? = 0 (car ||y||* est une constante par rapport
x), i.e. ﬁk%n— Pimayb = 0, d’olt AT = Py, (a)b.
En résumé, le fait que y, le résidu de la projection, soit perpendiculaire & Im(A), nous permet
d’utiliser les théoreme de Pythagore et la définie positivité de la norme pour obtenir le résultat. O

1.3 Les équations normales associées a un systeme linéaire

Maintenant qu’on a montré 1’équivalence entre le nouveau systeme linéaire Az = Ppy(4)b et la
minimisation de la norme au carré de Ax — b, on se pose le probléeme de déterminer une méthode
simple pour résoudre le nouveau probleme. Cette méthode sera, automatiquement, une technique
d’optimisation !

Encore une fois, les propriétés d’orthogonalité vont nous aider pour déterminer cette technique.

Théoréme 1.3.1 Soient Ae My, »,(R), z € R™, be R™, alors :

AT = Ppyab < T =argmin|Az —b)* < A'AzT=A"D|,

zeR™

i.e. la résolution du systéme projeté AT = Prpy, )b, qu’on a démontré étre équivalente a la solution
du probléme des moindres carrés argmin|Ax — b|?, est équivalente & la résolution des équations

zeR™
At Az = A'b.
Preuve.
Az = PIm(A)b — A'Az = A'b:
_ _ — 1
AT = Pyayb & AT —b= Ppb—b & AT - y:bflflm(A)b —y € (Im(A)) e ker(A?),

mais AZ — b € ker(A?) veut dire que A'(AT — b) = 0, i.e. A'AT — A'b = 0, donc A*AT = A'b.
ATAT = A'h — AZ = Piy(a)b : AYAT = A'b implique A'AT — A'b = 0, i.e. A'(AZ —b) =0, i.e.
AT — b e ker(A?) = Im(A)*.

Comme Az € Im(A) et b — AZ € Im(A)*, Décriture b = AZ + (b — AZ) est la décomposition or-
thogonale de b sur Im(A4). Grace au théoreme de la projection A.1.3 on sait que cette décomposition
est unique, donc AT = Py, (4)b. ]




Déf. 1.3.1 Les équations A'Ax = A'b sont dites équations mormales associées au systéme
Az = b, elle s’appellent normales car elles descendent de 'orthogonalité (aussi dite normalité)

entre b — Pry,a)b et Im(A).

Les équations normales sont obtenues simplement par produit a gauche de la matrice transposée
de A aux deux coOtés de 'équation Ax = b. Il est vraiment remarquable que cette opération,
apparemment tres simple, permet de transformer un systeme qui n’a pas forcément une solution,
Az = b quand b ¢ Im(A), dans un probleme toujours résoluble, car b' = Py, (4)b € Im(A)!

II faut souligner que c’est le systéme Az = Py, (4)b a étre équivalent a At Az = A'b et que, en
général, Ax = b n’est pas équivalent & A'Azx = A’b, car, comme souligné dans I'appendice A, si
M est une matrice avec ker(M) # {0}, alors M N = M P n’implique pas N = P!

Donc, il faut bien se rappeler du fait que

At(Af—b):O;}/Af—b:O!

1.4 Résolution des équations normales, la matrice pseudo-
inverse de Moore-Penrose

Dans cette section on va entrer dans les détails de la résolution des équations normales. Encore
une fois, on souligne qu’il est fortement conseillé de lire I’appendice A avant d’avancer dans la
lecture.

1.4.1 A!'A inversible

Dans 'appendice A on montre que, pour toute matrice A m x n, la matrice A’ A est une matrice
carrée de dimension n x n. On va commencer avec le cas le plus simple : imaginons que A soit full
rank, i.e. rank(A) = n, alors, comme on le démontre dans 'appendice A, A*A est inversible, i.e.
I(A'A)1, et la solution des équations normales, i.e. du probléme des moindres carrés, est obtenue
tres simplement comme ¢a :

T=1Iz=(A"A)"1A"Az = (A'A)'A%
At Az=Atb

donc :

‘5: = (AtA)_lAtb‘ est la solution de argmin|Az — b||> quand 3(A*A)~1.

zeR™

La caractérisation du projecteur P4y est immédiate :
AT = Pyab < Az = A(A"A4) A%,

donc, dans ce cas, Py (a) = A(A*A)7L AP quon a démontré étre un projecteur dans Pappendice A.
Si la dimension de A est grande, la formule qu’on vient de déterminer est trop computationnellement
couteuse a cause de l'inversion matricielle. On verra dans la suite des techniques plus efficaces.

1.4.2 A'A non inversible, mais diagonale

Supposons maintenant que A*A ne soit pas inversible, i.e. rank(A) < n. Dans 'appendice A on
a examiné les propriétés de A’ A, pour le moment on a besoin que du fait que A*A est une matrice
carrée de taille n réelle et symétrique.

Les matrices réelles symétriques sont toujours diagonalisables (en fait elles sont des matrices
diagonales « en cachette »), en fait un théoréme basique d’algebre linéaire dit que si M € M, (R),
M?t = M, alors il existe une base orthonormée de R donnée par les vecteurs propres de M, si P
est la matrice qui a comme colonnes les vecteurs de cette base, alors P est une matrice orthogonale,
ie. P71 = Ptet

P 'MP =D,



ou D = diag(A1,...,A,). Donc M, réelle et symétrique, est semblable & une matrice diagonale qui
a les valeurs propres de M sur la diagonale.

Cette observation justifie la volonté de commencer 1’analyse de la résolution des équations
normales quand A*A n’est pas inversible, mais diagonale, car I’extension au cas général sera tres
simple.

Soit, donc :

A'A = diag(dy,...,d,,0,...,0), d; #0,i=1,...,r
(modulo une permutation des colonnes, on peut toujours représenter A*A comme ga, i.e. mettre les
valeurs non nulles de la diagonale en premier et les 0 apres), bien évidemment r < n, car si r = n,

A? A serait inversible!
On reprend les équations normales :

dy T Bl

t A= t dr — _:

A'Az = A" < 0 Tr | = | br

-5 :

o) \@n by,

diT1 = i)l
fi:% 1=1,..,r
PN i

d.z, = b, Z; indéterminées j=r+1,..,n.

O.f?j=i)j j=r+1,..,n

Un choix pour fixer les variables indéterminées est, par exemple, Z; =0 j =74 1,...,n, ce qui
minimise la norme de Z.
Allons maintenant introduire une matrice tres utilisée dans la résolution des problemes de

moindres carrés.

Déf. 1.4.1 On appelle matrice pseudo-inverse de Moore-Penrose! de D € M, (R), la ma-
trice

1 1

DT =di — e,
1ag<d17 7dr7

O,...,O) e M, (R).

Par calcul direct on voit que ~
=D < z=DVA%

formellement, c’est comme si Dt était (A*A)~! car

(=l

AtAz =
T=D7%b
mais Dt # (A*A)~! car A*A n’est pas inversible! En fait, par calcul direct, on obtient
Dt A'A = diag(1,...,1,0...,0) # I,

ou les valeurs 1 se répetent r fois.

En résumé : si A'A est non inversible mais diagonale avec rang r < n, alors

z = D" A'b est solution de Az = Pyya)p < A'Az=A'" <  argmin| Az — b2 |

zeR™

1. La définition de matrice pseudo-inverse de Moore-Penrose qu’on a donné est un cas particulier d’une théorie,
celle des matrices pseudo-inverses, plus riche et compliquée. Néanmoins, on a voulu rester dans ce cadre pour ne pas
compliquer inutilement la présentation et parce que la définition qu’on a donné est suffisante pour ce cours.



1.4.3 A'A non inversible et non diagonale

Si A'A n’est pas diagonale, on a vu qu’on peut la diagonaliser avec la matrice orthogonale
P, P! = Pt qui a comme colonnes une base orthonormée de R™ de vecteurs propres de A*A :
P'A*AP = D. Comme P est inversible, ker P = {0}, donc on peut invoquer le théoréeme A.1.2 et
écrire :
P'A'AP =D <« PP'A'APP'=PDP' <« A'A=PDP?,

donc, en reconsidérant les équations normales, on peut écrire

A'AT = A'h = PDP'i=A'" < P'PDP'z=P'A'Y < DP'z=P'A%,

qui est un probléme trés similaire & ce qu’on a examiné dans la section précédente, i.e DT = A’b,
et qu’on a résolu avec la matrice pseudo-inverse de Moore-Penrose DT. Pour revenir exactement
au cas précédent on fait les changements de variable suivants :
= Pz

b = PtA'b (rappeler que b = A'b),

0 BIR

alors, en appliquant la méme technique de la section précédente a Dx = b, on arrive a écrire

T = D+g, or

P'z = D'P'A'Y < PP'z=PD"P'AY < z=PD"P'A'.

En résumsé : si A'A est non inversible et non diagonale, alors

T = PD"P'A" est solution de Az = Piyab < A'Az=A'" < argmin|Az — b|?

zeR™

ou, encore, P est la matrice orthogonale qui a comme colonnes une base orthonormée de R™ de
vecteurs propres de A'A.

On voit que la solution nécessite 4 multiplications matricielles appliquées a un vecteur, si la
dimension n du probléme est élevée, cette quantité d’opérations peut poser des problémes de coiit
algorithmique. Dans la prochaine section on va voir une solution moins cotiteuse qui passe par une
décomposition de A et non pas de A'A.



1.5 La décomposition en valeurs singulieres : SVD

On sait qu’une matrice réelle symétrique A de taille n peut toujours étre diagonalisée via la
transformation A = PDP?, ot P a sur les colonnes une base de R™ de vecteurs propres de A et D
est une matrice diagonale, avec les valeurs propres de A déposés sur la diagonale.

Pour toute matrice A € M,, ,,(R) quelconque, on a a disposition une formule, la décomposition
en valeurs singulieres, qui est un substitut tres utile de la formule de diagonalisation.

On commence en rappelant que, dans I'appendice A, on a vu que AA est toujours semi-définie
positive et que ses valeurs propres \; sont toutes > 0 VA € M,, ,(R), ce qui nous permet de définir
ce qui suit.

Déf. 1.5.1 On appelle valeurs singuliéres de A € M,, ,(R) toute les racines carrées des valeurs
propres de la matrice A'A, et on les notes o; :

o; =\ avec \; :valeurs propres de A'A,

c’est courant d’écrire les valeurs singuliéres de A dans l’ordre décroissant o1 = o9 = ... = oy, cela
étant toujours possible en permutant les colonnes de la matrice orthogonale P qui diagonalise AA.

La matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs singuliéres de A intervient dans
une décomposition de A qu’on appelle SVD. Pour prouver cette décomposition, on doit d’abord
introduire deux résultats préliminaires.

Lemme 1.5.1 Hypotheses :

— Ae M, ,(R) avec valeurs singuliéres o1,...,0y ;
— (v1,...,vn) : base orthonormée de R™ composée par des vecteurs propres de A'A, avec
valeurs propres A\;, i =1,...,n.

Alors :

1. HAUZH =0y, Vi = ].,...,TL,'

2. (Av;, Avjy = Nidi 5, 1,5 = 1,...,n. En particulier, Av; L Av;, Vi # j.
Preuve.

1. [Av||? = (Av;, Avyy = vy, ALAv;) = (vi, Moy = Nilvi, i) = Nif|vi||? = A, car les vecteurs v;
sont unitaires. Donc : |Av;| =V i =04, Vi=1,...,n.

2. (Av;, Avj) = (v;, At Avj) = (i, Aju;y = Aj{v;,vj) = A;d; j par orthonormalité. O

Lemme 1.5.2 Sous les mémes hypothéses du Lemme 1.5.1, et avec l’hypotheése supplémentaire
que X1 Z A= A > N1 =...= X, =0, alors rank(A) =r et :

(Avy,. .., Av,) est une base orthogonale de Im(A).

Preuve. L’hypothese A1,..., A, > 0 implique que o1,---,0, > 0 et donc, Lemme 1.5.1 1.,
[Avi],...,|Av.|| > 0. La propriété 2. du Lemme 1.5.1 implique que les vecteurs (Avy, ..., Av,.)
sont linéairement indépendants dans Im(A) car non nuls et orthogonaux.

Par contre, A\,11,..., A, = 0 implique 0,41,...,0, = 0 et, encore grace au Lemme 1.5.1 1.,
[Aveg1| = ... = |Av,| =0, ie. Avppq =+ = Av, = 0.

Soit maintenant w € Im(A) quelconque, alors Fv € R™ tel que w = Av. Allons décomposer v sur
la base (v1,...,v,) : ils existent des scalaires réels ¢;, i = 1,...,n, tels que v = >, ¢;v;, or, par
linéarité, w = Av = Z?:l c;Av; = 22:1 cpAvg, vu que Av.yq = --- = Av, = 0. Par conséquent,
Im(A) = span(Awvy, ..., Av,) et, par définition, rank(A) = r. |

Avant d’énoncer et démontrer le théoreme sur la décomposition en valeurs singulieres on a
besoin d’une derniere définition.

10



Déf. 1.5.2 Une matrice M = (m;;) € M, ,(R) est dite pseudo-diagonale si m;; = 0 toutefois
que t # j.

On observe qu’une matrice carrée pseudo-diagonale est diagonale tout-court. Par contre, si elle
n’est pas carrée, on peut avoir de situations comme celles-ci :

1 0
2 00
Ml—(o 3 0), MQZ 0 4

0 0

Déf. 1.5.3 Etant donnée une matrice pseudo-diagonale M € M,, ,(R), sa matrice pseudo-
tnverse de Moore-Penrose M™ est la matrice de M, ,,(R) obtenue en considérant la transposée
M' € M, ,(R) de M et en remplagant tous les éléments non-nuls d; de la diagonale avec leurs
muerses di_l. Le résultat du produit matriciel MM est une matrice carrée n x n qui a 0 partout,
sauf pour les valeurs 1 sur la diagonale, répétées min(m,n) fois.

L’exigence de passer par la transposition est essentielle pour avoir une cohérence dimensionnelle. Par

2 0 0 1/2 0
exemple, la pseudo-inverse de la matrice pseudo-diagonale M = <O 3 O> est Mt =1 0 1/3
0 0
100
et MTM =0 1 0.
0 0 0

On a maintenant la possibilité de démontrer le théoréme qui donne la décomposition en valeurs
singuliéres. On rappelle que le symbole O(N) représente I’ensemble des matrices orthogonales, i.e.
matrices réelles carrés de taille NV telles que Of = O~ 1.

Théoréme 1.5.1 (SVD) Soit A € M,, ,(R), rang(A) = r et soient 01 = 02 = ...0, > 0 les
valeurs singuliéres de A. Alors, ¢a vaut la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) suivante :

[a=vsv']

ot U e O(m), VeO(n) et ¥ est une matrice pseudo-diagonale réelle de taille m x n telle que :

= diag(o1,...,0.,0,...,0).

La SVD n’est pas unique?, néanmoins, dans toute décomposition, les éléments non nuls o; de X
sont les valeurs singuliéres de A.

Preuve. A*A est réelle symétrique, donc il existe une base orthonormée de R™ composée par de
vecteurs propres de A'A, qu’on écrit comme (v, ,v,).

Le Lemme 1.5.2 garantit que (Avy,--- , Av,) est une base de Im(A) qu’on peut normaliser en
une base orthonormée de Im(A) comme ¢a :

Avq Av,
(ula"'auT): Tt )
g1 Or
ie. Avgp = opug, k=1,...,r, ol on a utilisé la propriété 1. du Lemme 1.5.2.
(u1,...,u,) peut étre étendue & une base orthonormée (uj,---,u,) de R™, Dextension,

évidemment, n’est pas unique.

2. Car, comme on le verra dans la preuve, les matrices U, V, en général, ne sont pas univoquement déterminée.
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On définit les matrices orthogonales V' € O(n) et U € O(m) comme les matrices ayant par

colonnes sont les vecteurs des bases (v1,- -+ ,v,) et (u1,- -, up), respectivement :
U= (| |um), V= (0] |0
Comme Av, = opug pour k =1,...,7 et Av; =0 pour j =r +1,--- ,n (par hypothese sur

le rang de A), alors AV = (Awvy]|---|Av.|0]---|0) = (o1uq]- - |oru.|0]---]0), done, si on définit
¥ = diag(oy,...,0,0,...,0), alors UX = (o1uq]| -+ |opur|0]---|0) = AV, or USV! = AVV? et,
comme V! =V A=UxXV" 0

Allons finalement utiliser la SVD pour résoudre les équations normale. Observons tout d’abord
que

AtA = VIXIUUSVE = VSISV = VDV ou D = ¥ = diag(o?,...,02,0,...,0), qui a
comme pseudo-inverse de Moore-Penrose la matrice D = diag (%, cee %, 0,...,0]).
1 r
On a donc A*'A = VDV? et, par la SVD, At = (UXV?)! = VEtU? et alors les équations
normales deviennent A'AZ = A'b — VDViz = VX!U', comme V et V! sont inversibles, on
peut invoquer le théoreme A.1.2 et écrire :

AtAz = A'b <= VDV'z = VXU < V'VDV'z = VIVS'U'D «— DV'z = X'U'.

On utilise maintenant DT pour pseudo-inverser la derniére équation (comme on I'a fait dans la
section 1.4.2) en obtenant V!z = DT XtUh, ou :

1 1
D*3t = diag <2,...,2,0,...,0> diag(o1,...,0.,0,...,0)
o5 o2
1 1
:diag(,...,,O,...,0>
g1 O

Nt

ou Xt € M, ,n(R) est la pseudo-inverse de la matrice pseudo-diagonale ¥ € M,, ,,, qui, comme
vu dans la definition 1.5.3, est obtenue en considérant la transposée X! € M, ,,(R) de ¥ et en
remplacant tous les éléments non-nuls o; avec leurs inverses o; L

Donc, Viz = XU < VViz = VX TU'. En résumé :

T =VETU' est solution de arg min|Az — b|? |,
zeR™

et, par définition, la pseudo-inverse de A est :
AT =VEtUL

Cette solution du probleme des moindres carrés nécessite de 3 multiplications matricielles et non
4 comme dans la section précédente. En realité, comme la matrice X1 est diagonale, il restent
seulement 2 produits matriciels.
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Grace aux propriétés générales des matrices pseudo-inverses, il est possible de démontrer
I'important théoreme suivant, qui généralise les calculs qu’on vient de faire.

Théoréme 1.5.2 Soit A € M, ,(R) et AT la matrice pseudo-inverse de Moore-Penrose de A,
alors :

— AT A représente le projecteur orthogonale de R™ sur Lignes(A) ;
— AA™T représente le projecteur orthogonale de R™ sur Col(A) = Im(A) ;

— Vy e R™, o+ = Aty est la seule solution des moindres carrés de Ax =y qui appartient a
Lignes(A) ;

— si rank(A) = n, alors AT = (A'A)~L A est inverse gauche de A ;
— si rank(A) = m, alors AT = AY(AAY)~! est linverse droite de A ;
— sin=m et A est inversible, alors At = A~!;

— sila SVD de A est A =UXV?!, alors sa pseudo-inverse A1 est :
AT = VETU,

en particulier, les valeurs singuliéres de AT sont les inverses de ceuz de A.

1.5.1 SVD comme solution de norme minimale au probléeme des moindres
carrés

Quand A € M,, ,(R) et rank(A) < n, les solutions du systéme Az = b dans le sens des moindres
carrés sont infinie, précisément elles sont les vecteurs de la forme

x=A b+, z0€ker(4).

Parmi toutes ces solutions, celle donnée par ¥ = A*b a norme minimale, en fait 27 €
Lignes(A) = Col(A?) = Im(A*) = ker(A)*, donc par le théoreme de Pythagore :

el = ¥ + llzo]® > =],

donc z*, parmi les solutions de moindre carré de Az = b, est celle & distance minimale de 1'origine.

Vu que, habituellement, on calcule AT via la SVD en écrivant AT = VX +U?, dans beaucoup
d’ouvrages on dit que la solution au probléeme des moindres carrés offerte par la SVD est celle
optimale, en faisant une liaison entre optimalité et minimalité de la norme de .

13



Chapitre 2

Convexité

Le probleme des moindres carrés examiné dans le chapitre 1 est particulierement simple parce
que la fonction qu’il faut minimiser est la norme Euclidienne au carré. Allons analyser plus en détail
I'expression analytique de cette fonction : en R on a f(x) = 22, en R? on a f(7) = ||Z|? = 22 + ¢?,
en R" on a f(7) = ||z|? = 22 + ... + 22, dans le premier cas le graphe de f est représenté par une
parabole en R?, dans le deuxiéme cas par la surface d’un paraboloide en R? et, dans le cas général,
par un paraboloide en R?*1,

La parabole et les paraboloides qui correspondent & la norme Euclidienne au carré ont la
propriété d’avoir un seul point de minimum absolu, qui coincide avec le sommet, comme dans la
figure 2.1.

FIGURE 2.1 — La surface d’un paraboloide qui représente une norme Euclidienne au carré.

Les paraboles et les paraboloides sont un cas particulier de fonctions convexes. Dans les sections
qui suivent on va introduire les concepts les plus importantes relatifs & la convexité, tout en
sachant que la présentation qu’on fera n’est que le début d’une théorie tres riche et toujours en
développement.

Pour rendre le discours le plus simple possible, on gardera toujours dans ’esprit 1'idée de vouloir
généraliser la propriété clé des paraboles et des paraboloides d’avoir un seul minimum.

Le lecteur est fortement invité a lire Uappendice B, relative aux outils de calcul différentiel, avant
de continuer la lecture.

2.1 Ensembles et fonctions convexes

Il y a deux propriétés géométriques des paraboles qui vont nous aider a comprendre comment
introduire le concept de convexité : le comportement des sécantes et des tangentes.

On va commencer par les sécantes : dans la figure 2.2 on peut voir que, pour une parabole, la
droite sécante en deux points du graphe a toujours une ordonnée supérieure a celle des points du
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graphe de la parabole. Si on veut étendre cette propriété a une fonction f définie sur un domaine

f(z)

tf (w1) + (1 =) f (w2)

f(tey + (1 —t)xs)

T tzy + (1 —t)zs T2
FIGURE 2.2 — Propriété géométrique des sécantes a une parabole.

de R™ a valeurs réels on doit tout d’abord s’assurer du fait que le segment de la droite qui connecte
deux points du domaine reste dans le domaine lui-méme. Pour traiter ce probléeme on a besoin
d’introduire les définitions suivantes.

Déf. 2.1.1 On appelle droite passant par deux éléments distincts x et y de R™ l’ensemble (infini)
défini par
rzy = {tx+(1—t)y, teR}

On appelle segment de droite passant par deux éléments distincts x ety de R"™ ’ensemble
(borné) défini par
[z, y] := {tz + (1 = t)y , t € [0,1]}.

Un élément & du segment [z, y] s’écrit aussi sous la forme £ = y + t(z — y). On peut interpréter £
comme la somme d’une point initial y et d'une direction x — y pondérée par le parametre ¢, qui
donne la fraction du chemin reliant y et « ou £ se trouve, en fait, comme ¢ varie de 0 a 1, £ varie
de y & x comme le montre la figure 2.3.

FIGURE 2.3 — La droite reliant = et y est décrite par 'équation paramétrique tx + (1 —t)y ou t € R.
Le segment reliant = et y est la portion de cette droite qui correspond a ¢ € [0, 1].

Si I'on remplace dans la définition précédente [0, 1], respectivement, par les intervalles [0, 1],
10,1] et O, 1[ on définit les segments [z, y[, |z, y] et ]z, y[.

Déf. 2.1.2 Une partie E c R™ est dite étoilée par rapport a un élément xo de E si pour tout x
appartenant & E le segment [xo, 2] appartient ¢ E.

Autrement dit, une partie est étoilée par rapport a un élément g si tout segment d’extrémité x( et
un élément de cette partie sont inclus dans cette partie. Une interprétation intuitive consiste a dire
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|
b

FICURE 2.4 — Exemples simples de parties étoilée et non étoilée. A gauche : une couronne qui n’est
pas une partie étoilée (par rapport a aucun élément). A droite : il s’agit d’une partie étoilée par
rapport a xg mais qui n’est pas étoilée par rapport a y.

que, dans une piece étoilée, il y a toujours une personne pouvant regarder toutes les personnes de
la piece. En figure 2.4 on montre ce concept sous forme graphique en R2.

Déf. 2.1.3 (Ensemble convexe) Soit C' un sous-ensemble de R™. On dit que C' est un sous-
ensemble convexe de R" si, pour tout x,y € C, le segment [z,y] appartient ¢ C.

Dans la suite, par abus de langage et en absence d’ambiguité, on parlera simplement d’un convexe
pour désigner un sous-ensemble convexe de R™. Un interprétation intuitive consiste a dire que,
dans un piece convexe, deux personnes peuvent toujours s’apercevoir. Dans ce sens, un convexe
est donc une piece sans recoin. On montrera des exemples explicites d’ensembles convexes dans la
section 2.1.4. En figure 2.1 on montre un exemple de partie convexe et non convexe en R2.

ax + (1 —a)y

ax + (1 —u'}

FI1GURE 2.5 — Exemples simples de parties convexes et non convexes. A est convexe, B est non
convexe.

On a tous les éléments pour définir le concept de fonction convexe, qui va généraliser celui de
parabole, en traduisant mathématiquement la relation entre les points d’une parabole et ceux du
segment de la droite sécante a la parabole en deux points distincts.

Déf. 2.1.4 (Fonction convexe (concave) et strictement convexe (concave)) f : C — R
une fonction définie sur un convexe C en R™. On dit que f est convexe si :

Ve,ye C fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1t)f(y) vt e [0,1].
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f est dite strictement conveze si ¢ca vaut la condition suivante® :
Vo,yeC flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 -t)f(y)  Vte€]0,1],
f:C—>R, C<R" est concave (strictement concave) si —f est conveze (strictement conveze).

On montrera des exemples explicites de fonctions convexes dans la section 2.2.

Les fonctions affines, i.e. celles qui peuvent étre écrites comme ¢a
f(x) ={a,z)+b=a'z +b, a,beR",

i.e. par la somme d’une forme linéaire et d’une constante, sont toutes et seules les fonctions qui sont
convexes et concaves (non strictement) au méme temps car elles satisfont I'inégalité non stricte de
convexité et de concavité avec une égalité (la preuve dans la section 2.2).

Dans la figure 2.6 on peut voir I’exemple d’une fonction convexe mais non strictement, son
graphe montre que les fonctions convexes peuvent avoir une infinité de minima.

f()

FIGURE 2.6 — Exemple d’une fonction convexe mais non strictement convexe.

2.1.1 Caractérisation au premier ordre de la convexité et ses conséquences

Considérons maintenant le relation géométrique entre droites tangentes et parabole : dans la
figure 2.7 (gauche) on peut voir que la droite tangente &4 une parabole dans un point de son graphe
a toujours une ordonnée inférieure a celle du points du graphe de la parabole (& Uinverse des
sécantes). Dans la méme figure & droite on voit la version 3D avec le plan tangent a la surface d’un
paraboloide.

Comme on veut que les fonctions convexes soient une généralisation des paraboles et paraboloides,
on attend que la propriété ci-dessus soit respectée par une fonction convexe. Le théoréeme suivant
montre que ceci n’est pas seulement vrai, mais la propriété géométrique qu’on vient d’examiner
caractérise toutes et seules les fonctions convexes et donc, comme pour toute caractérisation, elle
pourrait étre utilisée comme définition alternative de fonction convexe, ce qui est trés utile quand
I'inégalité qui définit la convexité d’une fonction n’est pas simple a vérifier.

Théoréme 2.1.1 (Caractérisation au premier ordre de la convexité d’une fonction) Soit
f:C >R, C convexe en R™, f dérivable au moins une fois sur C. Alors :

f est convexe <= f(y) — f(x) =2 (Vf(x),y —x) Vo,ye C. (2.1)

De plus, | est strictement convere < f(y) — f(x) >(Vf(x),y —x) Va,ye C.

1. Observer que t = 0 et t = 1 ne sont pas considérés car, sinon, on aurait f(y) < f(y) quand t = 0 et f(z) < f(z)
quand t = 1.
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FIGURE 2.7 — Propriété géométrique des tangentes a une parabole et du plan tangent a un
paraboloide.

Avant de démontrer le théoréme, allons 'interpréter géométriquement :

— Sin = 1, alors la these du théoréme dit que f(y) — f(z) = f'(z)(y — z), ie. f(y) =
f(z) + f'(z)(y — x), & gauche on trouve les valeurs des ordonnés du graphe de f, tandis que
a droite on trouve les valeurs de 'ordonné sur la droite tangente au graphe de f en x. Ce
qu’on cherchait.

— Sin = 2, alors, en développant le produit scalaire, on trouve f(y) = 0, f(z1,22)(y1 — x1) +
Oz, (21, 22) (Y2 —x2), cette fois-ce & droite on trouve les valeurs des ordonnés du plan tangent
au graphe de f en © = (21, x2), définit par 'équation z = 9, f(x)(y1 —x1) + 0w, f () (y2 —x2),
encore une fois, ceci est cohérent avec la propriété géométrique qu’on voulait.

— Plus en général, 'équation z = (V f(x),y — ) définit 'hyperplan tangent & la surface de
f en z, i.e. son approximation au premier ordre, I'inégalité de la these du théoreme est
traduite souvent avec I’expression suivante : [’hyperplan tangent est un minorant affine en
chaque point de la surface d’une fonction convexe.

Preuve.

: comme f est convexe ¢a vaut que
Ve,ye C flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 -1)f(y)  Vte0,1],
on peut réécrire tx + (1 —t)y =y + t(z —y) et tf(z) + (1 =) f(y) = fly) + t(f(z) — f(y)), en

obtenant
Vo,ye O fly+t(x—y)) < fly) +t(f(x) - f(y)  Vte[0,1].

Pour tout ¢ €]0, 1] (on considérera 0 comme cas limite) on peut diviser par ¢ les deux cotés

Va,yeC fly+ tix —v) < f(ty) + f(x) — f(y) vt €]0,1],

_ i =) ~ )

f(x) = fly) = ; ,

en passant & la limite ¢ — 0 au deux cotés, et comme f(x) — f(y) ne dépend pas de t, on obtient

() — f(y) > tim LU= 9) = W)

t—0 t

grace & la dérivabilité de f (qui est dans les hypotheses) la limite existe et elle donne D,_,, f(y),
la dérivée directionnelle de f en direction du vecteur x — y calculée dans le point y. Grace au
théoréme du gradient (B.1) on peut réécrire D,y f(y) = {Vf(y),z — y), donc

f(I)*f(y)><Vf(y),fE7y> Vl’,yEC,
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x,y étant arbitraires, on peut les échanger, en obtenant

fy) = f@) =2V f(e),y—z)  Vo,yel,

qui est 'implication directe du théoreme.

:sigavaut f(y) — f(z) =<(Vf(x),y —x) Va,y € C, alors, en particulier, on peut considérer le
point z = tx + (1 — t)y, qui appartient & C par convexité, et écrire les deux inégalités suivantes

f(@) = f(2) 2V f(z),2 = 2), (2.2)
fy) = f(z) =2V f(2),y = 2). (2.3)

On va multiplier les deux cotés de (2.2) par ¢ et celles de (2.3) par 1 — ¢ (on observe que, comme
ces quantités sont positives, 'ordre des inégalités ne change pas) :

tf(x) —tf(z) = KV [f(z),2 - 2),
1=0f(y) = A =0)f(2) 2 A= tXVf(2),y — 2).

La somme des cotés gauches des deux dernieres inégalités est supérieure a la somme des cotés
droits, i.e.

tf(x) —tf(z) + A=) f(y) = A =) f(2) 2 KV [(2),2 = 2) + (1 =XV [(2),y — 2),
un peu de maquillage mathématique :

) = tHE) + (L= 1) f(y) — f(2) + tZ) = (Vf(2),t(x — 2)) +(Vf(2), (1~ t)(y — 2))

tf@)+ (A=0)f () = f(2) 2Vf (), te — 2 +y — 2 =ty + #£)
tf(z) + (1 =0)f(y) = f(2) 2V f(2), tw + (1 =)y — 2).

Mais, par définition, z = tz+ (1—t)y, donc tz+ (1—t)y—z = 0 et alors (V f(2),tz+ (1—t)y—z) = 0,
ce qui implique
tf(x)+A=t)f(y)—f(2) 20 < tf(2)+(1A-t)f(y) = f(2) <= tf(x)+(A-1)f(y) = f(tz+(1-t)y),

fe. fltx+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1t)f(y) Yo,y € C et Vt € [0,1], qui est la définition de convexité
de f. Donc l'implication inverse est prouvée.

La preuve de Paffirmation par rapport & la convexité stricte est laissé comme (simple) exercice. O

Le théoréme précédent a beaucoup de conséquences importantes, peut étre, la plus importante
de toutes est la suivante, qui devrait faire comprendre clairement 'intérét vers la convexité dans la
théorie de 'optimisation.

Théoréme 2.1.2 (Fermat (1637)) Soit f : C — R, C conveze et ouvert? en R", f conveze et
différentiable au moins une fois sur C. Alors :

x* = argmin f(z) = Vf(z*) =0, (2.4)
zeC
i.e. pour une fonction convexe dérivable au moins une fois sur un ouvert, la condition nécessaire de
stationnarité V f (x*) = 0 pour Uexistence des extrema dévient une condition nécessaire et suffisante
pour l’existence de minima. Dit d’une maniére encore plus directe : les points stationnaires d’une
fonction conveze et dérivable sur un ouvert sont des minima.

2. On souligne I’hypothese de 'ouverture de C pour la validité du théoréme.
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Preuve. On sait que V f(x*) = 0 est nécessaire pour avoir z* = argmin, .~ f(x), montrons qu’elle
est aussi suffisante sous les conditions du théoréeme. Pour cela, tout ce qu’on doit faire est d’utiliser
la caractérisation au premier ordre de la convexité d’une fonction en remplacant x avec z* et
Vf(z*) avec 0 dans 'éq. (2.1) :

fly) = f@®) = (V@) y —2%) =0,y —a®) =0 VyeC,
ie. f(y) = f(z*) Yy e C, i.e. * = argmin f(x). a

zeC

Une deuxieme conséquence du théoreme 2.1.1 est une autre caractérisation de la convexité, la
monotonie de la dérivée premiere® (en 1D) ou du gradient (en dimension supérieure & 1). On
commence avec la dimension 1.

Théoréme 2.1.3 Soit f :]a,b[— R, a,be R, a < b, f dérivable en |a,b[. Alors :
[ est convere <= f':]Ja,b[— R est monotone croissante

De plus, f est strictement convere <= [’ est strictement croissante.
Si, de plus, f est dérivable deuzx fois sur |a,b[, alors :

[ est convere <= f':]a,b[— R est monotone croissante < f"(x) >0  Vx €la,b],
et pareil pour la stricte convexité.

Preuve.

: soient f une fonction convexe et V1, s € C' une couple de points qui satisfont la relation
d’ordre suivante : x5 > x1. Pour démontrer que f’ est croissante, il faut démontrer qu’elle préserve
la relation d’ordre, i.e. que f'(x2) = f'(x1). Pour arriver a ga, on utilise la caractérisation (2.1)
pour les couples de points (z1,y) et (x2,y), avec y € C arbitraire :

fy) = f(z1) + f(21)(y — 21), (2.5)
fy) = fx2) + f(22)(y — x2) (2.6)

(
comme y est arbitraire, on peut choisir y = xo dans la (2.5), en obtenant :

flx2) = f(o1) + f'(21) (22 — 21)

qui donne des informations significatives quand x5 # 1, i.e. x5 — x1 > 0, en fait, dans ce cas,
I'inégalité précédente dévient
f(z2) = f(21)

T2 — X1

> f'(z1)
Egalement, on peut choisir y = z1 dans la (2.6), en obtenant

fx1) = f(x2) + fl(22) (21 —22) = f(21) = f(w2) — f'(2x2) (w2 — 1)
d’ou, en considérant encore le cas significatif x1 # xo :

) > flwa) = flz1)

T2 —T1

En résumé :
f(@2) — flz1)

T2 — T1

fl(@2) = > f'(z1),

3. Penser encore & la parabole peut aider & représenter graphiquement la monotonie de la dérivée. Par simplicité
considérons f(x) = (x — s)?, alors f'(x) = 2(x — s), qui tend vers —o0 quand & — —00, elle augment vers 0 quand
z = s (le sommet) et elle augmente encore vers +00 quand x — +00.
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ie. f'(x3) = f'(x1), i.e. f est croissante. Si f’ est dérivable, nous savons que f’ est croissante sur
Ja, b si et seulement si sa dérivée premiere est positive, i.e. (') = f” > 0 sur ]a, b[.

: soit f’ croissante, x €]a, b| fixé, et considérons la fonction auxiliaire

9W) = fly) = f@)y—2) - f(z),  yela,bf.

La dérivée premiere de g par rapport & sa variable y est : ¢'(y) = f/(y) — f'(x), mais vu que f’ est
croissante, ¢'(y) S 0si y S z, i.e.  est un minimum global pour g.

Allons calculer la valeur de g dans son minimum g(z) = f(z) — f'(z)(x —x) — f(z) =0, i.e. la
valeur minimale atteinte par g est 0, par conséquent g(y) = 0 Yy €]a, b[, mais alors, par définition

de g, Yy €la, b ca vaut : f(y) — F/(2)(y —2) — f(2) > 0, L. f(5) — (z) > f/(x)(y — o), ave, par
(2.1) est équivalent & la convexité de f.

La preuve de laffirmation par rapport a la convexité stricte est laissé comme (simple) exercice. O
Pour étendre ce résultat aux dimensions supérieures & 1 on a besoin d’un résultat (trés important)

intermédiaire, une ultérieure caractérisation de la convexité, qu'on va examiner dans la section
suivante.

2.1.2 La convexité est une propriété unidimensionnelle : caractérisation
de la convexité via monotonie

Dans cette section on va examiner formaliser un fait qui devrait déja étre clair depuis la
définition de fonction convexe : la convexité est une propriété unidimensionnelle.

La formalisation passe par fixer un convexe C' € R™, deux points z,y € C' et considérer le sous
ensemble de R définit comme c¢a

Dyy={teR : z+tyeC} <R, (2.7)

i.e. Dy, contient les valeurs de t tels que le segment de la droite d’équation z = x + ty, qui passe
par z en direction de y, est inclus dans le convexe C'.

Si f:C < R"™ — R est une fonction quelconque, on peut définir la fonction réelle de variable
réelle (et donc unidimensionnelle) suivante

g: Deyy<R — R
t —  g(t) = f(z + ty),

i.e. g prends les valeurs de f restreinte au segment de la droite d’équation z = x + ty contenu en C.
Avec un abus de langage plutot fréquent, mais tout & fait déchiffrable a la lumiére de ce qu’on
vient de décrire avec rigueur, on dit que g est la restriction de f a la direction y en C.

Le théoreme suivant formalise le caractére unidimensionnel de la convexité.

Théoréme 2.1.4 Avec les notations ci-dessus, f est (strictement) convere <= g est (stricte-
ment) conveze.

Preuve.

: par 'absurde, supposons que f soit convexe et que g ne le soit pas, i.e. que
YAe[0,1], 3t,s € Dy, tels que = g(At+ (1 —X)s) > Ag(t) + (1 — A)g(s)
i.e., par définition de g,

flx+ M+ (1 =Nsly) > Af(z+ty) + (1= N f(z+ sy), (2.8)
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mais :

z+ [M+ (1 —=Nsly =z + My + sy — Asy
= (maquillage mathématique : + Ax)
=+ Ay + 2+ sy —Ax — Asy
= Az +ty) + (1= A)(z + sy).

Si on écrit x + ty = £ et x + sy =0, on peut reformuler 'inégalité (2.8) comme ¢a :

VAE[0,1] = fASH+ (L =X)n) > Af(§) + (1= A)f(n),

mais, vu que ¢, s € D, & et n représentent deux points arbitraires de C, par définition de Dy ,,
donc la derniere inégalité qu’on a écrit est absurde, car elle est contraire a la convexité de f.

: c’est pratiquement la méme preuve a l'inverse, pour varier un peu on n’utilise pas I'argument
par absurde. g est convexe si Vt,s € Dy, et VA€ [0,1], g(At + (1 — N)s) < Ag(t) + (1 — N)g(s), i.e.

flx+ M+ (1 =Nsly) < Af(z+ty) + (1 =N f(z+ sy). (2.9)
On observe que

flx+ M+ (1= XNsly) = flz+ My + sy — Asy)
= (maquillage mathématique : + Ax)
= f(Ax + Aty + = + sy — Az — Asy)
= f(AMz+ty) + (1 —N)(x+ sy)).

Posons, comme avant, x + ty = £ et x + sy = 7, alors on peut réécrire (2.9) comme ca :

V&nel, fAG+ A =Nn) <Af(E)+A—=A)f(n)  VAe[0,1],
i.e. la convexité de f.

La preuve de Paffirmation par rapport & la convexité stricte est laissé comme (simple) exercice. O

Maintenant on peut étendre le théoreme 2.1.3 & dimensions supérieures.

Corollaire 2.1.1 Soit f: C € R"™, C convexe et ouvert, f différentiable au moins une fois sur C.
Alors f est (strictement) convexre < la restriction de Vf sur D, est (strictement) croissante
pour nimporte quel choix de x,y € C'.

Preuve. Ce résultat est une conséquence directe du théoreme précédent et de la caractérisation
(2.1.3) de la convexité (et de la convexité stricte). En fait, ¢a suffit d’observer que la restriction du
gradient de f sur I’axe unidimensionnel défini par la droite qui a la direction du vecteur y € C
et qui passe par x est la dérivée premiere de la fonction réelle de variable réelle g(t) = f(x + ty),

t€Dy,y.
On sait que f est convexe <= ¢ est convexe (théoréme 2.1.4), i.e. monotone croissante
(théoreme 2.1.3), d’ici la these. O
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2.1.3 Caractérisation au second ordre de la convexité

Dans cette section of va donner une autre caractérisation de la convexité tres importante et utile,
cette fois-ci sous ’hypothese d’existence de la dérivée seconde. Dans la preuve, on profitera pour
voir en action l'artillerie mathématique qu’on vient de développer dans les sections précédentes.

Théoréme 2.1.5 Soit f: C € R™ — R, C convezxe et ouvert, et soit f deux fois différentiable sur
C, alors :

f est convexe <= la matrice Hessienne H f(x) est semi-définie positive Yx € C.
De plus, f est strictement convere <= H f(x) est définie positive Vx € C.

Preuve. Sin = 1, alors* C est un intervalle ouvert de R et la matrice Hessienne de f en x est
simplement la dérivée deuxieme de f : f”(x). Grace au théoreme 2.1.3, on sait que f est convexe
sur C <= [’ est croissante sur C, mais, comme C est un intervalle, ceci est équivalent & dire que
f"(x)=0VxeC.

L’extension au cas n > 1 est faite a I'aide du théoréeme 2.1.4. L’argument est le suivant :

— la convexité de f est équivalente & celle des ses restrictions unidimensionnelles g(t) = f(z+ty),
Vz,ye C, te Dy, ot Dy, est défini en (2.7);
— on vient de démontrer que g est convexe <= g¢”(t) = 0Vt € Dy y;
— grace a la formule (B.4), on peut vérifier (c’est un exercice utile qu’on invite a faire. . .)
1

que g"(t) = 5{H f(x + ty)y,y). Donc, la positivité de g”(t) est équivalente a la semi-définie

positivité de H f.

La preuve de l'affirmation par rapport a la convexité stricte est laissé comme (simple) exercice. O

Exemple. Allons voir un exemple d’utilisation de ce théoréme, qui est particulierement efficace
quand n = 2. Soit f(z,y) = ﬁ définie sur C' = {(x,y) € R?,z,y > 0}. Déterminer si f est convexe.

C est évidemment convexe. Allons utiliser la caractérisation au deuxieéme ordre : la matrice
Hessienne de f s’écrit

Yy

1 (5 o
Hi) - - (3 7)
Ty e
H f(z,y) est une matrice réelle et symétrique, donc elle est diagonalisable. Si P(z,y) est la matrice
qui a sur les colonnes les valeurs propres de H f(z,y), alors la matrice P(x,y)H f(x,y)P~!(z,y) a
sur la diagonale les deux valeurs propres A1, Ao de H f(x,y) et 0 ailleurs.

Nous rappelons que det(H f(z,y)) = det(P(z,y)H f(x,y)P 1 (x,y)) = A - Ay et aussi que
Tr(H f(z,y)) = Tr(P(z,y)H f(x,y) P~ (z,y)) = A1 + A2, vu que le déterminant et la trace d’une
matrice sont invariants par changement de base.

Par calcul direct :

3
detHf(ac,y) = QjTy4 =)\1 ')\2 >07

donc les deux valeurs propres de H f ont le méme signe et ils sont non nuls. De plus :

2 1 1
Ter(x’y)_a;‘y(a;Q—'_yQ) :)\1‘|‘>\2>07

ce qui implique que H f(x,y) a deux valeurs propres strictement positifs, donc H f est définie
positive et alors f est strictement convexe.

4. Un argument élégant pour démontrer que f”(x) = 0 implique la convexité de f dans le cas n = 1 passe par la
formule de Taylor au deuxiéme ordre avec reste de Lagrange, qui dit qu’il existe £ appartenant au segment de droite
entre ot y, tel que f(y) = f(z)+ f'(2)(y — @) + L F(€)(y — ). Si f(x) > 0 Va € C, alors L f(€)(y — )? > 0

y—z

et alors f(y) — f(z) = f'(z)(y — z), i.e. la caractérisation de la convexité au premier ordre.
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2.1.4 Exemples d’ensembles convexes

Commencgons avec des exemples élémentaires.

1. Dans R les ensembles convexes sont exactement les intervalles.
2. Une droite reliant deux éléments de R™ est un ensemble convexe.
3. Les sous-espaces vectoriels de R™ sont convexes.

4. Dans R", U,.(c) = {x € R" : ||z —¢|| < r} le voisinage fermé de centre c € R” et de
rayon r > 0 associée & une norme quelconque | | est un ensemble convexe. Donc, en
particulier, les cercles, les spheres, les carrés et les cubes sont convexes.

En effet, en utilisant "homogénéité et I'inégalité triangulaire, si |z — || < r, |y — ¢ < r et
e [0, 1], on a

[tz + (1 =t)y —cf = [t(z =) + A=)y —c)| St|z—c|+ A =t)]y—c| <tr+(1-t)r =

En figure 2.8 on peut voir des exemples avec trois normes. Le résultat reste vrai aussi pour
les voisinages ouverts U, (c).

\4

FIGURE 2.8 — Exemples de voisinages unités fermés dans R?. A gauche : au sens de la norme ||,
au milieu : au sens de la norme Euclidienne |||z, é droite : au sens de la norme ||. La définition
de ces normes sera rappelée dans la section 2.2.1.

Allons maintenant & examiner des exemples plus compliqués et tres importantes pour 1’optimi-
sation.

n-Simplexes.

Soient xq,...,z, € R™ affinement indépendantes, i.e. 1 — zg,..., T, — To sont linéairement
indépendantes, alors un n-simplexe est un ensemble définit comme c¢a

Sz{xER":x—Zalxz,az/ Vi i }

Cas particuliers : un 2-simplexe est un triangle et un 3-simplexe est un tétraedre, comme le montre
la figure 2.9.

Cone convexe

Les cones jouent un role important dans la formulation des contraintes d’inégalités.

Déf. 2.1.5 Un ensemble C est appelée coéne si pour tout x appartenant a C et t = 0, tx appartient
aC.
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FIGURE 2.9 — Simplexe dans R3 : tétraedre.

Géométriquement, un cone est la surface obtenue par I'union de demi-droites qui ont une origine
commune, l'apex, c’est-a-dire le plus haut sommet, et qui connectent apex avec une courbe (dite
directrice) différente de I'apex et non nécessairement fermé. Un cdne n’est pas nécessairement un
convexe comme le montre la figure 2.10.

FIGURE 2.10 — Exemple d’un cone non convexe en R3.

Déf. 2.1.6 Un cone convexe est un ensemble qui est a la fois un cone et un conveze.

On laisse comme exercice de montrer la caractérisation suivante des cones convexes.

Théoréme 2.1.6 Un ensemble C' est un cone conveze si et seulement s’il est stable par rapport
aux combinaisons lin€aires avec coefficients non négatifs de ses éléments.

Les cones convexes nous donnent la possibilité de montrer des exemples importants de convexes
non bornés : dans la figure 2.11, les éléments s’écrivant sous la forme t1x1 + toxs avec t1,t = 0
sont les éléments appartenant au domaine d’apex 0 et délimité par les demi-droites passant,
respectivement, par x et xs.

Un exemple simple de cone convexe est 'orthant positif : il s’agit de ’ensemble

R% := {z e R"|z > 0},
ol la notation x > 0 signifie que pour tout 7 € {1,..n}, la composante z; de = est > 0 (figure 2.12).

Hyperplans et demi-planes
Déf. 2.1.7 On appelle hyperplan tout sous-ensemble de R™ définit par

Hy, ={zeR" : sz ={(s,z) =71}

avecr € R et s e R™.
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FIGURE 2.11 — Le domaine contient tous les éléments de la forme t1x1 + toxo avec t1,t9 = 0. L’apex
0 correspond a t; =ty = 0.

FIGURE 2.12 — Orthant positif dans R2.

Géométriquement, il s’agit de I’ensemble d’éléments dont le produit scalaire avec un vecteur
donné s, appelé vecteur normal, reste constant. La constante r détermine le décalage de I’hy-
perplan affine par rapport & 'origine. Analytiquement, 'hyperplan est la solution de I’équation
linéaire (s,z) = r d’inconnue z.

Démontrons que H, , est un convexe : il faut prouver que si =,y € Hy, et t € [0,1], alors
tr+ (1 —t)ye Hyp, Le. (s, tx+ (1 —t)y) =r.

Comme z,y € Hy ., {s,z) = {(s,yy =r, donc Vt € [0,1] :

(s,tx) = (s, x) = tr,
<S7 (]' - t)y> = (1 - t)<87y> = (1 - t)’f’,

donc, si on fait la somme des cOtés gauche et droite des deux dernieres équations, on obtient :
(s,txy + (s, (1 =t)yyy ={s,tx+ (1 —=t)yy =tr + (1 —t)r =r.

On va expliquer maintenant pourquoi s est dit vecteur normal. Observons maintenant que, si a
est un élément quelconque fixé de H; ., on a :

Ho,={zeR" : (s,z)y={s,ap} ={reR"” : (s,z—ay=0}={xeR" : x—aec H,o}.

Fixons s et faisons varier r dans R\{0} : les hyperplans Hy , sont les translations (par les vecteurs
a) de Phyperplan H, . Or H, o est le sous espace vectoriel des vecteurs perpendiculaires & s que
l'on note par {s}*, on peut donc écrire

H,p,=a+ {s}l,

avec a € Hy ;. En figure 2.13 on montre la représentation graphique bidimensionnelle qu’on trouve
habituellement dans les livres de ce qu’on vient de dire.
Un hyperplan affine divise R en deux sous-ensembles :
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<SX>=r

FIGURE 2.13 — Un hyperplan de R? de vecteur normal s et a un élément de cet hyperplan. Pour
tout élément x de I’hyperplan, x — a est orthogonal a s.

Déf. 2.1.8 On appelle demi-plan fermé un sous-ensemble de R™ de la forme
Hf, :={zeR" : (s,x)>r}

ou
He, :=={zeR" : (s,z) <r}

avecr € R et s e R™.

De méme, si a un élément quelconque de 'hyperplan associé, i.e. vérifiant (s,a) = r, alors
(8,2) = (s,ay = (s,x —ay quiest >0Vre Hf et <0Vaxe H_,, donc les ensembles Hf et H_,
peuvent s’écrire, respectivement, sous la forme

Hf, ={zxeR" : (s,x—ay>0},

H, ={reR" : (s,x—a)<0}.

Ceci nous permet d’interpréter géométriquement H,, comme 'ensemble composé par s plus tout
vecteur faisant un angle obtus 7/2 < ¥ < 7w avec s et H j ~ comme l’ensemble composé par s plus
tout vecteur faisant un angle aigu 0 < 9 < 7/2 avec s.

Dans les figures 2.14 et 2.15 on montre la représentation graphique de cela en 2D.

Les demi-plans sont des ensembles convexes (on fait la preuve dans un de deux cas). Soient
r,y € Hg, et t € [0,1], montrons que tx + (1 — t)y appartient & H_, : (s,tz + (1 — t)y) =
t(s,x) + (1 —t){s,yy. Comme t € [0,1], (1 —¢) € [0,1] et &s,2) + (1 — t){s,y) <tr+ (1 —t)r =r.

S’il I'on remplace I'inégalité large dans la définition de demi-plan par une inégalité stricte, on
obtient la définition de demi-plan ouvert.

Puisque le produit scalaire . — (s,.) est une application continue, un demi-plan ouvert (resp.
fermé) est un ouvert (resp. fermé) de I'espace R™ muni de sa topologie usuelle. Un demi-plan
ouvert est 'intérieur du demi-plan fermé correspondant et un demi-plan fermé est 'adhérence du
demi-plan ouvert correspondant.

Ensembles de sous-niveau

Soit C' € R™ un convexe et f : C' — R une fonction convexe. Pour tout A € R on définit
I’ensemble de A-sous-niveau de f comme ceci

Sp={reC : fla) <A}

i.e. les points du domaine de f tels que leurs images sont < a A, comme le montre la figure 2.16.
Montrons que Sy est convexe : soient x,y € Sy, il faut montrer que Vt € [0,1], tx + (1 —t)y € C,
ie.que ftx + (1 —t)y) < A:

fz+(1—-t)y) < tf@)+A-0)f(y) < A+{A-HA=A\

(convexité) z,y€Sx
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(s,x)=r

(s, X)=Tr1

FIGURE 2.14 — L’hyper plan affine divise R? en deux demi-plans : un demi-plan (en gris) de R?
d’équation (s, z) < r se situant dans la direction de —s et celui déterminé par (s,x) > r se situant

dans la direction de s.
I

FIGURE 2.15 — Le vecteur 1 — a fait un angle aigu avec s, il n’appartient pas donc a I’hyperplan
H . Le vecteur z2 — a fait un angle obtus avec s donc il y appartient.

f(x)]

FIGURE 2.16 — En rouge on voit l'intervalle qui représente un ensemble de sous niveau en 2D.

Les ensembles de sur-niveau, définis de la maniére qu’on peut imaginer, ne sons pas convexes.
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Ellipsoides

Déf. 2.1.9 Soit ¢ € R"™ et P € M(n,R) une matrice définie positive. On appelle ellipsoide de
centre ¢ tout sous-ensemble de R™ de la forme

E={zeR" : {z—¢,Plx—c)) <1}

Comme on ’a vu dans I’Annexe 1, une matrice définie positive P peut étre écrite comme ¢a
P = At A, pour une matrice opportune A € M (n,R), donc la condition {x — ¢, P(z —¢)) < 1 dévient

(& —c, A'A(x — )y ={A(w — c), A(z — ) = [A(x — ) |* < 1,

qui montre que, si A = 11,,, alors on obtient une hypersphére de rayon r et de centre ¢ comme cas

T
particulier, vue que, dans ce cas, |A(x — ¢)|? < 1 est équivalent & |z — c|? < 72,

La matrice P détermine comment [’ellipsoide s’étend & partir du centre ¢ dans chaque direction.
Les valeurs propres A; de la matrice P donnent les longueurs de ses demi-axes : 1/4/)\;.
Le fait qu'un ellipsoide est un ensemble convexe suit simplement de la condition |A(z —¢)||* < 1.

Matrices symétriques définies positive
On termine avec un exemple tres abstrait, mais qui a beaucoup d’applications. L’ensemble
St ={Ae M(n,R) : A" = A, A semi-définie positive},
est un cone convexre en R"2, en fait, il est clair que la multiplication par un coefficient réel positif
ne change pas la symétrie ou la définie positivité d’une matrice; de plus, si A, B € S} et ¢ € [0,1],
alors, pour tout x € R™ :

{x,(tA+ (1 —t)B)z) = i{x, Az) + (1 — t){z, Bx) > 0,

grace au fait que A, B sont définies positive.

Polyédres

Déf. 2.1.10 Soient A une matrice réelle de taille m x n et b un vecteur de R™. Un polyédre est
un sous-ensemble de R™ qui s’écrit sous la forme

P:={xeR" : Az <b}

Si on identifie la j-eéme ligne de la matrice A avec un vecteur de R™ et on la note A7 et, de
méme, si on note avec b7 la j-ieme composante du vecteur b, alors 'ensemble P s’écrit sous la forme

P:={zeR" : (A z) <V, j=1,.,m},

il s’agit donc d’une intersection finie de demi-plans fermés de R™ (voir figure 2.17). Comme on le
verra dans la section suivante, l'intersection d’ensembles convexes est encore un convexe, ce qui
donne la prouve de la proposition suivante.

Théoréme 2.1.7 Un polyedre est un ensemble convere de R™.
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S5

53

FIGURE 2.17 — Le polyedre P est l'intersection des demi-plans de vecteurs normaux sy, .., Ss.

2.1.5 Opérations qui préservent la convexité des ensembles

Allons examiner des opérations qui préservent la convexité des ensembles et leurs conséquences.
Commengons pas la suivante.

Théoréme 2.1.8 Soit (C;)i=1,...n une famille de convezes de R™. Alors leur intersection (| C;
1=1,...,n

est un convezxe.

Preuve. Presque immédiate : si z,y € (] C}, alors, par convexité, tz + (1 — t)y € C;, pour tout
1=1,...,n

tel0,1]eti=1,...,n,donctz+ (1—t)ye [) Cy, ie. la convexité de 'intersection. O
i=1,..

i=1,...,n
Cependant, 1'union de convexes n’est pas en général un convexe. Par exemple les segments [0, 1]
et [2,3] sont des convexes de R, mais [0,1] U [2,3] n’est pas un convexe car pour tout t €]0, 1],
t-1+4+(1—t)-2=2—tnappartient pas a [0,1] U [2, 3].

Théoreme 2.1.9 Soient (C;)in1,.. N une famille finie de converes de R™ . Alors leur produit
cartésien C1 x .. x Cn est un convexe de R™ x .. x R™N,

On laisse la simple preuve du théoréeme comme exercice.

Théoréme 2.1.10 Soit A : R™ — R™ une application affine, alors :
1. si C est un conveze de R™ alors l'image directe de C' par A, notée A(C), est un convexe de
Rm .

)

2. si D est un convexe de R™ alors limage réciproque de C par A, notée A~1(D), est un
convexe de R™.

Preuve. 11 est suffisant d’observer que, si x,y sont deux éléments de R™, par affinité de A, 'image
du segment de droite [z,y] par A est le segment de droite [A(x), A(y)] € R™, ceci prouve que
A(C) est convexe, mais aussi que A~1(C) l'est, car si z,y sont deux éléments de R™ tels que A(z)
et A(y) sont deux éléments du convexe D, alors tout élément du segment [z, y] a son image dans
[A(z), A(y)] € D. O

Des conséquences directes des résultats ci-dessus sont le suivants (C' < R"™).

1. L’opposé —C = {—z, xz € C'} d'un convexe C est un convexe.

2. Le translaté a+C = {a+ =z, x € C'} d’un convexe C par un vecteur a de R™ est un convexe.
3. L’homothétie aC' d'un convexe C de rapport a € R est un convexe.
4

. La somme vectorielle de convexes C1,Cy € R", Cy + Cy = {21 + x2, x1 € C1, x9 € Ca},
est un convexe.
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5. Plus généralement, si C7,Cy € R™ sont convexes et si a; et as sont deux réels, alors
a1C1 + agCy = {a1x1 + aaxe, 1 € Cp, x2 € Ca} est un convexe. En fait, il s’agit de 'image
directe du convexe C x Cy par I'application affine A : (z1,z2) € R"XR"™ — 121 +asxy € R™.
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2.2 Comment détecter la convexité de fonctions : fonctions
convexes standards et opérations qui préservent leur
convexité

Dans la suite du cours, on verra que, dans un probleme d’optimisation, détecter la convexité de
la fonction objectif et des éventuelles contraintes est cruciale : on verra que les problemes avec
cette propriété possédent des caractéristiques théoriques treés agréables (par exemple, on a vu
que les conditions locales nécessaires d’optimalité sont suffisantes pour fonctions convexes) et, ce
qui est beaucoup plus important, les problemes convexes peuvent étre résolus efficacement (dans
le sens théorique et, dans une certaine mesure, dans le sens pratique de ce mot), ce qui n’est
pas, malheureusement, le cas pour des problémes non convexes généraux. C’est pourquoi il est
si important de savoir comment détecter la convexité d’une fonction donnée. On a bien sur la
possibilité d’utiliser les caractérisations au premier et deuxieéme ordre qu’on a vu, mais on peut
aussi suivre la procédure suivante.

Le plan de notre recherche est typique dans le cadre mathématique et c’est exactement ce qu’on
utilise en analyse pour détecter la continuité d’une fonction : ¢a serait vraiment un désastre si
chaque fois que nous devons prouver la continuité d’une fonction, nous étions obligés d’utiliser
la définition « € — § » ! Ce qu’on fait c’est d’utiliser cette définition sur les fonctions élémentaires
de ’analyse, nos « matieres premieres », e sur les opérations élémentaires entre elles, nos « outils
premiers », comme ’addition, la multiplication, la composition, etc., mais aprés que cet effort
soit fait une seule fois, nous n’avons normalement aucune difficulté a prouver la continuité d’une
fonction donnée : il suffit de démontrer qu’elle peut étre obtenue, en nombre fini d’étapes, de nos
matieres premieres en appliquant nos outils premiers, i.e. les regles de combinaison qui préservent
la continuité. Typiquement, cette démonstration est effectuée par un mot simple « évident » ou
méme est assumée par défaut.

C’est exactement le cas avec la convexité. Ici nous devons également préciser la liste d’un certain
nombre de fonctions convexes standards et d’opérations qui préservent la convexité.

2.2.1 Les fonctions convexes standards

On invite a prouver les premieres 7 propriétés de la liste suivante.

o ¢F

o —logz

e % avecx >0eta>=1oua<0.

o —z% avecx > 0 et a€ [0,1]

o |2/ zeR,a>1

o zlogz, x>0

o (z—b)" =max{x —b,0} et (x —b)” = —min{x — b, 0} sont convexes Vz,be R"

e Les fonctions affines, et donc, en particulier, les fonctions linéaires, sont convexes, en fait,
si f(z) ={a,z)+b, a,b,x € R™, alors VYt € [0,1] :

[t + (1 =t)y) =<a, tx + (1 = t)y) + b =tla,x) + (1 = t)a,y) + b+ tb—tb
(1 1)b

= t({a,z) +b) + (1 = 1)({a,y) + b) = tf(z) + (1 = 1) f(y).
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e Une fonction f: R™ — R, positivement homogéne de degré 1 et sous-linéaire, i.e. :
fltx) =tf(z), Yt=0,et, flz+y)<flx)+f(y) Vr,yeR"™,
est convexe. En fait : Vt € [0, 1], Vz,y € R®
flz+ (1 —=t)y) < [flz)+A-0)f(y) < tf(x)+ 1 -1)f(y).

sous-lin. homog.

e Comme cas particulier du cas précédent on obtient le trés important résultat que : toutes
les normes sont des fonctions convexes | | : R” — R{, car elles sont positivement
homogenes de degré 1 et, grace a I'inégalité triangulaire, sous-linéaires. Dans la figure (2.18)
on peut voir la représentation graphique en 2D du voisinage de rayon 1 centré en 0 engendré
par les normes-/ :

Ué(l) = {x eR? : |z[e = A/|21]¢ + |22t = 1},U8°(1) = {a: eR? : |z|e = lrr:r.iw§|xl| = 1}.

£=00

FIGURE 2.18 — Voisinage de rayon 1 centré en 0 engendré par les normes-¢ en R?.

Exercice : vérifier que f(x) = 22 est une fonction strictement convexe sur R.

Il faut vérifier que f(tz+(1—t)y) < tf(z)+(1—t)f(y) Vt €]0,1[ Va,y € R,z # y, i.e. [tz+(1-t)y]* <
tr? + (1 —t)y?.

[te + (1= t)y]” < ta” + (1= 1)y
2% + (1—t)%? +2t(1 - thry < ta? + (1 t)y”
(2 —t)a? + [(1 - 1)+ (1 — )]y + 2t(1 =)y < 0
o~ ) + (1= [~ £) + 2]y + 261 t)ay < 0
t(t — 1)z +¢(t — 1)y —t(t — 1)20y < 0 |
t(t — 1)[x? + 32 — 2xy] <0 |

t (t—1)(z—y)?* < 0.
(>0) (<0) (>0) oui!
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2.2.2 Opérations qui préservent la convexité de fonctions

Si f est une fonction convexe et k = 0, alors kf est une fonctions convexe. La preuve est
laissé comme exercice.

La combinaison conique de fonctions convexes est une fonction convexe, i.e. si fi,..., fn :
n

R™ — R sont des fonctions convexes et ¢y, ..., ¢, = 0, alors | ¢; f; est une fonction convexe.
i=1

On fait la preuve pour n = 2, le cas général suit par 'induction. Soient f,g : R® — R
convexes, a,b = 0 et soit h = af + bg, alors Vt € [0,1]

hitx + (1 —t)y) = af(te + (1 —t)y) + bg(tx + (1 — t)y) = (af et bg convexes car a,b > 0)
<altf(z) + (1 =) f(y)] + bltg(z) + (1 —t)g(y)] = (réarrangement)
tlaf(z) + bg(x)] + (1 = t)[af(y) + bg(y)]

h(z) + (1 = 1)h(y).

Si on fait une combinaison linéaire de fonctions convexes avec des coefficients de signe

alterne, alors la fonction qu’on obtient peut étre convere, mais on ne peut pas le garantir en
général (ga dépend de la relation entre les coefficients et ’expression analytique des fonctions).

Q

H—

La composition d’une fonction convexe avec une fonction affine est encore une fonction
convexe : A€ M(n,R), be R™, f:R"™ - R convexe, alors g(z) = f(Ax + b) Vo € R™ est
convexe.

Si f1, fo : R™ — R sont convexes, alors f = max(f1, f2) est convexe. On verra la preuve de
ce résultat dans la section 2.3.

La composition d’une fonction convexe avec une fonction convere et croissante est encore

une fonction convexe : C' € R™ ensemble convexe, f : C' — R convexe, ¢ : f(C) — R convexe
et croissante, alors ¢ o f : C' — R est convexe.
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2.2.3 L’interprétation analytique du probléme des moindres carrés

Allons voire une conséquence importante de ces propriétés : pour toute matrice A € My, »(R)
et tout vecteur b € R™, la fonction

fA$: R"™ — R
r — fap(x) = 3|Az —b[?,

est convexe, comme on le voit dans le diagramme suivant,

R* — R™ — Ry — RS — RS
x — Az-b — |Az—-b| — HA:C—bH2 — %HA:C—I)H2,

elle est obtenue par composition entre une fonction affine, une fonction convexe (la norme Eu-
clidienne), une fonction convexe et croissante (sur Rj !) et par multiplication d’un coefficient
positif.

Comme on I'a vu dans la section B.2.2, formule (B.2.5), Vfa(z) = A*(Az —b), donc les
équations de Euler-Lagrange pour la fonction f4 4 sont :

Viap(®) =0 —= A'(AZ —b) =0 < A'Az = A",

i.e. le point stationnaire Z de la fonction fa(x) = 1||Az — b||? est les solutions des équations
normales associées au systeme linéaire Ax = b qu’on sait étre la solution du systeme dans le sens
des moindres carrés.

Vu que fap est convexe, les points stationnaires de f4;, sont de minima, ¢a montre I'in-
terprétation analytique au probléme des moindres carrés, qui se rajoute a 'interprétation géométrique

et algébrique, comme résumé ci-dessous.
Les trois interprétations alternatives du probléme des moindres carrés

T = argmin | Az — b|?
zeR™

— Interprétation géométrique : AT = P, (4)b, i.e. résolution du systeme linéaire projeté
sur I'espace image de A ;

— Interprétation algébrique : A* AT = A'D, i.e. résolution des équations normales

— Interprétation analytique : V (3]Az — b|?) = 0, i.e. résolution des équations de Euler-
1

Lagrange associées a la fonction fa,(z) = | Az — b|?.
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2.3 Lien entre ensembles convexes et fonctions convexes :
épigraphe et hypographe, enveloppe convexe

Dans cette section on va formaliser le lien entre fonctions et ensembles convexes. Commengons
par rappeler que le graphe d'une fonction f : Q € R” — R, est le sous-ensemble de R”*! défini
par :

graphe(f) = {(z,y) e A xR : y = f(x)}.

Le graphe de f est un sous-ensemble de I’ensemble suivant, qui joue un role tres important dans la
théorie de 'optimisation.

Déf. 2.3.1 (Epigraphe) Soit f: Q< R™ - R, on appelle épigraphe de f le sous-ensemble de
R défini par :
Epi(f) = {(z,\) e QxR : A > f(x)}.

Le nom dérive du fait que eme veut dire « au-dessus », qui fait référence au fait que les valeurs de A
dans la deuxieme entrée des coordonnés de 1’épigraphe sont au-dessus du graphe de f, comme le
montre la figure 2.19.

epif epi f

graphe(f) graphe(f)

FIGURE 2.19 — Le graphe des fonctions est dessinée en trait foncé. L’épigraphe est constitué de la
partie grise et du graphe de la fonction.

La figure montre aussi que I’épigraphe d’une fonction convexe est un ensemble convexe et que
celui d’une fonction non convexe n’est pas un ensemble convexe. Le résultat suivant montre que
ceci n’est pas un hasard, mais la regle.

Théoréme 2.3.1 Soit f : C < R — R une fonction et C un ensemble convexe. Alors [ est
convexe (en tant que fonction) si et seulement si Epi(f) est convexe (en tant que ensemble).

Avant de démontrer le théoreme, il faut le commenter : d’un co6té, a 'aide de la définition
d’épigraphe, on peut construire, & partir d’une fonction convexe f, 'ensemble convexe Epi(f),
réciproquement, si 2 < R™ x R est 1’épigraphe d’une certaine fonction convexe, alors on obtient
cette fonction via

= inf A\
f(z) o™

car les valeurs du graphe de f sont les minimiseurs des valeurs de A dans I’épigraphe.
Ceci montre un lien étroit entre les fonctions convexes et les ensembles convexes.
Preuve.

Supposons que f soit convexe et montrons que Epi(f) est convexe : soient (z,\), (y, p) €
Epi(f), il faut démontrer que, pour tout ¢ € [0, 1], t(z, A)+(1—t)(y, p) = (tx+(1—t)y,tA+(1—t)p) €
Epi(f), mais ga, par définition, est vrai si et seulement si tA + (1 —¢)p = f(tz + (1 — t)y).

Comme f est convexe, on a

flxz+ 1=ty <tf(z)+ A —8)f(y) <t + (1 —1t)p (par définition d’épigraphe).
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Supposons que Epi(f) soit convexe et montrons que f est convexe : on rappelle que le
graphe de f est inclus dans son épigraphe, donc Va,y € C, (z, f(x)), (y, f(y)) € Epi(f), comme on a
supposé que Epi(f) est convexe, pour tout ¢ € [0, 1] ¢a vaut que ¢(x, f(z))+(1—1t)(y, f(y)) € Epi(f),
d'ou (tz+ (1—t)y,tf(z)+ (1—1t)f(x)) € Epi(f), c’est a dire f(tz+ (1—t)y) < tf(z)+(1—1t)f(x). O

Gréace & ce théoreme la preuve du fait que, si fi, fo sont convexes, alors f = max(f1, f2) est
convexe, est immédiate. En fait, f est une fonction convexe <= Epi(f) est un ensemble convexe,
mais 1’épigraphe de f est l'intersection de I’épigraphe de f1 et de fo, qui sont deux ensembles
convexes car f1, fo sont convexes. Comme l'intersection d’ensembles convexe est encore un ensemble
convexe, Epi(f) est convexe et donc f est convexe.

Allons renverser ordre. . .

Déf. 2.3.2 (Hypographe) Soit f : Q € R™ — R, on appelle hypographe de f le sous-ensemble
de R™1 défini par
Hypo(f) = {(z,\) € @ x R : A < f(a)}.

Le nom dérive du fait que hypo veut dire « en dessous », qui fait référence au fait que les valeurs
de A dans la deuxieme entrée des coordonnés de 1’épigraphe sont en dessous du graphe de f.
On invite le lecteur & démontrer le résultat suivant.

Théoréme 2.3.2 Soit f : C < R™ — R une fonction et C un ensemble convexe. Alors [ est
concave (en tant que fonction) si et seulement si Hypo(f) est convezxe (en tant que ensemble).
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2.4 Enveloppe convexe, combinaisons linéaires convexes et
inégalité de Jensen

Considérons les points dans la figure 2.20 : on peut les envelopper dans un nombre infini
d’ensembles convexes, mais le plus petit ensemble convexe qui les enveloppe tous est celui dessiné.

FIGURE 2.20 — Exemples d’enveloppe convexe de quinze éléments de R2.

On formalise cette observation avec la définition suivante.

Déf. 2.4.1 (Enveloppe convexe d’un ensemble) L’enveloppe convexe, en anglais convex
hull, d’un ensemble S < R™, notée conv (C) ou hull (C), est lintersection® de tous les ensembles
convezxes contenant S. Il s’agit donc du plus petit convexe contenant S. Evidemment, si C est déja
conveze, C = conv(C).

Comme d’habitude, on veut donner une caractérisation plus opérationnelle d’enveloppe convexe,
par exemple pour savoir comment dessiner ’enveloppe convexe d’un ensemble. Cette caractérisation
est faite via les combinaisons convexes de n vecteurs de R™, qu’on va définir ci-dessous et que
généralisent le concept de combinaison convexe de deux vecteurs.

Déf. 2.4.2 (Combinaison convexe) Soient xi,...,x, des éléments de R™ et A1,..., A\, des
réels = 0 tels que \1 + ...+ X\, = 1. On dit que T = \jx1 + ... + A2, est une combinaison
convexe des éléments x1,...,T,. Plus généralement, si S est un sous-ensemble de R™ on dit que

x € R™ est combinaison convexe d’éléments de S s’il existe un nombre fini d’éléments de S dont x
soit une combinaison conveze.

Une combinaison convexe n’est rien d’autre donc qu’une moyenne pondérée et une combinaison
convexe de deux éléments n’est rien d’autre que le segment qui les relie, car, dans ce cas A\ + o = 1
— AQ =1- )\1.

La proposition suivante donne une importante caractérisation d’un ensemble convexe via les
combinaisons convexes de ses éléments.

Théoréme 2.4.1 C < R" est convexe si et seulement si C contient toutes les combinaisons
convezxes de ses éléments.

Preuve.

: 81 un ensemble C' contient toutes les combinaisons convexes de ses éléments, alors, comme
on I’a vu ci-dessus, il contient, en particulier, tous les segments reliant deux de ces éléments, qui
est la définition de convexité.

n
: solent C' un ensemble convexe et y un élément de C s’écrivant sous la forme y = > \;z;
i=1

n
avec les \; des réels positifs vérifiant >, A; = 1 et les a; € C, montrons que y est un élément de C,
i=1

5. Cette notion est bien définie car on sait que l'intersection de convexes est un convexe.
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i.e. que C contient une arbitraire combinaison convexe de ses éléments. Puisque la sommes des \;
vaut 1, il existe au moins un \; > 0, quitte a réindexer, supposons que A; > 0.
On considere la construction suivante :

A1 Ao
z1 = 1+ xy (€C
! A1+ Ao ! AL+ Ao 2 ( )
A1+ Ao A3
29 = 21+ x eC
2 )\1-1—)\24-/\31 AL+ A2+ A3 3 ( )
M+ A+ o+ A A
g = 2 2l g + 2y, = Mt At Asn)ze2 + Az (€C).
Z by Z Ai 2 A=l
i=1 i=1 =1
Avec un instant de réflexion sur la structure des z, k = 1,...,n — 1 (considérer, par exemple,
n = 3), on constate que z,_1 =y, donc y € C. O

On est prét pour démontrer la caractérisation de I’enveloppe convexe d’un ensemble.

Théoréme 2.4.2 L’enveloppe conveze d’un ensemble S, conv(S), coincide avec Uensemble S de
toutes les combinaisons convexes d’éléments de S.

Preuve.

conv(S) © S|: d'un coté, conv(S) est, par définition, le plus petit convexe qui contient S, de

Pautre coté, le théoreme 2.4.1 dit que S est convexe et, bien sur, S © S, car tout élément de S est
identifiable comme une combinaison convexe de lui méme avec un seul coefficient : A = 1! Donc,

conv(S) < S.

conv(S) 2 S| : conv(S) est un convexe qui contient S, alors, d’aprés la proposition 2.4.1, il

contient toutes les combinaisons convexes d’éléments de S, d’ott S < conv(S). ad

En résumé, lorsqu’un ensemble S < R™ n’est pas convexe, on peut considérer le convexe le plus
similaire a lui : son enveloppe convexe, qu’on peut construire en connectant avec des segments de
droite (issus, justement, de combinaisons convexes, comme prescrit par le théoréeme qu’on vient de
démontrer!) les points extrémes de I’ensemble original, comme on peut le voir dans la figure 2.21.

FIGURE 2.21 — Exemples d’enveloppe convexe d’un ensemble non-convexe de R2.

D’un point de vu théorique, on constate donc que ’enveloppe convexe d’un ensemble S de R™
peut étre construit de deux maniéres : une construction « interne », en considérant les combinaisons
convexes d’éléments de S, et une construction « externe », en considérant I'intersection des convexes
contenant S.

Bien que la construction par dessus semble plus naturelle, on utilise souvent en pratique la
deuxieme, car la description de toutes les combinaisons convexes d’un ensemble peut parfois étre
compliquée.
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On termine cette section avec la relation entre fonctions convexes et combinaisons convexes.

Théoréme 2.4.3 (Inégalité de Jensen) Soit C < R™ un ensemble conveze et f : C — R une
n

fonction convexe. Soient x; € C, \; 20,1 =1,...,n, > A\; =1, alors :
i=1

f <Z /\i$i> < Y Aif (@)
i=1 i=1

Avant de démontrer ce résultat, on observe que, quand n = 2, 'inégalité de Jensen coincide
avec la définition de convexité. Donc, ce théoreme dit que satisfaire cette inégalité pour n = 2 est
équivalent a la satisfaire pour n quelconque, fini.

Preuve. La preuve la plus simple passe par I’épigraphe : les points (z;, f(x;)) € C x R appartiennent
au graphe de f et donc a son épigraphe, qu’on sait étre convexe car f est convexe par hypothese,
donc, grace au théoreme 2.4.1, la combinaison convexe de points de C' x R

iz, f(x;)) = <Z Ais, Z Aif(%))
i=1 i=1 i=1

appartient encore a Epi(f).
Par définition d’épigraphe, ceci implique que

i Aif(xi) = f (i Aﬂi) .

i=1
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2.5 Fonctions convexes a valeurs dans R = R U {ioo}

En optimisation, il est parfois intéressant de travailler sur des fonction pouvant prendre des
valeurs infinies. Par exemple, quand on travaille sur le probleme d’optimisation avec contraintes
miél f(z) (C est un sous-ensemble de R™), il est parfois utile de le remplacer par le probleme
xTre

d’optimisation sans contraintes m}%{n f(x) ot f prend les mémes valeurs que f sur C et la valeur
zeR™

+00 sur le complémentaire de C.

Cette astuce permet de traiter au méme temps les problemes avec ou sans optimisation. D’ot,
on prend souvent C' = R" et on autorise f a prendre les valeurs +o0.

Quand on autorise f a prendre des valeurs infinies, il y a un ensemble de définitions de I'analyse
convexe qu’il faut connaitre et qu’on résume ci-dessous.

Déf. 2.5.1 (Fonction indicatrice) On appelle fonction indicatrice de l’ensemble convexe C <
R™ la fonction suivante :

Ie: C — {O,+OO}
0 stxeC

— ] =
’ c(@) +oo six¢C.

Il est clair que minimiser la fonction f : C — R sur C est équivalent a minimiser sur R™ la
fonction f:R™ - R u {+w}, f = f + I, ou, plus précisément :

R" — RuU {+o0}

= Jflx) sizeC
S f(x)_{—i—oo sizgC.

Déf. 2.5.2 (Domaine effectif) On appelle domaine effectif, ou simplement domaine, de la fonc-
tion f : R™ —> R U {+oo} l’ensemble de points x € R™ tels que f(x) # +00. On écrit dom(f).

On admet aussi —o0 dans cette définition pour permettre & dom(f) d’étre convexe lorsque f ’est.
Une fonction identiquement égale a +00 présente peu d’intérét. On se limite donc aux fonctions
suivantes.

Déf. 2.5.3 (Fonction propre) f:R"™ — Ru{tw} est dite propre si elle n’est pas identiquement
égale 4 +00, i.e. si dom(f) # &.

Déf. 2.5.4 (Fonction coercive) f : R” — R u {+w} est dite coercive si elle tend vers +o

quand sa variable tend vers linfini, i.c. H Hlim f(x) = 4.
x||—-+00

2.5.1 Les minima locaux d’une fonction convexe propre sont des minima
globaux

Le résultat suivant souligne encore plus clairement 'importance de la convexité dans la théorie
de I'optimisation.

Théoréme 2.5.1 Soit f: C < R® — R, C conveze, une fonction convexe et propre. S’il existe un
mianimiseur local x* € R™ de [, alors x* est aussi un minimiseur global.

De plus, Uensemble Argminc(f) € R™ de tous les minimiseurs locauz (et donc globaux) de f
sur C' est convexe.

Pour terminer, si [ est strictement convexe, elle peut avoir un seul minimiseur (global).

Dong, si f: C € R™ — R est convexe et propre, elle peut avoir seulement de minima globaux, qui
peuvent étre une infinité (par exemple, un plateaux ou f est constante & la valeur minimale) ; mais
si f est strictement convexe, alors elle peut avoir seulement un point di minimum, nécessairement,

global.
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Preuve. Par ’absurde : supposons que z* € C' soit un minimiseur local de f en C, si * n’est pas un
minimiseur global, alors il existe Z € C tel que f(Z) < f(«*), f(Z) < +o0 car f est propre. Alors,
par convexité de C, le segment de la droite qui connecte Z avec z*, i.e. ta* + (1 — )z, ¢t € [0,1],
est inclus en C' et, si on applique la fonction f, par convexité on peut écrire

flx® + (1 —=8)z) < tf(z®)+ (1 —t)f(z).

Analysons cette derniére expression :

— quand ¢ = 0 le majorant est f(Z);
— quand 0 < ¢t < 1 le majorant est une combinaison convexe de f(Z) et f(z*);
— quand ¢t = 1 le majorant f(z*).

Si on élimine ¢ = 1 on a la possibilité d’écrire la majoration suivante :
fltz* + (1 —=t)z) < f(2™)  Vte[0,1].

Cette écriture est en contradiction avec ’hypothése que x* soit un minimum local pour f, en fait,
Pexistence d’'un segment continu de points de C' dans lesquels f prend des valeurs strictement
inférieures & f(a*) empéche l'existence d’un voisinage U(z*) dans lequel f(z*) < f(§) V€ € U(x*).

Pour montrer que Argming(f) est un sous-ensemble convexe de R™ il suffit de noter A = Hliél f(x)
e

et d’observe que Argming(f) est Pensemble de A-sous-niveau de f, que l'ont sait étre convexe.

Terminons avec le cas de la stricte convexité. Par ’absurde, supposons qu’il existe une couple de

points zF, x¥ qui soient minima (nécessairement globaux, pour ce que l'on vient de démontrer)

pour f, en particulier, on observe que : f(z¥) = f(z3) = mi(rjl f(z) (sinon, un des deux ne serait
Te

pas un minimum!). Par convexité de C, le point au milieu entre z§ et x3, i.e.

¥ +axd 1 1 1 1

appartient a C, si on applique f a £ on obtient, par convexité stricte :

1€ =1 (ot + (1) a8) < /D) + 376D = Jmin 7o) + i f(2) = min 1 (o),

ie. f(§) < miél f(x), ce qui est une évidente contradiction. a
xTre

42



2.5.2 Semicontinuité inférieure et existence des minima des fonctions
convexes

Dans la section précédente on a vu que, pour une fonction convexe et propre, si un point est un
minimum local, alors il est automatiquement un minimum global. Néanmoins, on n’a pas garanti
Pexistence d'un tel point.

On va introduire ici une condition technique (due au mathématicien Réne Baire) qui garantit
I'existence des minima pour les fonctions convexes.

Déf. 2.5.5 (Semicontinuité inférieure) f : C € R™ — R est semicontinue inférieurement
(SCI) en x € C si

Ve > 0, 3 un voisinage U(x) tel que f(y) > f(x) —e Vye Ul(x),
i.€.

llgnjilff(y) > f(z) < Ergirg flzn) = f(z) Y(@n)nen tel que x, T T

f:C < R"™ > R est semicontinue inférieurement sur C si elle l’est dans tous les points de C.
Théoréme 2.5.2 Soit f: C € R® - R, C convexe, une fonction

— convexe ;
— propre;
— SCI sur C.

Alors, f admet au moins un minimiseur (nécessairement global) dans C. Si on remplace la convezité
de [ avec la convexité stricte, alors f admet un seul minimiseur (global) dans C.

La preuve de ce théoreme n’est pas difficile, mais un peu technique et on préfere ’admettre pour
avancer plus rapidement avec le cours.
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Annexe A

Un tres bref rappel d’algebre
linéaire

Dans cette appendice, on va rappeler les concepts d’algebre linéaire dont on a besoin dans le
cours. L’exposition des concepts est volontairement rapide parce qu’on imagine que les lecteurs
ont déja une base d’algebre linéaire et parce qu’il y a une grande quantité de livres excellentes
sur le sujet qui peuvent (doivent. ..) étre consultés comme complément & ces notes. Seulement les
preuves des théoremes qui apportent des éléments d’intérét pour les cours seront reproduites.

A.1 Généralités

On commence par rappeler que le produit scalaire Euclidien de R™ est défini comme ¢a :

n
Yo,y e R : (z,y) = aly = ) iy,
i=1

ol z! est le vecteur transposé de x. On rappelle que deux vecteurs z,y € R" sont orthogonauz
quand {(z,y) = 0. Deux vecteurs orthogonaux sont linéairement indépendants.

La norme Euclidienne, ou norme-2, de x € R", est :

" 1/2
el = V@25 = VaTw - (z) |

On utilisera souvent ces deux faits :
— Le seul vecteur orthogonale a tous les autres est le vecteur nul;

— VYV e R, |z| =0 = x =0, qui entraine |z —y[| =0 = z—y =0, i.e. x = y, ceci
donne une technique (standard) pour montrer I’égalité de deux vecteurs via l'analyse de la
norme de leur différence.

Etant donné un opérateur linéaire A : R — R, fixé une base de R™ et de R™, on peut lui
associer univoquement une matrice !, qu’on écrit encore avec le symbole A :

a1 . A1n
A€ Mpn(R), A= = (aij);zllv.'.‘.’m
am1 .-+ Omn

1 est l'indice des lignes et j I'indice des colonnes, donc la matrice A a :

1. On écrit avec My, »n(R) 'ensemble des matrices m x n & coefficients réels.
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— m vecteurs lignes Ly, ..., L, € R"™ (m comme la dimension de 'espace d’arrivé de 'opérateur

A);

— n vecteurs colonnes C1,...,C, € R™ (n comme la dimension du domaine de I'opérateur A);

— La matrice transposée A’ € M, ,,(R) de la matrice A € M,, ,(R) est la matrice que a par
colonnes les lignes de A et par lignes les colonnes de A

— A€ M, ,(R) est dite symétrique si A* = A, i.e. '’échange de lignes et colonnes ne change
pas la matrice : a;; = a;; Vi,j =1,...,n.

Vu l'univocité de lassociation entre un opérateur linéaire et sa matrice (une fois fixé les bases du
domaine et de l'espace d’arrivé), dorénavant on utilisera le méme symbole pour un opérateur linéaire
et sa matrice associée et chaque définition relative a un opérateur linéaire sera automatiquement
étendue a sa matrice associée.

Un opérateur linéaire A : R™ — R"” est dit endomorphisme, et sa matrice associée est carrée.
Dans ce cas, le produit scalaire entre z et Ay, z,y € R™, peut étre écrit comme (x, Ay) = x Ay,
qui est une formule qu’on utilisera dans le cours.

Notation : on écrit avec L(R™, R™) l'espace des opérateurs linéaires de R & R™ et avec End(R")
I’espace des endomorphismes de R”.

On rappelle deux sous-espaces trés importantes pour un opérateur A € L(R™, R™) :

ker(A) = {r e R™ : Az =0} < R" Noyau de A

Im(A) ={yeR" : JzeR" : y= Az} = R™ Image de A.
On appelle :
— Nullité de A : dim(ker A) =nul(4);
— Rang de A : dim(ImA) =rank(A).

La nullité et le rang sont liés par le célebre résultat suivant.

Théoréeme A.1.1 (Théoréme de nullité + rang) VA e L(R",R™) : ‘ nul(A) + rank(A) = n ‘

Un opérateur linéaire A : R™ — R™ est injectif si V1, 2o € R™, x1 # zo implique A(x1) # A(xz). 1l
est connu? que cette propriété est équivalente a la condition ker(A) = {0}, dans ce cas nul(A4) = 0
et rank(A) = n.

Par conséquent, si A est un endomorphisme, i.e. n = m, alors l'injectivité de A implique
que rank(A4) = n (en Anglais on dit que A est full rank), i.e. la surjectivité de A, i.e. si A est
un endomorphisme injectif, alors il est automatiquement bijectif, et donc inversible, i.e. il existe
l'opérateur inverse de A, A= : R" — R" tel que A~ A(z) = AA~!(z) = x pour tout z € R™.

L’un des intéréts principaux de 1'organisation des vecteurs lignes ou colonnes dans une matrice
est la possibilité de réaliser deux opérations qui ne sont pas définies pour les vecteurs : le produit
et 'inversion.

Donnés deux matrices A € M, ,(R) et B € M, ,(R), on peut définir la matrice produit
C = AB € M,, ,(R) comme la matrice donc I'element de position (4, j) est le produit scalaire
Euclidien de la ligne i de A avec la colonne j de B. Le produit matriciel est 'opération algébrique
qui traduit la composition entre applications linéaires associées aux matrices.

C’est un bon exercice de vérifier les affirmations suivantes :

2. La prevue est trés simple : si A est injective, alors, comme A(0) = 0, si z # 0, alors Az # 0, i.e. ker(A) = {0},
vice-versa, soit ker(A) = {0} et, par Pabsurde, soient x1 # x2 tels que A(z1) = A(z2), alors A(z1) — A(z2) = 0,
i.e. par linéarité, A(z1 — z2) = 0, mais alors 1 — x2 € ker(A), mais on avait supposé que ker(A) = {0}, et alors
z1 —x2 =0, i.e. 1 = x2, ce qui est en contradiction avec I’hypothese que x1 # 2.
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— La ligne 7 de C est le produit matriciel de la ligne ¢ de A (matrice 1 x n) avec la matrice B
(matrice n x p). Le résultat est un vecteur ligne & p composantes, i = 1,..., m, donc on a
bien une matrice m X p;

— La colonne j de C est le produit matriciel de la matrice A (matrice m x n) avec la colonne
j de B (matrice n x 1). Le résultat est un vecteur colonne & m composantes, j = 1,...,p,
donc on a bien une matrice m x p.

Quand on écrira le produit de deux matrices sans spécifier leur dimensions, on supposera toujours
que les dimensions sont cohérentes pour permettre la bonne définition du produit.

Le produit matriciel est associatif (AB)C = A(BC), distributif & droite et & gauche, (4; +
AQ)B = A1B+ AsB et A(Bl + Bg) = ABy + ABs, homogéne, a(AB) = (OéA)B = A(aB) Va € R.
Néanmoins, le produit matriciel n’est pas commutatif : AB # BA, en général. La transposé
d’une matrice produit est le produit des transposées, mais en sens inverse : (AB)! = Bt A®.

En plus, pour le produit matriciel il ne vaut pas la loi d’élimination, i.e. le produit de
deux matrices peut étre nul sans qu’au moins une des deux matrices soit nécessairement nulle,

par exemple : <8 (1)> <(1) 8) = (8 8) le produit est la matrice nulle, mais les deux matrices

facteur ne sont pas nulles!

Une conséquence tres importante est que, en général, pour les matrices, ’équation
AB = AC n’implique pas B = C, ceci est di au fait que AB = AC est équivalent 8 AB— AC = 0,
i.e. par distributivité, A(B — C') = 0, mais, comme on I’a vu ci-dessus, cette équation n’implique
pas, en général, que B — C =0, i.e. que B = (C'!

Néanmoins, il existe une exception, décrite par le théoreme suivant.

Théoreme A.1.2 Siker(A) = {0}, alors AB = AC implique B = C.

Preuve. Soit vrai que AB = AC alors AB — AC =0 et A(B — C) = 0. 1l est utile d’interpréter
chaque colonne fixée du produit matriciel A(B — C) comme le résultat du produit matriciel de A
avec une colonne fixée de B — C. Le fait que A(B — C) = 0 est traduit par le fait que toute colonne

de la matrice B — C appartiennent & ker(A), qui, par hypothese, est {0}, donc toutes les colonnes
de B — C sont nulles, i.e. B = C. m]

Un corollaire immédiat est le suivant.

Corollaire A.1.1 Si A est une matrice carrée de dimension n full rank, i.e. rank(A) = n, alors
AB = AC implique B = C.

Venons maintenant a l'inversion : si A est une matrice carrée de taille n, alors A est inversible
si existe une matrice B carré de taille n telle que : AB = BA = I,,, ou I, (ou simplement I quand
la spécification de la dimension n’est pas importante) est la matrice identité de dimension n, qui a
zéro partout, sauf sur la diagonale, ol elle a 1 dans chaque position. On écrit B = A~!. L’inverse
d’une matrice produit est le produit des inverses, mais en sens contraire : (AB)~! = B~1A~L
Condition nécessaire et suffisante pour I'inversibilité d’une matrice carré est que son déterminant
soit # 0.

Si A e My, »(R), alors on peut définir I'inverse droite et gauche comme ¢a :

— B e M, »(R) est 'inverse gauche de A si BA=1,

— B e M, ,(R) est 'inverse droite de A si AB = I,,,.

En général, si n # m 'inverse gauche et droite ne coincident pas. Par contre, I'inverse d’une matrice
carrée, si elle existe, est unique.

Allons maintenant a rappeler la relation entre rank et colonnes d’une matrice non nécessairement
carrée. Pour cela, allons développer le produit Az, avec A matrice m X n et x vecteur colonne de
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dimension n :

ail . A1n T a11%1 + ...+ a1pnTy a1 A1n
Ax = s = = N IR S N
Am1  --- Qmn Tn Am1T1 + ... + GmnTn A1 Amn
Vj=1,...,n, on écrit la j-ieme colonne de A comme ¢a
alj
m _ .
Cj eR y Cj = . s
am]‘

alors
Ax = Cizy + ...+ Chay,,

c’est-a-dire, 'image d’un vecteur Ax est combinaison linéaire des colonnes de A et les coefficients
de la combinaison linéaire sont les composantes du vecteur z.
Donc? :
Im(A) = span(Cy,...,C,) = Col(4) < R™

et, par conséquent, rank(A) coincide avec nombre de colonnes linéairement indépendantes de A.

Il est possible de démontrer que la dimension de I'espace vectoriel engendré par les vecteurs
lignes de A, span(Ly, ..., L) = Lignes(4) € R", coincide avec celle de 1’espace vectoriel engendré
par les vecteurs colonnes de A, donc le rank(A) peut étre définit aussi comme le nombre de lignes
linéairement indépendantes de A. Ceci implique nécessairement que :

rank(A") = rank(A) < min(n, m).

Allons maintenant & prendre en considération la présence du produit scalaire Euclidien en R™.
Donné un sous-espace vectoriel V"< R", on appelle complément orthogonale de V' le sous-espace
de R™ définit comme ca
Vi={zeR" : (z,y)=0VyeV},

évidemment V n V+ = {0}. En dimension finie 'orthogonalisation est une involution, i.e. V++ = V.
Théoréme A.1.3 (Théoréme de la projection) Pour tout sous-espace vectoriel V de R™ ¢a

vaut que :
R*=VaV',

i.e. tout vecteur x € R™ peut étre écrit d’une maniére unique comme x = Py (z) + Pyi(z), ou
Py (z) est la projection orthogonale de x sur V' et Py.(z) est la projection orthogonale de x sur
VL.

On caractérisera dans la section A.2 les opérateurs de projection.
On a déja vu que Col(A) coincide avec Im(A) pour toute matrice A € My, »(R), en utilisant le
complément orthogonale, on peut montrer la relation entre Lignes(A) et ker(A).

Théoreme A.1.4 Pour toute matrice A € My, »n(R), c’est vrai que :

ker(A) = Lignes(A): et Lignes(A) = ker(A)*.

3. Donné un ensemble de vecteurs (vi,...,vn), on écrit avec span(vi, ..., vy,) l'espace vectoriel engendré par ces
vecteurs, i.e. ’espace vectoriel dont les éléments sont toutes les combinaisons linéaires des vecteurs (v1,...,vn).
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Preuve. Soient Ly, ..., L,, € R™ les vecteurs ligne de A, alors :

L1 <L1, .’E>
Az =1 | |z = : ,
Lm <Lm7 :17>
donc z € ker(A), i.e. Ax =0 < (L;,z) =0Vi=1,...,m <= = est orthogonale & toutes
les lignes de A <= x | Lignes(A), donc ker(A) =Lignes(A)*. Si on considére le complément
orthogonale de cette relation on obtient : ker(A)* =Lignes(A)*+ =Lignes(A). 0

Une propriété tres importante des vecteurs orthogonaux est exprimé par la généralisation du
théoréme de Pythagore suivante : si x L y, alors |z + y|? = ||=|? + ||ly[>.

Gréce & la présence du produit scalaire, on peut associer & chaque opérateur A € L(R™, R™) un
seul opérateur AT € L(R™ R") qui satisfait cette propriété :

(Az,yy = (x,Aly),  Va,yeR",

de plus, la matrice associée & AT est la transposée de la matrice associée & A (par rapport au
choix des mémes bases, bien évidemment). On appelle AT 'opérateur transposé ou adjoint de
lopérateur A.

Pour tout opérateur A € L(R™, R™), AT satisfait :

— (AT =4
o <AT£L'7y> = <1'7 Ay>7 Vr,y e R"
— Si, en plus, A est un endomorphisme inversible, alors : (A~1)T = (AT)~1.

Il existe une relation extrémement importante entre le noyau de A et I'image de A' et vice-versa,
comme dit par le théoreme suivant.

Théoréme A.1.5 Pour tout opérateur A € L(R™,R™) ¢a vaut que :

ker(A") = (Im(A))*| et |Im(A) = (ker(AT)* |

Preuve. Le théoreme est un corollaire immédiat du théoreme A.1.4, en fait, pour toute matrice
A€ My, n(R), Col(A) = Lignes(A?) et Lignes(A) = Col(A?), comme Col (A) = Im(A), les formules
de ce théorémes sont une simple réécriture de celles du théoreme A.1.4. Néanmoins, on veut proposer
une preuve alternative, qui a 'avantage de pouvoir étre étendue sans difficulté a la dimension
infinie, différemment de la précédente.

ker(A") < (Im(A))* : soit = € ker(A'), i.e. ATz =0, alors Vy e R" :

0=0,y) = (Alz,y) = (z, Ay),

i.e. z est orthogonale & tous les éléments de I'image de A, ce qui prouve que ker(A") < (Im(4))*.

(Im(A))*+ < ker(AT) : soit y € (Im(A))4, i.e. (y, Ar) = 0 Vo € R, mais alors (ATy, z) = 0 Vo e R",
ce qui est possible seulement si ATy = 0 car le seul vecteur orthogonal & tous les autres est le
vecteur nul, mais alors y € ker(A").

La deuxiéme formule descend de la premiere tout simplement en considérant le complément ortho-
gonale aux deux cOtés et en rappelant que le biorthogonale d’un sous-espace de dimension finie est
le sous-espace méme. |
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La composition entre A et son adjoint AT génere deux opérateurs trées importantes dans la
théorie de 1'optimisation : ATA et AAT. Tout d’abord, on observe que si A € L(R™, R™), la matrice
associée & A est m x n, alors AAT est associé & une matrice carrée m x m et ATA est associé & une
matrice carrée n X n. Le fait de travailler avec des endomorphismes associés a des matrices carrées a
déja un avantage évitent : la possibilité d’examiner I'inversion de ces opérateurs et de ces matrices.

Allons examiner d’abord les propriétés de ATA via I’analyse de sa matrice associée A*A.
Tout d’abord : A*A est une matrice symétrique, en fait :

(ALA)! - ATAM = AtA.
(MN)t=NtMt

La méme propriété vaut pour AA!. Toute matrice symétrique a des valeurs propres réels grace a
un résultat standard de ’algebre linéaire.
On rappelle un concept important.

Déf. A.1.1 M e M(n,R) est dite semi-définie positive si M est symétrique et si :
Mz,z)y =0 Vz e R™.
Si ¢a vaut Uinégalité stricte Vo € R™\{0}, alors M est dite définie positive.

Théoréme A.1.6 Soit M € M(n,R) une matrice symétrique. Alors, les affirmations suivantes
sont équivalentes :

1. M est semi-définie positive ;
2. Toutes les valeurs propres de M sont = 0;
3. M = N*N pour une matrice opportune N € M(n,R).
Preuve.
1) = 2) | : soit A € R un valeur propre de M, alors :
0 < {Azx,2) = O, 2) = Mo, z) = \|z?,
ce qui implique A = 0.

2) = 3)|: Comme M est réelle et symétrique, elle est diagonalisable, i.e. il existe une matrice
orthogonale P, i.e. P~1 = P! telle que : PM P! = D, ot D = diag(\1,...,\,), avec \; = 0 : i-eme
valeur propre de M.

Vu que les éléments de la diagonale de D sont > 0 par hypothese, on peut écrire D = C?, on

C = diag(v A1, -,V An).

Mais alors : PM P! = D peut étre réécrit comme M = P!DP = P'CCP, si on écrit N = CP,
alors Nt = P!Ct' = P!'C vue que la transposée d’'une matrice diagonale est elle-méme, donc
M = N'N.

3) = 1) |: pour tout x € R™,
(Mz,z) = {(N'Nz,z2) = (Na, Nz) = |[Nz|* > 0,
i.e. M est semi-définie positive. o

On laisse la (simple) preuve de ce théoreme au lecteur.

Corollaire A.1.2 Soit M € M(n,R) une matrice symétrique. Alors, M est définie positive <=
toutes les valeurs propres de M sont positives.
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Reconsidérons la matrice A*A et allons 3 examiner ses propriétés.
Théoréme A.1.7 Pour toute matrice A€ M(n,R), la matrice A*A est semi-définie positive.
Preuve. On a déja vu que A'A est symétrique, de plus, Yz € R™ :
(A'Az,z) = (Ax, Ax) = |Az|* = 0.
O

En tant que matrice semi-définie positive, les valeurs propres de A*A sont > 0. Ceci implique
qu’on peut calculer leurs racines carrées.

Déf. A.1.2 Le valeurs singuliéres d’une matrice A € M(n,R) sont les racines carrées des valeurs
propres de la matrice A'A :

{(VX, X : wvaleur propre de A'A} = Valeurs singuliéres de A.

Les valeurs singulieres de A seront utilisées pour introduire la technique de décomposition en
valeurs singulieres : SVD.

Théoréme A.1.8 Soit Ae M, ,(R) quelconque, alors ’ ker(A'A) = ker(A) ‘

Preuve.

ker(A) < ker(A*A) : soit z € ker(A), alors A*(Ax) = A'0 = 0, donc z € ker(AA).

ker(A*A) < ker(A) : soit = € ker(A* A), alors A'(Az) = 0, i.e. Az € ker(A?), mais, griace au théoréme
A.1.5, ceci est équivalent & Az € (Im(A))*, mais Az est, par définition, un élément de Im(A), donc
Az € Tm(A) n (Im(A))* = {0}, c’est-a-dire Az = 0 et donc x € ker(A). O

Théoréme A.1.9 Soit Ae M, ,(R) quelconque, alors ’ Im(A'A) = Im(A") ‘

Preuve. Im(A?) = ker(A)*+ = ker(A*A)* AT Lignes(A'A), donc Im(A?) = Lignes(AA), mais
At A est symétrique, donc Lignes(A*A) = Col(A'A) = Im(A*A) et alors Im(A*) = Im(A*4). O

Corollaire A.1.3 Soit A € M,, ,(R) quelconque, alors ‘ rank(A'A) = rank(A) ‘

Preuve. La these suit du fait que rank(A') = rank(A) et que rank(A4) = dim Im(A). O

La propriété ker(A) = ker(A'A) et le fait que A'A soit un endomorphisme permettent de
caractériser Uinversibilité de A*A avec une condition sur A :

‘AtA inversible <= A est full rank <= ker(A) = {0} ‘

En plus, dans ce cas, A'A est définie positive, i.e. (A'Az,z) > 0 Vx # 0, en fait, comme vu
avant, A'A est toujours semi-définie positive, car (A Az, z) = (Az, Ar) = |Az|?, mais ||Az| = 0
< Az =0 < 2z = 0 car ker(4) = {0}. Comme vu avant, ceci est équivalent au fait que,
quand A’A est inversible, A’A a seulement des valeurs propres strictement positives.
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A.2 Projecteurs

Les opérateurs de projection, ou projecteurs, jouent un role fondamentale dans pratiquement
toutes les disciplines des mathématiques pures et appliquées, dans le cours on aura l’occasion
d’apprécier leur importance aussi dans le champ de 'optimisation. Il est donc essentiel un rappel
de ces opérateurs.

On commence par rappeler qu’une famille de n vecteurs orthogonaux non nuls de R™ est dite
base orthogonale de R". Si, en plus, la famille est orthonormée, i.e. chaque vecteur a norme
unitaire, alors on appelle base orthonormée de R™. Une base orthonormée (ug,...,u,) peut
étre caractérisée via la relation suivante :

(ui ujy = 6i5 = {1 S? Z 7‘7. )
0 sii#y
03,5 est dit symbole de Kronecker.

On rappelle que, pour déterminer les composantes d’'un vecteur par rapport a une base
quelconque on doit résoudre un systeme linéaire de n équations avec n inconnues. Par contre, si
on a une base orthogonale ou orthonormale, les composantes sont déterminées par des produits
scalaires, en fait on peut démontrer que, si B = (uq,...,u,) une base orthogonale de R", alors :

en particulier, si B est une base orthonormeée, alors :

n

v = Z(v,ui>ui .

i=1

On observe que la résolution d’un systeme linéaire de n équations avec n inconnues nécessite,
en général, beaucoup plus d’opérations que le calcul de produits scalaires, ceci montre un des
avantages de connaitre une base orthogonale de R™.

Interprétation géométrique du théoréme : le théoreme qu’on vient de démontrer est la
généralisation du théoréme de décomposition d'un vecteur dans le plan R? ou dans I’espace R? sur
la base canonique des vecteurs unitaires des axes. Pour simplifier, on considere le cas de R? comme
dans la figure A.1.

0

FIGURE A.1 — Représentation graphique du théoréeme de décomposition sur la base canonique en
R2.

Si 7 et j sont respectivement les vecteurs unitaires des axes x et y, alors le théoreme de
décomposition dit que :

v= ol cosai+ [v]cos 87 = (v,iyi+ (v, 3) ],
| | —
{v,iy (v, 3>
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qui est un cas particulier du théoreme ci-dessus.

Dans I’espace Euclidien R?, il est clair que le produit scalaire d’un vecteur v avec un vecteur
unitaire u réalise la projection orthogonale de v dans la direction donnée par wu.

De la méme maniére, on peut définir la projection orthogonale p d’un vecteur de R3 sur le plan
engendré par deux vecteurs unitaires comme la somme des projections orthogonales p; et py sur
les deux vecteurs unitaires considérés séparément, comme il est montré dans la figure A.2.

FIGURE A.2 — Projection orthogonale p d’un vecteur de R? sur le plan engendré par deux vecteurs
unitaires.

On considére maintenant une famille orthogonale F' = {uj,...,un}, m < n, de vecteurs
non nuls : u; # 0 Vi = 1,...,m. On étend d’une fagon naturelle la définition de la projection
orthogonale d’un vecteur v € V sur S =span(F') comme ceci :

il faut noter que la présence de la norme au carré est due au fait qu’il faut normaliser deux fois u;.
On définit 'opérateur de projection orthogonale ou projecteur sur S comme ’application
(évidemment) linéaire :

Ps: R* — ScV

Psv est une combinaison linéaire des vecteurs uy,...,u,,. Le théoreme suivant montre que la
projection orthogonale définie ci-dessus a toutes les propriétés de la projection orthogonale en R?
et R3.

Théoréme A.2.1 Awvec les notations ci-dessus :

1) Si s € S alors Ps(s) = s, i.e. laction de Pg sur les vecteurs de S est lidentité. Par
conséquent P2 = idg ;

2) YveR™ et s€ S, le vecteur résidu de la projection, i.e. v — Pg(v), est L 4 S :
(v —Ps(v),s)=0 <= wv—Ps(v)Ls;

3) VveR™ et s€ S :
lv = Ps(0)] < |v—s]|

et l’égalité vaut si et seulement si s = Pg(v).
Observation importante : la propriété 3) dit que, parmi tous les vecteurs de S, le vecteur

qui minimise la fonction distance & v, i.e. d: R" x R" — [0, +[, d(v,s) = |v — s]|, est la
projection orthogonale Ps(v) : Ps(v) = argminges d(v, ).
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—Ps(v) Ps(v) S

FIGURE A.3 — Visualisation de la propriété 2) en R2.

Par ailleurs, la propriété 2) est la généralisation d’un fait géométrique qu’on peut visualiser tres
facilement en R?, comme dans la figure A.3.

m
Preuve de 1) : Soit s € S, i.e. s = ) aju;, alors :
j=1

< Z O[] U‘J’ l> m m
_ 041<u1a uz>
Z T i 2 a2 =
- i | (wiLu; Vi) sl

= ' i=1
Par conséquent, Vo € R, P2(v) = Ps(Ps(v)) = Ps(v) car Ps(v) € S, donc P2 = ids.

Preuve de 2) : On commence par considérer encore le produit scalaire de Pg(v) avec un vecteur
quelconque u;, j € {1,...,m} fixé :

(v, U

<PS(U)’uj> - Z HE <“iauj> <U’uj>

(i vi) g2

Cujyugy = (v, u5)

i=1
d’ou
,uj) = (Ps(v),uj) =0 <= (v —Pg(v),uj) =0 Vje{l,..m}.
linéarité de (, )
Maintenant, si s € S, alors 3 au, ..., a,, tels que s = ) oju;, donc

Jj=1

(v = Ps(v),s) =(v— Ps(v Z oju;) = Z aj{v = Ps(v),u;) =0,

=0

et la propriété 2) est prouvée.

Preuve de 3) : il est utile d’écrire la différence v — s comme ceci : v — Pg(v) + Ps(v) — s. La
propriété 2) nous dit que v — Ps(v) LS, par contre, Ps(v), s € S donc Ps(v) —s € S. Par conséquent :
(v—Ps(v)) L (Ps(v) —s).

En utilisant la généralisation du théoreme de Pythagore on peut alors écrire :

[o—s]* = v — Ps(v) + Ps(v) = s> = v — Ps(v)|? + | Ps(v) — s> > v — Ps(v)|?,
S

=0

ce qui implique : |[v —s| = |v — Ps(v)| Yve V, se S.
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Bien évidemment, ||Ps(v) — s|? = 0 si et seulement si s = Pg(v), et dans ce cas on a
[v = s[* = v = Ps(v)[*. o

Comme conséquence du théoreéme qu’on vient de prouver, on peut dire que la formule v = v—s+s
pour tout v € V et s € S cache une information importante : v — s est orthogonale a s.

Terminons en montrant comment on peut réaliser les opérateur de projection sous forme matricielle.
On commence avec la projection sur un seul axe donné par le vecteur u € R™ et apres on va
généraliser le discours.

Soit P, le projecteur orthogonale sur 'axe u € R"™, alors, si on I'applique a n’importe quel
vecteur v € R", on obtient un multiple de u, i.e. P,v = au, avec o € R. Allons maintenant utiliser
le fait que le vecteur résidu v — P,v est orthogonal a w :

0 = (u,v — P,v) = u' (v — Pw) = u' (v — au) = u'v — au'u,

donc w'v = aulu, ce qui permet de caractériser @ comme ca : @ = ulv/utu. On utilise cette
information pour déterminer P, :
t
u'v 1
P =ou = ua =u— = ——u(u'v).
aeR utu  utu
Par I'associativité du produit matriciel, ¢a vaut que u(u'v) = (uul)v, ot uul est i interpréter
comme la matrice n x n obtenue comme produit matricielle de © vu comme une matrice colonne
. . ’ . t

n x 1 et de v’ vu comme une matrice ligne 1 x n. Donc on peut écrire : P,v = “im v, pour tout
vecteur v, i.e.

uut

P, =— Jlul # 1,
u U

en particulier, si u'u = |ul|? = 1, i.e. si u est un vecteur unitaire, alors :

Jul = 1.

Considérons maintenant un sous-espace S de R™ engendré par une famille de vecteurs non
nuls et orthogonaux entre eux qu’on indique avec (ui,...,uy,), m <n. On a vu que la projection
orthogonale sur S d’un vecteur v € R™, dans ce cas, est un vecteur de S, i.e. il est obtenu
par combinaison linéaire des vecteurs uy,...,u,,. Si on place les coefficients «aq,...,qa,, de la
combinaison linéaire dans un vecteur colonne et on utilise les générateurs de S comme
colonnes d’une matrice A de type n x m, i.e.

1 1
Uy U
A= 0 ),
n n
Uy Uy,

alors on peut réécrire la projection orthogonale comme ¢a :

u% u}n Qg alu% +...+ ozmuinl
Pso=|: = = = _Ad = : = iUy + ...+ oy, YveR™
ul ur, ) \am nx1 aufl + ..+ apul
nxm mx1

La formule montre que Psv € Im(A), par contre on sait que le vecteur résidu v — Psv € (Im(A))* =

ker(A"), donc :
0= A'(v — Pgv) = A'(v — Ad) = A'v — A'Aq,
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i.e. A'Ad = Atv. Allons se concentrer sur A*A, qui est une matrice m x m écrite comme ca :

1 n 1 1
Uy Uy Uy U,
t . . . . . . : 2 2
ATA = oo con = diag(fuall - fum]7),
1 n n n
Um Um Uy U,
vu que les vecteurs uy, ..., U, sont orthogonaux entre eux et donc tous les éléments hors de la
diagonale sont nuls car obtenus via le produit scalaire de vecteurs orthogonaux! Sur la diagonal on
trouve la norme au carré des vecteurs uq, ..., U, toutes ces normes sont strictement positives, car

nous avons supposé que ces vecteurs sont non nuls. Donc A*A est une matrice inversible et alors
nous pouvons obtenir & comme ¢a :

& = (A'A) "t Aty

et, comme Psv = Ad = A(A'A)~!Alv pour tout vecteur v € R™, on obtient la représentation
matricielle de Pg :

Ps = A(A'A)71 A colonnes de A : générateurs orthogonaux de S.

11 faut observer que les matrices A et A’ ne sont pas carrés, donc il ne faut pas tomber dans la
tentation de simplifier la formule précédente comme ceci : AA~(AY)~LA! = I'! On observe aussi que
la matrice (A*A)~! joue un role analogue & celui du facteur (u'u)~! dans le cas mono-dimensionnel,
en fait :

P, = u(ulu) " tut vs. Ps = A(A'A)~1 AL

Si u était unitaire, le facteur u'u pouvait étre simplifié, dans ce cas, si uq,. .., Uy, est une famille
orthonormale, alors A*A = diag(1,...,1) = I, et donc la formule pour le projecteur orthogonale
devient :

colonnes de A : générateurs orthonormés de S.

Il est possible de démontrer que les projecteurs orthogonaux P en R™ peuvent étre caractérisés
par la chaine d’égalités suivante :
P=P?=P!,

allons vérifier que le projecteur A(A*A)~1A? posséde ces propriétés :
(A(ATA)TT AN = AT((ATA)")E AT = A((ATA))TTAT = A(ATAT) 1A = A(ATA)TT AL,
et
(A(ATA)TTAN? = (A(ATA)TTAY)(A(ATA)TTAY) = A(ATA)TH(ATA)(ATA) LAY = A(AA) AL

La vérification de ces propriétés pour AA? est encore plus facile et elle est laissée par exercice.
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Annexe B

Un tres bref rappel sur les espaces

métriques et le calcul différentiel
en R"

Dans cette deuxieme appendice on va présenter un court résumé des concepts fondamentales des
espaces métriques et du calcul différentiel en R™. Malgré le fait que les résultats et les algorithmes
présentés dans le cours sont développés pour R™ et ses parties, on a néanmoins voulu présenter
quelque détail de la théorie des espaces métriques vu leur grande utilité dans ’optimisation.

B.1 Espaces métriques

En R™ on peut mesurer la distance entre deux points x,y € R", par exemple, grace a la norme
Euclidienne : d(z,y) = |z — y|. Dans les applications des mathématiques on peut devoir traiter
des espaces plus compliqués que R™, et méme de dimension infinie, il est donc essentiel d’abstraire
et de généraliser la notion de distance, la bonne définition est la suivante.

Déf. B.1.1 Soit X un ensemble quelconque et d : X x X — [0,400). d est une distance ou
métrique sur X si :

1. Ve,ye X, d(z,y) 20 et d(x,y) = 0 < x =y (positivité)

2. Va,y e X, d(z,y) = d(y,z) (symétrie)

3. Va,y,z€ X,d(z,2) < d(x,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire)

La couple (X,d) est dite un espace métrique.

Une suite' a valeurs en E < (X,d) est une fonction ¢ : N — X, n > ¢(n) = z,,. Souvent
on identifie la suite avec son codomaine, dans ce cas on écrira (xp)neny S E. L’ensemble N peut
étre remplacé par un autre ensemble dénombrable. Par exemple si on remplace N avec Z on parle
de suites bilatérales.

Une suite (Zn)neny © X est convergente a la limite L € X si :
Ve >0 IN. e N tel quen > N, = d(x,,L) <e.

On écrit t, — L, oulL = lim x,.
n—+00 n— -+0o0

1. Les suites émergent d’une maniére naturelle en optimisation quand on considére les algorithmes itératifs pour
approcher la solution & un probleme trop compliqué pour étre résolu d’une maniere analytique.
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Etant donné un point zg € (X, d) quelconque, on appelle voisinage de centre xy et rayon
reR, r > 0 l’ensemble des points de X qui ont une distance de xq inférieure a r, i.e.

Ur(xg) ={xeX : dlxz,xg) <7},

une autre notation habituelle qu’on trouve dans les livres est By.(xg). Si d est la distance Euclidienne
et X =R"™, on appelle le voisinage une « boule ».

Le concept de limite est intimement lié avec le concept défini ci dessous.

Déf. B.1.2 On dit que zp € (X,d) est un point d’adhérence, ou un point d’accumulation,
ou un point limite pour une partie E € X si pour tout r > 0, il existe un voisinage U,(xo) qui
contient des éléments de E différents de xg.

Interprétation de la définition : si on fait un « zoom » autour d’un point d’adhérence, avec n’importe
quel niveau d’agrandissement, on voit toujours de points de E différents de xg.

Déf. B.1.3 On dit que E (X, d) est une partie fermé si E contient tous ses points d’adhérence.

Un exemple de partie fermé en R est n’importe quel intervalle [a, b], a,b € R, a < b, mais [a, b[
n’est pas fermé.

Déf. B.1.4 On appelle fermeture de E c (X,d) Uintersection de toutes les parties fermés qui
contiennent E, ou, d’une maniére équivalente, le plus petit sous-ensemble fermé de X qui contient
E.

Pour les intéréts de I'optimisation, il est utile de caractériser la fermeture d’une partie et les
points d’adhérence a travers des suites, allons revoir les concepts et les résultats qui permettent de
formaliser cette affirmation.

Déf. B.1.5 Considérons une suite croissante 1 & valeurs en N, i.e. ¥ : N > N, k — (k) = ny,
ng < ng+1 Vk € N. On appelle suite extraite (ou sous-suite) de la suite ¢ la suite composée
pop:N->N-— E, k— ng— x,, . Comme pour les suites, souvent on identifie la suite extraite
avec son codomaine (Tp, )keN-

Déf. B.1.6 Une suite (xy)neny S F est bornée si Jxg € E et r > 0 tels que : {x, n € N} € U,.(xo).

Interprétation : les éléments d’une suite bornée sont tous contenus dans le voisinage d’un élément
de F si on choisit un rayon suffisamment grande, mais fini!

On observe que toute suite convergente est bornée, en fait, par définition, si L est la limite
de la suite, alors Ve > 0 et ¥n > N, : {z,, n € N} € U.(L). Considérons

7 = max{d(z,,L), n=0,1,..., N, — 1},

alors, si on définit r = max(e,7), il est clair que {x,, n € N} € U,.(L).

Le théoreme suivant dit que les points d’adhérence sont comme des aimant pour les suites. . .

Théoréeme B.1.1 Soit L € X un point d’adhérence pour E  (X,d), alors il existe une suite
(n)nen € E qui converge vers L.

Autrement dit : tout point d’adhérence de F est la limite d’une suite a valeurs en F.

On montre la preuve de ce théoreme car elle permet de comprendre, via un argument classique
et tres élégant, la signification de la définition de point d’adhérence, qui peut étre un peu obscure
au tout début.
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Preuve. La démonstration est constructive, i.e. on va construire la suite qui converge vers L. L’idée
a la base de la preuve consiste en utiliser la propriété définitoire de point d’adhérence, i.e. le fait
qu’on peut toujours trouver au moins un point de E différent de L en chaque voisinage de L :
considérons la suite de rayons r = 1,1/2,...,1/n ..., alors, pour tout n € N, il existe x,, # L tel
que d(zn, L) < 1/n.

On va montrer que ceci implique la convergence de (z,,)nen vers L : pour tout € > 0 fixé, on va
définir 2 :

1 1 1 1
Ne=|=-|+1>- = —<7=¢
€ € N, <

alors, pour tout n > N, ¢a vaut que % < Ni < ¢ et donc, en résumé, on a démontré que :
€

1
Ve>03IN.>0 : n>N. = d(z,,L) < — <e,
n
qui est la définition de convergence de (2, )nen vers L. m|

Ce dernier théoréme nous donne la possibilité de caractériser I’adhérence d’un espace métrique :
quand on écrit X = E ¢a veut dire que pour tout x € X il existe une suite (z,)neny S F telle que

T = liIJIrl Zp. On dit aussi que F est dense en X.
n—+0o0

B.1.1 Le théoréme de Bolzano-Welerstrass

On va examiner ici la relation entre limites de suites et des suites extraites. Tout d’abord, on
observe qu’une suite non-convergente peut admettre des suites extraites convergentes, 'exemple le
plus simple est probablement le suivant :

(x) = (—=1)™ qui n’est pas convergente, mais qui admet la suite extraite

(22,) = (—1)*" = 1 qui converge & 1 en tant que suite constante.

Néanmoins, si une suite est convergente vers une limite L, alors toutes ses suites extraites sont
obligées a étre convergentes vers la méme limite L. La preuve de cette affirmation est immédiate :
si L= lim =z, alorsVe >03N. >0 : n> N, = d(z,,L) < e, mais alors, comme (ng)xen est

n—+00

une suite croissante, il existe un K, > 0 tel que nx,. > N. et alors, pour tout k& = ng,_ ga vaut que

d(zy,,L) <e ie. L= lim x,,.
k=400

Donc, en résumé, si une suite est convergente, alors toutes ses suites extraites sont convergentes
a la méme limite, si elle n’est pas convergente, alors elle peut avoir des suites extraites convergentes.
Le théoréme suivant dit que, si le codomaine d’une suite admet un point d’adhérence, alors la suite
doit avoir une suite extraite qui converge vers ce méme point.

Théoreme B.1.2 Soit (z,)nen une suite & valeurs en (X,d). Si la partie E = {x,, ne N} € X
admet un point d’adhérence L, alors il existe une suite extraite de (xy)nen qui converge vers L.

Preuve. On utilise le méme argument de la preuve précédente : grace a la définition de point
d’adhérence, il existe
Zn, tel que d(z,,,L) <1

1
T, tel que d(xp,,L) < 3

1
Zn, tel que d(zp,,L) < z

2. On rappelle que |£]| est la partie entiere, i.e. le plus petit nombre entier non supérieur a &.
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donc lim z,, = L. ad
k—+00

La conséquence du théoreme précédent est que, si on garantit 1’existence d’un point d’adhérence
pour la suite, alors on garantit automatiquement 1’existence d’une suite extraite convergente. En
dimension infinie ce probleme est plutot délicat, par contre, en dimension finie, une condition
suffisante est garantie par le célebre théoreme qui suit, donc on assumera la preuve.

Théoréme B.1.3 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass) Soit E € R"™ une partie borné (i.e.
contenue dans le voisinage d’un point de R™) et infinie (i.e. avec un nombre infini d’éléments),
alors E admet un point d’adhérence.

Corollaire B.1.1 Toute suite bornée a valeurs en R™ admet une suite extraite convergente.

Preuve. Conséquence directe des deux derniers théoremes. Supposons que la suite soit constante
apres un certain 7 € N : alors elle est siirement bornée et convergente (vers la constante méme),
donc toutes ses suites extraites sont convergentes.

Supposons maintenant que la suite soit non constante et borné. Comme la suite n’est pas
constante, elle est composé par un nombre infini d’éléments, et donc, en tant que partie de R™,
elle est bornée et infinie. Par conséquent, elle admet un point d’adhérence par le théoréme de
Bolzano-Weierstrass, ce qui implique I'existence d’une suite extraite convergente par le théoreme
B.1.2. |

B.2 Eléments de calcul différentiel en R” pour 'optimisa-
tion

Dans cette section on rappelle les éléments de calcul différentiel en R™ qui sont indispensables
pour l'optimisation. On assumera pratiquement toutes les preuves des résultats qu’on va citer, car
on imagine que le lecteur a déja eu la possibilité de les voir dans les cours canoniques d’analyse.

Pour commencer, le calcul différentiel est développé d’abord pour les ensembles ouverts, dont on
rappelle la définition ci-dessous.

Déf. B.2.1 E < R" est dit ouvert si :
Vag e E3r > 0 tel que U,(x9) € E,

i.e. pour tout élément d’une partie ouverte E' de R™, on peut trouver un voisinage de rayon positif
composé que par des éléments de £ méme. La raison pour laquelle cette propriété est si importante
en analyse est que l'opération basique du calcul différentiel est la perturbation de la position d’un
point, le fait d’avoir un entier voisinage de chaque point de EF composé par des éléments de E permet
d’opérer des perturbations dans toutes les directions, sans devoir se préoccuper de « sortir » de F.

Déf. B.2.2 La partie
OF = {xg € E tels que Ir > 0 tel que U.(xg) N E # & et Up(x9) n B¢ # &}
est dite frontiére de E, ot E° est le complémentaire de E, i.e. E¢ = R"\E.

Donc la frontiere de E est composée par les points de R™ qui ont de voisinages qui intersectent
d’une maniere non triviale E' et son complémentaire F°.

Déf. B.2.3 E est fermé si son complémentaire E° est ouvert, et vice-versa.
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B.2.1 Dérivée directionnelle, partielle, gradient et ligne de niveau
On commence par une définition préliminaire.

Déf. B.2.4 Soit u € R", |ul| = 1, un vecteur unitaire. On appelle droite en R™ passant par le
point xg € R™ en direction de u I’ensemble défini comme ¢a :

Tgouw = {2 €R™ 1 =0+ tu, te R}

Dans les définitions suivantes on va considérer une fonction f : D € R™ — R, ou D est le
domaine de f, qu’on va supposer ouvert.

Déf. B.2.5 Soit u € R™ un vecteur unitaire, |u| = 1. La dérivée directionnelle de f en xo € D en
direction direction u est la valeur de la limite suivante, si elle existe et elle est finie :

f(zo +eu) — f(xo) .

3

Duf(m()) = 111%

La dérivée directionnelle est ’expression de la vitesse de variation d’une fonction quand on se
déplace d’un point en suivant la droite passant par le point en direction d’un vecteur unitaire fixé.
Comme la définition est faite en utilisant 'opération de limite, qui est linéaire, la dérivée
directionnel est linéaire elle-méme.
Si n = 2, on peut expliciter simplement la définition : si xg = (zo,y0) et v = (u1,us2),

Au? +us =1, alors :

Duf(xo) — lim f(xo + euy, Yo + 6u2) — f(xo, yo).
e—0 €

En R” on a n directions privilégiées, celles de la base canonique e;(j) = 6, ;, 4,5 = 1,...,n, les
dérivées directionnelles calculées par rapport aux vecteurs de la base canonique ont un nom et un
symbole particulier.

Déf. B.2.6 On appelle derivée partielle selon l'axe i, i =1,...,n, de f en xg € D la valeur de
la limite suivante, si elle existe et elle est finie :

f(@o + ee;) — f(x0)

of
D, f(xg) = zo) = lim ,
elf( 0) axz( 0) £50 c
plus explicitement, comme xo + ce; = (xg,...,T; +&,...,2Tn), on peut écrire
of flxoy - xi+e,..,xn) — f(@oy .oy Ty ooy Tn)

= 1i
6177; (l'()) EI—I}%) €

Notations alternatives : 0y, f (o), fu,(x0).

Donc, quand on calcule la dérivée partielle i-eme, seulement la composante i varie, les autres
doivent étre considérées comme fixes.

L’interprétation géométrique des dérivées partielles est une conséquence directe de celle de
dérivée d’une fonction d’une variable réelle. Pour visualiser cela, considérons le cas n = 2 et fixons
avant x = x et apres y = o, ce qu’'on obtient sont deux courbes sur la surface définie par I’équation
z = f(x,y), comme dans la figure B.2.1.

Les dérivées partielles représentent la peinte des droites tangentes en chaque point a la courbe
mentionnée ci-dessus.

Déf. B.2.7 Les dérivées partielles de f: D € R™ — R en xg € D peuvent étre utilisées comme
composantes d’un vecteur de R™ qu’on appelle gradient de f en xq :

0 0
&7:1{‘1(1:0)7 ey (}x{;(l‘o)) .

V(o) = gradf (zo) = (

On peut considérer V f(xg) comme un vecteur colonne ou ligne, selon les nécessités.
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vy =yo — f(x. ) x =xp — f(x0.y)

F1GURE B.1 — Variations d’une seule variable pour une fonction de deux variable.

Fi1cURE B.2 — Représentent géométrique d’un dérivée partielle comme peinte de la droite tangente.

Exemple : calculer le gradient de f : R? — R, f(z,y) = log(14+224+y?) dans un point arbitraire de
coordonnées (z,y). Avant tout on calcule les dérivées partielles en (z,y) : f.(x,y) = 22/ (1+502 +y2)’
fy(@,y) = 2y/(1 + 22 + y?), alors :

Vf(x,y)=( 2 2 )

I+a2+y?" 1+a2+y?

Le gradient n’est pas simplement une forme compacte pour organiser les dérivées partielles, en
fait il contient une information géométrique treés importante, comme dit par le théoréeme suivant.

Théoréme B.2.1 Soient f: D S R" > R, zg € D, ue R, |ul| = 1. Alors :

| Duf (o) = (V (o), w)- | (B.1)

Gréce a la formule (B.1) on peut calculer le gradient via la dérivée directionnelle ou vice-versa,
selon 1'utilité et la simplicité de calcul. Allons voir un exemple : calculer la dérivée directionnelle
de f(z,y) = 2%¢7Y en (z,y) dans la direction de u = (1/v/2,1/+/2). Le calcul direct donne :

Dy f(x,y) = ilzli% flx+ hug,y +hhuy) — f(z,y)

ie.
2 _ _h_
. ($+\/L§) e (y+*/§) —x2eY
lim
h—0 h

b

qui est une limite difficile & calculer, pour cela on utilise la formule (B.1) apreés avoir calculé le
gradient : f,(z,y) = 2ze™Y, fy(z,y) = —2%e7Y, donc Vf(z,y) = (2ze ¥, —z%e7Y) et

Duf(e) = (VS = 22 (‘Qg_y) - o)
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L’utilisation inverse de la formule, i.e. le calcul du gradient via la dérivée directionnelle, sera montré
dans la section suivante.

On termine cette section avec la signification géométrique de la formule (B.1). On rappelle que,
pour toute couple de vecteurs v, w € R™

W, w) = [[v]Jw] cos a,

ol « est ’angle le plus petit entre les deux vecteurs.
D’apreés cette observation, on peut réécrire (B.1) comme ceci :

Dy f(xo) = |V f(zo)||ul cos e, a = angle entre V f(xg) et u,

mais |u| = 1, donc :

| Duf (o) = |V f (o) | cosr]

Le cosinus est une fonction bornée entre -1 et +1, donc :

[CIVf(@o)l < Duf(ao) < +[Vi@)[]  VueR".

Il y a trois situations remarquables pour la valeur de la fonction cosinus : quand elle prend sa valeur
inférieure -1, sa valeur supérieure +1 et quand elle s’annule. Ces trois situations correspondent,
respectivement, au fait que la dérivée directionnelle atteint sa valeur minimale (la plus négative),
sa valeur maximale et que elle soit nulle. Allons examiner la signification de ces trois situations.
— cosa = +1 si et seulement si V f(xg) et u sont paralleles (V f(xo) || u), i.e. & = 0. Donc, la
direction de plus rapide croissance de la function f par rapport au point xg es celle
du gradient de f en zg. Le vecteur unitaire qui représente cette direction est :

w . _ Vf(xo)
max. croissance va(xo) H
— De la méme maniere, cosa = —1 si et seulement si Vf(xg) et u son anti-paralleles, i.e.

a = m. Ceci implique que la direction de plus rapide décroissance de la function f
par rapport au point g es celle opposée au gradient de f en x. Le vecteur unitaire qui
représente cette direction est :

V f (o)

Umax. décroissance = va(x )” .
0

— D, f(zo) : ¢'il y a eu un déplacement, le gradient ne peut pas étre nul, donc,||V f(xo)| # 0
et, comme |ul| = 1, la seule possibilité d’avoir D,, f(zo) est que cosa = 0. Ceci est possible
seulement si V f(zo) et u son orthogonaux(V f(zo) L u).

La derniére option qu’on a examiné nous permet d’introduire un concept trés importante en
optimisation sous contraintes.

Déf. B.2.8 On appelle ligne de niveau A de la fonction f: D € R®™ — R l’ensemble
Cy(N) ={xeD : f(z)=A}.

Comme [ est constante sur une ligne de niveau, la dérivée directionnelle de f en un point xg
calculé par rapport au vecteur u tangent a la ligne de niveau de f qui passe par xg est nulle. Mais
on vient de voir que la nullité de la dérivée directionnelle correspond a l'orthogonalité entre la
direction de dérivation et le vecteur gradient de f en x(, donc les lignes de niveau de f peuvent
étre définies d’une maniere équivalente comme les lignes dont le vecteur tangent est orthogonale au
gradient de f en chaque point. Avec un langage pas formel, mais qui a le don de la synthése, on dit
habituellement que « le gradient est orthogonale aux lignes de niveau ». La figure B.2.1 visualise ce
concept.

63



Ligne de niveau
qui passe par X,

FI1GURE B.3 — Relation ligne de niveau et gradient.

B.2.2 Calcul de quelque gradient utile pour ’optimisation via la dérivée
directionnelle

Le calcul de la dérivée directionnelle de fonctions qui dépendent de la norme au carré ou du
produit scalaire est particulierement simple, comme on va le voir dans les exemples suivants. Les
calculs de cette section seront utilisés souvent dans le cours.

Avant de commencer avec les calculs, on rappelle que, pour tout a,b € R™ :

la+0b]* = a+b,a+b) ={a,a) +{a,b) + {b,a) + (b,b),
par symétrie du produit scalaire Euclidien réel, on obtient
la+bl* = faf® + [b]* + 2(a, b).
Théoréme B.2.2 Si f(z) = ||z||* alors V f(z) = 2z Vz € R™.

Preuve. Par calcul direct :

floten) = f@) _ o+ el — o]

Dy f(z) = lim 5 lim .
ol el + 2, ey — P
e—0 3
_ lim e2|ul? + 2w, u)
e—0 £

= lir% (eul? + 2(z, uy) = 2z, u).

Grace a (B.1), D, f(z) =<V f(z),u) = 2z, u), i.e. (Vf(x),u)y = 2z, uy, or (Vf(x) —2x,uy =0
pour toutes les directions u, mais cela est possible si et seulement si Vf(z)—2z = 0, i.e. Vf(z) = 2z.
a

Observation sur les dimensions : f : R*® —» R, f(z) = |z||?, Vf : R® - R", Vf(z) = 2!

Théoréme B.2.3 Si f,(x) = |z — a|? alors Vf,(z) = 2(x — a) Vz,a € R".

Interprétation : le calcul du gradient de la fonction norme au carré de x € R™ (et de ses
translations) est, formellement, identique au calcul de la dérivée premiere d’une fonction de variable
réelle au carré (et de ses translations).

Preuve. Par calcul direct :
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. x4+ eu—all? — ||z —al?
Dufule) = liy '~ —al

|Gz —a) +eul® — |z — af®

= lim
e—0 3

o = al? o+ eul® + 2@ — a,ew) — o — al?
e—0 3

I U R Rt ORD)
e—0 9

= ;1_{% (elul® + 2(z — a),u)) = 2(z — a), u).

Le méme argument de la preuve précédente amene a écrire (Vf(x) — 2(x — a),uy = 0 pour
toutes les directions u, i.e. Vf(x) = 2(z — a). ad

Théoréme B.2.4 Si f,(z) = (w,z) alors V f,(x) = w Vz,w e R™.

Interprétation : le calcul du gradient de la fonction produit scalaire entre deux vecteurs de R™ est,
formellement, identique au calcul de la dérivée premiere de la fonction produit d’une variable réelle
par un scalaire.

Preuve. Par calcul direct :

Do fun() = lim {w, z + euy — {w, x)
e—0 £

= lim <’LU, ‘T> + €<w7 ’LL> — <’LU, ‘T>
e—0 £

_ Jig S0
e—0 IS

= {w, u).

Donc (V f(z) — w,u) = 0 pour toutes les directions u, i.e. Vf(z) = w. O

Théoréme B.2.5 Si fa,(x) = 5| Az —b|? alors V fap(x) = A'(Az —b) Yz € R, be R™ et pour
toute matrice A € M,, ,,(R).

Preuve. Calculons fa,(z + cu) :

1 1
fap(z+eu) = §HA(3: +eu) — b = §||(Ax —b) + eAul?
1
=3 (| Az — b]* + 2| Au|® + 2e(Az — b, Au)) .

Donc :

| Az = b|? + 2| Au|? + 2e(Ax — b, Au) — | Az — b|?
Dy fap(x) = lim I | | A 25: >— | [

2 2 _
n € [Au|* + 2e(Az — b, Au)

=1

e—0 2e
A 2
:1m5<€|;m+<Am—bwho>:=<Ax—bH%Q

— (AY(Az —b), w).
Donc (V fap(z) — A*(Az — b),u) = 0 pour toutes les directions u, i.e. Vfa,(x) = A'(Az —b). O
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B.2.3 Les points stationnaires et les équations de Euler-Lagrange

Rappelons les définitions d’extrema d’une fonction de plusieurs variables réelles :

Déf. B.2.9 Soit f: DS R™ - R et g € D, alors on dit que
— 1z est un point de minimum globale pour f si f(xo) < f(z) Vxe D;
— xg est un point de maximum globale pour f si f(x¢) = f(z) Ve e D;
— (z0) est un point de minimum locale pour f s’il existe un voisinage U(xq) tel que f(xg) <
f(z) Yo e U(xo) ;
— (x0) est un point de mazimum locale pour f s’il existe un voisinage U(xg) tel que

f(xo) = f(z) Vo e U(xop).
Un point de minimum ou de mazimum est appelé un extremum.

Une représentation graphique est offerte dans la figure B.2.3.
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FIGURE B.4 — Exemples de minimum et maximum d’une fonction de deux variables réelles.

Déf. B.2.10 On appelle xg € D un point stationnaire pour une fonction f: D < R™ — R si
Vf(xo) = 0. L’équation V f () = 0 correspond auz systéme de n équations qui impose l'annulation
des n dérivés partielles de f en xg, qui sont appelées équations de Fuler-Lagrange.

Le résultat suivant est I’équivalent du théoréeme de Fermat sur les extrema pour les fonctions

de plusieurs variables réelles.

Théoréeme B.2.6 (Fermat en n dimensions) Si f : D € R™ — R est partiellement dérivable
=0.

en xg € D et si zg es un extremum pour f, alors : V f(xq)
Par conséquent, les extrema de f peuvent se trouver dans :
— Les points de frontiere de D ;
— Les points ou f n’est pas dérivable;

— Les points stationnaires de f.

La condition de stationnarité est seulement nécessaire, pour devenir suffisante elle a besoin
d’étre accompagné par des autres conditions, notamment la convexité, comme on le montre dans le
chapitre 2. La figure B.2.3 montre un cas emblématique : un point « selle », qui est un maximum
par rapport a une direction et un minimum par rapport a une autre. Un point selle est stationnaire

sans étre un extremuimn.
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Fi1cURE B.5 — Un point selle : maximum par rapport a une direction, minimum par rapport a une
autre direction.

B.2.4 La matrice Jacobienne

Dans cette section on va examiner ’extension du concept de gradient aux fonctions a valeurs
vectoriels : f : D € R" - R™, f = (f1,...,fm), ot f; : DS R®™ > R i =1,...,m, sont les
fonctions composantes, qui sont & valeur scalaires et pour lesquelles on peut définir les dérivées
partielles comme on 'a fait avant, i.e.

ofi . filwo + hej) — fi(wo)
6:Cj (1'0) - Ilzlig) h ’

ofi ofi .
Vfi(wo) = (6:51 (®0)y .-y 69{ (z0)>, i=1,...,m.

Si on fait varier les indices i et j on obtient m - n dérivées partielles, qui peuvent étre organisées
en m vecteurs gradient a n composantes.

1=1,....m, 5=1,...,n,

Exemple : calculer les dérivées partielles et les gradients des fonctions composantes de la fonction
suivante :
f: R3 — R2
Comme n =3y m = 2, on va avoir 6 dérivées partielles et 2 vecteurs gradient avec 3 composantes.
Les fonctions composantes sont : fi(x,y,2) =« +y + 2, fa(x,y,2) = vyz>, donc :

of1 o of1 _ oh _

81’ (gc,y,z) - ay (x,y,z) - 82 ('Tayaz) - 17
afZ _ 3 af2 _ 3 af2 _ 2
am (x7y7'z) =Yz, ay ((E,y72) =Tz, Gz (x7y,z) - 3!EyZ .

Les gradients des fonctions composantes sont :
Vf1($7y,2> = <1a 17 1)7 Vf2<$,y72) = (yz?)’ .’L‘Z3, 3$y22)

Les m - n dérivées partielles de f: D € R™ — R™ peuvent étre disposées dans une matrice dite
Jacobienne, une matrice m x n avec lignes données par les gradients des fonctions composantes :

Vfi(z) L) - L
Jr(x) = : = : :
V fn () Un(z) - Gm(a)
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Retenir que :
— Le nombre de colonnes de Jy(x) est la dimension du domaine de f;
— Le nombre de lignes de J¢(z) est la dimension du codomaine de f.

Exemple de matrice Jacobienne : f(z,y,2) = (x + y + 2, zyz3), alors :
_(VAlyz)\_ (1 1 1
Jf(l‘,y72:) - <Vf2(117,y,2’) - y23 1’23 35171,12'2 :

B.2.5 La matrice Hessienne

Comme pour les fonctions d’une seule variable réelle, on peut définir les dérivées partielles
d’ordre supérieure. Par exemple, considérons une fonction de deux variables f(x,y) :

g. R? — R
(z,y) — L(zy)

4. R2 — R

(l',y) — @(xay)a

si on dérive partiellement une autre fois on obtient :

%%ﬂ(m’y) - %(w,y) = faa(2,y)
a%%(ww) - j;afx (z,y) = fya(z,y)
%%(Z,y) - aa;gy(x,y) = fay(z,y)
£ 0= T @) = fntonu)

On définit :

— faz(x,y), fyy(z,y) : dérivées partielles d’ordre 2 pures;

— fya(2,y), fay(x,y) : dérivées partielles d’ordre 2 mixtes.
On peut itérer le processus de dérivation jusqu’a l'ordre que 1'on veut.

Si, au lieu de deux variables on a n > 2 variables, alors la technique pour obtenir les dérivées
partielles d’ordre supérieure est la méme. Il y a n? dérivées partielles d’ordre 2 dans ce cas.
Heureusement, un résultat trés connu nous aide dans le calcul de ces dérivées.

Théoréeme B.2.7 (Théoréme de Schwarz) Si les dérivées partielles d’ordre 1 de f : D <
R™ — R existent et sont dérivables en un voisinage de xq, alors les dérivées partielles d’ordre 2
de f dans le méme voisinage existent et coincident.

Comme pour les dérivées partielles d’ordre 1, il existe une structure algébrique trés importante
dans laquelle on peut placer les dérivées partielles d’ordre 2.

Déf. B.2.11 La matrice suivante est dite matrice Hessienne en xq de la fonction f (évidemment
supposée étre 2 fois partiellement dérivable en xq) :

_ | fea(my)  fya(z,y) n =
Hf($7y)_ (fx,y(xvy) fy;,(%l,l)) 2

fﬂhﬂh (I7y) f’tlftz(x?y) ce le.rn(x,y)
Hf (x’ y) _ fZE2ZEl:($7 y) fa?2a?2:(xa y) M fm21’n:(xa y) n arbitraire.
fonwr (@Y)  frpw(@y) oo frne.(T,9)
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Sous les hypotheses du théoreme de Schwarz la matrice Hessienne est symétrique.

Exemple : f(z,y) = sin(z%y),
fe(z,y) = 22y cos(2?y), dérivable partout
fy(z,y) = 2% cos(z?y), dérivable partout
¢a vaut le théoreme de Schwarz, donc :
fee(x,y) = 2y cos(x?y) — 42y? sin(2%y)

fay(@,y) = foy(2,y) = 22 cos(a®y) — 22°y sin(2”y)
fyy(z,y) = —at

el alors la matrice Hessienne de f dans le point (x,y) est :

sin(2?y)

4

Ho(z,y) - 2y cos(x?y) — 4x?y? sin(x?y) 2x cos(x?y) — 223y sin(z?y)
Y=\ o cos(x%y) — 223y sin(x?y) —a* sin(2?y) '

B.2.6 La formule de Taylor pour fonctions de plusieurs variables

Rappelons la formule de Taylor a l’ordre 1 pour fonctions d’une seule variable réelle : si f est
dérivable en un voisinage de o avec dérivée premiere continue, alors ¢a vaut :

f(@) = fzo) + ['(wo)(x — wo) + oz — o),

r—x
ol :
o oz =)
a=z0 |z — 2o
L’expression = veut dire qu’il existe un voisinage de xg dans lequel la formule est valide.

T—T
L’interprétation d(éz la formule de Taylor au premier ordre est d’importance fondamentale : elle dit
qu’il existe un voisinage de o dans lequel la fonction f peut étre approchée par la fonction linéaire
y = f(xo) + f'(z0)(x — x0), i.e. la droite tangente au graphe de f en xg, et que lerreur qu’on fait
avec cette approximation, mesuré par le terme o(z — x) (« 0 petit »), est négligeable par rapport
a la distance Euclidienne entre x et xq, i.e. |z — zo]|.

Si f: D c R"™— R est une fonction de n variables, on doit remplacer la dérivée premiere par le
gradient : si f est partiellement dérivable 1 fois dans un voisinage de xg € D, avec dérivée partielles
d’ordre 1 continues, alors ¢a vaut la formule de Taylor a l'ordre 1 suivante :

qui peut étre écrite dans une forme compacte grace au gradient et au produit scalaire Euclidien :

f@) = flxo) + <V f(xo), (z = 20)) + offlz — zof) | (B.2)

Déf. B.2.12 L’équation :

|2 = flao) +(Vf(ao). (@ — o))

définit ’hyperplan tangent a la surface de f en xq.
Sin = 2 l’équation du plan tangent est :

z = f(wo,y0) + %(xo,yo)(ﬂf —x0) + %(%JJO)(Q — %) |

69



L’interprétation de la formule de Taylor pour une fonction de n variables est la suivante : il
existe un voisinage de zy dans lequel la fonction f peut étre approchée par la fonction linéaire
z = f(zg) +{V f(xo), (x — x0)), i.e. 'hyperplan tangent a la surface de f en zg, et I'erreur qu’on
fait avec cette approximation est négligeable par rapport a la distance Euclidienne entre = et xg.

1l est connu que la fonction valeur absolu f(z) = |z| = Vz2 n’est pas dérivable en zy = 0, en
fait dans ce point on ne peut pas définir d’une maniere unique une droite tangente a la fonction
valeur absolu. L’extension & 2 variables de ce cas est la fonction f(z1,22) = /2% + 23 = |z, qui
n’est pas partiellement dérivable en (0,0), qui est le sommet du cone décrit par cette fonction. La
généralisation & n variables est simple : f(x1,72) = /23 + ... + 22 = |z].

Observation importante : le fait de pouvoir approcher localement f a travers d’une fonction
linéaire nous permet d’utiliser les outils de I'algebre linéaire pour obtenir des informations sur
P’action de f. Le prix a payer est que cette approximation est précise seulement dans un voisinage
d’un point, dés qu’on sort de ce voisinage on doit répéter le processus d’approximation linéaire par
rapport a un deuxiéme point. Celle-ci est la raison pour laquelle les méthodes numériques basés sur
les approximations linéaires des fonctions ont besoin de plusieurs étapes d’itération avant d’arriver
a un bon résultat.

Sif:Dc R"™— R™, alors la formule de Taylor a l’ordre 1 doit étre écrite a I’aide de la matrice
Jacobienne :

f@) = f(zo) + Jr(xo)(x — w0) + oz — 2o) | (B.3)

T—T0

la formule a les dimensions correctes si on représente f(z) comme un vecteur colonne m x 1, alors
le produit matriciel J;(xo)(z — 2¢) a dimensions (m x n) x (n x 1) = m x 1 et o(|x — x¢l|) est aussi
un vecteur colonne m x 1.

Rappelons aussi la formule de Taylor a I'ordre 2 pour une fonction d’une seule variable réelle :
si f est 2 fois dérivable avec continuité dans un voisinage de ¢, alors ¢a vaut :

F@) = Flmo) + @) — o) + 57" (o) (@ — 70)(z — w0) + ol(x — w0)?),

T—To
ot o((x — m9)?) es un erreur négligeable par rapport a (x — )", i.e.

o((z — x0)*)

0.
(x — xo)z Tr—xTq

La généralisation a n variables est faite a ’aide de la matrice Hessienne pour remplacer la
dérivée seconde : si f : D € R"™ — R est partiellement dérivable 2 fois avec continuité dans un
voisinage de xg € D, alors ¢a vaut la formule :

f@) = flxo) +(Vf(zo), (z = @0)) + %<Hf(x0)(x —@9), (z = 20)) + o(|x — zo[*) | (B.4)

qui montre que % f"(z0)(x — 20)? en dimension supérieure & 1 est remplacée par le terme

L(H(xo)(z — m0), (z — 20)). Si n = 2, alors on peut écrire explicitement cette formule comme ca :

f(z,y) = f(@o,90) + fu(x0,y0)(x — x0) + fy(w0,%0) (Y — ¥o)

(z,y)—(x0,y0)
+ % (fae (0, y0) (T — 20)* + 2fuy (x0,y0) (x — 20) (¥ — Yo) + Fyy(T0,y0)(y — v0)?)
+o((x — 20)” + (¥ — y0)?)-

Les termes d’ordre supérieur dans la formule de Taylor rajoutent des détails plus fins par
rapport & I’approximation linéaire de f, comme on peut le voir dans les figures B.2.6 et B.2.6.
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H||E Ordre 0 Ili Ordre 1

FIGURE B.6 — Approximations d’ordre 0 et 1

a Ordre 2 s Ordre 3

F1GURE B.7 — Approximations d’ordre 2 et 3
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