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Introduction

Nous allons dans ce mémoire étudier la notion de cyclicité dans les espaces IP(Z) et LP(R)
avec p € [1,00[. Une suite de [P(Z) (resp. une fonction de LP(R)) est dite cyclique dans IP(Z)
lorsque que le sous-espace vectoriel engendré par ses translatés est dense dans [P(Z).

En 1932 Norbert Wiener s’intéressa a la cyclicité et caractérisa les vecteurs cycliques dans
IP(Z) (resp. LP(R)) pourp=1letp=2:

— une suite ¢ € [1(Z) est cyclique dans [1(Z) si et seulement si la fonction ¢ : t = Y ¢, e™
nez

t

ne s’annule pas sur le cercle T;
— une suite ¢ € [2(Z) est cyclique dans [?(Z) si et seulement si la fonction ¢ ne s’annule pas
sur un ensemble de mesure de Lebesgue non nulle.
Dans les deux cas on remarque que c est cyclique si et seulement si ’ensemble Z; des zéros de
¢ est «petity (vide pour p = 1 et de mesure nulle pour p = 2). Ainsi Wiener conjectura que ce
résultat devait rester vrai pour 1 < p < 2 avec la notion de «Z; petity a définir et qui doit se
situer entre Z; = @ et Z; de mesure nulle.

La caractérisation de la cyclicité dans IP(Z) est a priori un probléme difficile. 11 existe ce-
pendant un cas facile dans lequel la cyclicité se caractérise grace a ’ensemble Z; : c’est le cas
p > 2. Une suite ¢ est cyclique dans [P(Z) avec p > 2 si et seulement si Z; ne supporte aucune
distribution non nulle a coefficients de Fourier dans [9(Z) avec ¢ = p%l. Cette condition n’est
cependant pas facile a vérifier.

En 1951 Arne Beurling détermina une condition suffisante a la cyclicité dans (P(Z) : si la

dimension de Hausdorff de Z; est inférieure a @ avec 1 < p < 2 alors ¢ est cyclique dans
P(Z).

En 1957 Carl S. Herz détermina une condition nécessaire sous une hypothése plus forte : si
¢ est assez réguliére, par exemple e-holdérienne pour € > 0 et si ¢ est cyclique dans [P(Z) alors

Zz ne supporte aucune distribution non nulle & coefficients de Fourier dans [9(Z) avec ¢ = -£=

p—1°

Ces conditions ne sont pas nécessaires et suffisantes mais elles renforcerent la conjecture

de Wiener. En 2011 Nir Lev et Alexander Olevskii ont infirmé la conjecture de Wiener en
démontrant que pour tout p €]1,2[, on peut trouver deux suites u et v de [P(Z) dont I'une est

cyclique dans [P(Z) et 'autre non et telles que 4 et © ont les méme zéros.

Nous allons commencer par présenter les théoremes de Wiener et les principales propriétés
de la cyclicité dans les espaces [P(Z). Ensuite nous présenterons la preuve de Lev et Olevskii qui
infirme la conjecture de Wiener. Dans cette partie nous introduirons les ensembles de Helson
qui jouerons un role capital. Nous terminerons par adapter les résultats sur les espaces [P(Z)
aux espaces LP(R).
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Chapitre 1

Cadre de I’étude

1.1 Notations

Toutes les fonctions seront considérées a valeurs dans C.
On note
— T =R/27Z;
— C(T) l’ensemble des fonctions continues sur T et pour f € C(T), ||f||lcc = r{lea_[?((|f(t)|) ;

— Pour f € CT onnote Z; = {t € T, f(t) =0}.
— D(T) l'ensemble des fonctions de classe C* sur T;

— Pour p € [1,00[, IP(Z) = {(un)nez, X [unl” < oo} et [[(un)llir = <§Zlun\p> ¥

ne
— On note A\ la mesure de Lebesgue normalisé sur T. On utilisera également dt pour

désigner la mesure de Lebesgue normalisé sur T a la place de dA(¢).

— Pour p € [1,00[, LP(T) = {f € C¥, [;|f[P d\ < oo} et on note pour f € LP(T),

1

1 lles = (o 1fP AN |

— Pour n € Z, e, : T — C définie par e, (t) = e

— On note P(T) = Cley, e—1] I'ensemble des polyndmes trigonométriques (fonctions de T
dans C) et Pr(T) = {P € P(T), Vt € T P(t) € R} 'ensemble des polynoémes trigonomé-
triques réels. De plus pour P € P(T) on appelle degré de P et 1’on note deg(P) l'entier
max(min(n € N, e, P € Cley]), min(n € N, e_,P € Cle_1])).

— Pour un espace vectoriel E et A C E, on note Vect(A) le plus petit sous-espace vectoriel
contenant A.

— Poure > 0, onnote Lip,(T) ={f: T —C, 3C >0, Vz,y € T, |f(z)—f(y)| < Clz—y|°}.

— Pour z € R, on note E(z) la partie entiere de z.



1.2 Distributions sur T

Nous allons ici introduire la notion de distribution sur le cercle.
On note D(T) l'ensemble des fonctions de classe C*° sur T. On munit D(T) de la famille de
semi-norme N}, k € N définie par

k
Ni(@) =3 19! so-
n=0

On définit ainsi une topologie sur D(T). On note alors D'(T) le dual topologique de D(T).
On appelle distribution sur le cercle tout élément de D'(T). On caractérise les distributions sur
le cercle comme étant les formes linéaires T' définies sur D(T) et vérifiant

N
AN €N, 3C >0, Yo e D(T), | <T, o> |<C [lo"M)||w. (1.1)
k=0

On appelle alors ordre de T' le plus petit entier N vérifiant (1.1).

On note M(T) l'espace des mesures sur le cercle qui est le dual topologique de I'espace C(T)
des fonctions continues sur T. Il y a équivalence entre les notions de mesure sur le cercle et de
distribution sur le cercle d’ordre 0.

On note Mg(T) I’ensemble des mesures réelles signées sur le cercle, c’est-a-dire le dual topolo-
gique du R-espace C(T,R) des fonctions continues sur T & valeurs réelles.

Un exemple important est que toute fonction f € L!(T) définit la mesure [f]: ¢ — [; fo dA.
On rappelle que dans toute la suite, on notera pour f € L(T), [ f(t) dt au lieu de [; f dA.
Ainsi dt désignera la mesure de Lebesgue normalisée sur T.

On peut alors définir les coefficients de Fourier d’une distribution sur le cercle. Ces coef-
ficients ont une place trés importante dans ’étude de ces distributions car les coefficients de
Fourier d’une distribution sur le cercle caractérisent entiérement cette distribution. On rappelle
que ’on note e, 'application définie sur T par e, (t) = e™.

Définition 1.2.1. Soitn € Z et T € D'(T).
On définit le n-iéme coefficient de Fourier de T par T'(n) = < T,e_, >.

La proposition qui suit est une identification fondamentale entre les distributions sur le
cercle et les suites a croissance polynomiale.

Proposition 1.2.2. Pour toute suite (u,) € CZ vérifiant
3k eN, 3C >0, Vn € Z*, |u,| < Cln|* (1.2)

il existe une unique distribution T € D'(T) telle que pour tout n € Z, T(n) = Uy
Réciproquement si T € D'(T) alors la suite (T'(n)) vérifie (1.2).
De plus on a pour T € D'(T) et p € D(T),

<T,p>=> T(n) ¢(—n).
nez

En particulier, une distribution sur le cercle est déterminée par ses coefficients de Fourier.



Démonstration :
Soit (uy,) € CZ vérifiant (1.2).
Supposons qu'il existe 7' € D'(T) tel que pour tout n € Z, T(n) = uy. Notons N l'ordre de T
Pour ¢ € D(T), en notant Sy, [¢] la somme partielle de la série de Fourier ! de ¢, on a que pour
tout k € [0, N] la suite (Sy[¢]*)nen converge uniformément sur T vers o). Ainsi

<T,p>=<T, Z P(—n) e—p > = Z@(_n) <T,e_p>= Zun @(—n).
nez nez nez

Ceci montre, en cas d’existence, I'unicité de T'.
Posons alors 1'application 7' définie sur D(T) par

T(p) = un §(-n).

ne”Z

Montrons que T € D'(T) et que T'(n) = u,,.
1

Comme ¢ est de classe C°° on a pour tout n € Z*, |$(n)| < Tl l|p*+2)] |

Ainsi T'(p) est bien défini et on a

1

IT(@)| < [uol [[elloo + Clle" oo > TP < max(|uol, 4C) (|[¢llso + [[£* ) ||oo)-
nez*

Ceci montre que T € D'(T). De plus on a pour tout n € Z

T(n) =<T,e_,>= Z up e—n(—k) = uy,
k€EZ

Réciproquement soit T' € D'(T). On note N lordre de T
La distribution T' vérifie alors (1.1). De plus pour n € Z* et k € N, on a ||e,(1k)|\OO < |nJk. Ainsi

N
T(n)| <C > InfF <OV +1)nV.
k=0
U

Notation : Si T' € D'(T), on écrira T = Y. T'(n) e,. On notera aussi 7' la suite (T'(n))nez.
nez
Remarque

Si T € M(T) alors la suite (7'(n)),cz est bornée. La réciproque est fausse. On appelle pseudo-
mesure toute distribution a coefficients de Fourier bornés.

Nous allons maintenant définir la notion de support d’une distribution sur le cercle.

Définition 1.2.3. Soit T € D'(T).

On dit T est nulle sur A C T si pour tout ¢ € D(T) a support inclus dans A on a <T,p >= 0.
On appelle support de T, que l'on note supp(T), le complémentaire du plus grand ouvert sur
lequel T est nulle.

Remarque
Pour justifier 'existence d’un plus grand ouvert sur lequel 7" est nulle, il suffit de prendre la
réunion de tous les ouverts sur lesquels T est nulle et de remarquer que si T est nulle sur €);

pour i € [ alors T est nulle sur |J€2;. En effet, prenons ¢ € D(T) a support dans [J2;. Comme
el el

1. On définit la série de Fourier de ¢ par > ¢(n)en



supp(p) est compact, supp(y) est contenu dans une réunion fini de Q;, j € J. Ainsi par un

théoréme de partition de I'unité, il existe des fonctions x; a support dans €2; telles que > x; =1
jeJ
sur supp(y). On a alors

<T,¢>:<T,ijg0>= Z<T,ng0>:()
jeJ jeJ

ce qui prouve que 1" est nulle sur la réunion des €;.

Nous finissons cette partie en énoncant deux propriétés usuelles sur les distributions sur R
qui sont également valables pour les distributions sur le cercle. Nous ne démontrerons pas ici
ces résultats car leur preuve est identique sur R et sur T.

Proposition 1.2.4. Si T € M(T) alors pour tout ¢ € C(T) wvérifiant supp(T) C Z, on a
<T,p>=0.

Proposition 1.2.5. Si T € D'(T) et supp(T) est fini, disons supp(T) = {a;, i € [1, N]} alors
il existe M € N et (M) € CN* tel que

N M
T=3"> Mo 0.

k=1n=0



1.3 L’espace A,(T)

Nous avons, dans la premiere partie, vu que ’on pouvait identifier une distribution sur le
cercle par ses coefficients de Fourier via la proposition 1.2.2. Nous allons, tout au long de ce
mémoire, nous intéresser aux distributions dont la suite des coeflicients de Fourier apparient a

1»(Z).

Définition 1.3.1. Soit p € [1,00]. On définit A,(T) = {S € D/(T), (S(n))nez € IP(Z)}.
On note A(T) Uespace A1(T) que l'on appelle lalgébre de Wiener.
Pour S € A,(T) on note ||S]]a, = [|5]]-

Proposition 1.3.2. Soit p € [1, 0],
(1) Uespace Ap(T) est un espace vectoriel isomorphe a IP(Z) ;
(ii) Uespace (Ap(T), || -[|a,) est un espace de Banach;
(tit) sip < q alors Ap(T) C Ag(T) ;
(iv) sip < oo alors A,(T)', le dual topologique de A,(T), s’identifie a Ay(T) avec g = p%l.

Démonstration :
Tous ces résultats découle du fait que 'application
¢: Ap(T) — IP(2)

A

S (S())nez
est un isomorphisme isométrique et des propriété de IP(Z). O

Remarque
Pour S € A,(T) et T € Ay(T) avec % + % = 1 on notera < S,T >,, ou plus simplement
< S,T > le produit de dualité entre S et T défini par

<S8T>p=<8T>=> Sn)T(-n).
nez

Ainsi si ¢ € D(T) C A4(T) on a bien égalité entre le produit de dualité < S, ¢ >, , et la valeur
< S, > de la distribution S appliqué a .

Sip € [1,2] alors Ap(T) est un espace de fonctions. En plus d’étre un espace de fonction,
A(T) est une algebre de fonctions continues, ce qui sera utile pour montrer le premier théoréeme
de Wiener. On rappelle que si u € [*(Z) et v € [P(Z) alors on note uxv le produit de convolution
entre u et v définie par

(u*v), = Zukvn,k.

keZ

On a alors uxv € IP(Z) et ||ux vl < |Ju||;x]||v]||p.

Proposition 1.3.3. Pour tout p € [1,2], A,(T) est un sous-espace vectoriel de L*(T).
De plus As(T) = L*(T).

Démonstration : R
Soit p € [1,2] et S € A,(T). On a donc S € IP(Z) C I*(Z).

Soit pour tout NV € N,
N

SN = Z S(n)en.

n=—N

8



La suite (Sy) est de Cauchy dans L?(T) car S € [%(Z) et car la famille {e,, n € Z} est
orthonormale dans L?(T) donc pour tout M < N on a

2 N
:Z|§n2
n=M L2 n=M

o~

Soit f la limite de (Sy) dans L2(T). On a pour tout n € Z, on a [f](n) = f(n) = S(n).

Donc S = [f] € L*(T) d’apres la proposition (1.2.2).2

Réciproquement si f € L?(T) on a par I’égalité de Parseval que f € Ao(T) et ||f||la, = ||f]]12-
U

Proposition 1.3.4. L’espace A(T) est une sous-algébre de C(T).
De plus || - ||a, est une norme d’algébre.

Démonstration :
Tout d’abord A(T) est un sous-espace vectoriel de C(T). En effet la série de Fourier de f € A(T)
converge normalement donc on a

f= Zf ) en € C(T).

nez

De plus si f,g € A(T), on a
fg= (Z f(n) en) ( g(n) en) =33 f(k)g(n — k) ey
ne”L
Donc on a pour tout n € Z, E(n) =(f*9n) =
Or fxge IY(Z), ainsi fg € A(T) et de plus on a

I Fgllay = 1S * gl < [1f]]a; llglla;-

Proposition 1.3.5. Soit g € A(T)NCY(T). On a

llgllso < llgllay < llglloo + 2119l oo- (1.3)

Démonstration :
La premiere inégalité vient de I'inégalité triangulaire et du fait que g est égale a sa série de
Fourier. Pour la seconde on remarque d’abord que

0l = [9) at| < llglo

De plus on a d’une part par 'inégalité de Cauchy-Schwarz et d’autre part par ’égalité de
Parseval que

2

A 2 ™ e ™ e "2
> lam)l) < an 2 lgm)l” | < = 9l < S 9l < 4llglls-
n#0 n#0 n#0

Ainsi

lgllar = > 19()] < llglloo + 2[1g']|oo-
ne”

2. On rappelle que [f] désigne la distribution associée & f. Par la suite on pourra noter f au lieu de [f].

9



La régularité de A(T) permet de construire plusieurs opérations sur A(T) x A, (T).

Définition 1.3.6. Pour f € A(T) et S € A,(T) on définit le produit fS € A,(T) par

FS=>"(fx9)n) en=>_ (Z F(k)S(n— k)) en.

nez n€Z \keZ

De plus on a
1FSa, = I1f * Sl < 1 f]]4,[15]14,-
Remarque
Sip € [1,2], le produit fS définit ci-dessus correspond au produit entre les fonctions f et S.
mo .
En effet si f € A(T) et g € A,(T) avec p € [1,2] alors, en notant Sy, (f) = > f(k)ex la somme
k=—m

partielle de la série de Fourier de f, on a pour n € Z et m € N,

Sm(Ng ()= > fk) agin) = 3 f(k)a(n— k).
k=—m k=—m
Or
15m(£)g — Folla, < 1Sm(F) — Fllarllglla, —> 0.

—

L —

Donc pour tout n € Z, Sy, (f)g (n) = Fg(n). Ainsi

—

Fa) = lm > et —K)
k=—m

A

= (f*9)n).

Le produit par un élément de A(T) est «compatible» avec la dualité dans le sens de la
propriété suivante.

Proposition 1.3.7. Soit f € A(T), S € Ay(T) et T € Ay(T) avec ; +;=1. Ona
< fS\T>=<S5,fT >.

Démonstration :
Cela vient de I'associativité du produit de convolution. En effet on a

<8 fT > = (S« (f+1)) (0) = (($+ ) «T) (0) = < fS,T >
0

Définition 1.3.8. Pour S € A,(T) et T € Ay(T) avec % —|—% = 1 on définit le produit de
convolution S« T € A(T) par
SxT = Z S(n)T(n) ep,.

nel

De plus on a par l'inégalité de Hélder

1S * T4y < [IS1]a,[IT]a,-

10



Remarque

Sipe [1,2], S € A,(T) et f € A(T) alors le produit de convolution f xS définit ci-dessus
correspond au produit de convolution entre les fonction f et S.

En effet si f € A(T) et g € Ap(T) avec p € [1,2] alors, en utilisant le théoréme de Fubini, on a
pour n € Z,

—

(Fro)n) = /T /T f@ = y)g(y) dye™™ da
= [ [ Ha—pemege i dy do
= f(n)g(n).

11



Chapitre 2

Théoremes de Wiener

2.1 Vecteurs cycliques

Définition 2.1.1. Soit p € [1,00].

On dit que (cy,) € IP(Z) est cyclique dans IP(Z) si Vect{(cp+k)nez, k € Z} est dense dans IP(Z).
On dit que S € Ap(T) est cyclique dans Ap(T) si Vect{erS, k € Z} est dense dans A,(T).
Remarques

On a Vect{exS, k€ Z} ={PS, P P(T)}.

La fonction 1 est cyclique dans A, (T). En effet pour S € A,(T), la suite des sommes partielles

Il ap g

N—oo

N
SN = Z S(n)en
n=—N

Proposition 2.1.2. Soit p € [1,00][ et S € D'(T).
S est cyclique dans Ap(T) si et seulement si la suite (S(n)) est cyclique dans IP(Z).

Démonstration :
D’apres la proposition (1.3.2), les espaces (A,(T),|| - |[4,) et (IP(Z),]| - |li») sont isomorphes et
isométriques par l'application ¢ : S — S.
De plus pour n € Z on a ;,5(n) = < S, ep_n > = S(n — k).
On obtient donc le résultat. g

Proposition 2.1.3. Soit p € [1,00] et f € A(T).
La fonction f est cyclique dans A,(T) si et seulement s’il existe une suite (P,) € P(T)N de
polyndomes trigonométriques telle que

L= Paflla, — 0.

Démonstration :
Le sens direct est évident vu que 1 € A,(T).
Réciproquement, soit g € Ap(T) et € > 0. Il existe @ € P(T) tel que

llg —Qlla, <e.

De plus on a par hypothese que
1Q ~ QPuflla, < 1QILaI[L ~ Paflla, — 0.
Ainsi il existe NV € N tel que pour tout n > N, on ait
g = QPuflla, <llg = Qlla, +11Q — QPuflla, <2¢

ce qui montre le résultat. O

12



2.2 Théorémes de Wiener (p =1 et p = 2)

Norbert Wiener a caractérisé en 1932 les fonctions cycliques de Ap(T) pour p=1et p =2
grace a l'ensemble des zéros de ces fonctions. En effet pour qu’une fonction soit cyclique (pour
p =1 oup=2) il faut qu’elle est un ensemble de zéros petit (pour p = 1 vide et pour p =2 de
mesure de Lebesgue nulle).

Le point clef de ce théoréme réside dans le lemme suivant (appelé théoréeme de Wiener). Nous al-
lons montrer ce lemme en utilisant la démonstration de D.J. Newman qui repose sur 'utilisation
d’une série absolument convergent dans l’algébre de Banach A(T).

Lemme 2.2.1. Si f € A(T) ne s’annule pas sur T alors f est inversible dans A(T).

Démonstration :
Plagons-nous dans ’algebre de Banach A(T). L’idée est d’écrire % comme une série absolument

convergente de A(T). Formellement % = > (1—f)™ mais & priori cette série ne converge pas. Nous
n

allons donc montrer qu'’il existe P € P(T) tel que la série % > (%) converge absolument

n>0

et sa limite sera %

Construisons ainsi le polynéme trigonométrique P.

Par hypothese la fonction f ne s’annule pas sur T donc posons € = min | f| > 0 car f est continue
sur le compact T. De plus comme f € A(T), f est égale a sa série de Fourier. Ainsi en prenant
une somme partielle d’indice suffisamment grand il existe P € P(T) tel que ||f — P||4, < §.
Considérons la série

o n—1
> [Cidul i (2.1)

n
n>1 P

et montrons qu’elle converge absolument dans A(T) en utilisant la propriété 1.3.5.
Pour tout t € T, on a |P(t)| > |f(t)| — |[P(t) — f(t)| = e — ||f — P||a, > 2. Ainsi

(=)
<|[|[— .
o  \2¢

1
pn
/ /
De plus (ﬁ) = }"7"111 donc

1 ! 3 n+1
S < n||P]eo | — )
|(z=) ] <71 ()

Ainsi en utilisant la proposition 1.3.5 on obtient

/ n
el = (+252) ()
pPn A g 2e
De plus comme || - || 4, est une norme d’algebre d’apres la proposition 1.3.4 on obtient
1 e + 3n||P’|| 3
<llf Pl | ] < TP 3

pr Py, = 2n £2

WP—le

Ay

ce qui démontre que la série (2.1) converge absolument dans A(T).
Ainsi en remarquant que f = ( — PT?f> P on obtient que f est inversible dans A(T) car

(e

13



O
Remarque
Ce théoréme peut aussi étre démontré en utilisant la théorie de Gelfand et la notion d’idéal
maximal dans les algebres de Banach.

Voici le premier théoréeme de Wiener qui caractérise les vecteurs cycliques de A(T) grice a
leurs zéros.

Théoréme 2.2.2. (de Wiener pourp=1)
Une fonction f € A(T) est cyclique dans A(T) si et seulement si f ne s’annule pas sur T.

Démonstration :
Soit f € A(T) et Ey = Vect{erf, k € Z}.
S’il existe to € T tel que f(tp) = 0 alors on a Ey C {h € A(T), h(ty) = 0}.
Ainsi Ef C {h € A(T), h(to) = 0} # A(T) car || - ||oo < || ||a, et car {h € A(T), h(ty) = 0}
est fermé pour la norme infini.
On obtient donc si f est cyclique alors f ne s’annule pas sur T.

Réciproquement, supposons maintenant que f ne s’annule pas sur T. D’apres le lemme 2.2.1, la
fonction f est inversible dans A(T). Ainsi, en prenant les somme partielles de la série de Fourier
de %, il existe une suite de polynomes trigonométriques (P,) qui vérifie

7], =
Ainsi on a 1
L= Purllay <5 - P a0
ce qui montre, d’apres la proposition 2.1.3, que f est cyclique dans A(T). O

Le second théoreme de Wiener caractérise la cyclicité dans As(T). Ce théoreme utilise le fait que
I'espace L?(T) est un espace de Hilbert. Nous allons d’abord montrer un résultat plus général
sur les sous-espaces bi-invariants.

Définition 2.2.3. Soit E un sous-espace vectoriel de L*(T).
On dit que E est bi-invariant si E est fermé et si et E = E, c’est-a-dire pour tout f € E, on a
eif e Eete1fek.

Remarque
Un espace E est bi-invariant si et seulement si £ = F = {e,f, f € E, n € Z}.

Le théoréme suivant caractérise les sous-espaces bi-invariants.

Théoréme 2.2.4. Un sous-espace E est bi-invariant si et seulement si il existe un ensemble
mesurable A tel que E = {f € L*(T), f|la =0}.

Démonstration :
L’implication de droite & gauche vient du fait que I’ensemble {f € L?(T), f|a = 0} est fermé
dans L?(T). En effet si (f,,) converge dans L?(T) vers une fonction f alors il existe une sous-suite
(fio(n)) qui converge presque partout vers f donc si les f,, s’annule sur A alors f est nulle sur A.

Supposons que E soit un sous-espace bi-invariant.
Posons x = Pg(1) la projection orthogonale dans L?(T) de la fonction constante égal & 1 sur
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I’espace E. On a alors que 1 — x est orthogonal a E et comme y € E et E est bi-invariant, on
a pour tout n € Z,

/(1 —X)xen dm = 0.
T

Ainsi (1 —X)x = 0 dans L?(T) ce qui entraine que x = |x|? presque partout sur T. On a donc
que x prend (presque partout) les valeurs 0 ou 1. On définit alors, & un ensemble négligeable
pres, A= {t € T, x(t) = 0} de sorte que x = X\ 4.

Or, E étant bi-invariant, F est fermé et stable par multiplication de polynémes trigonométriques
et comme P(T) est dense dans L?(T) on obtient

{fXa f € LQ(T)} — {f € LQ(T)7 f|A — O} C F.

Pour l'inclusion réciproque montrons que I'orthogonal de {f € L*(T), fla = 0} dans E est
réduit & {0}. Soit f € E tel que pour tout g € L%(T) vérifiant g|4 = 0 on ait Jp fg dm =0.
On a en particulier que pour tout n € Z, [ fep,x dm =0. Or e, f € E et 1 — x est orthogonal
a F donc on obtient pour tout n € Z,

/Tfen dm:/Tfende"‘/Tfen(l—X) dm = 0.

Ainsi f=0et on a
E={feL*T), fla=0}
O

Un corollaire important du théoreme précédent est le théoréme de Wiener qui permet de
caractériser la cyclicité dans As(T).

Théoréme 2.2.5. (de Wiener pour p =2)

Une fonction f € Aa(T) est cyclique dans As(T) si et seulement si f ne s’annule pas sur un
ensemble de mesure de Lebesque non nulle (i.e. pour tout borélien A on a fla =0= NA) =0
avec A la mesure de Lebesgque sur T).

Démonstration :
On rappelle tout d’abord que, d’aprés la proposition 1.3.3, Ag(T) = L3(T) et || - [|a, = || - || 2-
Soit f € Ay(T). Posons Ef = Vect{eyf, k € Z}. Par définition le sous-espace Ey est bi-invariant.
Donc d’apres le théoreme 2.2.4, il existe un ensemble mesurable A C T tel que

Ep ={g e L*(T), gla=0}.

Donc si f ne s’annule pas sur un ensemble de mesure non nulle alors I’ensemble A est de mesure
nulle car f € Ey et on a Ey = Ay(T) ce qui signifie que f est cyclique dans Ay(T). Réciproque-
ment si f s’annule sur un ensemble A de mesure non nulle, on a Ef C {g € L*(T), gla = 0}
donc Ef C {g € L*(T), gla = 0} # Ao(T). Ainsi f n’est pas cyclique dans As(T). O

Nous venons donc d’établir une caractérisation des vecteurs cycliques dans A(T) et Ao(T).
Une fonction f € A(T) est cyclique dans Ay (T) si et seulement si son ensemble de zéros Z¢ est
petit (vide si p = 1 et de mesure de Lebesgue nulle pour p = 2). On peut alors se demander
pour f € A(T) s’il existe pour tout p > 1 une caractérisation de la cyclicité de f dans A,(T)
dépendant uniquement de Zy.

Wiener pensait qu'une telle caractérisation existait mais Nir Lev et Alexander Olevskii ont
démontré en 2008 qu’on ne pouvait pas caractériser les vecteurs cycliques dans A,(T) pour
1 < p < 2 seulement a l'aide de leurs zéros.
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2.3 Résultats généraux et caractérisation pour p > 2

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a des conditions d’une part nécessaires et
d’autre part suffisantes & la cyclicité dans A,(T) d’une fonction f € A(T). Nous verrons égale-
ment une caractérisation de la cyclicité pour p > 2. On considére f € A(T) pour pouvoir définir
I’ensemble des zéros de f qui est alors une fonction continue.

Pour cela nous allons essentiellement utiliser la dualité dans A,(T) via les lemmes suivants.
Le premier est un corollaire immédiat du théoréeme de Hahn-Banach.

Lemme 2.3.1. Soit T' € Ap(T) et ¢ = ;15.

Le vecteur T est cyclique dans Ay(T) si et seulement si pour tout S € Ay(T) = Ay(T) on a
YnezZ, <8SeT>=0 = S=0.

Lemme 2.3.2. Soit p € [1,00[, S € Ap(T) et f € A(T).
Si pour tout n € Z on a < S,enf > =0 alors supp(S) C Zs.

Démonstration :
On remarque tout d’abord, en utilisant la proposition 1.3.7, que pour tout n € Z,

< S,enf>=<fS e, >=0.
Ainsi fS = 0. Soit maintenant ¢ € D(T) vérifiant supp(p) C T\ Zy et montrons que % € A(T).

Reprenons la démonstration du lemme 2.2.1. Posons ¢ = min{|f(¢)|, ¢ € supp(p)} > 0 car
supp(y) est un ensemble compact sur lequel la fonction continue f ne s’annule pas et P € P(T)
vérifiant ||f — P||4, < §. Montrons que

w_ P -t
f ‘Ef pr

avec la série qui converge absolument dans A(T).
On a pour tout ¢ € supp(y), |P(t)| > 2¢ et donc
® ¢’

3 n
<ol (52)
oo 1\ 2
De plus (%) = & — nlfn—]ill, donc on a

/ n n+1
4 / 3 / 3>
_— < — ] + P — .
H(Pn> < |l¢'l[oo (26) n||e P[] (26

Ceci démontre, en se reportant a la fin de la démonstration du lemme 2.2.1, que la série

ZSO (P—fnt

Pn

R
pn

n>1

converge absolument dans A(T) vers la fonction ? qui appartient donc a A(T).

Ainsi

<S,<,0>:<f5,§>:0

ce qui entraine que la distribution S est nulle sur T \ Z; donc supp(S) C Z;. O

Voici une premiere condition suffisante effective a la cyclicité : si Zy est assez petit (fini ici)
alors f est cyclique.
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Proposition 2.3.3. Soit f € A(T).
Si Zy est fini alors pour tout p €]1,00], f est cyclique dans A,(T).

Démonstration :
D’apres le lemme 2.3.1 prenons S € Ay(T) (avec ¢ = Z%) vérifiant Vn € Z, < S,e,T >= 0 et
montrons que S = 0.
On a, d’apres le théoreme 2.3.2, que supp(S) C Zy et comme Z; est fini on obtient par la
proposition 1.2.5 que

N M
S50 A o
k=1n=0
avec Zy = {ay, k € [1,N]} et Ay, € C.
Supposons que S # 0 et donc qu’il existe Ay, n, 7 0 et posons
N .
T= H (ep — el)M+1 g
k=1
kko
La distribution 7" appartient & A4(T) car e; € A(T) et T' # 0 car {a,} C supp(S5).

De plus en utilisant les formules de dérivation d’un produit on remarque qu'il existe (¢,,) € CcN+
tel que pour tout ¢ € D(T),

N N

<T,p>=<S8, H (e1 — em’“)MJrl(p > = Z Ako.n Cn @(”)(ako).
k=1 n=0
kko

Ainsi en notant n; = max(n € [0, N], ¢y g, n # 0) on a pour tout [ € Z
N

ce qui est absurde car T € A,(T) et ¢ < oo donc T'(—1) =2 0 mais Agyn, Cny 7 0.
—00
Ainsi S =0 et f est cyclique dans A,(T) ceci pour tout p > 1. O

Le théoreme suivant sera un outils important pour montrer qu’une fonction est cyclique ou non.

Théoréme 2.3.4. Soitp €]1,00] et f € A(T). En posant ¢ = 1%, on a les assertions suivantes
(1) Si f n'est pas cyclique dans Ap(T) alors il existe S € Ag(T) \ {0} tel que supp(S) C Zs.
(it) S’il existe S € Ag(T) N M(T) \ {0} tel que supp(S) C Z; alors f n'est pas cyclique dans

Ap(T).
Démonstration :
(7) Supposons que f ne soit pas cyclique dans A,(T). D’apres le lemme 2.3.1 il existe S € A,(T)
tel que
VneZ, <S,e,f>=0 et S#0.

Or d’apres le théoréme 2.3.2 on a supp(S) C Zy. Ceci démontre (7).
(1) Supposons qu’il existe S € A4(T) N M(T) \ {0} tel que supp(S) C Zy. Comme S est une

mesure on a d’apres la proposition 1.2.4 que pour tout n € Z, < S, e, f >= 0. Ainsi f n’est pas
cyclique dans A,(T) car S # 0. O

Le théoreme précédent nous permet d’obtenir une caractérisation de la cyclicité ne dépendant
que de Zy pour p > 2. Ceci vient du fait que pour p > 2, le dual de A,(T) est un ensemble de
fonctions et donc de mesures.
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Corollaire 2.3.5. Soit p € [2,00] et f € A(T). On pose ¢ = 5.
La fonction f est cyclique dans A,(T) si et seulement si pour tout S € Ay(T) on a

supp(S) C Zy = S = 0.

Démonstration :
L’implication de droite & gauche est la contraposée de I’assertion (i) du théoréme 2.3.4.
Comme p > 2 on a Ay(T) C L*(T) € M(T) donc d’apres Passertion (ii) du théoréme 2.3.4 on
obtient I'implication de gauche a droite. O

La proposition suivante affirme que si f admet un peu de régularité, ici on considérera que f
est e-Holderienne pour € > 0, alors la réciproque de la condition (¢) du théoréme 2.3.4 est vraie.

Proposition 2.3.6. Soit p €]1,00| et f € A(T). On pose ¢ = %
S’il existe € > 0 tel que f € Lip.(T) et s’il existe S € Ay(T )\{ } tel que supp(S) C Zy alors f
n’est pas cyclique dans A,(T).

Démonstration :
Nous allons montrer qu’il existe n € N* tel que f™S = 0 avec la définition 1.3.6 du produit f"S.
Une fois cela acquis on pose m = max(k, Vp < k, fP.S # 0) et ainsi on a f™15 e 4,(T)\ {0}
et f™S = 0. Donc pour tout n € Z,

< fM1S enf > =< fmS, e, > =0
ce qui d’apres le lemme 2.3.1 montre que f n’est pas cyclique dans A,(T).

Il reste donc & montrer qu’il existe n € N* tel que f*S = 0.
Pour cela posons pour tout h > 0 la fonction triangle Aj, définie sur T par

A :{ — |t + £ s t € [—h,h

0 sinon
On remarque que Ay, € A(T) car

sik=0

1
2

. 1 4sin(%)2 .
Ank)={ 3z —wrr—~ SLk#0

De plus pour tout entier k£ on a hn% Ah(k) 5~ donc pour tout n € N* et j € Z on al

fr8() = Zﬁ(j—kmk)

keZ

= Jimory P25 — k) An(k)S(k)
kEZ

1 n —it(j—k) &

= lmor Y /Tr Fr(b)e dt An(k)S(k)
kEZ

- . n —th Zkt

= ]11135277/]“ (ZAh ) dt

kEZ

= lim 27 / ()™M S, (t) dt.
h—0 T

1. les interversions limite-intégrale et somme-intégrale sont justifiées par la convergence normale des séries sur
le compact T par rapport aux parametres h et t.
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avec Sy, = Ay, * S utilisant la définition 1.3.8.

Or supp(Sp) C Zh ={t €T, 3s€ Z;, |t —s| < h}.
En effet pour ¢ € D(T) vérifiant supp(p) C T\ Z}L, on a

< S >= > 8(n) Ap(n) $(—n) =< 8, Ay * o >
nez

car Z;(n) = B\h(—n)
De plus Ay, * ¢ € D(T) et supp(Ay, * ) C supp(p)" C T\ Zf car supp(Ap) = [—h, h].
Ainsi < Sp, ¢ > =0 car supp(S) C Zy.

Utilisons maintenant que f € Lip,(T). Il existe C' > 0 tel que pour tout ¢ € Z}‘\Zf, |f(t)] < Che.
De plus on a pour tout k € Z*, |B\h(k:)\ <2 et pour h <1, ]Z\h(O)] < 5= . Donc pour

7w k2Zh2 . h2*
tout t € T et h <1 ona [Sy(t)] < |[Shlla, < ||Awll4,115]a, < %2
Ainsi pour n > % et pour tout j € Z on obtient
775(5)] < lim / L (0)Sh (1) dt = lim (D) Sh(0)] dt < lim C"C'he™2 = 0,
h—0 JT h—0 ZJ}:\Zf h—0

On vient donc de montrer qu’il existe n € N* tel que f™S = 0 ce qui démontre cette proposition
d’apres le premier paragraphe. O

Ces propriétés peuvent laisser penser qu’il existe, aussi pour p €]1,2[, une caractérisation

de la cyclicité dans A,(T) des fonctions f € A(T) qui ne dépend que de Z;. Dans le chapitre
suivant, nous montrerons qu’'une telle caractérisation n’existe pas.
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Chapitre 3

Cyclicité dans A,(T) avec 1 < p < 2

3.1 Présentation de ’approche

L’objectif de ce chapitre est de démontrer le théoreme suivant qui infirme la conjecture de
Wiener lorsque p €]1,2[. Cette conjecture affirmait que pour f € A(T), I'ensemble Z; des zéros
de f caractérisait la cyclicité de f dans A,(T).

Théoréme 3.1.1. Pour tout p €]1,2], il existe (f,g) € A(T)? tel que Zy = Z, et tel que

[ n’est pas cyclique dans Ap(T)
g est cyclique dans Ap(T)

Ce théoreme est directement liée a ’existence d’un ensemble compact K vérifiant les condi-
tions (i) et (i7) du théoréme suivant.

Théoréme 3.1.2. Soit p €]1,2[ et € > 0. Il existe K un compact de T vérifiant
(i) si f € A(T) N Lip.(T) et si f s’annule sur K alors f n'est pas cyclique dans A,(T) ;
(i1) il existe g € A(T) s’annulant sur K et tel que g soit cyclique dans A,(T).

La difficulté de ce résultat réside dans l'existence d’un compact K suffisamment «grand»
pour avoir la condition (i) mais pas trop pour que la condition (ii) soit vérifiée. Pour cela
nous allons introduire et étudier une famille particuliere d’ensembles compacts : les ensembles
de Helson. On appellera ensemble de Helson tout compact K tel que toute fonction définie et
continue sur K est égale a la somme d’une série de Fourier absolument convergente.

On montrera alors le théoréme suivant qui servira a construire le compact K du théoreme 3.1.2.

Théoréme 3.1.3. Soit ¢ > 2.
Il existe un ensemble de Helson K et il existe S € Ay(T) \ {0} vérifiant supp(S) C K.

Nous commencerons par étudier dans la premiére partie les ensembles de Helson. La seconde
partie sera dédiée a la démonstration du théoreme 3.3.1 qui est le résultat central et nouveau
de l'approche de Nir Lev et Alexander Olevskii. Finalement dans une derniére partie nous
démontrerons les trois théoremes de cette partie.
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3.2 Ensembles de Helson

Les ensembles de Helson ont été développés par T. Korner et R. Kaufman. Les ensembles de
Helson seront des ensembles compacts trop petit pour supporter une mesure non nul de A,(T)
mais il en existe d’assez grand pour supporter une distribution non nul de A,4(T) pour ¢ > 2.
Comme définition il devront vérifier 'une des assertions de la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. Soit K un compact de T. Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) si f € C(K) alors il existe g € A(T), tel que gk = f;
(i) il existe 1 > 0 tel que pour tout p € M(T) vérifiant supp(u) C K on ait

sup |i(n)| > 61 [ |du
nez T

(1i1) il existe d3 > 0 tel que pour tout p € M(T) vérifiant supp(p) C K on ait

limsup |3(n)| > 6 /T dpl

[n]—o0

Démonstration :
Nous allons démonter les deux équivalences suivantes (i) < (ii) < (i7i). On remarque que
Iimplication (iii) = (i7) est évidente car pour tout p € M(T) on a limsup |a(n)| < sup |i(n)].
neZ

[n]—o0
(1) = (i1)

Soit K un compact vérifiant (i) et u € M(T) tel que supp(p) C K. On a p € Axo(T) = A(T)’
et

N |Jrg dul
sup |i(n)] = ||pllaw = llellay = sup ==
nez geA(T) HgHz‘h

D’autre part en voyant p comme une forme linéaire continue sur C(K’) on obtient que
llpllery = [ | du| = Jp | du| et donc

d
/ | du| = sup M
T recx)y  Iflleo

Posons
T: A(T) — C(K)

g — glx ’
L’application 7T étant un opérateur linéaire continue entre deux espaces de Banach. De plus
d’apres (i) Papplication T est surjective. Ainsi d’apres le théoréme de l'application ouverte, il
existe d; > 0 tel que pour tout f € C(K) il existe g € A(T) tel que T'g = f et ||g]la, < %HfHOO.
De plus comme supp(p) C K, on a donc que pour tout f € C(K) il existe g € A(T) tel que

5 | [ [ dul < |frg dpu < su lJrg d/i"
£ lglla, ~ gearmy  llglla,

Finalement, en passant a la borne supérieur sur I’ensemble des f € C(K), on obtient (ii).
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(i2) = (i)
Soit K un compact vérifiant (i7). Reprenons Iapplication

T: A(T) — C(K)
g +— gk

et montrons que 7' est surjective ce qui impliquera (7).
L’application T' étant un opérateur linéaire entre deux espaces de Banach, on peut considérer
ladjoint de T, noté T’, qui est défini par

T M(K) — Au(T)
B p

En effet M(K) = {u € M(T), supp(p) C K} =C(K)', Ax(T) = A(T)’ et pour tout g € A(T)
et p € M(K)ona

<, T >pmK) (k) = /Tg\K du = /Tg dp = <T'p,9 >c01

car supp(p) C K.
Or T est continue car ||g|x]|lco < [|9lloo < |lg]l4, et on a d’apres 'hypothese (i7) que pour tout
ne M(K)

il ane = sup |a)| = 81 |l = o]l aac
nez K
Ainsi d’apres le lemme qui suit on a bien que 7" est surjective et donc on obtient (7).

Lemme 3.2.2. Soit X et Y deux espaces de Banach et T : X — Y wune application linéaire
continue. S’il existe ¢ > 0 tel que pour tout y' € Y', ||T'y'||x: > ¢||Y ||y’ alors T est surjective.
De plus pour tout y € Y, il existe v € X tel que Tx =1y et c||lz||x <2||Tx||y.

Démonstration :
Soit U = {z € X, ||z|| < 1} et TU = {Txz, x € U}. Comme dans la preuve de I'application
ouverte nous allons d’abord montrer que {y € Y, ||y|| < ¢} € TU pour ensuite montre que T’
est surjective (ce qui revient a montrer que {y €Y, ||y|| < ¢} C TU).

Soit! yo € Y\ TU.

En considérant Y comme un espace de Banach réel il existe, d’apres la forme géométrique du
théoréme de Hahn-Banach, une forme linéaire continue 7' : Y — R tel que pour tout y € TU,
<n,y> < <n',yo > car TU est convexe et fermé. Posons alors pour y € Y,

<y y>=<ny>—-i<n, iy>.

Cette relation définit bien une forme linéaire (complexe) continue y' sur Y.
De plus on a pour tout x € U,

Re(< Ty, >) =Re(< ¢, Tz >)=<n,Tx> < <n,y0> < | <vy,yo>| <Yl |lvoll-

Or on a [|[T"y'|| = sup {Re(< T"y/,x >), © € U} > ¢||y/||. Ainsi, comme 3’ # 0, on a ||yo|| > c.

1. Si TU =Y on a immédiatement {y € Y, ||y|| < c} Cc TU
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On vient donc d’établir que {y € Y, ||y|| < ¢} C TU. Soit maintenant y € Y et montrons qu’il
existe ¢ € X tel que Tx = y.
Considérons alors les suites (z,,) € X" et (y,) € YN vérifiant yo = y et pour n € N

C

T U

Tyl Tn € o
{ yn — Tay|| < Ll et Yny1 =Yn — Tn.

Une telle suite (z,,) existe car pour tout y € Y il existe z € U tel que HH—;Hy — T:CH < 3.

Ainsi ||zn|| < L|lyal| et ||ynl| < 5%|y||- La série 3_ 2, converge absolument donc, comme X est
[e.°]

complet, posons T = Y. x,.
n=0

Finalement on obtient que Tx = y car, par continuité de T, on a

[e.e] o0
y:Zyn—ynH:ZTxn:Tx.
n=0 n=0

De plus

lyll _ 2
2L =2yl

o0 o0
el < D2 llzall < 32
n=0 n=0

(i3) = (i)
Soit K un compact vérifiant (i) et p € M(T) non nulle vérifiant supp(p) C K.
Posons v = [ | du| et k:3E((;%> + 2.
1
Comme v > 0 et k > 2, montrons qu'il existe (n;) € N¥ tel que pour tout € = (g;) € {—1,1}*

k
la mesure v = v, = (Z ajenj> w vérifie
i=1

sup [9(n)| < sup |fi(m)] + (k — 1) Timsup [fi(n)] +7. (3.1)
ne

neZ [n]—o0

Par définition limsup |fi(n)| = lim sup (|fi(k)|). Ainsi il existe [ € N tel que pour tout |m| > 1
|n|—o00 0 k| >n
on ait N
[A(m)] < limsup |f(n)| + ——- (3-2)

|n|—o00 k—1

Posons alors ny = 0 et pour j € [2,k], nj = nj_; + 2l. Ainsi pour tout n € Z,

k
|o(n)] = Zaj<enju,e_n>

j=1
k

= Z€jﬂ(n—nj)
j=1
k

< > laln —ny)l.
j=1

Or au plus un des n; vérifie [n —nj| <l car i # j = |n; — n;| > 2l. Ainsi d’apres (3.2) on a

D(n)] < sup [A(n)| + (k= 1) limsup [A(n)] +
ne

n|—oo
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et on obtient (3.1) en passant & la borne supérieur sur les n € Z.

D’apres le lemme 3.2.3 on a pour tout ¢t € T,

S SECI B
ok j€n; Z .
2 ee{-1,1}¢ |j=1 ’ \/?:
Ainsi
1 1 k VE
ok > /|d7/€|:/ o > gjen, (t)| | dp| > 7/ | dpl.
2 ee{-11yx T T 2 ee{-1,1}¢ |j=1 ’ V3.t

1l existe donc ¢ € {—1,1}* tel que pour v = v, on ait [ | dv| > % Jr | dpl.

La mesure v étant supportée par K, on obtient alors d’apres (ii) que

vk
sup |o(n 25/ dyzé—/ dul.
p lo(m) > a1 [ v > 6% [
D’autre part, d’apres (3.1)

wpWmﬂéwgmmﬂ+%—nﬁmwpWWN+VS2AMMH%k—UHmwpWWH
ne

nez [n]—o0 |n|—o0

car v = [ | du| et pour tout n € Z, |i(n)| = |[pe—n dp| < [7| dp|. Ainsi

61/ —2
nmwpmmﬂzl¢;/|mq
k-1 T

|n]—o0

. " 614/ E-2
ce qui donne la condition (ii7) avec dy = I}Q >0 car k > 3(;%.
1

Lemme 3.2.3. Soit k € N* et (¢;) € C¥. On a

k
1
ok >, Deid
ec{-1,1}¢ |j=1
Démonstrgtion :
Notons c.e = > ejcj. On a, d’apres I'inégalité de Holder avec p = % et ¢ = 3, que
j=1
1 9 1 2 4
o S Jee)? = o > Jeels Jeels
ee{-1,1}* ec{-1,1}F

win
W=

IN

1 1
(Qk > |C-5|) (Qk > |C-5|4)
ee{-1,1}* ee{-1,1}*
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Or on a

k k
Z ]c.s]z = Z Z|cj]2+26jsjcz-07

ee{-1,1}* ee{-1,1}* \ j=1 t,j=1

i#]
k k

= 2 P+ Y| X e
=1 ij=1 \ee{-1,1}*

1#]

k
= 2"} gl
j=1

car si i # j

Z €i€j = Z €5+ Z —€j =0.
ee{-1,1}F ee{—1,1}* ee{—1,1}*
g;=1 g;i=—1

De méme on peut voir que

2
k k k
1
s 2 leel" = lel"+3 > !ci|2\cj|2<3(2\cj|2) :
ee{-1,1}k j=1 i,j;‘l j=1
7]

Ainsi on obtient

k % ] k 2\ 2
(o) < (3 5 o) (s[5
Jj=1 e€{—1,1}* Jj=1

ce qui démontre ce lemme.

On peut ainsi définir les ensembles de Helson.

Définition 3.2.4. On appelle ensemble de Helson tout compact K de T wvérifiant 'une des
assertions de la proposition 3.2.1.

Pour caractériser les ensembles de Helson on peut, dans (ii), se restreindre aux mesures
réelles signées.

Lemme 3.2.5. Soit K un compact de T.
L’ensemble K est de Helson si et seulement si pour tout p € Mg(T) vérifiant supp(u) C K on

asup |a(n)| = 5 fy |dul.
neL

Démonstration :
La condition nécessaire est évidente car Mg(T) C M(T).

Réciproquement soit 1 € M(T) vérifiant supp(p) C K.
On décompose p1 = 1 + ipg avec (u1, p2) € Mg(T)2. On a supp(u1) C K et supp(us) C K.
Ainsi pour k € {1,2},

sup [k (n)] > 6 [ |dpl.
nez T
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Or pour tout n € Z,

—~ p(n) + p(—n _ a(n) — pa(—n
ey B AR i) )
2 29
Ainsi
. 1 — by
sup [A(n)| = 5 (sup |fi(n)] + sup [pz(n)]
nez ne”Z ne”Z
0 0
> 5 [l duel > 5 [ ] dul
2 Jr 2 Jr
On obtient donc (ii) ce qui montre que K est un ensemble de Helson. (]

Une premiere propriété des ensembles de Helson est d’étre « trop petit » pour supporter
une mesure non nul de A,(T).

Proposition 3.2.6. Soit K un ensemble de Helson et g € [1, 00].
Pour tout p € Ag(T) N M(T) on a

supp(pu) C K = u=0.

Démonstration :
Comme K vérifie la condition (ii7) de la proposition 3.2.1 on a

b2 [ Jdul < timsup ()] = 0
T

In]—o0

car f1 € Ay(T) avec ¢ < oo ce qui implique lim |f(n)| = 0.

[n]—o0

Ainsi p = 0. O

Le lemme suivant nous donne une condition suffisante pour qu’un ensemble compacte soit
de Helson. Il fait intervenir la notion d’ensemble totalement discontinue : X est dit totalement
discontinue si et seulement si les composantes connexes de X sont les singletons de X.

Lemme 3.2.7. Soit K un ensemble compact totalement discontinue.
S’il existe C' > 0 tel que pour tout h € C(T) a valeurs réelles on ait

P(t)h(t) >0, Vte K
ZyNK =@ = 3P €P(T) vérifiant { f[P(t)]>1 (3.3)
1Pl = C

alors K est un ensemble de Helson.

Démonstration :
Utilisons la caractérisation du lemme 3.2.5. Soit p € Mg(T) non nulle telle que supp(p) C K.
Pour € > 0, montrons qu'il existe h € C(T) tel que h(K) C {—1,1} et [ph dp > [p| du| —e.

Cela vient du fait que K est un ensemble compact totalement discontinue.
En effet, en considérant une décomposition de Hahn de (K, u), il existe E; et Eo deux ensembles
mesurables vérifiant K = Fy U Ey, E1 N Ey = @ et pour tout A C Ey (resp. B C Es), u(A) >0

(resp. pu(B) <0).
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Considérons alors la décomposition de Jordan de p composée de py : A — p(E7 N A) la partie
positive de p et pu— : B — p(Fy N B) sa partie négative.

On a done 1 = jus — i, il = iy + ety (Es) = p_(Ey) = 0.

Or py et p— sont des mesures positives boréliennes sur le compact K donc elles sont régulieres.
Ainsi il existe deux ensembles compacts K1 C Fq et Ko C Ey vérifiant

{ p(Er) < p(Ky) +e
pu(E2) < p(Kz) +¢

Montrons maintenant qu’il existe deux ensembles U et V a la fois ouverts et fermés dans K qui
vérifient K1 CU, Ko CVetUNV = 2.

Pour tout x € K et y € K> il existe deux ensembles U, , et V., ouverts et fermés dans K tels
que x € Uyy, y € Vyy et Uy y NV, = @ ceci car K est totalement discontinue 2

Soit y € K3. Comme K est compact, il existe un ensemble fini I C Kj tel que K1 C |J Uy y-
xzel

(3.4)

Posons alors
Uy=|JUsy et Vy={Vay
zel zel
Les ensembles U, et V, sont ouverts et fermés dans K, car I est fini, et vérifient K; C U,,
yeVyetUyNV, =0a.
De méme, il existe un ensemble fini J C K3 tel que Ko C |J V. On pose alors

yeJ
U=U, e V=V,
yeJ yeJ

et on obtient que U et V sont ouverts et fermés dans K et vérifient K1 C U, Ko C V et
unv =o.
Ainsi U et K \ U sont des ensembles ouverts dans K et disjoints,
donc I'application h : K — {—1,1} définit par
1 siteU
h(t) = :
-1 site K\U
est continue sur K. On peut alors, grace au théoréme de prolongement de Tietze vu que K est

fermé, prolonger la fonction h en une fonction continue sur T qui vérifie h(T) C [—1, 1].
De plus on a que h vaut 1 sur K; et —1 sur Ky, donc d’apres (3.4),

/hd,u = / h dy — h du
T Er Eo>

:/ d + h@+/<m— hdu
K1 El\Kl K2 E2\K2

> (K — (B \ K + p(K) — p(Bs \ Ko)
> w(Ey) + p(Es) —4e
> pB) + po(Bo) —de = [ | dpl — 4.

Utilisons maintenant ’hypothese (3.3). Comme h ne s’annule pas sur K, il existe P € P(T)
vérifiant

P(t)h(t) >0, Vte K
inf |P(t)] > 1
teK

|P[la, <C

2. Si par exemple x < y, il suffit de voir qu’il existe £ € K tel que z < £ < y. On prend alors U, , = [0,&[NK =
0,§|NK et Vo, =]¢2n|NK =[§,2n]NK.
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Or pour tout t € K on a 1 < |P(t)| = P(t)h(t) car P(t)h(t) > 0 et h(t) € {—1,1}. De plus
P(t)h(t) = |P(t)| < ||P||a, < C. Ainsi, comme h? = 1, on obtient

[ Pau = [ Phidul~ [ Ph(dul-nap)
K K K
> [ raul= [ ¢ du - ndw)
K K
> /ydm—cs.
K

D’autre part, comme supp(u) C K, on a

/Pd,u /Pdu—ZP n) < C sup |i(n)].

nez ne”Z

Ainsi on a pour tout € > 0, [ | du| —Ce < C Sup |i(n)| et comme C est indépendant de €

on obtient, en faisant tendre € vers 0, que Verlﬁe l hypothese du lemme 3.2.5 ce qui démontre
que K est un ensemble de Helson. O

Dans le lemme suivant nous allons affiner la condition (¢) de la proposition 3.2.1 en contrdlant
les normes || - |[4, et || -[]4, de g.

Lemme 3.2.8. Soit K un ensemble de Helson. Poure > 0,p > 1 et f € C(K) il existe g € A(T)
vérifiant

glxk = J;
lglla, < 5l flles
lglla, < €

avec 8 une constante vérifiant la condition (iii) de la proposition 3.2.1.

Démonstration :
Soit e > 0, p > 1 et f € C(K). Posons & = % et considérons l'espace B = A(T) munit
de la norme || || = || - || 4, + §|| -||a, qui est un espace de Banach car || - ||p équivalente a la
norme || - || ;-
Soit

T: B — C(K)
g — glx

Soit p € M(T) vérifiant supp(u) C K.
Il existe une « sous-suite » de (|@(n)|)nez qui converge vers limsup |i(n)|, c¢’est-a-dire qu’il
[n|—o0

existe (nj) € ZN vérifiant pour tout j € N, |n;| < |nj41] et il existe (6;) € RY tel que

lim [f(n;)| = lim fi(n;)e% = limsup |f(n)].
j—00 j—00

[n]—o00

On définit alors pour tout N € N* la fonction gn définie sur T par

1N
_ Z o—i(njt+0;)
N ot
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19
p

|
N
3=
N—
=
I
=

On a que gy € B = A(T). De plus ||gn|[a, = 1 et |[gn]|a, = car les n; sont

deux & deux distincts et |e7%%| = 1. Ainsi

HQNHB—lJr NW1 — 1.

N—oo

De plus en utilisant le théoréeme de Cesaro on obtient

De® s Tmsup [n)].
N—ro0 [n|—o0

N
1
<T'p,gn >p = <H7T9N>—/9N ) dp(t) NZ

Ainsi pour tout u € M(T) vérifiant supp(p) C K on a

<Tu,gn >

Il > gim EST Y g o)) 2 5 [ e
N—voo HgN”B |n|—o0

car K est un ensemble de Helson.

En utilisant le lemme 3.2.2 on obtient donc qu’il existe g € B = A(T) tel que

Tg = ];
ol < &1l

Cela signifie que g|x = f, [lglla, < llgllz < £ fll et que

(528

A1l

llg9lla, < €'llglls < Hfl!oo<€
O
Nous souhaitons maintenant montrer le théoreme 3.1.3 qui établit 'existence d’un ensemble

de Helson supporté par une distribution non nulle de A,(T) ceci pour tout ¢ > 2. Pour cela,
nous avons besoin d’un résultat intermédiaire qui sera démontré dans toute la prochaine partie.
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3.3 De l’existence d’un ensemble compact

Le but de cette partie est d’établir I'existence d’un compact K vérifiant le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.1. Soit ¢ > 2.

Il eziste une constante Cyq > 0 tel que pour tout € > 0 et u € Pr(T) \ {0} on peut trouver un
ensemble compact K, une fonction f € C*°(T) et un polynome trigonométrique réel P € Pg(T)
vérifiant

(i) supp(f) C K et [|1— flla, <&;
(i) ¥t e K P(Hu(t) >0, inf[P(H)]>1, [IPlla, <Cy.

Remarques

La démonstration de ce théoréme nécessitera plusieurs lemmes énoncés et démontrés a la suite
de cette preuve. Ces lemmes sont indépendants les uns des autres et n’utilisent aucun élément
de la démonstration du théoréme 3.3.1.

Démonstration :
Soit g > 2.
Soit Iy = } i, % [ Considérons une constante C7 > 0 vérifiant le lemme 3.3.2 pour l'intervalle Ij.
On considére également des constantes strictement positives Cs et C5 vérifiant le lemme 3.3.5
puis Cy et v vérifiant Cy = % et v = (Cy4 q)%
On remarque que jusqu’ici toutes les constantes ne dépende que de q.

Soit maintenant £ > 0 et u € Pr(T) \ {0}.
Deés lors on considére la constante § = e 264N > (0 pour N € N* assez grand, que ’on détermi-
nera ensuite et qui ne dépendra uniquement de € et des constantes Cj.

On peut alors, d’apres le lemme 3.3.3, poser ¢ € Pg(T) vérifiant

R 1
9(0)=0, llgllc <1, llgllrz =35 et [[dlla, <7

On remarque alors que ¢ ne dépend que du parametre q.
D’apres le lemme 3.3.4, on pose w € Pg(T) vérifiant

1

1 2N
folls > ()™ et ol <1

ainsi que pour tout t € T
C
wt)u(t) >0 ou |w(t)] < 72

On pose également, en utilisant le lemme 3.3.2; une mesure p € Mpg(T) a support dans Iy

vérifiant
p(T)y=1, VkeN* / s* dp(s)
T

<5 et /|dp|<5_C1.
T

Ceci étant, nous allons tout d’abord nous intéresser a la condition (7).
Pour cela on commence par définir la fonction A : T — C qui vérifie pour t € T,

MO = [ A0 dp(s)
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avec

N
H (1 + sw(t njt)) et 1 > 2max (deg(¢), N deg(w)) .

Or ¢(nt) = 3 ¢(k)e“m 't donc en développant Ay(t) on obtient
|k|<deg(¢)
t) -1 4 Z Sl l(k: H ¢ ’Lk‘ nit (35)
keA kj £0

avec A = [—deg(e),deg(¢)]™V \ {0} et I(k) = card(j € [1, N], k; #0).
Ainsi on a pour tout t € T,

1+ (/ ) (H Sk ) £ ) gilkinthon®+ -+l )t
keA k;#0

Or pour tout k € [— deg(¢),deg(¢)]V on a deg(w!®) < N deg(w) < n et Papplication
kv kin+kon+ - +kyn' est injective car si kin+kon?+ --- +knnY = 0 alors, en divisant
par n, on obtient que n divise k; puis que k1 = 0 car |ki| < n et on conclut par récurrence en
montrant que k = 0. Ainsi

S

11=Al%, =
De plus on a [[w!®|| 4, < [|w!®)]|4, = || ®|| 2 < [Jw]|) < 1 et ]fT stk dp(s)] < 8, donc

q

[l

H
kj#0

q
keA

=A< 6 3 TT 190l =60 (14 gll%, )" — o

ke k;#0

< 51 ANl
Or |||/, < 7, on obtient alors une premiere majoration
1
11— Al[a, <3 ed?’™N =G, (3.6)

Cependant la fonction A ne peut étre la fonction recherchée dans la condition (i) car on ne
possede aucune information sur sont support. Posons alors

1 Y .
Xt NZw(t)gb(n]t) , E={teT, X(t)>Csy} et h=AXg.
j=1
Des lors, en utilisant [ |dp| < §—C1, on obtient grace & l'inégalité de Cauchy-Schwarz que

IN=hll, < [IA=hllZ

IN

A(t)? dt
T\E

/T\E (/T|)\s(t)| |dP(S)|>2 dt
" /T\E/T/\S(t)Q [dp(s)| dt

o [ A? dt [dps)
TJT\E

IN

IN

IN
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Or d’apres le lemme 3.3.5 on a fT\E As(t)? dt < 276N donc finalement on obtient

H)\ _ h||Aq < \/5 6_016_3C3N \/> (2C01C4—3C3)N f €_C3N (37)
On choisit maintenant N tel que e~ < £ et /2 e=@N < £ Ainsi d’aprés (3.6) et (3.7) on
obtient
Hl — hHAq <e.

Il suffit maintenant de régulariser h pour obtenir la fonction f désirée.

La fonction X étant continue, il existe o > 0 tel que pour tout ¢t € T vérifiant d(¢, F) < a on a
X(t) >

On considére alors y € C*°(T) vérifiant supp(x) C [—a,a, x > 0 et ||x]||1 = 1.

Posons f = h* x € C*(T) et K = supp(f).
Comme x(0) =1 et pour k € Z*, |x(k)| <||x||z1 =1, on a

11— fll%, = 1= RO+ D [R(k)h(k)|?

k#0
< JlL-hl, <<

On obtient donc la condition (7).

De plus on remarque que K =supp(hxx) C {t €T, d(¢t,E) <a} C{teT, X(¢t) > %}
Ainsi on pose

_ J
P: t>—>C2NZ¢nt

On a bien que P € Pg(T). De plus, comme pour tout t € K, X(t) > % et ||w]leo < 1, on a

pour tout ¢t € K, |P(t)| > |w(t)P(t)| = C%\X(t)] > 1.
En remarquant que pour tout t € K, w(t)P(t) > 0 (car X () > 0) et w(t)u(t) > 0 par définition
de w et parce que |w(t)] > X(t) > % (car ||¢||lc < 1), on obtient que pour tout ¢t € K,

P(t)u(t) > 0.

Finalement on pose Cq = & 2 1|¢]|a, qui ne dépend que de g et qui vérifie ||P||a, < C,. O

Nous allons maintenant démontrer les lemmes utilisés dans le théoreme 3.3.1.

Lemme 3.3.2. Soit I =]a,b[ avec 0 <a <b < 3.
Il existe C; > 0 tel que pour tout 6 €]0,1[, il existe une mesure réelle signée p € Mp(T)
supportée par un ensemble fini de I vérifiant

/1r s* dp(s)

p(T)=1, VkeN*

<6 et / dp| < 67C.
T

Démonstration :
Soit ¢ €]0, 1].
Considérons un entier naturel n grand et s1, so, ..., s, des éléments de I deux a deux distincts
que 'on déterminera par la suite.

Posons la mesure 3

p= 3 I =

k=1 Ak ok

3. avec 0, la mesure de Dirac au point a.

32



qui est une mesure réelle signée supporté par I’ensemble fini {sx, &k € [1,n]}.
On a alors pour tout polynéme réelle P de degré strictement inférieur a n,

/TP dp = P(0)

X—Sj
Sk—S; "

n
ceci grace au théoréme d’interpolation de Lagrange qui assure que P = Y P(sg) []
k=1 j#k
Ce premier résultat nous donne pour tout £ < n

p(T):/T dp=1 et /11‘Sk dp(s) =0

De plus, si pour toute fonction réelle f € C(T) on note Py I'unique polynéme de degré strictement
inférieur a n interpolant f sur les s, alors on a

|1 do=rs00)

Or si f est de classe C™ on peut contréler le défaut d’interpolation en 0 par le résultat suivant :
il existe £ € [0, b] vérifiant

£
!

F(0) = Py(0) +

H(O - Sj).

7=1

n
En effet pour montrer cela il suffit de considérer la fonction g : x — f(x) — Py(x) — % I (z—s;)
L

avec la constante A telle que ¢g(0) = 0. Ainsi la fonction g s’annule en n + 1 points distincts et
par le théoréme de Rolle, il existe € € [0, b[ vérifiant g(™ (&) = £ (€) — A = 0, d’ott le résultat.

Ainsi pour tout k£ > n, il existe & € [0, b[ tel que

k! “

0F = Ps.(0) + T

On obtient donc

/T s* dp(s)

< (20)" < (2b)"

In(9)
In(2b)

car 2b < 1. Prenons alors n = E ( ) + 1. On a ainsi pour tout k € N*,

/T s* dp(s)
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On pose maintenant pour k € [1,n], sx = a + (k: — %) IFT“. On a alors

sl T
j#k 1%k T8
- i
l;lk 2k — gl
n \"! 1
- (b—a) (k—1)! (n—k)! 1L+

B J#k
= <bb—na> = 1)!1(n AT

(bb—na>n_1 Zn: (k— 1)!1(n —&)!

k=1

bn \"! 1 " (n—1
< . -
- (b—a> (n—1)! ;(k:—l)
( 2b >"—1 n"
< =
- b—a n!

Or on montre, par récurrence en utilisant I'inégalité 1 + % <ewn, que “n— <e

Ainsi, comme % >2e>letn—-1< 1n((6)) on obtient que

n—1
/ |dp| < < - > < TN = 5=
T “\b—-a -

avec O = _1nl(2b) In (%) ne dépendant que de I'intervalle I. O

Ainsi

IN

[0l = 3" Iottsi)
k=1

Lemme 3.3.3. Soit ¢ > 2 et v > 0. Il existe ¢ € Pr(T) vérifiant

R 1
¢0)=0, lI¢llo <1, [lgllz =7 et llglla, <.

Démonstration :
On définit récursivement les suites de polynomes (F,) et (@) vérifiant Py = Qo = 1 et

neN

n—i—l Qn in
Qn+1 Qn + X2 Pn

Ces polynomes sont appelés polyndomes de Shapiro et vérifient pour tout z € U et n € N

|Pa(2)]* + Qu(2)]* = 2", (38)
En effet ceci se montre par récurrence en utilisant ’égalité du parallélogramme qui nous donne
|Prs1(2)]? + [Qua1(2)* = 2 (|1Pa(2)]” + [Qu(2) )

De plus on remarque, toujours par récurrence, que deg(P,,) = deg(Q,) = 2" — 1 et donc que les
polynoémes P, et @, sont a coefficients dans {—1,1}.
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-1
Posons alors pour k suffisamment grand, ici on prendra k > (% — %) (1 + }Eg; ),

o(t) = 2_% <eitQk(eit) +2€itQk(eit)> _ 2_%

ok
Z epcos(nt), teT
n=1

2F—1
avec g, € {—1,1} tel que Qr = > epy1 X™

n=0

On remarque tout d’abord que ¢(0) = 0. Ensuite pour tout ¢ € T on a d’aprés (3.8)

()] <27 (l@k@”)\ +2!Qk<e—“>|> .

Donc ||¢||eo < 1. Par ailleurs la famille {e,,, n € Z} étant orthonormée dans L*(T) on a

2k 2
L 9
ol =223 (3) =1
n=1

Pour finir

[un

q

2k
_kt1_ 11y
lella, =27 1<2215n!‘1) R
n=1

cark><%—%)il (1—1—{?1((;’;) et ¢ > 2. O

Lemme 3.3.4. Soit u € Pr(T)\ {0}, N € N* et Cy > 0.
Il existe w € Pgr(T) vérifiant

L

1 2N
) et [lwlloo < 1

> —
llles > (17w

et pour tout t € T,
wt)u(t) >0 ou |w(t)| < —.

Démonstration :
Comme u est un polynoéme trigonométrique non nul 'ensemble Z,, des zéros de u est fini.
On va considérer la fonction signe de u que 'on va régulariser en une fonction continue.
Pour 0 < e < §inf{|z —y|, z # y € Z,}, on considere la fonction affine par morceaux v. définie
sur T par

sign(u(t)) = ‘ZE& si d(t,Zy,) > ¢
ve(t) = - si d(t,a;) <e et sign(u(a; —e)) <0
1 a; . .
—t+ 2 si d(t,a;) <e et sign(u(a; —¢)) >0

avec Zy = {a;, i € [1,n]}.

La fonction v, est donc continue et C' par morceaux. Ainsi sa série de Fourier converge unifor-

1
14+e—N

mément. De plus on remarque que 0 < ( )ﬁ < 1. Ainsi on considere des constantes a et

1 1
(B vérifiant (ﬁ)m <5<1et0<0¢<min<ﬁ—(H;_N)QN,l—B, C42>
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Posons alors w = 55;(v:) avec S;(v:) la somme partielle de la série de Fourier de v, pour [ assez
grand tel que l'on ait ||w — fve||, < a. Ainsi ||[w||oo < B+ a <1 car [|ve|oo < 1.
De plus ||w — Bve||r2 < a donc ||w]|r2 > Bl|vel|r2 — a.

Or v, vaut +1 sur {t € T, d(t,Z,) > e} qui est de mesure 1 — 22 avec n le cardinal de Z,,.
Ainsi
lwllzz = Bllvellz —a
> pl1-TE g
2
1 \2~
Jo B_Q><1+6—N> ’
1
2N

11 existe donc un € > 0 tel que ||w||z2 > (ﬁ)

Finalement prenons t € T tel que |w(t)| > % Comme «a < %, on a
C
200 < 2 < [w(t)] < a+ Blee(t)].

Ainsi % < |ve(t)|. Or par construction v, est de méme signe que w.
Donc si u(t) > 0 on a
w(t) > Pu(t) —a = Plve(t)] —a >0

et si u(t) <0 on a
w(t) < Pue(t) + a = —pFlve(t)| + a < 0.

Ainsi pour t € T on a |w(t)| < % ou u(t)w(t) > 0 ce qui termine la preuve de ce lemme. O

Lemme 3.3.5. Il existe deux constantes Cy > 0 et C3 > 0 vérifiant :
pour tout N € N* et (¢,w) € Pr(T)? tels que

1

HO=0, gl =5 ¢l <1
1 1
2N
loller > (o) o Mol <1

et pour tout s € Iy = } %, %{ et n > 2max (deg(¢), N deg(w)), on a la relation suivante :

/ As(t)? dt < 2¢76CN
{X<C2}

N . N .
avec X 1t — & S w(t)p(nit) et As : t = [ (14 sw(t)p(nit)).
Jj=1 Jj=1
Démonstration :
Soit s € Iy. En utilisant 'inégalité 1 + z < e”, on obtient tout d’abord que pour tout ¢t € T

—

N
)\s(t) = (1 + sw(t)qﬁ(Mt)) < exp (Szw(t)¢(njt)) — oSNX(t).

1 j=1

J

36



Ainsi pour tout C' > 0 on a

/ As(t)? dt < elCN/ As(t) dt. (3.9)
{X<C} {X<C}

Posons alors la mesure ps € Mg(T) vérifiant dus(t) = As(t) dt. Nous allons montrer que jis
est une mesure de probabilité sur T. On rappelle que dt est la mesure de Lebesgue normalisée
sur T de sorte que dt soit une mesure de probabilité. Nous utiliserons ensuite une variante de
'inégalité de Bernstein pour majorer us({X < C}).

Avant de montrer que us est une mesure de probabilité nous avons besoin du résultat suivant
qui explique l'introduction des nombres n/ dans le polynéme trigonométrique ¢.

Lemme 3.3.6. Soit n € N* et pour j € [0, N], P; € P(T) vérifiant deg(P;) < n.

Alors on a
N . N
/ [P | d=T]] (/ P;(t) dt) .
T \ ;2o iZo \/T
Démonstration :

Pour tout j € [0,N] et t € Tona Pj(t)= ) ﬁ;(kz)eikt.
|k|<n
Ainsi en utilisant les formules de développements on obtient pour tout t € T,

[rwn— S Bk,

j=0 ke[[fn+1,n71]]N Jj=0

.

Donc

/11‘<1]_V[ Pj(njt)) dt = Z ﬁ( )/exp (thk nJ) dt

J=0 ke[-n+1,n—1]N j=0 J=0
N N
= T1(PO) =TI ([ A )
j=0 j=0

car pour m € Z, [re™ dt = do(m) et car

N .
d k) =0 = k=0.
j=0

En effet en supposant k # 0 et en prenant le plus grand indice [ tel que k; # 0 on a

-1 -1 1
. . n' —1
\kyn!| < E |kj|ln? <n E n! =n <n!
=0 =0

n—17
ce qui est absurde. O
Montrons maintenant que ps est une mesure de probabilité. Tout d’abord, comme ||w||s < 1

et ||¢|lo < 1 on a pour tout t € T et j € [1,N], |sw(t)p(n’t)] < s < 1 donc la mesure jug est
une mesure positive. De plus en développant A on obtient,

N .
pm = [ L11-+ suloyo(n)
= 1+ > 'B'/ HIB T ¢(n’t) dt

BC[1,N] jeB
B#92
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avec | B| le cardinal de I’ensemble B.
On peut alors appliquer le lemme 3.3.6 avec Py = w!Bl et P; = ¢sije Bet P; =1 sinon. Ainsi

)=1+ Z |B\/ 18 at H/¢
BC[1,N] JEB e —
B#e =4(0)=0

Finalement ps(T) = 1 ce qui montre que ps est bien une mesure de probabilité su T.

Considérons maintenant les polyndmes trigonométriques X; : t — w(t)¢(n’t). Nous allons alors
appliquer le lemme 3.4.1, énoncé dans la section suivante, qui est une variante de I'inégalité de
Bernstein permettant de majorer us({X < C}).

Pour cela montrons que dans ’espace probabilisé T muni de la mesure s, les variables aléatoires
X it w(t)p(nit) vérifient les hypothéses du lemme 3.4.1. Soit A C [1, N]. Montrons que

o /T I X du, = (s /T 6(1)? dt> . ( /T ()24 dt). (3.10)

jeA
En effet en développant As; on obtient que

() = (s T o) + 3 (sw(®)® T é(nin).

jEA BC[L,N] jeB
B#A
Ainsi*?
/ H X;dps = H w(t)p(nt) | As(t) dt
T jEA JEA
|

@2 T (i) dt +
JEA

3 / #)lAl+1B| (,H ¢(njt)) ('H <Z>(njt)2) dt

BC[[l N]] JEAAB jEANB

/
:/TS\

En appliquant le lemme 3.3.6 on obtient que le premier terme vaut

<5/T¢(t)2 dt>A| </Tw(t)2|A dt>

car n > 2max (deg(¢), N deg(w)) et le second terme est nul puisque AAB # & et ¢(0) =

Ainsi on obtient la formule (3.10). On a alors pour tout j € [1, N],
BCY) = [ X dpe = s 9lallwllf = > 0

On a également que —1 < X; <1 car |[¢]|oo < 1 et ||Jw||oo < 1.
De plus, pour A C [1, N], on a en utilisant I'inégalité de Jensen a la fonction convexe x zlAl

o (119) - s forra)" (o) s Lo e ) - I o,

JEA

4. On note AAB = AU B\ AN B la différence symétrique de A et B
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Par hypothése on a ||w||eo < 1 et

Ainsi

jeA jeEA

avec e = e~V €]0,1].
Toutes les hypothéses du lemme 3.4.1 sont donc réunies. Ainsi on obtient pour tout o > 0

us({X <p—a}) < e"59N | ~NeilN,

1
Or +In(l+e V)< te ™ <e ! <In(3)car N > 1 donc (mﬁ) N % et on a alors

X

1 1 1 ¥ _ 1
— 2 2
p=sllolallolie = 3 < 3 % (1rew ) 2 55

Ainsi pour tout 0 < C < é on a

car (4—18 — C)2 <(u-0)et—3<-1 (ﬁ — 0)2.

Ainsi en reprenant I'inégalité (3.9) on obtient

1/1 2 1 1
_8<48_C> +3¢ &5 Texaze <0

Donc il existe Cy > 0 (par exemple Co = 107%) tel que

1/1 21
——(=—Cy) —=Cy>0.
6 Cs 8(48 2) 3727

Ainsi on obtient le résultat recherché, a savoir

/ As(t)? dt < 260N
{X<C2}

avec (9 et (3 des constantes absolues.
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3.4 Inégalité de Bernstein

Cette partie présente une variante de I'inégalité de Bernstein (cas ot € = 0 dans le lemme
suivant) qui est utilisée dans le lemme 3.3.5.

Lemme 3.4.1. Soit (X;)i<j<n une famille de variables aléatoires sur un espace probabilisé
(Q, 7T, P) vérifiant

(1) pour tout j € [1,N], E(X;) =p>0;

(it) pour tout j € [1,N], -1 < X; <1;

(iii) il existe € €]0, 1] tel que pour tout A C [1,N] on ait

(1—e) <E (H Xj) < (1+&)phl,

JEA

N
Si on note X = % Z1Xj alors on a pour tout a > 0
‘]:

PX<p—a)< e 8N | geal,

Avant de démontrer ce lemme on observe que par rapport a l'inégalité de Bernstein, ou
I’on suppose les variables X; mutuellement indépendantes, on suppose ici que les variables sont
«presque indépendantes». On obtient alors, dans la majoration de P(X < p — «), le terme
supplémentaire ceilN qui n’apparait pas dans I'inégalité de Bernstein.

Démonstration :
Soit A > 0. On a

g

PX<p—a) = (e)‘NX < e)‘N(“*O‘))

N
H e/\Xj < e)\N(u—oz)
i=1

N
= P (1 < e Ve H e’\(“_Xj))

j=1

N
< /B—ANa Au=X5) qp
o 1

N
e—ANa E 6/\(;1—Xj) .
j=1

14 B=X 1 - A%
ey - (L) ()

Or 5 T et X < 2 done 55 € 0,1),

IN

De plus on a
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Ainsi par convexité de la fonction exponentielle on obtient

2\ . —2X _X.
Mu-X)) < €<1+MX]>+6 (1_u X])
= 2 2

< cosh(2)) + = 5 . sinh(2))
S b— CLXj
avec a = % et b = cosh(2\) + u%.

On a donc, en utilisant ’hypothese (iii),

N N
E (H eA(“Xj)) < E (H(b — an))
J=1 j=1
< Y (ma)NHE (H Xj)
AC[1,N] jEA
< Z (—a)l A NIl (1 4 (—1)MAle) Al
AC[1,N]

< (b= pa)N + e+ pa)N.

—2X

Or b—pa = cosh(2)) < e et b4pa = cosh(2\)+pusinh(2)) = %(l—l—u)—i-e 5 (1—p) < e,
Ainsi en prenant A = 7 on obtient finalement que

PX <p—a) < e e ((b —pa)N +¢ (b+,ua)N)

af o2 a
< 6_N4 (eNs +56N2>
,Naﬁ ﬂa(Q,a)

< e 8§ +ce4

car pour tout a > 0, a2 —«) < 1. O
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3.5 Contre-exemple de Lev et Olevskii

Revenons au ensembles de Helson et démontrons le théoréme 3.1.3, rappelé ci dessous, grace
au théoréme 3.3.1 démontré dans la partie 3.2.

Théoréme. Soit g > 2.
Il existe un ensemble de Helson K et il existe S € Ay(T) \ {0} vérifiant supp(S) C K.

Démonstration :
D’apres le théoreme de Stone-Weierstrass, ’ensemble Pr(T) des polynémes trigonométriques
réels est dense dans C(T,R) munit de la norme infini. De plus il existe un ensemble A dénom-
brable qui soit dense dans Pr(T) pour la norme infini. En effet tout élément de Pr(T) est de
N
la forme t — Y a, cos(nt) avec a,, € R. Il suffit donc de prendre I'ensemble des polynomes

n=0
trigonométriques réels a coefficients a,, rationnels qui est dense dans Pr(T) pour la norme de

A(T) et d’utiliser le fait que || - ||oo < || - || 4,-

Ainsi A = {uj, j € N*} est dense dans C(T,R).

On construit alors récursivement les suites (g5), (f;), (K;) et (P;) vérifiant pour tout j € N*,
27277
A fiealla

et fj, Kj, P; qui vérifient le théoreme 3.3.1 pour € = ¢; et u = u;.
Posons pour tout j € N,

€j (51 = 2_3)

J
Sj = H fk S COO(T) C Aq
k=1
et montrons que la suite (S;) converge dans A,(T) vers une distribution S € Aqg\ {0}.
Pour cela utilisons le critere de Cauchy puisque A4(T) est un espace de Banach. Soit m < n.
On a

n—1
HSn_SmHAq < ‘|Sj+1_5j‘|Aq
j=m
n—1 J
< 1(fier = 1) T flla,
j=m k=1

i
L

j
< 1(Fi+1 = Dlla, | TT fx
j k=1

Il
3

Aq

Or par définition de fj41 on a, d’apres la condition (i) du théoreme 3.3.1, ||[1 — fjy1]|4, < gj41-
De plus par construction de €41, on a |[f1--- fj||a,6j41 < 27277, Ainsi

n—1
190 — Smlla, < DA fillay g1
j=m

IN

n—1
SERS
Jj=m
2—m—2 1
1—

IN
N[
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ce qui montre que la suite (S;) est de Cauchy dans A4(T) et donc converge vers S € A,(T).
De plus S # 0 car on a

11— S]la, D 11Sj+1 = Sjlla, > 27772 = ;<L
=0

j=0
Posons alors

e}
K=K,
j=1

et observons que supp(S) C K car pour tout j € N*, supp(f;) C K; d’apres la condition (7) du
théoreme 3.3.1. Montrons que K est un ensemble de Helson en utilisant le lemme 3.2.7.

L’ensemble K est tout d’abord compact en tant qu’intersection de compact de T. Ensuite en
utilisant la condition (i7) du théoréme 3.3.1 on obtient pour tout j € N*,

inf |Pj(t)] > inf |P;(t)| > 1 ; Vte K C Kj, Pj(t)u;(t) >0 ; ||Pjlla, < Cy.

teK teK;
En particulier pour tout j € N* et t € K, on a wu;(t) # 0. Or {u;, j € N*} est dense dans
C(T,R). Donc si K contient un intervalle I non réduit a un point, tous les u; sont de signe fixe

sur I car continue. Ceci est absurde car il existe une fonction f € C(T,R) qui change de signe
sur I. Ainsi K ne contient pas d’intervalle et donc K est totalement discontinue.

Soit h € C(T,R) vérifiant Z, N K = &. Par densité il existe j € N* tel que pour tout ¢ €
K, u;j(t)h(t) > 0. En effet il suffit de prendre 0 < ¢ < min{h(t)?, t € K} et u; vérifiant
Iy — B2l <.

Ainsi pour P = P; on a

inf|P(t)| >1 5 ¥te K, P()h(t) >0 ; ||Plla, < Cp.

Donc par le lemme 3.2.7, on déduit que K est un ensemble de Helson. O

Le lemme qui suit établit que les ensembles de Helson sont assez petits pour étre contenus
dans I’ensemble des zéros d’une fonction g € A(T) cyclique dans tous les A,(T) pour p > 1.
Ce lemme utilise le lemme de Baire et n’est donc pas constructif. Il permettra de démontrer le
théoreme 3.1.2.

Lemme 3.5.1. Soit K un ensemble de Helson sur T.
Il existe g € A(T) tel que K C Zg et tel que g soit cyclique dans Ay(T) pour tout p > 1.

Démonstration :
Soit K un ensemble de Helson sur T. On définit

I(K) ={g € A(T), g|lk =0}

qui, munit de la norme || - || 4,, est un espace de Banach en tant que sous-espace fermé de A(T).
Posons
A={g e I(K), gest cyclique dans A,(T), Vp > 1}

et montrons que A est dense dans I(K) ce qui prouvera que A est non vide.
Pour cela on considére pour € > 0 et p > 1 ’ensemble

G(e,p) ={g € I(K), 3P € P(T), |[1 - Pyl[a, <e}.
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Montrons alors que pour €, = % et p, =1+ % on a

() N Glenpn)cA
(1) VYn>1, G(en,pp) est ouvert dans I(K)
(#i1) VYn>1, G(epn,pn) est dense dans I(K)

ce qui permettra de conclure par le lemme de Baire.

(i) : Soit g € I(K) tel que pour tout n € N* il existe P, € P(T) vérifiant |[1 — P.gl|4,, < en-
Or pour tout p > 1 il existe N tel que pour n > N on a p > p,. Ainsi

11— Paglla, <111 = Pagllay, <en — 0
ce qui d’apres la proposition 2.1.3 montre que g est cyclique pour tout p > 1 et donc que g € A.

(ii) : Soit go € G(en,pn). Il existe P € P(T) tel que ||[1 — Pgol|a,, < en-

n—|1-P
Alors, en posant 1 = W, on a que g € G(ep,ppn) pour tout g € I(K) tel que
Pn

llg — golla, <m car
11— Pglla,, <1 —Pgolla,, +nllP|la,, <en

Ainsi G(g,,, pn) est ouvert dans I(K).

(#ii) : Soit go € I(K). Montrons que pour tout n > 0 il existe g € G(ep, pn) tel que [|[g—go||4, < -
Prenons d2 une constante vérifiant la condition (iii) de la proposition 3.2.1. Il existe alors un
polynéme trigonométrique non nul A tel que

2
h — —.

On a donc que pour tout t € K,

02

h(t)| = |h(t) — go(t)| < ||h — <|lh— < .
O] = 11(0) = (o) < 10~ gollc < 10~ sully < 57 2
De plus comme h € P(T) \ {0}, la fonction h admet un nombre fini de zéro donc, d’apres la
proposition 2.3.3, h est cyclique dans tous les A,(T) avec p > 1. Ainsi il existe P € P(T) tel
que |[1 — Phl|a,, < %
Or, d’apres le lemme 3.2.8, il existe f € A(T) vérifiant

flx = h2|K
flla, < slhlklle < 5
”fHAp < W

Posons alors g = h — f. On a bien que g € I(K) car f|x = h|k. De plus g € G(en, pn) car
11 = Pglla,, <1 Phlla,, +IPlla|If]]a,, <én

Finalement on a

02 Ul
<
1+52)n+ 1+ 6o

Hg—goHA1Sl!h—go\|A1+|!f\|A1<2( U
ce qui démontre que G(gp, pn) est dense dans I(K).
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Ainsi par le lemme de Baire, ﬂ G(en,pn) est dense dans l'espace de Banach I(K) en tant

qu’intersection dénombrable d’ ouverts denses. L’ensemble A est donc non vide ce qui démontre
ce lemme. (]

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 3.1.2 rappelé ci-dessous.

Théoréme. Soit p €]1,2[ et € > 0. Il existe K un compact de T vérifiant
(a) si f e A(T)NLip.(T) et si f s’annule sur K alors f n’est pas cyclique dans Ap(T) ;
(b) il existe g € A(T) s’annulant sur K et tel que g soit cyclique dans A,(T).

Démonstration :
p

Soit p €]1,2[. Prenons le compact K du théoréeme 3.1.3 pour ¢ = 1 > 2

(1) = si f € A(T) N Lip,(T) s’annule sur K on a alors d’aprés la proposition 2.3.6 que f n’est
pas cyclique dans A,(T) car il existe S € Ay(T) \ {0} tel que supp(S) C K C Z;.

(i) : d’apres le lemme 3.5.1 et comme K est un ensemble de Helson, il existe g € A(T) s’annulant
sur K tel que g soit cyclique dans A, (T). O

Avant de démontrer le théoréme 3.1.1, il nous reste a prouver un dernier lemme sur ’ensemble
des zéros des fonctions régulieres. Ce lemme, qui résulte de la souplesse des fonctions de classe
C!, affirme que tout compact est égal & 'ensemble des zéros d'une fonction de classe C! (le
résultat est aussi vrai pour les fonctions C'*°)

Lemme 3.5.2. Soit K un compact de T. Il existe f € C1(T) tel que K = Z.

Démonstration :
Considérons tout d’abord la fonction g définie sur R par

g(x): e_ﬁ st x<l1
0 st x>1

Il est facile de voir que la fonction g est de classe C'°°, est positive et est borné sur R et que la
fonction ¢’ est également bornée sur R.

Soit K un compact de T. On peut recouvrir T\ K par une union dénombrable de boules ouvertes.
En effet il suffit de prendre {a;, j € N} = (T \ K)NQ et r; = d(a;, K) > 0 de sorte que

T \ K = U B(CL]‘,T‘j).
JEN
Posons alors f la fonction définie sur T par®

Tj

2 \

Comme les r; sont majorés par 27 et g est bornée sur R, on a que f est bien définie en tant
que somme d’une série normalement convergente sur T. De plus f est de classe C'! et pour tout

teT,
e — _a.2
/t)ZE 2(t2j J) g/((t T2]) )

§=0 J

5. on identifie ici T & I'intervalle [0, 27|
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car

> 12(t —a; t—a;)? >, 87
— 27 re )
J=0 J j=0

Finalement on observe que t € K si et seulement si pour tout j € N, [t—a;| > r;. Or Z, = [1, 00[
(t—a;)? =0.
T

2

donc t € K si et seulement si pour tout j € N, ¢ (

J
Ainsi on a Zy = K car g est positive. La fonction f vérifie donc le lemme. O

Nous pouvons alors démontrer le théoreme 3.1.1 qui constitue un contre-exemple a la conjec-
ture de Wiener pour p €]1,2].

Théoréme. Pour tout p €]1,2[, il existe (f,g) € A(T)? tel que Z; = Z, et tel que

f n’est pas cyclique dans Ap(T)
g est cyclique dans Ap(T)

Démonstration :
Soit p €]1,2[. Considérons le compact K du théoréme 3.1.2 ainsi que la fonction g s’annulant
sur K qui est cyclique dans A,(T). D’apreés le lemme 3.5.2 il existe une fonction f € C}(T) tel
que Zy = Z,. Ainsi comme f est de classe C! sur le compact T, on a f € A(T) N Lip(T) et
donc d’apres le théoreme 3.1.2 f n’est pas cyclique dans A,(T) car f s’annule sur K. O
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Chapitre 4

Cyclicité dans LP(R)

Nous avons jusqu’a présent étudié la cyclicité dans les espaces IP(Z). Nous allons maintenant
élargir la notion de cyclicité aux espaces LP(R) et nous verrons qu'il est possible d’adapter le
théoreme 3.1.1 a ces espaces.

Dans cette partie on notera S(R) lespace de Schwartz et S'(R) Pespace des distributions
tempérées. On identifie LP(R) & un sous-espace vectoriel de S’'(R). On rappelle également que
pour S € §'(R) on note S ou FS la transformée de Fourier de S définie sur S(R) par

<S,p>=<8¢> avec H¢)= / o(z)e ¢ da.
R

L’application F est un automorphisme sur S’'(R).

On notera Cyp(R) I'ensemble des fonctions continues de R dans C vérifiant ‘ llim f(z) =0.
x|—00

Définition 4.0.3. Pour p € [1,00], on définit I'espace A,(R) = {F, F € L?(R)} C S'(R) muni
de la norme || - || a,(r) vérifiant pour tout F' € LP(R), [|F||a,®) = [|F']|Lr-

Remarques
Voici quelques propriétés élémentaires des espaces Ap(R).
— L’espace A,(R) est isométriquement isomorphe & LP(R). Ainsi A,(R) est un espace de
Banach.
— L’espace A(R) = A1 (R) est une sous-algebre de Cy(R).
— Pour p € [1,2], on a A,(R) C LY(R) avecq:% sip>letg=ocosip=1.

Définition 4.0.4. Soit p € [1,00].
On dit que F € LP(R) est cyclique dans LP(R) si Vect{F (- —y), y € R} est dense dans LP(R).

Nous avons, comme dans les espaces [P(Z), les théorémes de Wiener qui permettent de
caractériser les vecteurs cycliques de LP(R), pour p = 1 ou p = 2, en fonction de ’ensemble des
zéros de la transformée de Fourier. Nous admettrons le théoréme suivant.

Théoréme 4.0.5. (de Wiener dans LP(R))

Une fonction F € LY(R) est cyclique dans L*(R) si et seulement si F' ne s’annule pas sur R.
Une fonction F € L2(R) est cyclique dans L%(R) si et seulement si F' ne s’annule pas sur un
ensemble de mesure de Lebesque non nulle.
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Corollaire 4.0.6. Soit F' € () LP(R).
p>1

Si F' ne s’annule pas sur R alors F' est cyclique dans LP(R) pour tout p > 1.

Démonstration :
On remarque tout d’abord que F n’est pas cyclique dans LP(R) si et seulement si il existe
G € LY(R)\ {0} (avec g = =£7) vérifiant pour tout z € R, (FxG)(x) = [ F(z—§)G(&) d§ = 0.

En effet le théoreme de Hahn—Banach assure qu’un sous-espace F est n’est pas dense dans
LP(R) si et seulement si il existe G € (LP(R))" = L(R) non nulle vérifiant pour tout H € E,
Jrg HG = 0.

Comme F' ne s’annule pas sur R on a d’apres le théoreme de Wiener que F' est cyclique dans
L'(R). Supposons qu’il existe p > 1 tel que F ne soit pas cyclique dans LP(R) et montrons alors
que F ne peut pas étre cyclique dans L'(R).

D’apres la premiére remarque il existe G € L4(R)\ {0} (avec g = p%l) vérifiant pour tout x € R,

(F*G)( / F(x - &G d§ = 0.
Posons H la fonction définie sur R par
41
H(z) = / G(t) dt.

La fonction H est bornée car d’apres I'inégalité de Holder on a

1
z+1 q
#@ < ([ 161)" <16,

De plus, en utilisant le théoreme de Fubini, on obtient que pour tout z € R

/RF(m—Q //Fx— G(t+€) dt de

/0 /RF(x—i_t_“)G(u) dudt =0

car (F'« G)(xz +t) = 0 pour tout ¢ € [0, 1].

Or H € L*°(R) n’est pas nulle car sinon |G|? serait 1-périodique intégrable donc nulle. Ainsi
d’aprés la premiére remarque, cela montre que F n’est pas cyclique dans L'(R) ce qui est
absurde. O

Nous allons maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre qui affirme que 'on ne
peut pas caractériser les vecteurs cycliques de LP(R), pour 1 < p < 2, uniquement par ’ensemble
des zéros de la transformée de Fourier. Pour démontrer ce résultat nous allons utiliser le théoreme
3.1.1 qui est ’analogue, dans les espaces [P(Z), du résultat suivant.

Théoréme 4.0.7. Pour tout p €]1,2|, il existe deux fonctions F et G appartenant a L*(R) N
LP(R) telles que F et G ont les mémes zéros et telles que

F n’est pas cyclique dans LP(R)
G est cyclique dans LP(R)
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Démonstration :
Soit p €]1,2[. On considére une application v € S(R) dont la transformée de Fourier 7 ne
s’annule pas sur R. On peut par exemple prendre v : x — e’
On définit alors I'application linéaire T définie sur A,(T) par

foHZf v(x 4+ n).

nez

On remarque que T est bien définie car (f(n))nez est bornée et v € S(R).
Montrons que l'opérateur 1" : Ay(T) — LP(R) est borné. Comme vy € S(R) on pose

M = /\7 \dx+sup Z|V$+n)]<oo
neZ

Ainsi, en utilisant 1'inégalité de Holder, on a

P p—1
< (Z\f )Py (z + n) ) (Zlv($+n)!)
nez neE”L
MPTEY | f )Py (@ + ).

nez

A

Zf v(x 4+ n)

nez

IN

Dongc, en intégrant puis en élevant a la puissance %, on obtient ||T'f||zr < M||f]|a,-

On montre, par changement de variable, que T vérifie les deux propriétés suivantes : pour
feAT)NAYT),rcRetnecZona

{ T(enf)(x) = (Tf)(x +n)
(T])(z) = A(x) f ()

en considérant f comme une fonction 27-périodique sur R.

On peut maintenant construire les applications F' et G du théoreéme.
On considere le compact K et application g € A(T) du théoréeme 3.1.2.
Posons alors G = T'g € LP(R).

Pour tout P € P(T) on a

Iy =T(Pg)ller = IT(1 = Pg)l[Lr < ([T |1 = Pygl|a,.

Or g est cyclique dans Ap,(T) donc d’apres la proposition 2.1.3 il existe une suite (FP,) de
polynémes trigonométriques telle que ||1 — P,g||4, tende vers 0. Mais comme T'(e,f)(x) =
(Tf)(x+n), on a que T(P,g) € Vect{G(- —y), y € R}. Ainsi v € Vect{G(- —y), y € R}. Or
d’apres le corollaire 4.0.6, 7y est cyclique dans LP(R) car sa transformée de Fourier ne s’annule
pas sur R. On obtient donc que G est cyclique dans LP(R).

Considérons maintenant une fonction A : T — C de classe C'° et vérifiant Zh = Z,.
Posons F' = Th. D’apres les propriétés de 'opérateur T', on a F= ~ h et G = vg.
Comme Zj, = Z; et 4 ne s’annule pas sur R on a bien que F' et G ont les mémes zéros.
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Montrons alors que F' n’est pas cyclique dans LP(R). Pour cela nous allons utilisé la propo-
sition 2.3.6 généralisée ! aux espaces LP(R).
D’apres les théoremes 3.1.2, h n’est pas cyclique dans A,(T). Ainsi d’apres le théoreme 2.3.4,
il existe S € A4(T) \ {0} (avec ¢ = p%l) tel que supp(S) C Zj. Or, comme Z;, # T, on peut
considérer S comme une distribution non nulle de A4(R) & support dans Z, (cf. [7] Corollaire
10.6.6 p197).
De plus comme h est de classe C® et borné et comme v € S(R), on a F' =7 h € S(R). Ainsi
F' € Lip_(R) pour & > 0 et comme supp(S) C Zp C Z on a par la proposition 2.3.6 généralisée
a LP(R) que F n’est pas cyclique dans LP(R), ce qui conclut la preuve. O

1. La démonstration de la proposition 2.3.6 dans les espaces I?(Z) et LP(R) est identique (cf. [6])
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