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Feuille de TD n°1 (Applications : injectivité, surjectivité, ...)

Exercice 1. (1) Rappeler les dé�nitions d'application injective et surjective.
(2) Donner un exemple d'application injective R→ R, d'application surjective R→ R.
(3) Donner un exemple d'application surjective mais pas injective de [−1, 1]→ [0, 1].
(4) Donner un exemple d'application injective mais pas surjective de R→ R.

Exercice 2. Soient f : X → Y et g : Y → Z deux applications.
(1) Montrer que si f et g sont toutes deux surjectives, alors g ◦ f l'est aussi.
(2) Montrer que si f et g sont toutes deux injectives, alors g ◦ f l'est aussi.

Exercice 3. Soit f : R→ R une application strictement croissante, c'est à dire telle que x < y implique f(x) < f(y).
(1) Montrer que f est injective.
(2) Donner un exemple d'une application strictement croissante qui n'est pas surjective.

Exercice 4. On considère l'application

f : R \ {−2} → R
x 7→ x+1

x+2

(1) Montrer que f n'est pas surjective.

(2) On dé�nit l'application f̃ : R \ {−2} → R \ {−1} par f̃(x) = f(x), pour x ∈ R \ {−2}.
(i) Montrer que f̃ est bien dé�nie et surjective.

(ii)Montrer que f̃ est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

Exercice 5. Soient (a, b) ∈ R2. On considère l'application

fa,b : R → R
x 7→ ax+ b

(1) Montrer que fa,b est bijective si et seulement si a 6= 0. Déterminer alors sa bijection réciproque.

(2) Trouver toutes les valeurs de (a, b) telles que fa,b soit bijective et véri�e f−1
a,b = fa,b.

(3) On note A(R,R) l'ensemble des applications de R dans R. On considère l'application

φ : R2 → A(R,R)
(a, b) 7→ fa,b

Montrer que φ est une application injective.

Exercice 6. Soit f l'application de R dans R dé�nie par f(x) = x(1− x).
(1) Pour chaque y ∈ R, résoudre l'équation

x2 − x− y = 0.

(2) Soit y0 = 1
4 .

(i) Montrer que si y > y0, alors y n'a pas d'antécédent par f .
(ii) Montrer que si y = y0, alors y a exactement un antécédent par f .
(iii) Montrer que si y < y0, alors y a exactement deux antécédents par f .
(iv) En déduire que f n'est ni injective ni surjective.

(3) Soit f1 : [ 12 ,+∞[→ R, dé�nie par f1(x) = f(x).f1 est-elle injective ou surjective ?
(4) Trouver un intervalle I tel que l'application f2 : R→ I dé�nie par f2(x) = f(x) soit surjective.

Exercice 7. On considère l'application
f : R → R

x 7→ cos(πx)
Calculer les images directes f({0, 1}), f([0, 1

2 ]), f(Z) et f(2Z), où on rappelle que 2Z désigne l'ensemble des
entiers pairs.
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Exercice 8. On considère l'application

f : R2 → R
(x, y) 7→ x2 + y2

(1) Calculer les images inverses f−1({0}), f−1(]−∞, 0]), f−1({1}), f−1(]− 1, 1]) et f−1(]4,+∞[). L'application
f est-elle injective ou surjective ?

(2) Calculer les images directes suivantes :

f(X1) où X1 =
{

(x, y) ∈ R2 : x > 0
}

f(C) où C = [0, 1]× [−2, 3]
f(Γcos) où Γcos = {(x, cosx) : x ∈ [0, π]}

[Indication : Utiliser des interprétations géométriques et des dessins]
(3) Mêmes questions avec l'application

g : R2 → R
(x, y) 7→ |x|+ |y|


