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Préambule

L’un des problémes toujours ouverts qui suscite le plus d’engouement au sein de ’analyse fonc-
tionnelle est celui du sous-espace invariant. Il a pour but de répondre a la question suivante :

Si H est un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et si 7' est un opérateur (linéaire)
continu sur H, T' # 0, existe-t-il un sous-espace fermé M de H non trivial (i.e différent de H et de
Pespace nul) tel que

TMcCM?

On peut faire plusieurs remarques quant a la question posée. Tout d’abord, on s’intéresse & la
dimension infinie car si H est un espace de Hilbert complexe de dimension finie supérieure ou égale
a 2, et si & est un vecteur propre (non nul) de T associé a une valeur propre non nulle, CTx est un
sous-espace fermé invariant et non trivial, de dimension 1. Ensuite, on impose que le sous-espace M
soit fermé car sinon vect{T"xz; n € N} est un sous-espace invariant non trivial dés que x est non nul.

IL’espace H est un espace de Hilbert; si 'on allége cette condition en prenant uniquement
H espace de Banach, la réponse est connue depuis 1975 [4] et est négative dans le cas général,
CHARLES READ [13] a méme contruit en 1984 un opérateur continu sur /! qui ne possédait pas de
sous-espace invariant non trivial. Enfin, si H n’est pas supposé séparable, alors en prenant x # 0, le
sous-espace vect{T"x; n € N} est bien invariant et ne peut étre égal & H tout entier sinon la famille
{(g+ir)T"x : n €N, (¢q,7) € Q?} serait (dénombrable et) dense dans H.

Nous verrons tout au long de ce mémoire que les espaces L? et H? jouent un rdle primordial
dans I’étude de ce probléeme. En effet, E. NORDGREN, P. ROSENTHAL & F.S. WINROBE ont mon-
tré en 1986 que le probléme en question était équivalent au fait que les sous-espaces invariants
(non-triviaux) minimaux des opérateurs de compositions hyperboliques sur H?(D) soient tous de
dimension 1. Ce résultat sera, suivant la preuve de ses auteurs, démontré au chapitre 2. Il sera suivi
de quelques conditions nécessaires et suffisantes, établies par V. MATACHE, concernant la minimalité
des sous-espaces invariants de 'opérateur de composition hyperbolique.

L’objet de ce mémoire n’est pas de résoudre le probléme du sous-espace invariant, mais il semble
interessant de savoir si le treillis d’'un opérateur, c’est & dire I’ensemble des sous-espaces invariants
non triviaux, que 'on note Lat pour lattice, lorsqu’il est non vide, est structuré, ordonné, paramétré,
etc.

Par exemple, on sait [1] que Popérateur de Volterra

Vo: L?(0,a) — L?(0,a)
f = (w5 f(t)dt)

a un treillis ordonné Lat(V,) = {L2: 0 < a <a} ou L2 :={f € L*(0,a): f=0p.p sur (0,a)}.
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C’est dans cette optique, aprés avoir étudié les résultats classiques de Wiener, Beurling et Lax,
que nous étudierons des articles de A. KATAVOLOS & S.C. POWER qui ont réussi & paramétrer les
sous-espaces simultanément invariants sous ’action deux semi-groupes d’opérateurs et un article
plus récent de E.A GALLARDO-GUTIERREZ & J.R. PARTINGTON qui ont établi un lien entre les
sous-espaces invariants de certaines familles d’opérateurs et les opérateurs de composition.

Un grand merci & Sofiane Akkouche, Frédéric Bayart et Etienne Matheron pour leurs réponses
toujours rapides, claires et précises a mes différentes questions. Merci également a Marjorie Ecotiére
pour son aide dans la chasse aux fautes de frappe. Enfin, je voudrais exprimer ma plus grande
reconnaissance 3 Andreas Hartmann pour la patience, la disponibilité et la sympathie avec lesquelles
il m’a encadré tout au long de ce mémoire.



CHAPITRE 1

Préliminaires

Nous rappelons dans ce premier chapitre quelques définitions et résultats bien connus & propos
des espaces de Hardy et des sous-espaces de L? invariants sous l’action du shift, qui vont jouer un
role central tout au long de ce mémoire. Les notations utilisées ci-aprés seront constament employées
dans tous les chapitres qui suivront. Le demi-plan supérieur {z € C, Im(z) > 0} sera noté¢ C*, le
disque unité (ouvert) D et son bord T. On notera z l'application z : C — C, £ — £. Si Q est un
ouvert de C, H(2) désigne I'ensemble des fonctions holomorphes sur €.

Nous commencons par rappeler que L?(T), 'espace des fonctions de carré sommable par rapport
a la mesure de Lebesgue normalisée sur T, notée m, est un espace de Hilbert, muni du produit
scalaire (f,g) = [} fgdm. Une base orthonormale est donnée par la famille B := {z"; n € Z}, et
chaque fonction f € L?(T) peut se développer en série de Fourier sous la forme

1) =3 fm)z,

nel

A~

2
Fony = 5.2 = [y

) € 7.
2 "

Ainsi, grace a I'égalité de Parseval ||f]|> = >,,cz |£(n)|2, Visomorphisme f — (f(n))nez permet
d’identifier L?(T) a 12(Z).

Remarque 1.0.1. Comme Zf(n) = f(n — 1), Popérateur S := T, de multiplication par z dans
L?(T) est unitairement équivalent & un shift bilatéral agissant sur [?(Z)

(f(n))nGZ = (f(n - 1))n€Z~

1. Espaces de Hardy

Remarque 1.1.1. La plupart des résultats sont énoncés dans le cadre de H? ou H* mais ils
restent vrais pour 0 < p < oo.

On appelle espace de Hardy du cercle H? I’ensemble des fonctions f € L?(T) telles que f(n) =
pour tout n € Z \ N et on désigne par H>® 'ensemble des fonctions f € L(T) telles que f(n) =
pour n € Z\ N.

L’espace de Hardy du disque H?(D) est I’ensemble des fonctions f holomorphes dans D telles
que

™
112y = upoyr [ 1FreESE < .

o 2
On note H>°(D) I'ensemble des fonctions f holomorphes sur D telles que sup,cp|f(2)] < 0.

7
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1.1. Limites au bord.

Si f est une fonction définie sur D et 0 < r < 1, on note f, l'application définie sur T par
fr(e) := f(re?). Rappelons alors les identifications entre les différents espaces de Hardy :

Théoréme 1.1.2. (Limites au bord, |9, p. 34])

Soit p € {2,00}.

(1) Si f € HP(D), alors bf := lim,_,1 f, existe au sens de la norme LP(T) (si p = oo, cette limite
est prise dans le sens de la topologie faible-x) et bf € HP.

(2) L’application f — bf est une isométrie surjective de HP(D) dans HP.

La fonction bf est appelée limite au bord de f.

Définition 1.1.3. Soit £ € T. On appelle angle de Stoltz en &, et l'on note S¢, tout secteur
angulaire de D centré en &, de bissectrice [0,&] et d’angle 0 < 7.

Théoréme 1.1.4. (Fatou, 1906, |9, p. 40])
Soit p € {2,00}. Si f € HP(D), alors la limite au bord non-tangentielle de f existe presque
partout sur T et on a

lim,—¢ -es. f(2) = bf(€), pour presque tout & € T.
La fonction au bord & — f(§) est dans LP(T) et f(§) = bf(&) presque partout sur T.

On peut donc identifier les fonctions f € HP(ID) avec leurs valeurs au bord et écrire
H?(D) = HP.

2. Passage au demi-plan supérieur

2.1. Transformées de Fourier.

La transformée de Fourier F et son inverse F !, définies par

—wz 1 u’z
Ff(z) = m/f dr, et F f(z \/%/f dx,

sont des isométries de L2(R) dans lui-méme. Le sens des intégrales ci-dessus étant les limites dans
L?(R) des transformées \/% 2 f@)e ™= da, s — oo.

Le sous-espace L2 C L%(R) est défini comme l'ensemble des fonctions de L?(R) nulles presque
partout sur la demi-droite réelle négative.

2.2. L’espace Hi

On introduit les applications conformes

v: D — C* vl Ct — D
142 et s—i
z = Z(l—z) s = s+1

et on définit ’application
Uy: L*T) — L*(R)
I (s ek foris)

H? étant un sous-espace fermé de L?(T), on s’intéresse a l'image Us H? qui est un sous-espace
fermé de L2(R). On obtient le résultat suivant :
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Proposition 1.2.1. [9, p. 144] U, H? = F112.

Maintenant, on veut identifier Uy H? avec I’espace des valeurs au bord des fonctions d’un certain
espace de fonctions holomorphes sur C,. En effet, on remarque que si f € H?, alors

Usf(z) =

1 z—1
\/7?(z+z')f(z+i

définit bien une fonction holomorphe sur C . De plus, il est clair que v~! transforme (localement) un
angle de Stolz dans C4, {x+iy : |[r—r| < Cy}, en un angle de Stoltz de D. Ainsi, le théoréme de Fatou
1.1.4 implique que Uz f a une limite non-tangentielle presque partout sur R et b(Us f) = Ua(bf). Dans
le but d’obtenir une autre caractérisation de UsH?, on s’intéresse a Uy H?(D) comme sous-ensemble
de H(C™) : c’est l'objectif du théoréme suivant. Avant cela nous définissons I'espace de Hardy du
demi-plan supérieur H?F = H?(C*) comme I'ensemble des fonctions holomorphes dans C* telles que

), Im(z) > 0,

. 1
Il = (supyno [ 1£(o+ )Pt < oo,

On définit également

HY® = H®(CY) = {f € H(C") : ||f]| := sup|f(2)| < s0}.

Théoréme 1.2.2. (9, p.146| L’application Us est une isométrie surjective, H? sur H? | et son
inverse est donnée par

Uy': H? — H?
2 .
Joe (e R or(2))
On peut déduire des deux résultats précédents le

Théoréme 1.2.3. (Paley-Wiener, 1934, |9, p.146])

H} =717,

D’autre part, on fait apparaitre un résultat permettant de caractériser les fonctions harmoniques
positives du demi-plan supérieur :

Proposition 1.2.4. (Formule de Poisson dans le demi-plan supérieur, |6, p.18])

Soit u une fonction harmonique et positive dans CT. Alors, il existe une unique constante positive
dp(t)
241

c et une unique mesure p sur R, positive et vérifiant fR < oo telles que

Im(s
u(s) = cIm(s) + /R (Re(s) = t)(2 l [m(s)2d,u(t).

3. Factorisations

On va dans cette section définir et étudier quelques propriétés des fonctions dites intérieures qui
jouent un réle important dans ’étude des sous-espaces invariants, ainsi que plus généralement dans
I'étude des fonctions de H? grace aux diverses factorisations que nous allons présenter ci-aprés.

Définition 1.3.1. Une fonction de H>® de module égal a 1 presque partout sur T est appelée
Jonction intérieure.
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Lemme 1.3.2. (Condition de Blaschke, |9, p.37])
Soit f une fonction holomorphe sur D, non identiquement nulle et soit (A,)n>1 la suite des zéros
de f dans D, comptés avec multiplicité. On suppose que lim,_ fOQW |f,1(ei9)|2% < 0. Alors,

D (1= [An]) < oo
n>1
Cette condition est appelée condition de Blaschke, et elle est vérifiée en particulier pour toute
fonction f € H?.

Pour A € D, définissons le facteur de Blaschke by par

by e m A—2z
AT N T
Lemme 1.3.3. (Produit de Blaschke, |9, p.37|)
Si (An)n>1 est une suite de D vérifiant la condition de Blaschke, alors le produit infini

B:= [] b, = lime—1 [] 0bn,

n>1 [An|<r
converge uniformément sur les compacts de D. De plus, |B| <1 surD, |B| = 1 presque partout sur T
et ses zéros sont exactement les Ay, comptés avec multiplicités. B est appelé produit de Blaschke
associé & (Ap)n>1. En particulier chaque produit de Blaschke est une fonction intérieure.

Proposition 1.3.4. Soient f € H?, (\,), ses zéros et B le produit de Blaschke associé. Alors
il existe g € H? telle que g(z) # 0 pour tout z € D et vérifiant

f=B-g et |lfll2=llgll2-

Définition 1.3.5. Soit f € L*(T) telle que log|f| € L'(T). On définit
27 il 4 o L,
1) = expl | S o)

Remarque 1.3.6. Si f € H?, alors log |f| € L(T) et donc [f] est bien définie. De plus, [f] € H?
et |[f]| = |f] presque partout sur T ce qui implique, d’apres la définition, que si g € H? telle que
lg| < |f| p.p sur T alors, |g| < |[f]|sur D.

) |z| < 1.

Théoréme 1.3.7. (Fonctions intérieures singulieres, |9, p.42])

Soit S une fonction holomorphe sur D. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) |S(2)] <1 et|S(z)] #0 sur D, S(0) >0 et |S(§)| =1 presque partout sur T.

(2) 1l existe une (unique) mesure borélienne p > 0 sur T, singuliére par rapport a la mesure de
Lebesgue normalisée sur T, telle que

£+ 2
T&—2

Une fonction S vérifiant (1) ou (2) est appelée fonction intérieure singuliére.

S(z) = exp( du(€)),  z€D.

Proposition 1.3.8. Toute fonction intérieure est produit d’une fonction intérieure singuliére et
d’un produit de Blaschke.

Théoréme 1.3.9. (F. Riesz, V. Smirnov, |9, p.37])
Soit f € H?. Il existe une unique factorisation f = ABS|[f], ou A € C, |\ = 1, B produit de
Blachke associé aux zéros de f, et S fonction intérieure singuliére.
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Regardons maintenant ce qu’il en est au niveau du demi-plan supérieur.

Définition 1.3.10. Une fonction © € HS telle que |©| = 1 presque partout sur R est (aussi)
appelée fonction intérieure.

Proposition 1.3.11. (Condition et Produits de Blaschke pour le demi-plan supérieur, [9, p.147])
Soit f € H?, non identiquement nulle. Alors,

L+ a2 7

n

ot les \, sont les zéros de f dans CT, comptés avec multiplicités. Le produit de Blaschke correspon-
dant (ayant les mémes propriétés que celui dans D) est

— A\,
B(s):Hens seCT,

N
s — An

IAZ+1]
avec €, —
n AZ+1

St A Fietey, =180 Ay, =1.

Définition 1.3.12. Dans le demi-plan supérieur, on appelle fonction intérieure singuliére une
fonction de HS®, n’ayant aucun zéro dans CT, de limite au bord unimodulaire presque partout, de la
forme

V(s) = . exp(/R B L)),

ot 0 > 0 et p est une mesure positive et finie sur R, singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue.

On a une factorisation semblable a celle dans D :

Théoréme 1.3.13. (Factorisation canonique, |9, p.147])

Chagque fonction f € H_2F posséde une factorisation unique sous la forme
f=x-B-V-[f],

ou A € T, B est le produit de Blaschke associé aux zéros de [,V est une fonction intérieure singuliére
et [f] est de la forme

A6) = el [ T el seC

4. Arithmétique des fonctions intérieures

Définition 1.4.1. Soient ©1 et Os deux fonctions intérieures. On dit que ©1 divise Oy si
©2/01 € H?. Clairement, le quotient est encore une fonction intérieure.

Proposition 1.4.2. On a l’équivalence

O divise Oy <— @2H2 C @1H2.

DEMONSTRATION. Si on suppose la divisibilité de ©; par ©9, alors ©9 = 01, ol O intérieure.
Il suit que ©2H? = ©;0H? C ©,H?. Réciproquement, comme 1 € H?, on a ©; = Osh. Il est alors
clair que |h| =1 p.p sur T. O
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Corollaire 1.4.3. Soient ©1 et Oy deux fonctions intérieures.

(1) ©1H? v O2H? := vect(©1H2,0,H2) = OH? o0 O est le plus grand diviseur (intérieur)
commun de ©1 et Oq, relativement a la définition précédente. On le note © = GCD(©O1,03).

(2) ©1H? N O,H? = OH? ou 0 est le plus petit multiple commun de ©1 et ©y. On le note
0 = LCM(O1,02).

DEMONSTRATION. (1) Par le théoréme de Beurling, il existe une fonction © intérieure telle que
©.H? Vv ©,H? = ©H?. De L’inclusion de ©;,H? dans ce dernier espace pour k = 1,2, on déduit a
laide de la proposition précédente que O divise O, k = 1,2. Soit ©" un autre diviseur de O et O,.
Alors, ©,H? C ©H? pour k = 1,2 et nécessairement OH? = ©1H? V ©,H? C ©'H?. 1l suit que O’
divise © qui est donc bien le plus grand diviseur commun de ©; et Os.

Le (2) se montre de la méme maniére. O

Définition 1.4.4. Soit {©; : i € I} une famille de fonctions intérieures. Une fonction intérieure
O est appelée plus grand diviseur commun de la famille si chaque ©; est divisible par © et si © est
divisible par chaque autre diviseur de chaque ©;. De méme, une fonction intérieure 0 est appelée plus
petit multiple commun de la famille si chaque ©; divise 0 et si 0 divise chaque fonction intérieure

divisible par tous les ©;. On note ® = GCD(O; : i€ 1) et 0 = LCM(©;: icI).

Corollaire 1.4.5. \/,.; ©,H? := vect(O;H?: i€ I) = OH? o0 © = GCD(©; : i€ I) et
Nic; ©O:H? = 0H?, 0010 = LCM(0©; : i€ ).

5. Fonctions extérieures ; classes de Nevanlinna et Smirnov

Définition 1.5.1. Une fonction f € H? est dite extérieure si Ey := vect{z"f; n >0} = H>.

Théoréme 1.5.2. (Siructure des fonctions extérieures, |9, p.43])
Soit f € H?. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) Il existe A € T tel que f = A[f].
(2) Pour tout z € D, l'inégalité de Jensen devient une égalité :
2
logl7(2)| = [ Plze~*)log | 7(e”) 5.
0 s

(3) L’égalité (2) est vraie pour au moins un z € D.
(4) Sige H? et g/f € L*(T), alors g/ f € H.
(5) f est extérieure.

Remarque 1.5.3. Si f = ABS|[f] est la factorisation canonique d’une fonction de H?, la fonction
[f] est appelée la partie extérieure de f et la fonction ABS la partie intérieure de f. On note
souvent [f] =: fext et ABS =: fins.

Définition 1.5.4. On appelle classe de Nevanlinna ’ensemble des fonctions :

g o\, do
N :={feH(D): Sup/ log+]f(rew)|§<oo},

o<r<lJ—nx

et classe de Smirnov le sous-ensemble de N formé des fonctions suivantes :

m L dl Q N L7
Ny ={feN: sup/ 10g+|f(7”610)|2ﬂ:/ 10g+|f(619)’*}~

o<r<1J—x . 2



6. SOUS-ESPACES z—INVARIANTS 13

Proposition 1.5.5. On a les égalités
N={fecHD): 3fi,freH? t.q. f=fi/fo} ={f € HD): 3f1,fo € H® t.q. f = f1/fo}
et

Ny ={fe€HD): 3f1,fo € H? t.q. f = f1/f2 et fo extérieure}
={feH(D): 3f1,fo € H® t.q. f = f1/f2 et fa extérieure}.

Définition 1.5.6. Une fonction f € N est dite extérieure si f = fi/fs avec f1,f> € H>
ertérieures.

Théoréme 1.5.7. (Principe du mazximum généralisé, |9, p.72])
Soient f € Ny et g une fonction extérieure de N'. On suppose que |f| < |g| sur T. Alors, |f| < |g]
sur D.

DEMONSTRATION. On écrit f = f1/f2, 9 = g1/g2 ou fa, g1, 92 sont des fonctions extérieures de
H®> et f; € H*®. Par hypothése, |f1g2| < |feg1| sur T. Ainsi, par 1.3.6,

|f192] < |[f192]| < [[faqn]l = | f291]
dans D. O

On donne maintenant une application de ce principe nous sera utile & plusieurs reprises au cours
des deux derniers chapitres.

Proposition 1.5.8. Soient q1 et g2 deux fonctions unimodulaires sur R telles que qlﬂi - QQHi.

Alors, s+ q1(8)qa2(s) définit une fonction intérieure sur CT.

' DEMONSTRATION. == € H3, ainsi il existe fi € H? telle que g := (2+i)f1 = qi@z. h:== U, 'g =
2L Uy f1). Or, Uy ' fy € H? et 2 € N'* donc h € Nt et vérifie |h| = 1 sur T. Le principe du

maximum généralisé implique donc que |h| < 1 sur D. 11 suit que g = Ush = mh(vfl) est bien

bornée dans CT. O

6. Sous-espaces z—invariants

Nous allons dans cette section nous intéresser aux sous-espaces z—invariants de L?(T) et de
L?(R).

6.1. Les théorémes de Beurling et Wiener.

Définition 1.6.1. Un sous-espace M de L*(T) sera dit 1—invariant (resp. 2—invariant) si

MG M (resp. zM = M).
Le cas des espaces 2—invariants est traité par le théoréme suivant :

Théoréme 1.6.2. (N. Wiener, 1933 (9, p. 8])
Un sous-espace M C L*(T) est 2—invariant si et seulement si il existe un unique ensemble
mesurable E C T tel que M = xgL?(T).

DEMONSTRATION. La condition suffisante étant trivialement vérifiée, montrons la condition né-
cessaire. Soient P la projection orthogonale de L?(T) sur M et ¢ := P1. Alors, 1 — ¢ 1L M, et M
étant 2—invariant, il est clair que 1 — L 2™ pour tout n € Z, ou encore

2T
/ 2"p(1 — ) 9 _ 0, Vn € Z.
0

o =
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La famille B étant une base orthonormale de L?(T), on obtient que ¥(1 —1) = 0 presque partout sur
T et les seules valeurs possibles pour 1 sont 0 et 1. Notons E := {t : 9(t) = 1}, ainsi xg = ¢ € M.
En particulier, {z"yg: n € Z} C M et on en déduit que xgL?*(T) C M. Pour montrer I'autre
inclusion, on montre que M © xgL?(T) = {0}. Soit donc f € M tel que f 1 xgz" , n € Z, ce qui
s’écrit encore (car Z = 2z~ ! sur T)

2
do
/ 2"fxp— =0, Yn € Z.
0 2

On en déduit comme précédemment que f = 0 presque partout sur E. D’autre part, toujours grace
au fait que M soit 2—invariant, 2" f € M, n € Z, et donc 1 — xg L 2" f, qu’on écrit bien sir

2 do
/ 2"f(1—xg)=— =0, Vn € Z.
0 27
On en tire cette fois que f = 0 presque partout sur T \ E et on en conclut donc que f = 0 presque
partout sur T. O

Traitons maintenant le cas d’un sous-espace 1—invariant :

Théoréme 1.6.3. (A. Beurling-H. Helson, 1964 (9, p.9])
Soit M un sous-espace de L?(T) 1—invariant. Alors, il existe une fonction unimodulaire ©,
unique & une constante multiplicative prés, telle que M = ©H?.

DEMONSTRATION. Commengons par montrer 'existence d’une telle fonction. Du fait que zM ;
M, 1l existe © € M telle que © L zM et ||O||]2 = 1. Etant clair que z"© € M, n > 1, on obtient
O L 2"O ce qui s’écrit

2
/ O2" =0,  Wn>1.
0

Du fait que 7 = 2! sur T, le résultat reste vrai pour n < —1. On en déduit que |©|? = constante

presque partout sur T. Mais comme ||©||, = 1, cette constante ne peut étre égale qu’a 1. Du fait
que © € M, on déduit que {©2": n >0} C M, et comme H? = vect{z" : n > 0}, on obtient que
©H? c M. Il reste & montrer que M & ©OH? = {0}. Soit donc f € M vérifiant f L ©H2. On a tout
d’abord que 2" f € 2 M pour tout n > 1. Mais © L zM et ainsi 2" f L © ou encore

2w dé
0"f— =0, n > 1.
0 2
D’un autre coté, f L ©z" pour tout n > 0 et donc

2w
— . do
fez"— =0, n <0.
0 2
On en déduit que fO = 0 presque partout sur T, mais comme |©| = 1 p.p., on a f = 0 presque
partout sur T.

En ce qui concerne I'unicité, supposons que ©1H? = O, H? avec [©1] = |O2| = 1 presque partout
sur T. Ceci implique que 010, et ©10 sont dans H?. Or, H2NH?2 = {f € L*(T) : f = constante}
et donc ©102 = A ou encore O = O et |A| = 1. O

Remarque 1.6.4. On observe en particulier que dim(M © zM) = 1.

Corollaire 1.6.5. (Théoréme de Beurling, 1949 |9, p.10])
M # {0} est un sous-espace de H? vérifiant zM C M, si et seulement si il existe © intérieure
telle que M = ©H?.
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DEMONSTRATION. 1l est clair que pour toute fonction intérieure O, le sous-espace @ H? est bien
z—invariant. Pour la réciproque, on va en fait voir que zM ;Cé M, ou de maniére équivalente que
ZM ¢ M, et appliquer le théoréme précédent. Supposons donc le contraire. Soit f € M, f £ 0, il
existe donc n > 0 tel que f(n) # 0. Mais alors (2" f)(—1) = f(n) # 0 et donc 2" f & H? ce qui
implique que f & M. C’est une contradiction. 1l existe donc © presque partout unimodulaire sur
T telle que M = ©H?. Or, M C H? et 1 € H?, donc ©% € Nt et par le principe du maximum
généralisé 1.5.7, © € H* est bien intérieure. O

On a maintenant envie d’appliquer ce dernier résultat pour voir ce qu’il se passe dans l'espace
de Hardy du demi-plan supérieur. Plus précisément, si S désigne 'opérateur de multiplication par

z sur H?, alors la restriction de U25U2_1 a H2 est 'opérateur de multiplication par i—jri sur H2,

noté Ts . Ainsi, si M est un sous-espace de H2 tel que Tseoi M C M, alors N := Uy "M est un

s+ s+1i
sous-espace de H? vérifiant 2" C N, et donc, par le théoréme de Beurling, il existe © fonction

intérieure telle que M = Us(©H?). En posant q = © o~y~!, on obtient une fonction ¢ intérieure

telle que M = qH2 De plus, comme H =1- ;, si I'on note T Popérateur de multiplication par
1

L sur H2, TM C M est équivalent a Ts—i M C M. 1l en découle la proposition suivante.

s+1 STi

Proposition 1.6.6. (Reformulation du théoréme de Beurling pour le demi-plan supérieur)
M est un sous-espace de Hi tel que S%HM C M si et seulement si il existe © une fonction

intérieure telle que M = @H_%_,

Exemple 1.6.7. (Un opérateur de convolution sur L2 )
Soit T' 'opérateur de L2+ défini par
x
—i/ flz—te™
0

Alors, Lat(T') = ]-'{qH_% . gintérieure}. En effet, il est facile de vérifier que F 1T = TF~!
Soit f € H?.

FEDNE = [T / / o — He-tdteidr.

R
Par le théoréme de Fubini,

Ene) = [ e [ et i = [ et STt

= —— et donc

Mai SH

7
is—1

(FT)(F)(s) = (TFH(F)(s)-
Il s’en suit que Lat(T) = F(Lat(T)).

6.2. Espaces modéles Kg.

On introduit une certaine classe d’espaces Kg, ot © est une fonction intérieure, dont les pro-
priétés seront utilisées dans le chapitre suivant et qui s’avérent étre les sous-espaces invariants de S*
sur H?, ol S* est I'adjoint de la multplication par z :

(2f.9) = (f,5*g) Vf,geL*T).

On a meéme la formule explicite de S* sur H? :



6. SOUS-ESPACES z—INVARIANTS 16

S*f = f_zf(o) Vf e H?.

Définition 1.6.8. Soit © € H*™ une fonction intérieure. On appelle espace modéle

Ko := H> © ©H?.

1l découle directement de la définition que S*Kgo C Kg et a l'aide du théoréme de Beurling, on

voit que si M est un sous-espace de H? qui est S*—invariant, alors il existe une fonction intérieure
O telle que M = Kg.
On a également les propositions suivantes :

Proposition 1.6.9. Soient ©1 et Oy deux fonctions intérieures telles que O1 divise Oy dans
H?2. Alors, Ko, C Ko,.

DEMONSTRATION. Soit f € Kg,. Alors, f L ©1h pour toute fonction h € H?. Par hypothése,
Oy = O19, 0l g € H2. Si h € H?, alors (f,02h) = (f,01gh) = 0 car gh € H?, et donc f € Kg,. O

Remarque 1.6.10. La proposition précédente implique que si © = GCD(©1,03) et 0 =
LCM(01,0,) alors, Ko = Kg, NKe, et Kg = Ko, N BKo,.

Corollaire 1.6.11. Soit © une fonction intérieure divisible dans H? par z. Alors, Ko contient
les constantes.

DEMONSTRATION. Il suit de la proposition précédente que K, C Ko, mais K, est exactement
Pensemble des applications constantes car si f € K, alors, (f,2") = 0 pour tout n > 1. g

Définition 1.6.12. Pour A\ € D , on appelle noyau reproduisant en \ la fonction ky € H?
définie par
1

ka(z) = v

On vérifie aisément que pour toute fonction f € H?, (f, ky) = f()). De plus,

1

2 _ _ _
”k)\H - <k)\7k)\> - k)\()‘) - 1 _ ‘)\‘2

Soit © une fonction intérieure dont I’ensemble des zéros est noté A. Il est clair d’aprés la définition

que pour tout A € A, k) € Ko. De plus, on constate que k) est un vecteur propre pour S* associé a
A

<f7Xk>\> = )‘<f7 k)\> = )‘f()‘) = <Zf7 k>\> = <f7 S*k)\>7 f € H2'
On note Pg la projection orthogonale de H? sur Kg. Si A € A, il parait naturel de considérer

Pok) =: k‘? € Ko

appelé noyau reproduisant de I'espace modéle, qui vérifie

1-6(1)6(2)
1— Xz

1-[0(W)

2
) Hk?H = 1— A<

kS (2) =

On a de plus le résultat suivant :
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Proposition 1.6.13. Soit (A\;)n>1 C D.

(1) Les normes Hk’?ﬂ” et ||k, || sont équivalentes, Hk?ﬂH = |lkx, |, »n > 1, si et seulement si
sup,,>1 [©O(A\n)| < 1.

(2) Si (An)n vérifie la condition de Blaschke et que B est le produit de Blaschke associé, alors

vect(ky, : n>1)=Kp.

Sinon, vect(ky, : n>1) = H?.

Définition 1.6.14. On dit qu’une famille {x,}, d’un espace de Hilbert H est une base de
Riesz si la famille est totale et si il existe deuz constantes 0 < ¢ < C' < oo telles que pour toute
suite (an)n € 1%, on a

2
cZ]an|2 < Zanl‘n §C2\an\2.
n n n

Théoréme 1.6.15. [10, p.177| Soient A = (A\y)n C D, de produit de Blaschke associé B, et
X =(f)rer = (HI’%H))‘EA une famille de noyauz reproduisants normalisée sur H>. Alors, X est une

base de Riesz dans Kp si et seulement si A satisfait la condition de Carleson :
‘)‘n — )‘k‘

36 >0, vk, [] TR W

n#k

6.3. Opérateurs de translation.

On définit pour 7 € R, les opérateurs de translation sur L?(R) par
S.: L*R) — L*(R)
foo= e fla-T) "
{S;}rer est un groupe d’opérateurs unitaires sur L?(R).

Définition 1.6.16. On dit qu’'un sous-espace M C L%*(R) est (translation) 2—invariant
(resp. 1—invariant) si S;M C M pour tout T € R (resp. pour tout T > 0, mais pas pour tout
T <0).

On remarque que I'image de l'opérateur de translation S par transformation de Fourier est
Popérateur de multiplication par le caractére correspondant e :

S F (@) = o= [ s ear - T [ et e e = P (o)

pour toute fonction f € L?(R). Ainsi les groupes {S; } <k et {€7 },cr sont conjugués via transformée
de Fourier. Cela nous permet d’introduir la définition suivante :

Définition 1.6.17. On dit qu’un sous-espace M C L?(R) est (caractére) 2—invariant (resp.
1—invariant) si e M C M pour tout 7 € R (resp. pour tout 7 > 0, mais pas pour tout 7 < 0).

Lemme 1.6.18. Soient u, := exp(7Z1), 7 € R et M un sous-espace (fermé) de L*(T). Alors,
M est 2—invariant (resp. 1—invariant) si et seulement si uy M C M pour tout T € R (resp. pour

tout T > 0, mais pas pour tout T < 0).

DEMONSTRATION. Commencons par remarquer que si b € H> et que si M C L?(T) vérifie
zM C M alors bM C M. En effet, soit f € M. Par le théoréme de convergence dominée et le
théoréme de Fatou, on a ||bf — b, f||, — 0, 7 — 1. Mais, la série de Taylor de b, converge absolument
sur T et par hypothése, pour tout n > 0, 2"f € M donc b.f € M et on en déduit (car M est
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fermé) que bf € M. De la méme maniére, si ZM C M, alors bM C M. On utilise ce résultat pour
montrer la condition nécessaire du lemme : il est clair que u, € H* pour 7 > 0 et comme u; = u_;
sur T, on a que u, € H* pour 7 < 0. Par conséquent, si M est 1—invariant alors nécessairement

u; M C M pour 7 > 0, et si M est 2—invariant, on a en plus que u, M = u, M C M pour 7 < 0.
ur—(1—7)
ur—(14+7) "

27 1 27 Ur
¢T:1+ ) =1- ( )na
1+7 & -1 1—|—7'nz20 1+7

Montrons maintenant la condition suffisante, pour cela posons ¢, :=

la série convergeant uniformément pour 7 > 0 car |u,(z)| = 1 sur T. 1l suit que ;M C M. Du
développement limité ¢™ = 147w +o0(7), 7 — 07, on déduit que ¢ (£) — &, V€ € T\ {1}. De plus,

(Re(1 = ur(§)) = 5)° +Tm(1 —ur())* _ |
(Re(1 = ur(§)) + ) +Im(1 — ur(£))* ~

car Re(1 — u,(§)) > 0. Par convergence dominée, on conclut que zM C M. En ce qui concerne
le cas o uy M C M pour 7 < 0, on a que u, M C M pour 7 > 0 et par le méme argument
que précédemment, on a ¢.M C M ce qui permet de conclure que ZM C M et qui termine la
démonstration. g

|6-(€) =

Théoréme 1.6.19. (P. Laz, 1959, |9, p. 149])

Soit M un sous-espace de L*(R).

(1) M est (caractére) 2—invariant si et seulement si il existe un ensemble mesurable E C R tel
que M = xgL?(R).

(2) M est (caractére) 1—invariant si et seulement si il existe une fonction mesurable q, |q| =1
telle que M = qu.

DEMONSTRATION. On vérifie facilement que Ug_le”'Ug = u,. En effet,

=107 - eiTZ - 1Ty (s
Uy e Usf = Uy 1(mf07 =M f =u,f.

Ainsi le lemme précédent affirme que M est (caractére) 2—invariant ou 1—invariant si et seulement

si Uy M est 2—invariant ou 1—invariant. Le résultat découle donc des théorémes 1.6.2, 1.6.3 et
1.2.3. 0

On en déduit immédiatement le

Corollaire 1.6.20. Soit M un sous-espace de L?(R).

(1) M est (translation) 2—invariant si et seulement si il existe un ensemble mesurable E C R
tel que M = FxpL?*(R).

(2) M est (translation) 1—invariant si et seulement si il existe une fonction mesurable q, |q| =1
telle que M = qui.

6.4. Espaces de fonctions a valeurs vectorielles.

On rappelle que si F est un espace de Banach, alors L?(F) = L?(T, F') est 'espace des applica-
tions mesurables f : T — F telles que

L1l dm(e) < o.
T

Commengons par introduire deux lemmes utiles pour la suite.
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Lemme 1.6.21. (|10, p.19])
Soient F' un espace de Hilbert séparable et A : L*(F) — L?*(F) un opérateur linéaire continu tel
que Az = zA. Alors, il existe une unique fonction a € L®°(F — F) telle que

Af(€) = a§)f(€), feL(F).

Lemme 1.6.22. (Décomposition de Wold-Kolmogorov, |9, p.11])
Soient I un espace de Hilbert séparable, V : F' — F une isométrie et £ un sous-espace de F' tel
que VE C E. On note D := ESVE. Alors, V"D 1. V™D, pour m # n, et on a la décomposition

E = Z@V"D ® ﬂV"E = Ey® Fu.
n>0 n>0

Un cas particulier de cette décomposition est utilisé et démontré lors de la preuve de I'universalité
des opérateurs de composition hyperboliques, c’est le lemme 2.3.7. Donnons maintenant ’énoncé
analogue du théoréme de Beurling, & valeurs vectorielles.

Théoréme 1.6.23. (Beurling-Lazx & valeurs vectorielles, |9, p.14])
Soient F' un espace de Hilbert séparable, L>(T,F) = L?(F) l’espace correspondant des fonctions
de L? a valeurs dans F, et M C L*(F) un sous-espace tel que zM C M. Alors,

M = OH?*(D)® PL*(F),

ott D est un sous-espace z—invariant de L*(F), © € L>(T,L(D,F)) est une isométrie presque
partout sur T, P(§) : F — F mesurable sur T dont les valeurs sont des projections orthogonales et

H2(D) :={f € L*(D) : f(k) =0 pour k < 0}.

DEMONSTRATION. Notons Mg := vect{M’' C M : zM’ = M’}. 1l est alors clair que M est un
sous-espace 2—invariant maximal de M, et en posant M7 := M & My, on obtient un sous-espace
M qui est bien z—invariant (car M; 1 Mg implique 2M; L zMy = M) mais qui ne posséde
aucun sous-espace 2—invariant. Notons P la projection orthogonale de M sur Mg. En particulier,
My = ker P, et comme M est z—invariant, on a alors que Pz = zP : soit f € M dont on écrit
la décomposition orthogonale f = fo + f1. On a alors zPf = zfy mais Pzf = P(zfo + 2f1) = zfo
car zf1 € Mj. Il suit que le lemme 1.6.21 nous donne l’existence d’une fonction P(-) € L*(F — F)
telle que Pf(&) = P(§)f (&), £ € T. Mais alors, comme P est une projection, on a

P& =P ppleT
et de plus, comme P est une projection orthogonale, on a ||P|| = 1 et donc
IPE)| <1pp €T

On a bien le premier morceau de la décomposition souhaitée Mg = PL?(F).
Ecrivons maintenant la décomposition de Wold-Kolmogorov de M, notant D = M1 & 2M; :

Mi= (Y @D | @[] "M | =Mip® M.

n>0 n>0

On remarque alors que M o est 2—invariant, ce qui implique donc que My o, = {0} et que M; =
ano @©z"D. Soit f € D. On a f L 2™f pour tout n > 1, ce qui s’écrit
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/T €S (), F(E)pdm(€) =0,  n>1.

Par conjugaison, on a la méme égalité pour n < 0. Ainsi h(z) = < (2), ( ))F (qui vérifie h(z) =
|f(2)]|% € L*(T)) est constante presque partout sur T et || f(2)||5 = HfHL2 . Par la formule de
polarisation, on a

Vf,g €D, (f(&),9(&))Fr = constante presque partout sur T.

Soit (fn)n une base orthonormale de D. Pour f € D, on note oy C T I'ensemble des points ot f
n’est pas défini (m(oy) = 0). On pose o1 := |J,,~1 0f,- Par ce qu’'on a vu précédemment, on sait
que (£ (&), fn(€))F = Smn p-p-sur T. On note donc, pour m # n, omy, C T ensemble des points
oll cette égalité n’a pas lieu et on pose oo := Um#n Om,n- Enfin, on définit

o := 01 Uog, et bien siur m(o) = 0.

On peut alors définir, pour tout £ € T\ o, ©(§) : D — F par

OE)f =r(&), [feD.

On va voir que © est définie presque partout sur T, et c’est une isométrie presque partout. Soit
(ar)r C C a support fini, et soit £ € T \ 0. Alors,

OO Janfr = arfr(§)
k k

et donc, comme (fx(£)) est orthonormale dans F,

2
0 anfr| = Z a1 f©1F =D larl il 72r)
k F k

2
Zaszk > anfn
L2(F) k D

Ainsi, ©(€) est une isométrie de D dans F p.p. sur T. On peut donc identifier © H?(D) & M; , ou

pour g = Y gnz" € H*(D), g(€) = 3 gn€™ on a (0g)(€) = ©(£)g(&) = X gn(€)E", ce qui termine la
démonstration. O




CHAPITRE 2

Opérateurs de composition et sous-espace invariant

Dans ce second chapitre, nous allons établir quelques résultats & propos d’un certain type d’opé-
rateurs agissant sur U'espace de Hardy H? appelés opérateurs de composition. Si ¢ : D — D est une
application holomorphe du disque dans lui-méme, 'opérateur de composition induit par ¢ est I’'opé-
rateur Cy défini par Cy(f) = f o ¢. Il est bien connu que Cy, envoie contintiment H? dans lui-méme.
Ce que nous allons montrer est que si ¢ est ce que 'on appelle un automorphisme hyperbolique,
alors Uy est universel, c’est a dire que tout opérateur continu sur un espace de Hilbert séparable est
semblable & la restriction de Cys & un certain sous-espace de H? (stable sous 'action de Cy) . Nous
verrons alors que ce résultat, établi en 1986 par E. NORDGREN, P. ROSENTHAL & F.S WINROBE
[12], permet de reformuler le probléme du sous-espace invariant. En effet, tout opérateur sur n’im-
porte quel espace de Hilbert séparable posséde un sous-espace invariant si et seulement si il existe un
opérateur de composition hyperbolique dont tous les sous-espaces invariants non triviaux minimaux
sont de dimension 1. Ces opérateurs sont donc liés au probléeme du sous-espace invariant. De plus,
ils sont également liés aux opérateurs de translation et de mutliplication sur L?(R) par leur treillis
comme nous pourrons le constater au cours du chapitre suivant.

1. Généralités sur les opérateurs de composition

On note H(DD) I'ensemble des fonctions holomorphes sur D et H (DD, D) 'ensemble des fonctions
holomorphes sur D et & valeurs dans D.

Définition 2.1.1. Soit ¢ € H(D,D). Alors,
Cy: H(D)

— H(D)
= foo

est appelé opérateur de composition associé G ¢.

On rappelle quelques résultats d’analyse complexe et harmonique, utilisés a plusieurs reprises
dans la suite.

Lemme 2.1.2. (Schwarz, |2, p. 156])

Soit f € H(D) vérifiant f(0) =0 et |f(z)| <1 dans D. Alors,

(1) On a |f(2)| < |2| pour tout point z € D et de plus | f'(0)] < 1.

(2) Si|f(a)] = |a| pour un certain a # 0, ou si |f'(0)| = 1, alors f(z) = Az pour un certain
AreT.

Définition 2.1.3. Soit A := D(zo,7), r > 0, un disque (ouvert) de C.
(1) On appelle noyau de Poisson du disque ['application
P: DxT — RF

1—|z|?
(2,6) = Z—€?

21
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Le noyau de Poisson de A est alors défini par
PA : AXIA — R+
(2,6) = P(32,52)

T s

(2) Soit ¢ € LY(OA). L'intégrale de Poisson de ¢ est la fonction Pa¢ : D — C définie par

Hm@%=éA&@£M©WM&

o, par abus de notation, m désigne encore la mesure de Lebesgue normalisée sur OA.

(3) Soit ¢ : OA — C une fonction continue. On appelle probléme de Dirichlet pour ¢
la recherche d’une fonction u : A — C qui soit continue sur A, harmonique dans A et telle que
Upn = ¢.

Proposition 2.1.4. (Formule de Poisson)

Avec les notations de la définition précédente,

(1) Siu: A — C est continue sur A et harmonique dans A, alors

VreA,  ulz)= /8 _PAGu(dm(©).

(2) h(z) := { ?(AZQ)S’(;S EZﬁeAA est solution du probléme de Dirichlet pour ¢.

On peut alors, & 'aide des deux derniers résultats, montrer que tout opérateur de composition
envoie H? continiment dans lui-méme :
Théoréme 2.1.5. (Principe de subordination de Littlewood, [2, p. 410])

1/2
Soit ¢ € H(D, D). Alors, Cy envoie continiment H* dans lui-méme et on a ||Cypl| < szgggi) .

DEMONSTRATION. On différencie plusieurs cas.
On commence par supposer que ¢(0) = 0. Soit f € H?. On définit v = |f|? et v := |f o ¢|°.
Soit 7 < 1 fixé. On note h, : D(0,7) — R la solution du probléme de Dirichlet pour D(0,r) et
wop(o,r)- Par le lemme de Schwarz, |¢(z)| < |z| pour tout z € D, donc ¢(D(0,7)) C D(0,r) et
on peut donc définir h, o ¢ qui est bien continue sur D(0,r). De plus, h, o ¢ est harmonique (car
A(hro@) = |¢'|?> x ((Au) o ¢) = 0), on peut donc écrire la propriété de la moyenne pour h,. et h,o¢ :

/W u(re”)g = h,(0) = hy 0 $(0) = /Tr hy o ¢(ré’ )d9

o - 27

D’autre part, comme u est sous-harmonique, on a u < h,. dans D(0, r), par la propriété du majorant
harmonique. Par conséquent, v = wo ¢ < h, o ¢ sur dD(0,r) ou encore

g L, do 4 o df
AR 0 -
/ﬂhroqb(re )27r > /ﬂv(re )271_

On en déduit donc que [T u(re®)2 > [™ y(re?)L  autrement dit que

™ o de Q oo dl
[ e = [ irostenr g,

—T
ceci étant vrai pour tout r < 1. En passant au sup, on a le résultat voulu.
Dans le deuxieéme cas, ¢ = ¢, 0l ¢a(2) = {72

™ df a? d9 _1+al
[ iroers= [ irg= 1P

aet?|2 o = — |al

Enfin, si ¢ est quelconque, on peut écrire ¢ = 1) o ¢, out a = ¢(0) et 1»(0) = 0. O
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Remarque 2.1.6. Si I'on suppose de plus que ¢ inversible, alors il est clair que Cy l'est aussi
et quon a (Cy) ™t = Cy1.

2. Opérateurs de composition hyperboliques

Définition 2.2.1. Soit ¢ un automorphisme du disque, i.e ¢(z) = LS avec Re(a) > 0 et

cz+a’

la]? — |¢|?> = 1. On dit que ¢ est hyperbolique si |c| > |Im(a)|.

Dans ce cas, on vérifie que ¢ posséde deux points fixes z; et z_ sur T tels que
1 .
2y = —(£+/|c|? — |Im(a)]? + ilm(a)).
c

Naturellement, ¢ est inversible et

On définit alors

ou 6 est choisi de sorte que G(T) = R. Posant

a—cz— Re(a)+ /|c|? — |Im(a)|?
K = = K >1),
ez Rela)— VP Tm@e

on constate que

#(2) —z2-  (a—cz_)z— (az— —¢) z— ¢ 1(z) z—z_
= — — =K =K )
6() =2 (a—cm)e— (@ —0)  a—olzt)  a—z
ce qui s’écrit encore
Bo¢p=KG.
C’est alors qu’en intoduisant
w=v"0p,

ou vy a été défini au chapitre 1, section 2.2, et en posant
Ypi=wopow ' =1"1oKIdon,

on trouve que

1—|—z)_K—|—Kz—l—|—z_z(K—|—1)—|—K—1 z+r

P(z) =7 (Ki

1-2 _K+Kz+1—z_K+1+(K—l)z:1+7’z’
ou
K-1
ri= .
K+1

Ainsi, Cy = C, 0 Cy 0 C! et donc Cy et Cp sont semblables. On va donc montrer tous les
résultats souhaités pour Cy. On remarque que les deux points fixes de 1 sont —1 et 1.

Théoréme 2.2.2. Dans le cas d’un automorphisme hyperbolique @, avec les notations précé-
1 1 1 1
dentes, on a 0(Cp) = {K "2 < |2| < K2}. De plus, {K™2 < |2| < K2} C 0p(Cy).
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DEMONSTRATION. Notons V = {K~2 < |2| < K2}. Comme |Gy < (Hr)2 = K2, on en

1—r

déduit o(Cy) C {|z| < K%} Mais, ¥~ 1(z) = £ et donc |]C’1;1|| < K2, ce qui nous donne, par le

Tz

théoréme de I'image spectrale (Cy, étant inversible, 0 € o(Cy) et ainsi z — % est bien holomorphe
au voisinage de o(Cy) qui est compact), que 0(Cy) C V. Réciproquement, soit A € V. Alors on peut
écrire A = Ko1t© ou

{ —f<a<i

0<O< 102g7rK

Prenons une détermination du log holomorphe dans C* et posons

f:=exp((a+1i0)log~).

Le théoréme 1.2.2 implique que f ainsi définie est dans H?, en effet f = U;lg oug= j;(?fi) € H_%
car |g(z + iy)|* < cx?@V et 2(a — 1) < —1. De plus, sachant que :ﬂ = —K, on trouve que
1+rz+2z+r r+1 1+z
—= 1 g ) . g K .
Tou(e) =il ) =i ) = Ka(e)
On obtient alors,
Cyf = exp((a +10)log(y 0 ¥)) = exp((a + i©) log Kv)
= exp((a +i0)(log K +log~)) = K“"© exp((a +i0) log )
et donc A est valeur propre de Uy, ce qui implique que
V Co,(Cy) Ca(Cy) CV,
et termine la démonstration, car o(Cy) est compact.
O

3. Universalité et conséquence

Nous gardons toutes les notations de la section précédente et utilisons a plusieurs reprises les
résultats obtenus au chapitre 1, section 6.2, & propos des espaces modeles Kg. Introduisons quelques
objets dont l'utilisation sera nécessaire pour la suite.

On définit

Idsin =0,
P = Yoy sin>1 ,
Yoyt sin < —1

et on pose z, := ™ (0). Ainsi, zg = 0 et, si n # 0, une récurrence immédiate aboutit a

K" —1
Zn = .
K +1
On remarque alors que z, € R pour tout n € Z, et que z_, = —z,. On en déduit les deux formules
suivantes, valables pour n # 0,
1) () = 21 = 22 ().,

14z 11—z 2
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(2) ™ (2) = 20 = (1 = |20]2) —

1—2z_,%

En effet, comme z; = 7, la formule (1) est vraie pour n = 1. Soit n > 1,

SO — o ) — »® 4 _ At amtrtramz (1+rzn)z+(zn+r): Z+Zn+1'
L+ryp®™ 14 zpz4+rz+zor (147r20)+ (20 +7)2 14+ 2p412

On fait la méme chose avec 9)~! pour les n < 0. La formule (2) s’obtient trivialement & partir de la
(1).

Soient maintenant B le produit de Blaschke associé & {z,}nez et T : H?> — H? lopérateur de
multiplication par B?. Comme |B| = 1 presque partout sur T, T est une isométrie.

Lemme 2.3.1. Boy = —B.

DEMONSTRATION. D’aprés la formule (1), on peut écrire B =[], .5 Anth™ ou N, = signe(n).
U suit que Boy = [t = (IT 3220) [T Anr1p" Y = ([T 322)B.

O, [] o = lmamcscdn 0

nt1  limp—oo An

Définition 2.3.2. Soient X un espace de Hilbert (séparable) et U € L(X). On dit que U est
universel si pour tout opérateur linéaire continu R sur un espace de Hilbert (séparable) H, il existe
A € C et M sous-espace fermé de X, stable par U, tels que AR est semblable a la restriction de U
a M.

Un critére d’universalité est le théoréme suivant, di & CARADUS :

Théoréme 2.3.3. (Caradus, |3])

Soit X un espace de Hilbert séparable et S € L(X). On suppose que
(1) dim Ker(S) = oo,
(i) Im(S) = X.

Alors, S est universel.

On va utiliser ce résultat pour montrer le théoréme suivant :

o

Théoréme 2.3.4. Soient ¢ un automorphisme hyperbolique et X\ € o(Cy). Alors, Cy — X est
universel.

DEMONSTRATION. On prouve évidemment le théoreme pour Cy,. Il est facile de montrer que le
noyau de Cy, — A est de dimension infinie. En effet, nous avons déja vu que si A est a l'intérieur du
spectre de Cy, alors A est valeur propre. Soit f € H 2. vecteur propre non nul associé & \. D’apreés
le lemme 2.3.1, on a, pour tout n € N, Cy(B?"f) = (—1)*"B?*"Cy(f) = AB?"f, ce qui s'écrit
encore B f € Ker(Cy — \), n € N. Or, la famille {B*" f},,>¢ est libre : supposons qu’il existe une
partie finie J = {j1,..,Jp} C N (on peut supposer p > 2) et des scalaires non nuls (a;);jes tels que
ZjeJ a;jB% f = 0. Alors, B/ (aj, f +Y.P_, ajnBQ(jn*jl)f) = 0. Ceci implique, par le principe des
zéros isolés, que f = >P _, %Bﬂjn_jl)f. En particulier, cette égalité affirme que f a un zéro de
mutiplicité infinie en 0. C’est une contradiction avec le fait que f # 0. La famille est donc bien libre
et le noyau de dimension infinie.
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La partie importante de la preuve concerne la surjectivité de Cy, — A. Elle s’obtient a partir de
plusieurs lemmes.

Lemme 2.3.5. Soit V := Vect{y)("); n € Z}. Alors, V = K.p (ce qui impliquera en particulier
la stabilité de K.p sous Uaction de Cy).

DEMONSTRATION. Par la formule du noyau reproduisant, si w € D et si f € H?, on a que

<f,17—1m) = f(w). De plus, la multiplication par z étant une isométrie de H?, on trouve que
<zf,ﬁ> = f(z_pn). Il suit que, si f = Bg, ot g € H?, alors (zf,ﬁ) = 0, ou encore

2 € K,p, pour tout n € Z. Mais alors, du fait que K.p contient les constantes (car z divise

1—2z_pz
2B) et de la formule (2), on en déduit que 1™ € K, et donc V C K,p. Réciproquement, toujours
grace a (2), on constate que lim;,_, Hw(") — an = 0 et donc que ™ converge vers 1 dans H2.
Autrement dit, V contient les constantes. Soit alors f € H?, f 1 ¢, n e Z. En particulier,
f L =z Le fait que f soit orthogonale a la fois aux constantes et & z implique que 22 divise
f dans H2. De plus, en utilisant la formule (2) et le fait que f soit orthogonale aux constantes, on
obtient, pour n # 0,

f(z-n) z
= s k = y T ) — 0
) (k) = ()
Par conséquent, f est également multiple de zB,i.e f 1 K,g. Donc K,p = V. O

Lemme 2.3.6. (Cy £ \)K.p =K.

DEMONSTRATION. L’idée de la preuve est de décomposer K.p en K.p = C® L, sachant que Cy,
est I'identité sur les constantes, et de voir qu’en notant P la projection orthogonale de K,p sur L,
on a que P o Cy, est semblable & un shift bilatéral avec un certain poids et d’utiliser des résultats
connus sur les shifts. )

On commence pour cela a montrer que la famille {gy, }nez, o0t g, 1= %, est une base de
Riesz grace au théoréme 1.6.15.

: Hf:’;l;’l" = [ (2,)| = |2n_g| il suffit donc de montrer que [ l2nl >0,

Par la formule (1)

ou encore de maniére équivalente que » (1 — |z,]) < 0o. On trouve 1 — |z,| = qui est

2 2
Rl = Kl
bien le terme géneéral d’une série convergente car K > 1. Ainsi, {gn }nez est une base de Riesz, c’est

A dire est semblable & une famille orthonormale.

0w

ou W est semblable & un shift bilatéral de poids w = (wy)nez défini par w, := K3 - KK%TL

W = PCyx., et Cyc = Id ce qui implique en particulier que Cy(Id — P) = Id — P. Il s’en suit
que

. e <1 1 X
Montrons maintenant ce que I’'on a annoncé précédemment, c’est a dire que Cy ., = < ,

W (Pyp™) = PCyPp™ = PCup™ = Pyt
En posant alors
Fo = rga PV
_ Put )
Wp = pr(")H

on obtient clairement que W f, = wy, frg1. Par (2), on constate d’abord que 9™ — z, L C = ker P
ce qui entraine Py(™ = (™) — 2 et ensuite que

I1PY™| = (1= |2-nf?) = (1= |z-a)(1 = |2a?) 72 = (1= [2-0])?.

‘ z

1—2z_,z2



3. UNIVERSALITE ET CONSEQUENCE 27

z
l—z_nz-"

famille {gy}, et du fait que la mutiplication par z soit une isométrie, {f,} est bien semblable &
une famille orthonormale. 1l reste & vérifier que w,, est égal & la formule annoncée. On rappelle que

K" 2 K"
Zn = Kn+1’ et donc 1 — |Zn| 4W

1
K3z K"+1
- 2 Kntiixy-

. . 1 .y
Finalement, on obtient f, = (1 — |z_,|?)2 De ce qu'on a vu précédemment concernant la

1
K—n—1 (K—n+1)2>§

wn = (K n— 1+1 : K—n

[N

K~ 2n(1+Kn)2
K 2(n+1)(1+Kn+1)2

Nous allons maintenant utiliser des résultats sur les shifts bilatéraux :

Proposition. [14, 15] Soit S un shift bilatéral (i gauche) de poids {d,} avec limy, 400 = d.
On désigne par 7(S) l'ensemble des valeurs propres approzimatives de S, i.e p € 7w(S) si Ve > 0,
il existe x de norme 1 tel que ||Sx — px|| < €. On suppose que S est injectif. Alors, on est dans l'un
des deux cas suivants.
(1) Sid~ < dt on est dans le cas on
(1) 0 (S) = 0
(1ii) 7(S) = {|2] = d~} U{|2] = d*}.
(2) Sinon, on a
(20) {dt < |z| <d} Cop(S) C{d" < |z] <d},
(2if) 7(S) = {d* < |s| <d*}.

W est semblable a un shift bilatéral (& gauche) de poids {wy,}, que l'on note encore W pour
ne pas alourdir la démonstration. Comme tous les poids w, sont non nuls,; W est bien injectif et

lim, 400 = KF3. On est dans le cas (2). En particulier, A € o,(W), ce qu’on utilisera ci-aprés. On
veut montrer que A € 7(W*). On a

We, = wpepq1 et W*en = Wnp—-1€n—1
donc si l'on pose é,, := e_,, on obtient une nouvelle base orthonormeée {é,} telle que W*é,, = 0,,€,,41
Ol Wy, = W_(n41)- Ainsi, W* est un shift bilatéral (a gauche) de poids {1y, }. Or, limy, 40 Wy, = K*3
et on est donc dans le cas (1). Par conséquent,

T(W*) = {|2] = K2} U{|z| = K2} = 90 (Cy),

en particulier A & 7(W*), ce qui nous donne € > 0 tel que Vz

(W = N)z|| > el|z]].

C’est un critére de surjectivité pour W —A\. Ainsi, (W —\)L = L. Il reste & montrer que les constantes
sont dans (Cy — A\)K.p. En effet, si c’est le cas,

’CZB:(C@L:(C@(W*)\)LC(Cw*)\)KU,

et la démonstration est terminée. Distinguons alors deux cas :

— A # 1. Clest trivial dans ce cas, puisque Ya € C, o = (Cy, — N)(1%5)-
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— A = 1. Il suffit de montrer que si h € L\ {0} est tel que Wh = h, alors Xh # 0. En effet,
le (24) de la proposition précédente, appliqué cette fois & W, implique que A = 1 est valeur
propre de W et en prenant h un vecteur propre non nul associé a 1, comme par hypothése
Wh # 0, quelque soit a € C, on a a = (Cy — 1)(¢5h).

Supposons donc qu'il existe h € L, h £ 0 tel que Wh = h et Wh = 0. Alors, ho 1 = h et donc
pour tout n € Z, h(z,) = h(0) = 0 car h € L. Il s’en suit que B divise h dans H? et donc zh 1 K, p.
D’autre part, la multiplication par zB étant une isométrie, on a

H?>=K.p®2B(C®zH*)=Ca® L@ 2BC® z>BH?

car H> = C® zH? et K, = C @ L. Etant clair que C* N K,25 = 2K.p, on déduit de cette
décomposition que zK,g = L @ 2zBC. Ainsi

zh € 2K.p "KLy = (L® 2BC) N (:BH?) = 2BC.

Donc zh = azB ou encore h = aB. Mais alors B oy = —B implique que o = 0 et on a bien h = 0.

Dans les deux cas possibles les constantes sont dans (Cy, — A)KC.p et on peut alors conclure que
(Cyp = NK.B =K.B. 0

Lemme 2.3.7. H? = D..>0 B*Kpo.

DEMONSTRATION. On rappelle que T désigne 'opérateur de multiplication par B2. Comme
TB?H? C B2H?, on a clairement T"K g2 1. T™Kpg2 si n # m. Prenons alors f L T"Kpg2, Vn > 0.
Cette derniére hypothése appliquée pour n = 0 nous donne que f L g2, ou encore f € TH?. On
écrit donc f = T'f1. Réappliquons encore ’hypothése avec n = 1, on a T'f; 1 TXge, mais T étant
une isométrie, on a f; L Kp2, donc f = T2 f,. Par une récurrence immeédiate, on trouve que

Vn >0, 3f, € H?, f=T"f,.
f a donc un zéro d’ordre infini en 0, ce qui implique que f = 0 et termine la démonstration. g

Lemme 2.3.8. On introduit maintenant K := K,g + BK,pg. Alors,
(i) Kg2 C K,
(ii) T>"K L T?™K si |n —m]| > 2.

DEMONSTRATION. Afin de prouver (i), on commence par remarquer que K = I, go.

En effet, comme H? = K. ®2zBH? et que B est une isométrie, on a que BH? = BK.p®2B>H?,
et ainsi H?> = Kg @ BK,p ® zB?>H?. Mais, zBH? C BH? et donc Kg C K.p ce qui implique que
K,p2 =Kp® BK.p C K.+ BK.p = K. D’autre part,

K.p L zB*H?
BK.p 1 zB?H?

ce qui montre K = K, g2. Etant clair que g2 C K, 52, on a bien Kg2 C K.
Comme z divise B dans H?, il suit que si k > 3, alors BFK C zB2H?. Ainsi, si |n —m| > 2
et f,g € K, (en supposant par exemple que n > m), on a (B> f, B*"g) = (B>~ f ¢) = 0 car
2(n—m) > 4. O

} = K 1 2B?H? et donc K C K2,

On est maintenant en mesure de conclure a la surjectivité de Cy — A sur H 2. Posons M :=
@D,>0 B"K et N := @,~, B K. Les deux précedents lemmes affirment que H*> = M + N. Mais

nous allons voir que (Cy —A)M = M et (Cy,—A)N = N , ce qui permet de conclure. Montrons alors la
premiére égalité, la preuve de la seconde étant exactement la méme. On sait que (Cy =AN)K.p = K.,
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donc par le lemme 2.3.1, (Cy = A\)BK.p = —B(Cy FA\)K.p = —BK.p = BK.p. Par une récurrence
immeédiate, on a

Vk €N, (Cy + \)B*K = B*K.
Soit alors f =" oo Bk, € M. Comme B*h,, 1. BY™h,, pour n # m (par le (ii) du lemme 2.3.8),
'égalité de Parseval donne > < ||kn||> = ||f||* < oo, mais Vn > 0, 3h, € K, (Cy — \)B*"h, =
Bk, et donc Y, <o |[hal? < O, 50 llknll?> < 00, g := 3,50 Bhy, est bien définie et vérifie
F=0Cy=Ng. ) ) O

Du théoréme 2.3.4 découle le corollaire suivant, reformulation du probléme du sous-espace inva-
riant.

Corollaire 2.3.9. Tout opérateur continu sur un espace de Hilbert séparable posséde un sous-
espace invariant non trivial si et seulement si il existe un opérateur de composition hyperbolique dont
tous les sous-espaces invariants non nuls minimauz sont de dimension 1.

DEMONSTRATION. Supposons pour commencer que tout opérateur posséde un sous-espace in-
variant. Soient Cy un opérateur de compostion hyperbolique et M un sous-espace fermé non nul,
invariant et minimal. Si dim(M) > 1, Cyjps étant un opérateur continu sur un espace de Hilbert
séparable de dimension strictement supérieure & 1, il posséde un sous-espace invariant non trivial
N C M. C’est une contradiction.

Réciproquement, supposons que tout sous-espace non nul invariant minimal de Cy soit de di-
mension 1. Soit 7' est un opérateur continu sur un espace de Hilbert séparable quelconque et soit A
a l'intérieur du spectre de Cy. Par le théoréme précédent, il existe M un sous-espace invariant sous
Cy tel que aT est semblable a (Cy — A)jp; pour un certain o € C. Mais alors M ne peut pas étre
de dimension 1 et n’est donc pas minimal donc il existe N C M sous-espace, invariant sous Cg — A.
Par conséquent, T posséde un sous-espace invariant. O

Ce résultat motive alors I’étude des sous-espaces (non nuls) invariants minimaux de Cy et plus
généralement du treillis de Cy. On se rend tout de suite compte que tout sous-espace (non nul)
invariant minimal sous Cy doit étre cyclique, c’est a dire de la forme

Vect{Cfpn)f :nel}

pour f € H?. La section suivante présente des conditions nécessaires et suffisantes qu’une fonction
f intérieure doit vérifier pour que ce dernier espace soit minimal.

D’autre part, nous allons voir au chapitre suivant que ’on a une inclusion d’une famille de sous-
espaces paramétrisable dans le treillis de Cy. Cependant, cette inclusion étant stricte, cela ne nous
permettra pas a priori de résoudre plus facilement le probléme du sous-espace invariant.

4. Sous-espaces invariants minimaux pour opérateurs de composition hyperboliques

Les résulats que nous présentons dans cette section sont dis & V. MATACHE [11]. On considére
dans toute la suite un automorphisme hyperbolique ¢ et Cy 'opérateur de composition associé.

Définition 2.4.1. Si f € H?, on appelle espace cyclique engendré par f le sous-espace fermé
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Vi = vect{C’l(pn)f : n €L}

Proposition 2.4.2. Soit a € T l'un des points fizes de ¢. On suppose que f(e?) se prolonge
par continuité en o et que f(a) # 0. Alors, Vi est minimal si et seulement si f est constante.

Pour démontrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.3. Soit f € L*(T). Alors,

do

[ oo = [ e rg®y

—r 2T
ot P,(0) = P(z,¢e").

DEMONSTRATION. On commence par prouver que meo~ ! et Py(oy ont les mémes coefficients de
Fourier. En effet, pour n > 0

—1vy _ n —1 _ n I T n I H n __ n
(m¢™ " J(—n) = /11‘2 dm¢™ " (z) = /Tqb dm = ll_}Hi 8D(07r)q§ dm —}1_{1% #(0)" = ¢(0)".
D’autre part,

Pyoy(—n) = /TZan(O)dm = ¢(0)"

par la formule de Poisson appliquée & 2™. Donc m¢~! et Py (o) ont les mémes coefficients de Fourier
négatifs, mais en passant au conjugué, on a les égalités pour n € Z d’ou le résultat annoncé. Un
changement de variables permet alors d’obtenir I’égalité souhaitée. 0

Montrons maintenant la proposition. Comme on I’a fait tout au long de ce chapitre, on montre
les résultats en considérant

zZ24+r
v(z) = 1472’

dont les points fixes sont 1 et —1. Les notations sont gardées, en particulier z, = ¢(”)(0) pourn € Z,
et on rappelle que z, — 1 lorsque n — oo.

r<l1

DEMONSTRATION. On commence par le cas ot a = 1. On désigne par C le sous-espace de L?(T)
formé des fonctions constantes. On a

e s = sl = [T irwen - raeg,

-/ 1 F) o @

o 27
T . do
0 2

= — f()|*P,, () —

| 1€ - rope.L o)

ou la derniére égalité est obtenue & partir du lemme précédent. Soit alors € > 0 fixé. Par hypothése
de continuité de f en 1, il existe d > 0 tel que

6] <6 = 17(e") = F)P < 5.

D’autre part, P, () < P, (0) si || > 6 et P, (6) — 0. En particulier, il existe N tel que

nzN=P,0)|f - fOIF <3
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Comme, par la formule de Poisson, flr P, (9)% =1, on en déduit que C’i(bn)f tend vers f(1) dans
H? et ainsi C C Vy. 1l suit que si f ¢ C alors V; n’est pas minimal.

Dans le cas ot @ = —1, on introduit la transformation w(z) = —z pour z € ID) Alors7 w=w"
et wop tow = 1. Par conséquent, (™ = wo (" ow. Sig= fouw, alors fopm LU(gog/;(*”))
et par hypothése g est prolongeable par continuité en 1. En remplacant ¢ par w 1 dans le cas
précédent, on trouve que g o (=™ tend vers g(1) = f(—1) # 0 dans H?. Il suit que f o (™ tend
vers C,, f(—1) = f(—1). Encore une fois, on a C C V} et le résultat. O

1

On utilise maintenant des résultats liés a I'arithmétique des fonctions intérieures, énoncés au
chapitre 1, section 4.

Proposition 2.4.4. Si © est intérieure et si ¢ := GCD(O©o oM ne Z) alors q est un vecteur
propre de Cy.

DEMONSTRATION. On peut écrire © = qug pour une certaine fonction intérieure ug. Ceci im-
plique que © 0 ¢ = (g o ¢)(ug o ¢) et donc que O o ¢ € (qo ¢)H?. De la méme maniére, © o ¢ = quy
pour une autre fonction intérieure u; et comme précédemment on trouve que © o ¢(2) € (qo ¢)H?.
En réitérant le processus, on obtient que Vg C (g o ¢)H?. De facon analogue, on trouve que pour
tout entier n, Vo C (qo qﬁ("))H2 ou encore

o0
VoC () (go0™)H>.
n=—oo
Ce dernier espace étant non réduit & zéro et invariant par multiplication par z, le théoréme de
Beurling affirme que (0> (g0 ¢(™)H? = ¢'H?, ou ¢ est une fonction intérieure. De cette égaliteé,
on déduit que ¢’ H? C gH? et donc que ¢ divise ¢’. Mais on a aussi que ¢’ divise ¢ : pour tout n,
O 0 ¢™ € ¢’H? il en découle donc les inclusions suivantes

0o ¢WH® C ¢H? = 00 ¢WH? =00 pMH* C ¢ H? = qH? = \[ © 0 ¢ H
nez
Par conséquent,

o
gH® = ) (qo¢™)H?
n=—oo
En particulier, on a I'existence de deux fonctions intérieures v et v’ telles que ¢ = (gog)v = (qod™1)v’
et donc g o ¢ = q(v’ o @) ce qui signifie que ¢ divise g o ¢ et q o ¢ divise ¢. Il suit que ¢ est bien un
vecteur propre pour C. O

On avait déja vu, dans la section précédente, que le produit de Blaschke associé aux z,, qui est
bien le plus grand diviseur intérieur commun de la famille considerée dans la proposition précédente,
était vecteur propre de Cy associé a la valeur propre —1. Cela ne nous donne pas d’information a
priori sur la minimalité de Vp, cependant, on va voir tout de suite qu’on peut restreindre la famille
étudiée en cas de minimalité.

Proposition 2.4.5. Pour n € Z, notons ¢, := GCD(© o ¢F) 1 k > n). Si Vo est minimal,
alors qy est vecteur propre de C.

DEMONSTRATION. Il est d’abbord clair que ¢ divise g, dans H?. De plus, par hypothése de
minimalité, on a

Vo =vect{©o ¢k : ke Z} =vect{©o k) : k> n}.
Ceci implique que ¢, divise ¢ dans H?, par conséquent g, = A\,q ou A\, € T, d’oit le résultat. O
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Lemme 2.4.6. 51 by est un facteur de Blaschke, pour A € D, alors byod = c\by-1(y), ot cy € T.

DEMONSTRATION. Ecrivons ¢(z) = 2, o |a]? — |¢[> = 1. On a ¢~ '(z) = Z£. Ainsi,

_m az+c—Xecz—Xa a— A

b — — = i
Aoz A cz+a—Xdaz—A¢  a— A

: b¢—1(A) .
g

Remarque 2.4.7. Ce lemme va nous servir dans la preuve d’un futur corollaire, mais il sert aussi
4 montrer, & I'aide de la proposition qui le précéde, que si B est le produit de Blaschke susnommaé,
alors Vg n’est pas minimal. En effet, dans ce cas ¢, = [[}~,, bz, et donc, grace au lemme précédent,
Cygn = qn—1. En particulier, ¢, n’est pas vecteur propre et donc Vp n’est pas minimal.

Proposition 2.4.8. Si © est intérieure, que (\n)n C T est telle que [],5¢(An© o p™) =: v
converge uniformément sur les compacts de D et que v(0) # 0, alors Vg est minimal si et seulement
si © est constante.

DEMONSTRATION. On note v, = [[;5,(An© o ")), Alors, ||v,||,, < 1. Par conséquent,

lvn = 1)1* = (vn, vn) + (1,1) — 2Re{vp, 1) <2 | 1= Re [ MO (zr)
k>n
car Re(v,(0)) < Re((vy,1)) puisque Re(v,) est harmonique comme partie réelle d’une fonction
holomorphe. Le fait que v(0) # 0 implique alors que [[;~,, Ak©O(2x) — 1 et donc que v, tend vers 1

dans H?. Soient h € H? et k > n.
(z0nhy \© 0 Ry = (zvpkh,1) =0
ol Uy = szru#k()‘"@ o ¢\9)) € H?. Supposons que Vg soit minimal. Alors,

Vo = vect{®o ¢l : j >n}.
On en déduit que zv,H> C H? & Vg, et ceci pour tout n. En passant & la limite, on obtient que
2H? C H? & Vg ou encore Vg C C. O

Corollaire 2.4.9. Soit B un produit de Blaschke avec une infinité de zéros {omn n>0 satisfaisant
les conditions

(3) Y (=188 (an)?) < oo

n,k>0
et
(4) IT 1679 ()l #0.
n,k>0

Alors, Vg n’est pas minimal.

DEMONSTRATION. On appelle By, le produit de Blasche formé des facteurs de Blaschke {bqb(*k)(an) :

n > 0}. D’apres un lemme précédent sur les facteurs de Blaschke, on voit que B opk) = A;lBk pour
un certain \x € T. On peut donc appliquer le théoréme précédent en prenant © = B et (M), les
hypothéses (3) et (4) sur B affirmant qu’on est bien dans les conditions d’application de celui-ci. O



CHAPITRE 3

Sous-espaces simultanément invariants sous ’action d’un
semi-groupe discret et d’un semi-groupe continu

Les théorémes rappelés au premier chapitre nous donnent une description exacte de I’ensemble
des sous-espaces invariants sous l’action du semi-groupe {S; },>0 ou encore de {ei™ },>¢. L’objet de
ce chapitre est de voir sous quelles conditions ces espaces sont encore invariants sous l’action d’un
semi-groupe “discret”, c’est a dire d'un seul opérateur. On commencera par étudier le cas ou cet
opérateur est un opérateur de dilatation en observant une application au probléme du sous-espace
invariant. Ensuite, nous remplacerons 'opérateur de dilatation par un opérateur de multiplication.
Ce chapitre est basé sur un article de E. GALLARDO-GUTIERREZ& J.R. PARTINGTON [5].

1. Translation et dilatation

Pour 7 > 0 et A > 0, on redéfinit
S,: L*R) — L?(R) e L*(R) — L*(R)
foom @ fle-7)° fo= (@™ f(2))
et
C% : L*R) — L*(R)
foo= @=f5)
On rappelle également que
FIS.F =

et on remarque que si Cy f(z) := f(A\z), alors

. 1 e Lo A g o G
SECF@) = 57 (o [ Fne R = 15N [ o0 = fa) = Ca(a).

Ainsi, cela revient au méme, modulo transformée de Fourier, d’étudier le treillis commun de
I'un ou 'autre des deux semi-groupes. Si {7} };cr est une famille d’opérateurs, on entend par treillis
commun l'intersection des treillis

Lat({T;}icr) : ﬂ Lat(T,
iel

Le théorémel.6.19 et le corollaire 1.6.20 nous donnent une description exacte :
Lat({e" },>0) = {¢H? : g unimodulaire} U {xgL*(R): E C R ensemble mesurable},

Lat({S;}r>0) = F{gH?2 : qunimodulaire} UF{xgL*(R) : E C R ensemble mesurable}.

33
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1.1. Des conditions sur F et q.

On se demande ici quelles conditions doivent vérifier les ensembles E' ou les fonctions unimodu-
laires ¢ pour que xgL?(R) ou qHﬁ soient également dans le treillis de C). C’est I'objet des deux
propositions suivantes.

Proposition 3.1.1. Soit E C R un ensemble mesurable. Alors, xpL*(R) € Lat({e'™ },>0, C)\) si
et seulement si \™'E C E. De plus, la classe formée de tels ensemble peut étre paramétrée en prenant
une famille (Fy,)ncz croissante de sous-ensemble de R arbitraire et en posant E := |, cz(A"Fy).

DEMONSTRATION. Supposons A\™'E C E. Alors, s ¢ E implique As € E et donc, si f € xgL*(R)
et si s € E alors Cyf(s) = f(As) =0 et Cy € xeL?(R). Réciproquement, si ce dernier sous-espace
est dans le treillis de C), alors xy-15 = Caxe = xgg oit g € L*(R) et on a forcément A\™'E C E.

En ce qui concerne la paramétrisation, soit £ tel que A™'E C E.On suppose A > 1 pour alléger
la preuve. On pose F,, := A"E N ((—A,—1) U (1, )). La suite est bien croissante car

F, 3 XNle= X""Y(\"le) € Fpypy.
De plus, \™"F, = EN ((=A", =A""1) U (\"71,A")) et donc E = |J,,cz A" Fp. O

Proposition 3.1.2. Soit ¢ une fonction unimodulaire sur R. Alors, qu € Lat: ({e™ }r>0, (ZB\)

si et seulement si application s +— % définit une fonction intérieure. De plus, ['ensemble de ces

fonctions peut étre paramétrisé en prenant arbitrairement q unimodulaire sur

(717 7)‘) U ()‘7 1) (’/‘68]7. (7)‘5 71) U (15 )‘))
580 <A <1 (resp. X\ > 1), en choisissant une fonction intérieure © € HS® et en définissant par
récurrence s s

4(As) = ¢(5)0(s) et 4(3) = a(s)O(3)-

DEMONSTRATION. Notons M := ¢H2.0n a C\M = q(\)H? C gH?. Par la proposition 1.5.8,
il suit que s — q(As)/q(s) définit une fonction intérieure, la paramétrisation est alors claire. O

On connait la forme des fonctions intérieures de H i, la proposition suivante donne des conditions
sur une fonction intérieure © pour que @H_2Ir - Hi soit dans le treillis commun étudié.

Proposition 3.1.3. Soit ©(s) = B(s)e"exp(i [ 2Edy(t)) une fonction intérieure de H2 On
note A l'ensemble des zéros de B. Le sous-espace M = ©OH?2 € Lat({e'™ },50,Cy) si el seulement si
© divise dans HS® la fonction s — ©(Xs). Ceci est équivalent aux conditions suivantes :

(i) AN C A,

(ii) S10< A< 1, alors 3 =0,

(7i7) %du(/\t) > dv(t) pourt € R.

DEMONSTRATION. On écrit

O(As) = B(As)eexp(i [, 1/\+tiisdy(t))

. \2 2
= B(As)dMsexp(i f[1535 + LHHA . stid]ay (1))

. 2 ) 2,2
= B(As)e™sexp(i [, %du(t))exp(z Jz (j(téjf)) Sy (M)

Ainsi, si 'on veut que © divise ©), on doit avoir :
(1) Si sp est un zéro de B, il suit clairement que O(Asg) = 0, ce qui donne (7).
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(2) S10 < A <1, alors nécessairement 3 = 0, sinon ©,/0 n’est pas borné.
(3) Le calcul et le lemme 1.2.4 montrent que v doit vérifier (i7¢). Un raisonnement semblable et
plus détaillé est fait lors de la preuve du théoréme 4.2.1. O

1.2. Une application au probléme du sous-espace invariant : une inclusion stricte.

Il apparait, comme le montre la proposition suivante, que le treillis commun précédent est lié au
treillis d’'un opérateur de composition hyperbolique, et donc au probléme du sous-espace invariant
comme nous 'avons vu au chapitre 2.

On notera, si T est un opérateur de L?(R),

Laty(T) := Lat(T|Lz+).

Remarque 3.1.4. On voit que Lat, ({S:},>0) = F{¢H? : gunimodulaire}. En effet, si M C
L%r est 2—invariant, alors V7 € R, S, M C M. Soit f € M telle que f #£ 0. 1l existe alors 0 <

xr1 < xo tels que f(z) # 0 pour tout x dans (x1,x2). Mais alors pour tout y € (z1 — x2,0) on a
(S_wa f)(y) = fly+x2) #0 et donc S_,, f & L%, c’est absurde.

Proposition 3.1.5. Soit Cy un opérateur de composition hyperbolique sur H?. 1l existe A > 0
tel que Uy ' F~(Laty ({S; }r>o0, C%)) C Lat(Cy). De plus, Uinclusion est stricte.

DEMONSTRATION. Une fois de plus, on traite le cas de Cy ot ¥(z) = fjfz et K = % ol

0 <r < 1. On va prendre A = K. Posons Wy, := UQC¢UQ_1. Alors, pour f € H?, on a

Qz\f \f 2i 1 _1
Wyf =UsCyUy ' f = U2Cy(1— fov) = Ua(y 70¢)=z+i'1_¢07_1f070w07
Or, on a déja vu au chapitre précédent que v o1 = K~ ce qui donne ¢y oy~ = Kg—;” et on obtient
Kz+i
= K
Wy =— 7 f(K2)

Si I'on note B := KId — i(K — 1)T (o on rappelle que T : f — (s — ? (5)) et Cx : f = (s —
f(Ks)), on observe que

Ks+1

By () = K F(Ks) — i — 1) = () =~ f () = Wy (5)

Par la remarque 3.1.4 et le théoréme de Beurling pour le demi- plan supérieur, on se rend compte
que Laty ({S;}r>0) = FLat(T). Ainsi, si M € Lat, ({S;},>0, C1 ), alors BF 1M c F~IM.
D’autre part, comme C = +F 10%.7-", on a clairement CgF~ (./\/l) C F~YM). On en déduit,
d’aprés expression de Wy, explicitée auparavant, que F~(M) € Lat(W,,) ou encore Uy *F~HM) €
Lat(Cw).

Montrons maintenant que cette inclusion est stricte. Soient f et f, des fonctions de Li définies
par

1

f(t) =te 'xpe(t) et fo(t) = e By (1), n > 0.
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On définit le sous-espace M C L2 par M := Vect{f, fn; n > 0}. On va voir que F~!(M) est stable
sous 'action de Wy, et donc que Uy 'F~H(M) € Lat(Cy), mais que S;C1 M ¢ M. En posant
K
g:=F'f et g, :=F 'f,, un calcul immeédiat nous donne
1 1 1 1

On applique alors Wy,. De 1’égalié % = 11*_%5,

Woa(s) = 1 Ks+i - 1
WS = Vor (s+i)(1—iKs)?  27x(1 —is)(1 —iKs)

on obtient

et
Wogn(s) = 1 Ks+i B 1—iKs
VIR = ar (s + i) (1 — iK™ s)  am(l — is)(1 — iKntls)

(C’est alors qu’on constate que

1 1 _
Wypg= (7)o + (1 - —)n€F HM),
K-1 K -1 _
Wibgn (Kn+1 1)90+( Kntl 1>gn+1 eF 1(M>7

et donc que Wy F~1(M) C F~1(M). Remarquons maintenant que si h € L2 alors

(h, f) = /OOO h(z)ze  dr = (—iv2m)( W/ x)e®dx) (i) = —iv2r(FLh) (3)
et
(h, fn) = % /OOO h(x)e K" dx = \]/fflh(m").
Ainsi, si
s —1 2 s—iK™"

B
(5) s+z s s+iK*“

est le produit de Blasche associé & la suite {iK ™" },,>1 avec un zero de multiplicité 2 en i (ce produit

converge car - 15(7__“2,, < o0, du fait que K > 1), alors la fonction h := F(B) € L% vérifie

clairement h L M. Soit 7 > 0. STC%f(t) = e%(%e_% — % f1(t)). On en déduit que

z

(h, $;C1 f) = €% (h, %e—% = —\/27r%(}"_1h)’(iK_1) - —\/QW%B’(U{_I) £ 0,

ce qui implique forcément que S;C1 f € M et termine la démonstration O
K

Remarque 3.1.6. En regardant de plus prés la preuve, on se rend compte que M n’est pas
invariant sous ’action de C' L. Cette remarque motive alors ’étude qui suit du treillis de ce dernier

opérateur.



2. TRANSLATION ET MULTIPLICATION 37
1.3. Sous-espaces invariants des opérateurs de dilatation.
Fixons un certain A > 0, A # 1 et considérons opérateur C1 sur L2. On va décrire Lat4 (C1).
A A

Proposition 3.1.7. Lat(C
agissant sur L*(R).

%) est isomorphe au treillis d’un certain opérateur de translation

DEMONSTRATION. Introduisons 'opérateur unitaire V' défini par :

V. L2 — L*(R) . V-l L2R) — L%
fo— (w—erflen) ° oo (e 5 f(ogt) -

En posant a :=log), on remarque que

- VA t ez
VOV f)(u) = V(7 fllog 1)) = VA= (t = a) = VAf(u —a).

Et donc, C’% est semblable a v/AS, et en particulier Lat, (C1) = V~'Lat(S,). O

%

Proposition 3.1.8. Soit a € R*. Il y a une correspondance biunivoque entre les sous-espaces
invariants de lopérateur de translation S, et ceuz du shift bilatéral de espace 1*(Z, F), ot F =
L?(0,a) ou bien L*(a,0) en fonction du signe de a. Ils peuvent donc étre identifiés ¢ OH?*(D) @
PL%(F) ou les notations sont celles du théoréme 1.6.25.

DEMONSTRATION. On traite le cas a > 0. 11 suffit de voir que

o

L*R)=> L*—na,—(n—1)a)= >  L*(0,a) =1*(Z,F)
nez n=—00
ot I'isomphisme est donné par
®: L*(R) 1*(Z,F)

fo= XSl

On peut ensuite identifier [2(Z, F) a L*(T,F) a l'aide des séries de Fourier, on associe ainsi a
f € L*(R) la fonction f(z) = 32> X(0,0) (8" f)z" € L*(T, F) et il parait alors clair que S, = s-!
devient le shift bilatéral : &S, f = (X(O’G)Sﬁgl f)n qui avec lidentification par les séries de Fourier
devient la multiplication par z. Il suffit ensuite d’appliquer 1.6.23. g

2. Translation et multiplication

On remplace dans cette section I'opérateur de dilatation par un opérateur de multiplication
e : f = e f. Soit a > 0. Une fois de plus, on sait que les sous-espaces invariants du semi-groupes
de multiplication sont soit de la forme ygL?(R) = L?(E) pour un certain ensemble mesurable E C R
ou bien de la forme ¢ H _% pour une fonction ¢ unimodulaire. On commence par une proposition simple,
permettant de caractériser les sous-espaces “2—invariants”.

Proposition 3.2.1. Le sous-espace L*(E) est dans le treillis de S, si et seulement si E+a C E.
La classe formée de tels ensembles peut étre paramétrée en premant une famille croissante (Fp)nez
de sous-ensembles de R arbitraire et en définissant E = J,, ez (Fp + na).
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DEMONSTRATION. Il est absolument clair que S, xpL?(R) C xgL?(R) si et seulement si E+a C
E. Pour s’en convaincre, on peut reprendre la preuve de la proposition 3.1.1. Soit F tel que F+a C E.
En posant F}, := (E —na) N (0,a), on définit bien une suite croissante :

F,2e—na=(e+a)—(n+1)ac Fyy.
De plus, Fy, +na = EN (na, (n+ 1)a) et donc E = {J,,cz(Fn + na). O

En ce qui concerne les sous-espaces “1—invariants”, on a deux résultats analogues a ceux de la
section précédente, & commencer par cette proposition, reformulation de la proposition 3.1.2 :

Proposition 3.2.2. Le sous-espace M = qu, ot q est unimodulaire, est un sous-espace inva-
riant commun pour {e™ }.>0 et S, si et seulement si l'application s — (1(;(7;)(1) définit une fonction
intérieure. De plus, ['ensemble de ces fonctions peut étre paraméitré en prenant arbitrairement q uni-
modulaire sur (0,a), en choisissant une fonction intérieure arbitraire © € HS® et en définissant par

récurrence

q(s —a) = q(s)O(s) et q(s + a) = q(s)/O(s + a).

DEMONSTRATION. Comme lors de la preuve de la proposition 3.1.2, on utilise la proposition
1.5.8. O

En considérant les sous-espaces de H2, on retrouve encore une proposition semblable & la pro-
position 3.1.3 :

Proposition 3.2.3. Soit O(s) = B(s)e™exp(i [ 2EEdu (1)) une fgnction intérieure de H2. On
note A Uensemble des zéros de B. Le sous-espace M = OH3 € Lat({€ }+>0,Sa) si et seulement si
© divise dans HS® la fonction s — ©O(s — a). Ceci est équivalent aux deux conditions suivantes :

(i) A—a CA,

(i) S du(t — a) > du(t).

DEMONSTRATION. On va écrire explicitement ©(s — a), puis la divisibilité de cette derniére
fonction par © va d’abord entrainer clairement que A —a C A puis que le quotient des deux fonctions
intérieures, qui est encore une fonction intérieure, va s’écrire exp(¢) ou ¢ fonction holomorphe. En
considérant le module, et donc la partie réelle de ¢, et en appliquant le la caractérisation des fonctions
harmoniques positives 1.2.4, on pourra conclure au résultat voulu. Lors de la preuve du théoréme
4.2.1, on utilise le méme raisonnement que 1’on détaille complétement.

O(s —a) = B(s — a)ePYexp(i /R mczy(t)).

Calculons alors le terme a I'intérieur de l'intégrale, en posant t =t' — a :
l+t(s—a) 1+ (' —a)(s—a) 11—t +a) (' —a)2+1 ts+1
= = Qa .

t—(s—a) t—s B 1+t t2+1 t—s’
ce qui donne

2
O(s—a) = B(s— a)eiﬂ(sa)ei"exp(z’/ (tza)"+1 st+ 1dy(t —a)),

g 24+1 t—s

ou

1—t({t' +a)
n= /RCZHthV(t—CL) € R.

En utilisant comme annoncé le lemme 1.2.4, on obtient



2. TRANSLATION ET MULTIPLICATION 39

(t—a)?+1
- 7 — > .
o dv(t —a) > dv(t), Vte R

U

Remarque 3.2.4. Les conditions sur les mesures singuliéres obtenues aux propositions 3.1.3 et
3.2.3 ne permettent pas a priori de caractériser les mesures qui conviennent. On voit en particulier
que toute mesure du type Y ﬁr—@%étn out, =to+na, an >0, 01—, >0et > _, 1‘3;—;% < 00,
avec tg € R fixé, satisfait la condition (i7) de la proposition précédente, et ce ne sont pas les seules
mesures (discrétes) dans ce cas.
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CHAPITRE 4

Sous-espaces simultanément invariants sous 1’action de deux
semi-groupes continus

Dans ce dernier chapitre, nous remplacons le semi-groupe discret par un semi-groupe continu.
Suivant deux articles de A. KATAVOLOS & S.C. POWER, dont les méthodes sont similaires, nous
donnons une paramétrisation des espaces simultanément invariants tout d’abord sous I'action de
{e'™}50 et {St}e>0 et ensuite sous celle de {e'™ },>¢ et {Vi}i>0, ot Vif(x) = e%f(etx). Comme les
sous-espaces sont au moins invariants sous le semi-groupe de mutilplication, on sait déja qu’ils sont
de la forme L?(E) ou qH_%. On peut dans chacun des deux cas déterminer facilement les ensembles
FE qui conviennent. La partie principale de chacun des deux articles congsiste a regarder la forme des
fonctions unimodulaires q et de paramétriser celles qui conviennent.

1. Résultats préliminaires

Au cours des deux sections qui vont suivre, on aura besoin de résultats de théorie des fonctions,
que l'on fait apparaitre ici sous forme de lemmes :

Lemme 4.1.1. Soit f : R — R une fonction mesurable telle que f(x +vy) = f(x) + f(y) pour
tous z,y € R. Alors, il existe p € R tel que f(x) = px pour tout x € R.

DEMONSTRATION. Le résultat est bien connu si la fonction est supposée continue. On va montrer
qu’en fait les deux hypothéses sur f entrainent sa continuité et donc le resultat. Il suffit pour cela
de montrer que f est bornée au voisinage de 0. Si c’est le cas, f sera localement intégrable, et en
intégrant 1’équation d’additivité de f par rapport & x ou y, on aura que f est continue. Il existe N
tel que A :={x: |f(x)] < N} est de mesure non nulle, mais alors A — A est un voisinage de 0, ce
qui donne le résultat par I’additivité de f. O

Corollaire 4.1.2. Soit f : R — T une fonction mesurable telle que f(x +y) = f(z)f(y) pour
tous z,y € R. Alors, il existe 0 € R tel que f(x) = €% pour tout x € R.

DEMONSTRATION. On écrit f(x) = e(®) ou g est additive et mesurable et on applique le lemme
précédent. O

Lemme 4.1.3. Soit f : RT — R une fonction croissante telle que f(x +1y) = f(x)e™¥ + f(y).
Alors, il existe X > 0 tel que f(x) = £\(e™* — 1) pour tout z € R.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que f est dérivable sur [0, 00). Si c’est le cas, en dérivant
la relation vérifiée par f par rapport a y puis en faisant y = 0, on trouve que f'(z) = £f(z) + f'(0).
On pose A = f/(0) > 0. La solution unique de cette équation différentielle est f(z) = £A(e™* — 1).
Montrons donc la dérivabilité de f sur [0, c0).

f est croissante, elle est donc localement intégrable. En intégrant 1’égalité par rapport a y, puis
en appliquant le théoréme de dérivation de Lebesgue, on voit que f est dérivable presque partout

41
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sur (0,00). Soit s un point ot f est dérivable. La relation veérifiée par f montre que pour tout ¢ > 0,
f est dérivable en s+t et donc f dérivable partout sur (0, 00). Soit g > 0. On a, pour tous x, h > 0,

() f'lz+h)F e f(a) = f'(h).
Suivant le signe a l'intérieur de I'exponentielle, on remarque que f’ est croissante ou décroissante

sur (0, 00) donc localement intégrable sur [zg, 00) et en intégrant (5) par rapport & z, on trouve que
[ est continue sur [zp,00). On fait tendre h — 0 dans (5) et on a

1'(0) := lim f'(h) = f'(x0) F f (o) < o0,

Cette formule est en fait vraie pour tout > 0. De plus, f étant croissante, f’ > 0 et étant continue,
1(0) > 0. O

2. Les sous-espaces invariants sous {e/" },>0 et {S;},>0

On donne ici, suivant [7], la structure exacte de I’ensemble des sous-espaces invariants a la
fois sous l'action de chacun des deux semi-groupes {e'™ },;>¢ et {S:},>0. La derniére partie du
chapitre précédent affirme que pour que L?(E) soit dans Lat({S:},>0), ot E C R est un ensemble
mesurable, on doit avoir que E+t C F pour tout ¢ > 0. Ainsi, les éléments de Lat({e'™ } >0, {Sr }r>0)
2—invariants seront de la forme L?((a,00)) pour un certain a € R. Le théoréme suivant nous donne
une description exacte des élements 1—invariants.

Théoréme 4.2.1. On a une paramétrisation de l'ensemble des sous-espaces 1—invariants sous
Uaction des deuz semi-groupes {€'™ } >0 et {S;}r>0.

, a2
M € Lat({€™ }r50,{Sr }rs0) &= M = e “ 7" H2 (s5,)) € R% x R.

g2
DEMONSTRATION. Afin d’alléger les notations, on note ¢s(z) = e **2 et My, D'opérateur de
multiplication par ¢, sur L?(R). On remarque tout d’abord qu’on a la relation

(6) 6”'515 _ eiTtSteiT-

Commencons par montrer que pour (s,A) € R} x R, le sous-espace M = My, e")"H_% est bien
dans le treillis sus-nommeé. Du fait que eiT'HJQr C H?H il est clair que M est 1—invariant sous l’action
du semi-groupe de multiplication. D’autre part, pour ¢ > 0, on a

»

My, f(x) = Su(e T f(x)) = eF €T fo — 1) = d(t) My, e S, f(z)
)

et donc, en utilisant également (6

SiM

SiMy, e H? = My €' S H?
= M¢Se’:ts'efA'StHi

M¢Se’_t5'ef/\'H_2k

M¢s GZA'BZtS'H_%_

My, e H2 = M.

Nl

Réciproquement, si M est 1—invariant sous l'action de chacun des deux semi-groupes, il I’est en
particulier sous celle de {€},>0, et donc par le théoreme 1.6.19, M = gH?, ol g est unimodulaire.

g2
On va montrer que ¢(x) = ce P T A pour certains p > 0, A €ERetceT.
Pour chaque t > 0, ¢H? est dans le treillis commun de {e"™},>¢ et de S;. Par la proposition
3.2.2 il existe une fonction intérieure O, telle que
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(7) q(z —t) = q(z)O¢(x)
On remarque que si 0 < t < s, alors O, divise Oy : en effet, s =t + ' donc
O H? = S;M =SSy M C S,M = ©,H7,

ce qui entraine, comme on I’a vu & plusieurs reprises que ©;/0; = O pour une certaine fonction
intérieure ©. D’autre part, on a, pour s,t > 0, I’égalité de cocyclicité

gz —s—t) q@—s—t) q(z—s)

®) e e B D R DA
qui implique en particulier que la fonction intérieure ©.(- — s) divise Ogy¢. En combinant ceci la
relation de divisibilité précédente, on a que si 0 < r < s — t, alors ©;(- — r) divise ©,4; qui divise
O, et divise donc elle-méme 6.

Fixons s et 0 <t < s. Si ©; s’annule en sy € CT, alors pour tout r tel que 0 <r < s —t, on a
Os(so+1) =0, ce qui contredit le principe des zéros isolés. Il suit que ©; est une fonction intérieure
singuliére que l'on peut écrire sous la forme

dug(u)), (Im(z) > 0),

O(z) = a(t)ew(t)zexp(i/ uz 1

R U—Z
ou a(t) € T, B(t) € R et uy mesure finie singuliére positive sur R. Montrons que py = 0. Le méme
calcul qu’a la proposition 3.2.3 donne

. . )2
Oz —r) = a(t)ew(t)(Z_T)em(t”)exp(i/ ur bl (u—r)+ 1d,ut(u —)),

R U—Z u? +1

N . _ 2
ot n(t,r) = exp(i [ tszifrdut(u —7)).
On peut donc écrire

Os(2) _ als) 4. _
Oi(z—71) at) ©

ol ¢, est une fonction holomorphe sur C* et © une fonction intérieure. En particulier, |%|e‘¢" =

]6?(2(3 5| ot on a posé
Im(z)
¥r(2) := Re(¢r)(2) = (B(s) — B(¢))Im(2) + ; m(dvs(@t) — dvi(u — 7))
avec dv(u) = (1 + u?)du(u). Du fait que le quotient est unimodulaire sur R, on en déduit que

la(s)/a(t)] = 1. D’autre part, 1, étant harmonique, comme partie réelle d’une fonction holomorphe,
et positive (car e"¥r < 1), en appliquant le lemme 1.2.4, on en déduit alors que B(s) > B(t) et que
pour tout A borélien de R, v5(A) > v4(A —r). Ceci étant vrai pour tout 0 < r < s —t on définit une
nouvelle mesure sur R en posant
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Cette mesure est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue. En effet, supposons que
A soit un borélien tel que m(A) = 0. Alors,

s—t
/ /XA r(u)dvy(u dr—// XA+ (r)drdv(u) =

L’hypothése de majoration donne o(A) < (s —t)vs(A) ce qui implique, car vs L m, que o = 0. Mais
alors 1, et donc u; sont également nulles. Autrement dit,

(9) 0y(z) = a(t)e?®?,

L’identité (8) s’exprime alors

a(s + t)eiﬁ(ert)x _ a(t)eiﬁ(t)(xfs)a(s)eiﬁ(s)m

ce qui donne

(10) { als +t) = as)a(t)e BBs
B(s+1) = B(s) + B(1)
la premiére équation ayant été obtenue en faisant x = 0 et la seconde & partir de la premiére. Du
fait que [ est croissante, on déduit qu’elle est presque partout continue, en particulier mesurable.
On applique le lemme 4.1.1, on trouve donc un p € R tel que 5(z) = pz. La croissance de [ entraine
> 0.

’ D’autre part, les égalités (7) et (9) et le fait que le quotient g(x —t)/q(x) soit mesurable en (x,t)
et continue en x pour chaque t fixé entrainent que a est mesurable. Posons alors

Y(t) = at)e's,

ce qui définit une fonction également mesurable. La premiére égalité de (10) nous donne la nouvelle
équation

Y(s + 1) = y(s)v(1).

Sachant que v(t) € T, 4.1.2 nous donne existence d'un A € R tel que y(t) = ¢, ce qui s’écrit

€rncore

at) = e*"(péf)‘t).
Or,
g(x —t) = q(x)O¢(x) = q(a;)ei(*péJr/\Hpm).
Ainsi, pour zg € Ret t > 0,

2
Q(Jfo - t) — q(xo)ei(fp%+)\t+ptzo)
ou encore, pour y < Xy,

2

q(y) = cay ei=pis =)
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Cette derniére égalité étant vraie pour tout zp et tout y < xg, en prenant xg # x; et y < min(xg, x1)
on trouve que ¢z, = ¢;, = ¢, et 'égalité a donc lieu pour tout y € R, ce qui termine la démonstration.
O

3. Sous-espaces invariants hyperboliques

On remplace dans cette derniere section, toujours en suivant un article de KATAVOLOS & POWER,
le semi-groupe de translation par le semi-groupe de dilatation {V;}¢>0 ou, si t € R,

Vi: L*R) — L*(R)
Fooe( aeef(eln)

On voit tout de suite que
IVif|? = ¢ /R F(ez)Pdz = || ]

V; est donc unitaire pour tout ¢ > 0 et de plus, V;_l = V_;. On va voir que pour tout ¢t € R, on a
V,gH?r C Hi ce qui entraine en particulier que VtHi = Hi pour tout ¢ > 0. Soit ¢t € R. Alors,

sup/ ]f(ex+zey]dx—sup/\fx+zeyd:c—sup/|f (z + iy)|*dr < oco.
R

y>0 y>0

Le but de cette section est de caractériser les sous-espaces simultanément invariants sous ’action
de {V;};>0 et du semi-groupe de multiplication. Dans le cas d’un sous-espace de la forme L?(E), il
n’est pas trés difficile de répondre & la question.

Proposition 4.3.1. Soit E C R un ensemble mesurable tel que L*(E) est invariant sous ['action
de Vi pour tout t > 0. Alors, E = (—a,b) pour certains 0 < a,b < co.

DEMONSTRATION. V; étant un opérateur de dilatation, on voit de la méme maniére qu’a la
proposition 3.1.1 qu’on doit avoir e *E C E pour tout ¢ > 0. Si a < 0 est dans E, alors e 'a € F
pour tout ¢ > 0, ainsi [a,0) C E. Si b > 0 tel que b € E alors de la méme manieére, (0,b] € E. Le
résultat suit. O

On veut maintenant, comme on I’a fait dans la section précédente pour le semi-groupe de trans-
lation, déterminer les fonctions unimodulaires ¢ telles que qH_% soit dans le treillis de {V;}4>0. C’est
I'objet du théoréme suivant.

Théoréme 4.3.2. On a une paramétrisation de l'ensemble des sous-espaces 1—invariants sous
Uaction des deuz semi-groupes {€'™ }r>0 et {Vi}i>0.

Me La’t({eiT.}Tzov {V;}tZO) = M= eA,MusﬁHZa (Aauasae) € (R-‘F)Q X R x Tv

. ; -1
ol ey () = e!ArHHz=) ef

1, x>0
usp(x) = fesT z<0

DEMONSTRATION. On commence par montrer qu’'un tel sous-espace est bien simultanément
invariant sous I’action de ces deux semi-groupes. Fixons donc (), ,s,6) € (R;)? x R x T. Notons
tout d’abord que e, g est une fonction intérieure si o > 0et 8 <0 :

Im)

|ea,ﬁ (Z)‘ — ef/\Im(z))\e_“”W'
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Cette derniére fonction tend vers 0 lorsque Im(z) — 0 et est bornée par 1 sur C*, elle est donc dans
H. 11 est clair que |eq g(z)| = 1 pour tout x € R*, d’ott le résultat annoncé. Pour f € HZ, on a

Viexuf (z) = ey () (N Deinle™ =De (),

Or, pour t >0, A(e" —=1) > 0 et p(e " —1) < 0. Ainsi, Oy ¢ := eiMe =Dz gine™ ~1)a ™" ogt intérieure
donc Viea uf = ex,Ox . Vif. D'autre part, en notant gs(z) = eslogz — 415 oy le logarithme est
défini sur C \ iR_ avec valeur principale de 'argument, on a g g() = us(z)gs(z) en ayant posé

87 - 3 l
fe®s Ogm, z < 0.

Mais, gs ¢ est une fonction unimodulaire qui vérifie

t . t .
Vigso(2)f(z) = 2 (xpoo(€'2) + Oxm_, (e'2))e™ 81l fela) = €' g, o (2) Vi f ().
Du fait que VtHi = H_2H on en déduit que WQ&QH_%_ = gs79VtHi = gsng_%. Cependant,
0 < min(e®™, 1) < |gs| < max(e®,1) < oo,

et il suit que que 1/'t’us791'-1'_2|r = usng_%. En résumé,

V;fek,,uusﬁH-zy- :ek,u@A,u,t%us,GH-?—
= e)\,u@)\,u,tusﬁH-Zs-
- e)x,uusﬂH-%-
Réciproquement, soit M un sous-espace 1—invariant sous {e'" },>¢ et invariant sous I’action de
{Vi}t>0. En particulier, M = qu pour une certaine fonction unimodulaire ¢. Par ailleurs, V; M est
également 1—invariant sous {€"" };>0 :

VM = Vel ™ M C VM.
Ainsi, pour chaque ¢t > 0, il existe une fonction unimodulaire ¢; telle que VM = th_%. Or par
hypothése, V;M C M ou encore th_QF C qH?, et en appliquant la proposition 1.5.8 on a que ¢g
s’étend en une fonction intérieure ©; ce qu’on écrit VM = @tqHJQF. Mais

ViM = ViqH?3 = q(e')H2,

il suit que, en multipliant éventuellement ©; par une constante unimodulaire,

O4(x)q(x) = q(et:v) p.p T.
Pour s,t > 0, on a la relation

s+t s+t s
(11) Ouy(a) = L) _ale™w) a(€T) g 590 ()

q(x) q(esz)  q(x)
valable pour presque tout z. Cette relation de cocyclicité nous apprend que Oy(e’-) divise Ogiy.
Comme dans la section précédente, si 0 < t < s, alors ©, divise ©,. En regroupant ces deux
informations, on voit que si 0 < r < s — t, alors la fonction Oy(e"-) divise ©4. 1l suit que si Oy
s’annule dans le demi-plan supérieur en un point zq, alors O s’annule en e~ "2y pour tout r < s — ¢,
ce qui contredit le principe des zéros isolés, ainsi ©; ne s’annule pas et a donc la forme

O1(2) = a(t)e PO exp(i / W), (m(z) > 0),

R U—Z
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ou «at) € T, B(t) > 0 et py est une mesure positive finie singuliére par rapport a la mesure de
Lebesgue. En écrivant explicitement le fait que ©.(e"-) divise ©4 on arrive, comme dans la section
précédente a ’aide de la caractérisation des fonctions harmoniques positives, a la conclusion que si
'on définit deux mesures v; et vg en posant dv(u) = (1 + u?)du(u), on a dvy(e"u) < dvs(u) et que
B(s) —e"B(t) > 0. Cette derniére inégalité nous donne la croissante de 3.

En ce qui concerne la mesure g, on montre que son support est contenu dans {0} : on définit
alors sur R\ {0} une nouvelle mesure o en posant, pour A borélien,

(A) = /0 e Ay

Cette nouvelle mesure est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, ce qui se
montre comme dans la section précédente. Pour tout borélien A, elle vérifie 0(A) < (s — t)vs(A).
Ainsi, comme v, L m, on a 0 = 0 ce qui entraine que pour tout borélien A de R\ {0}, on a
vi(e" A) presque partout sur (0,s —t). Ainsi, 1, = 0 sur R\ {0}, il en est de méme pour p;. Notant,
Y(t) :== 1 ({0}) = 0, on a que

O4(x) = a(t)eiﬁ(t)ze_”(t)fl.

L’inégalité sur les mesures, utilisée pour {0}, nous donne également la croissante de . On applique
maintenant ’équation (11) pour trouver :

04(8 + t)eiﬁ(s—i-t)xe—i'y(s—&-t)x*l _ a(t)eiﬂ(t)esxe—iﬂ/(t)e*%*la(s)eiﬁ(s)xe—m(s)z*1

ce qui se réécrit

afs+1t) = a(S)a(t)eix(ﬁ(t)esw(S)*ﬁ(sH))eiw‘l(v(t)e‘SJr“/(S)*v(ert))

le terme de gauche étant réel, on obtient le systéme

a(s+t) = a(s)a(t)
(12) B(s+1t) = pB(t)e’ + B(s)
V(s +1) =y(t)e" +7(s)

Les fonctions 3 et y étant croissantes, on peut appliquer le lemme 4.1.3 pour trouver que

B(t) = Me! — 1) et y(t) = u(1 — e™*) pour certains A, > 0.
D’autre part, comme

t o , ey
(13) Q(e l‘) _ a(t)ez)\(e 71)xefz,u(lfe Yot

q(x)
et que le quotient est mesurable en (z,t) et continu en x pour chaque t fix¢, on en déduit que le
quotient, et donc «, est mesurable en t. Il en découle, & 'aide du lemme 4.1.2 que
alt) = et oecR.
On pose alors
u(x) = exp(iolog|x|)ey u(z).
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La formule (13) affirme alors que, pour chaque ¢ > 0, on a

u(e'z)  exp(iot 4 iolog |x]) . exp(i(Aefx + pe~tz™h)) Ck(t)€i)\(et71)‘,}3671’“(17671&)3671 ~ qlex)

(@) | expliologle)  exp(i(ha +pr ) a(@)
pour presque tout x. On définit maintenant v := qu = q/u et 'équation précédente se réécrit
(14) v(e'z) = v(x)

presque partout en x, pour chaque £ > 0. En fait, cette relation est encore vraie presque partout en

x pour chaque t réel : soit ¢ < 0, alors pour presque tout y = e~ 'z,

v(e'y) = v(ele™ ‘) = v(y).
On montre maintenant que v ne prend que deux valeurs sur R et est constante sur chacune des
demi-droites RT et R™. Soit f(z,y) := |[v(zy) —v(x)|. Par hypothese (la relation (14)), pour chaque
y > 0, il existe un ensemble A, de mesure pleine tel que f(x,y) =0 pour x € A,. Ainsi

e 'r)=uv(e”

/ f(x,y)dx = 0 pour chaque y > 0,
R

ce qui implique clairement que [, [5 f(2,y)dzdy = 0. Par le théoréme de Fubini, on a

/R/m f(x,y)dydz =0

et donc, I’existence d’un ensemble de mesure pleine sur R pour les élements x duquel on a fR+ fz,y)dy =
0. Prenons x1 > 0 et 22 < 0 & lintérieur de cet ensemble. Ainsi, presque partout en y > 0, on a
f(zi,y) = 0 pour i = 1,2. 11 suit que v(z) = v(z1) pour presque tout = > 0 et v(z) = v(x2) pour
presque tout x < 0.

On conclut donc que, & une constante multiplicative unimodulaire prés, ¢ = vu est de la forme
9o,0€x,u, C qui termine la démonstration. O
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